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OZET

Bu calismada, bir Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisinin yaklasim ozellikleri
incelenmistir. Bu tez birinci béliim giris olmak iizere ii¢ boliimden olusmaktadir. Ikinci
boliimde lineer operator dizilerinin temel kavramlari ve yaklasima dair temel teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde a-Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisinin yaklagim
Ozellikleri incelenmistir. Korovkin tip teorem yardimiyla diizgiin yakinsaklig
gosterilmistir. Ayrica siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim derecesine ait bir oran
verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

£, B, [0, ) uzaynda tanimlanan norm

[ o Cp[0, ) uzaymdaki Il - llc, =sup| - | ile tanimli olan norm
x=0

-z Ifllcz =fllc, + If'llc, +lIf"llc, ile tanimli olan norm

I+ Nl 1a,b) C[a, b] uzaymdaki Il - ll¢ (4,5 = makbs| - | ile taniml1 olan norm

asxs

B,[0, ) |f ()| < Mgp (x) sartim1 saglayan fonksiyonlar uzay:

Cg[0, ) [0, 00) araliginda sinirl1 ve siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzayi

C%[0, ) f.f',f" € Cg [0, ) olan fonksiyon uzay1

C,[0,) B, [0, ©) uzayindaki siirekli fonksiyonlar uzayi

C,[0,) {f € Cp: li}gqm 20 € R} alt uzay1

L,.(f x) a —Baskakov Operatorii

Ly o(f, x) a —Baskakov-Durrmeyer Tip Operatorler

fa3f (f») fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi

Cla.b] [a. b] araligindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

o(f; d) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

C[0, ) [0, o) araliginda stirekli fonksiyonlarin uzay1

L(f,x) L operatdriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

p (x) Agirlik fonksiyon



1. GIRIS

Gergel degerli siirekli fonksiyonlara daha basit fonksiyonlar yardimiyla yaklasilmasi, son
iki ylizyil icinde ¢ok sayida aragtirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Cebirsel polinomlar ile
stirekli fonksiyonlara yaklasim teorisi ilk olarak 1854 yilinda, P. L. Chebyshev’in buhar
makinesi ile ilgili ortaya koydugu asagidaki problemi ifade etmesi ile baslamistir;
“Bir [a, b], kapali araliginda taniml siirekli bir f fonksiyonu ve pozitif bir n sayis1 verilsin.
Acaba f fonksiyonunun, [a, b] araliginda herhangi bir noktada maksimum hatasini kontrol

edebilecek sekilde, derecesi n’yi gegmeyen bir p polinomu ile gosterebilir miyiz?”’[1].

Fonksiyon uzaylarinda "siirekli fonksiyonlara yaklasim" problemi ilk defa Weierstrass
tarafindan ele alinmistir. Bundan dolay1 yaklasim teorisinde en énemli teoremlerden biri
Weierstrass yaklasim teoremidir. 1885 yilinda Weierstrass [a, b] araliginda siirekli her f
fonksiyonuna bir polinomla yaklasabilinecegini ifade etmistir [2]. Ancak Weierstrass bu
polinomlarin ne tiir polinomlar oldugu ve bu polinomlarin bulunma kosullar1 hakkinda
herhangi bir bilgi vermemistir. Daha sonra bir¢ok matematik¢i bu teoremde ifade edilen
polinomlar1 agik bir sekilde elde etmek i¢in ¢aligmislardir. Bu polinomlarin agik bir formu

1912 yilinda Bernstein tarafindan;

Ba(fi2) = o f (5) (o) 2F (1 — x)n* (n=123..) (11)
bi¢giminde verilmistir [3].

1951 yilinda Bohman toplam bigimindeki lineer pozitif bir operatérler dizisinin [0,1]
kapali araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsamasi i¢in yalnizca ii¢ kosulu
gerceklemesi gerektigini ifade ve ispat etmistir [4]. Daha sonra 1953 yilinda Korovkin,
Bohman tarafindan elde edilen bu ifadeyi lineer pozitif operator dizisine genellestirmistir
[5]. Bohman ve Korovkin teoremleri lineer pozitif operatdrler teorisinin gelismesine biiyiik
katki saglamistir. Lineer pozitif operatorler dizisinin yaklasim kosullari, Korovkin
tarafindan verilmistir. Bohman (1952) ve Korovkin (1953), Bernstein polinomlarindan yola
cikarak, lineer pozitif operatorler dizisinin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile
ilgili c¢ok Onemli bir teorem vermislerdir. Sonlu aralikta diizgiin yakinsamanin

gerceklenmesi icin sadece ii¢ kosulun incelenmesinin yeterli oldugu bu teoremde ifade



edilmigtir. Bu teorem dogrultusunda bir¢ok yeni lineer pozitif operatorler dizisi

tanimlanarak yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Smirsiz araliklarda yaklagim problemi de agirlikli uzaylarda arastirilmistir. Agirlikl

uzaylarda yaklasim kosullar1 ve Korovkin tip teorem Gadjiev tarafindan verilmistir [6,7].

Bu tezde bir a —Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisinin yaklasim o&zellikleri

incelenecektir [8]. Bu operatorler;

PZ.(x) = #{ﬁ (") + @- DA+ + (- a)x(””,;—l)} (1.2)

1+x

1 tk
Pr(t) = B(k+1mn) (1+t)(+k+1)

(1.3)

Baz fonksiyonlar ve [0, ) aralig1 iizerinde P, f ¢arpim fonksiyonu integrallenebilir olan

bir f fonksiyonu yardimiyla,

Lualfin) = . B0 [ Pk (Of Ot (1.4

bigiminde tanimlanmuistir.

Verilen operator dizisi igin ¢ = 1 alinirsa operatdér Baskakov-Durrmeyer Operatoriine

dontisiir [9,10].

Bu tez birinci boliim giris olmak iizere ii¢ bdliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde lineer
operator dizilerinin temel kavramlar1 ve yaklasima dair temel teoremler verilmistir.
Ugiincii boliimde a —Baskakov-Durrmeyer tip operatdrler dizisinin yaklasim 6zellikleri

incelenmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, lineer pozitif operatorlerin tanimi, 6zellikleri ve yaklagim hizi ile ilgili tanim

ve lemmalara yer verilmistir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Bu tanim ve lemmalar [11,12] de verilmistir.

2.1.1. Tanim

X ve Y normlu lineer fonksiyon uzaylart olsun. Eger X uzaymdan alinmis herhangi f

fonksiyonuna Y uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L kuralina

X uzaymdan Y uzayimna bir operatdr denir. f € X, g € Y ve x eleman1 g fonksiyonunun

tanim kiimesine ait olmak iizere;

L(f)(x) = g(x) (2.1)

ya da daha agik bir sekilde ifade edecek olursak; t degiskeni f fonksiyonunun x degiskeni

de, g fonksiyonunun tanim kiimesine ait olmak {iizere;

L(f(t);x) = L(f;x) = g(x) (2.2)

seklinde gosterilir.

2.1.2. Tanim

L : X — Y bir operator olsun. Eger L operatorii her f;, f, € X ve her a, f € R igin;

L(afi + Bf2) = L(afi; x) + L(Bf2; %) (2.3)

kosulunu sagliyorsa, L operatoriine lineer operator denir.



2.1.3. Tanim

Xt={f:f(t) =0,vteR}veY" ={g:g(x) = 0,Vx € R} (2.4)

iki fonksiyon uzay1 olsun. L : X — Y operatérii i¢in L(X*) c Y* kosulu saglaniyorsa, L

operatoriine pozitif operator denir.

2.1.4. Tanim

Lineerlik ve pozitiflik kosullarin1 saglayan L operatoriine, lineer pozitif operator denir.

2.1.5. Onerme

L: X - Y lineer pozitif bir operator olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

i. f,g € X olmak iizere Vt igin

f(®) = g(@) ise L(f(8);x) < L(g(t); x) (2.5)

Buna L lineer pozitif operatdriiniin ‘monotonluk 6zelligi’ denir.

i IL(f; 0] < LAf]; %) (2.6)

Simdi daha sonra kullanacagimiz temel tanimlar1 verelim.

2.1.6. Tanim

A c R ve F(A), A iizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun. s: N — F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve s = (f;,) ile gosterilir.



2.1.7. Tanim

(fu), Ac R fzerinde tamimli fonksiyonlarn bir dizisi olsun. (f,) dizisinin f
fonksiyonuna A iizerinde noktasal yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her € > 0 ve
her bir n > n, icin |f,(x) — f(x)| < & olacak bigcimde en az bir n, sayisimin var
olmasidir [10]. Burada bulunan n, sayisi sadece € sayisina bagli olmasi durumunda (f;,)

dizisi f ye A tizerinde diizgiin yakinsaktir denir ve f,, 3 f ile gosterilir.
2.1.8. Tanim

n € N olmak tizere L, (f; x), L, operatoriiniin f’ ye uygulandigini ve sonucun x‘e bagl

oldugunu gosterir. L, (f; x) ‘e bir operator dizisi denir ve (L,, ) ile gosterilir.
2.1.9. Tanim

Kapali bir [a,b] araligi lizerinde tamimli ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlardan

olusan lineer uzayma C[a, b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki norm:

£ llcia,py= max |f (x)] (2.7)
asx<b

seklinde tanimlanir. Bu normla birlikte C[a, b], lineer normlu bir uzaydir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklasim Hizi

Yaklagim teorisinin bir diger 6nemli problemi yaklasim hizidir. Yaklagim hizi, C sabiti n

dogal sayisindan bagimsiz bir sabit, n — oo iken &, — 0 olmak iizere;
|Ln(f; x = f(0)] < Cey (2.8)
esitsizligini gercekleyen ¢, dizisinin bulunmasi ile belirlenir.

Simdi yaklasim hizi kavramiyla ilgili hesaplamalar yapmak i¢in siireklilik modiili

kavramini tantyalim.



2.2.1. Tanim

f € Cla.b] olsun. § > 0 reel sayisi igin,

w(f; 6) = JSup If(@®) =l
|t—x|<é

(2.9)

bigiminde tanimlanan w(f,§) fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri gergekler.
. w(f;6) =0

ii. 8; < 6,ise w(f; 61) < w(f; 6,)

iii. laiir(L)w(f, 6)=0

iv. Her m € N igin w(f; m8)

AN

mw(f; 8)
v. Her 1 € R* igin w(f;48) < (A + Dw(f;8)
Vi [f ()= f@I <o (flt—x))

|t=x]

Vil £ () = £ @] < (52 + 1) 0(f;8)

2.2.2. Tanim

f €[0,00) ve 3€[0,00) olmak iizere f fonksiyonunun ikinci stireklilik modiilii

ooz(f;\/g) = sup sup|f(x)—2f(x+h)+ f(x+2h)|

0<h<V& XE€ER

seklindedir.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



2.3. C[a,b] Uzayinda Korovkin Teoremi

1885 yilinda Weierstrass [a, b] arahiginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklasilabilecegini asagidaki gibi vermistir.

2.3.1. Weierstrass yaklasim teoremi

Her € > 0 ve feCla, b] igin Gyle bir P polinomu vardir 6yle ki her x€[a, bli¢in|p(x) —
f(x)] < € esitsizligi saglanir. Bagka bir ifadeyle kapali ve sonlu [a, b] araliginda siirekli
her f fonksiyonu i¢in [a, b] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir (B,) polinom

dizisi vardir [2].

1951 yilinda H. Bohmann, toplam seklinde lineer pozitif operator dizisinin [0,1] araliginda

stirekli fonksiyonlarina yaklagim problemini incelemistir.

H. Bohmann [4] gostermistir ki x € [0,1] , 0< a,, <1 ve k <rigin a,; < a,, Ve

Py, x (x) bir polinom dizisi;

Ln(f; X) = Z:Of(an,k)Pn,k(x); Pn,k(x) =0 (2-18)

Lineer pozitif operator dizisinin, n— oo i¢in [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olabilmesi i¢in gerekli ve yeter kosul {i¢ tanedir. Bunlar;

1im 1L, (153) — Ulcjoq) = 0 (2.19)
Tim 1L () — *llcpo) = 0 (2:20)
I}l_)rg L, (t% x) — x2||c[0,1] =0 (2.21)

seklinde ifade edilir.



H. Bohmann’in arastirdig1 operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1] araliginin digindaki
degerlerden bagimsizdir. 1953 yilinda P. P. Korovkin, H. Bohmann’in teoremini daha

genel bir halde vermistir.

2.3.2. Korovkin teoremi

{L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun. a,,(x), B,(x) ve yn(x), [a, b]’de diizglin olarak

sifira yakinsak olmak tizere Vx € [a, b] igin;

L,(L;x) =1+ a,(x) (2.22)
Ln(t;x) = x + Bp(x) (2.23)
Ly(t%x) = x* + yn(x) (2.24)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f; x), [a, b] araligi tizerinde f(x) e diizgiin olarak
yakinsar. Burada f, [a,b] de siirekli , a da soldan, b de sagdan siirekli ve R de sinirli ve

stirekli fonksiyondur [13].

2.4. Agirhikh Uzaylarda Yaklasim

Korovkin teoremi smirsiz araliklarda gecersizdir. Aralik siirsiz alindiginda yaklasim
problemini ¢ézmek i¢in agirlikli uzaylar tanimlanmistir. Bu yiizden sinirsiz araliklarda
Korovkin teoremi agirlikli uzaylarda incelenmistir. Bu bdliimde agirlikli uzaylarin tanim

ve teoremleri verilmistir.

Korovkin teoremi reel eksenin siirli ve kapali alt araliklarinda verilmistir. Reel eksenin
tamaminda veya smirsiz alt araliklarinda yaklasim kosullarin1 1976 yilinda A.D. Gadjiev

vermistir [6,7].

Pozitif reel eksen iizerinde tanimli fonksiyon uzaylari i¢in Gadjiev’ in tanim ve teoremleri

asagidaki gibidir [6,7,11].



2.4.1. Tanim

¢ (x) pozitif reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere lim ¢(x) = oo
X—00

kosulunu saglayan bir fonksiyon ve p(x) = 1 + [¢(x)]* olsun. My, f fonksiyonuna bagl

bir sabit olmak tizere,
If ()| < Msp(x) (2.25)

esitsizligini saglayan pozitif reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarn uzay1 B, [0, %)
ve B, [0, ) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi ise C, [0, ©) ile gosterilir. p ya agirlik

fonksiyonu B, [0, %) ve C,[0, ) uzaylarina da agirlikli uzay denir. Bu uzaylar;

Ifll, = sup { L2 x € [0,00)} (2.26)

normu ile birer normlu uzaydir. C, [0, ©) uzaymin;

m SOl er (2.27)

|x|—00 p(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi C;[0, ) ile gosterilir.

C;[0, ) ve C,[0, ) uzaylar1 B,[0, ) uzaymn alt uzaylaridir.

2.4.2. Onerme

C,[0, ) uzayinda tanimli L, lineer pozitif bir operatdriin C,[0, 00) uzaymndan B,[0, )

uzayina donilisiim yapmasi i¢in gerek ve yeter sart;
ILnll, =M (2.28)

olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir.
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2.4.3. Onerme

L: C,[0,0) — B,[0, ) lineer pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda asagidaki esitlik;
ILlle,~ s, = 1L, (2.29)
gergeklenir.

2.4.4. Teorem

Her n € N igin L: C,[0, ) — B,[0, ) lineer pozitif bir operatdr olmak iizere,

lim I, (") — #”ll, = 0; v=0,12 (2.30)
kosulunu saglamasina ragmen,

Jm L, () = f7ll, 2 1 (2.31)
olacak sekilde bir f* € C,[0, c0) bulunabilir.

2.5. Steklov Fonksiyonu

2.5.1. Tanim

[a, b] kapali ve sinirli araligindaki f integrallenebilir fonksiyonu igin;

ful®) =277 F)du = [, f (¢ + v)dv (232)

bi¢imindeki f;, fonksiyonuna Steklov fonksiyonu denir [14]. Buna ilaveten, f

fonksiyonunun hemen her noktada bu tiirevi;



fi® =5 (e+3) = f (e =3))

Eger f tiirevi reel eksende diizgiin siirekli ise;

sup_If )~ fu®I < (5.f)

te(—oo0,00

sup_ [ (0 <sw(hf)

t€(—0,00

11

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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3. a-BASKAKOV-DURRMEYER TiP OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

3.1. a-Baskakov Tip Operatorler

3.1.1. Tanim

feCzl0,0),neN, xe[0,)ve (")=("7?)=0 olsun, a-Baskakov  baz

fonksiyonu;

k-1
x ax
P%. (x ———{—
"'k( ) (1+x)"te=1 L1+x

(D + (@ - DA+ + - 0x ("D} (3

olmak tizere,

Lna(f;0) = 520 f (£) PP () (3.2)

biciminde tanimlanan operatorlere a-Baskakov tip operatorler denir [15]. Es. 3.2

ifadesinde a = 1 segilirse bu operatorler Baskakov tip operatorlere indirgenir [16].

Ly, o operatorlerinin test fonksiyonlarini hesaplanmak i¢in asagidaki ii¢ lemmaya ihtiyag

vardir.

3.1.2. Lemma

@ K™ k-1 axk
zk:o (Z) (n+k ) (1+x)n+k (33)

ifadesinde m = 0,1,2,3,4 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

_ ® 0 _ K
. ERZO(S) () e ma (3.4)
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1 k
ii E k - ax
. ( ) (n+:§ 1) n+k ax
k=0 \" (1+x)

iii. Z,io (%)2 (n+’1§—1) (1:{5)’;% —q (n+1 2,1 x)

i © Xk ( y ) ( )
iv. Zk 0( ) ("+k 1)(1+x)”+k a(% 3+3n+1 2+

v Z ( ) (”+k 1) (1+x)n+k

— ((n+1)(n+2)(n+3) X4 + 6(n+1)(n+2) X3 + 7(n+1) x2 + %x)

n3 n3 n3

Ispat

i. m =0 igin,

) k-1 xt = * k-1 xk _
Zk 0( ) (n+ )(1+x)n+k azkzo(n+k )(1+x)n+k =

olur.

ii. m=1icin;

Y ) =ty e
k=0 (1+X)n+k n k=0 k!(n—1)! (1+x)n+k

_ gzw (n+k-1)! xk
T n g (k=DIn-1)! (1+x)ntk

ifadesinde k— k + 1 yazilirsa ve ifade n ile ¢arpilip boliiniirse;

)

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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a *© (n+k-1)! xk _«a © (n+k)! xktl
n L p—q k=DIm-D! Q+0)m+k 0 L, kl(n-1)! (1+x)0k+

_ ® n+k xk —
= axzkzo( N ) T = X (3.11)
olur.
iii. m = 2 i¢in;
® k% mak-1y  axk
Zk=0 (;) ( k )(1+x)n+k (312)

ifadesi k% = k(k — 1) + k esitligi kullanilarak,

a E gy (k=1 xK 1 ® k mtk-1y__axk
— k(k 1) Kl(n—1)! (1+x)"+k + ”Zk;on( k )(1+x)”+k
k=0

_a (n+k+1)! xk 1 @ k rm+k-1 axk

T p2 E (k=2)!(n—1)! (1+x)n+k + n Zk:o n ( k ) (1+x)ntk (313)
k=2

bi¢iminde yazilir. Bu ifadenin ilk kismi1 i¢in k— k + 2 ve ZEZIB ile garpilir. ikinci kisimda

ise Lemma 3.1.2 (ii) ise uygulanirsa;

a © (n+k+1)! xkt2 n(n+1) | 1
n2 Zk:o k!(n—1)! (1+x)"+tk+2 n(n+1) + n (ax)

_an(m+1) o\ (n+k+1 xk 1 _ (ntl 5 1
=—x Zk:o( X )—(1+x)n+k+2 +n(a:x)—a( —X +nx) (3.14)

olur.

iv. m = 3 i¢in;

® 0\ rnak-1y  axk
zk—o (Z) (" )(1+x)n+k (3.15)
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ifadesi k3 = k(k — 1)(k — 2) + 3k? — 2k esitligi kullanilarak,

© k

a k(k— 1)(k—2) (n+k-1)! x
k=0

k!(n—1)! (1+x)ntk

(0e]
2 k © k
+ 3 (E) (n+k—1) ax _ 2 k (n+k—1) ax
n n k (1+x)n+k n2 k=0 ™ k (14x)n+k
k
o« © (n+k-1)! xk + 3 *© (k)z (n+k—1) axk
T n3 Lo (=)D A0 T Ly, o \n k 7/ (1+x)ntk

o0
2 k axk

n+k—1
5 e U8 i 619

n2

nn+1)(n+2)

bi¢iminde yazilir. Bu ifadesinin ilk kismi i¢in k— k + 3 yazalip, ATD2) carpilsin.

Ikinci ve {iciincii kisimda ise sirastyla Lemma 3.1.2 (ii) ve (iii) siklar1 uygulanirsa;

_o Kl(n=1D)! (1+x)"+k+3 n(n+1)(n+2)

an(n+1)(n+2) 3 n+k+2 xk 3 (n+1 2 1 ) 2
= ————____+_ [—— — JR—
x e 0( ) (1+x)n+k+3  q a n x“+ n X n2 (ax)

n3

— ((n+1)(n+2) X3 4 3(n+1) X2 + n_lzx) (3.17)

n2 n2

%Zoo (n+k+2)! 2k 1) (n+2) + Ea (n_+1x2 + lx) - iz (ax)
k=0 " " ' '

olur.

V. m = 4 i¢in;

C e\t mak-1y  axk
zk—o (Z) (n+k )(1+x)n+k (3.18)

ifadesi k* = k(k — 1)(k — 2)(k — 3) + 6k3 — 11k? + 6k esitligi kullanilarak,

a © (n+k-1)! xk
nt Lo felle = Dl = 2)0e = 3) 50 G
n+k—1 xk 11 Zoo k 2 k-1 axk
+-= zk 0 ( )(1+x)n+k n2 k=0 (n) ( k )(1+x)"+k
_l_i (n+k 1) ® (n+k-1)! xk
(1+x)”+k n4 k=4 (k=D!(n-1)! (1+x)n+k
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I Z (n+k 1) xk 11Z°° (5)2 (n+k—1) axk
k=0 (14+x)ntk  p2 k=0 \1 k (1+x)ntk

_ k
Py RS

(3.19)

(1+x)+k

n(n+1)(n+2)(n+3)
n(n+1)(n+2)(n+3)

bi¢iminde yazilir. Bu ifadesinin ilk kism1 k— k + 4 yazilip ile carpilir,

Ikinci, iiciincii ve dordiincii kisminda ise sirasiyla Lemma 3.1.2 (ii), (iii) ve (iv) siklari

uygulanirsa;

a C (m+k+3)! 2k D) (+2)(n+3)
n4 k=0 K!(n-1)! (1+x)+k+4 n(n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n+2) X3 3(n+1) X2 11 n+1 x2 6
+na( + + )—n—a( + = x) +— (ax)

n2 n2 2
(n+1)(n+2)(n+3) 6(n+1)(n+2) 7(n+1)
—a( — xt o S s TD 2 4 ) (3.20)
olur.
3.1.3. Lemma
© K\™ rnak—3 k-1
(¢ — 1D+ x)zkzz (;) (") s (3.21)

ifadesinde m = 0,1,2,3,4 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

i. (@—1D1+x) Z; (S)0 (ks # = (¢ — Dx (3.22)
i, (a—1)(1+x)z nik-3 #: (a—1) (x2 +2x) (3.23)

k-1

@ % +k-3 x
i @D +0 ) () () e

- oD i) =
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. oo k 3 k-3 k-1
iv. (@ —1(1 +x)z ) (;) "oz e =]
—(a—1) ((n+1)(n+2) 4+9(r:2-1) 3 + X2 _I_n% x) (3.25)

xk—l

® k\* k-3
V. (a—l)(1+x)z ) (;) () e

—(a-1) ((n+1)(n+2)(n+3) 5 4 WntH(n+2) 4, 554D 3 _|_ x2 4+ 28 x) (3.26)

n3 n3 n*

Ispat

i. m = 0ig¢in, ifade diizenlenir ve k— k + 2 yazilirsa;

© K st x
(@11 +x) Zk=o(n+k Vo = @-DA+0 S =@-Dx (327
olur.
ii. m =1 ig¢in,
*© k\1 k- xk-1
(@ -1+ %) zkzz &) () e (3.28)

1
ifadesinde (S) = ¥+E esitligi kullanirsa;

+k 3 xk-1
(@ —1)(1+x) Z e
_ (a-1)(+x) _ (n+k=3)! k-1
- " zk—3(k 2) (k=2)I(n—-1)! (1+x)n+k-1
+k 3 xk-1
{(a - DA +x) Z W}

_ (a- 1)(1+x)z (n+k-3)! xk-1
k=3 (k=3)!(n-1)! (1+x)ntk-1

r2{a-na+n) (5 (05 e (329
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olur. Birinci ifade de k— k + 3 yazilir ve g ile carpilir. Ikinci ifadede Lemma 3.1.3 (i)

kullanilarak,

_ e\ k-3 xk-1 _(a—-1)(1+x) C (n+k)! xk+t2 p
(a 1)(1+x)zk=2 (Z) (k—2 (Q+x)ntk-1 T p zkzok!(n—l)! (rrkizn T

(a 1)(1+x) nx? 1+k—1 2
( —x (14%) (n+ . )W + n (a—1x
— _ 2,2
= (@-1(x* +2x) (3.30)
olur.
lii. m = 2 i¢in,
T N

(@ —1D(1+x) zkzz (Z) (e R 3.31)

ifadesi k% = (k — 2)(k — 3) + 5k — 6 esitligi kullanilarak,

(n+k-3)! xk-1

(@=1)(1+x) 1)(1+x)
e Ziea(k = 2)(k— 3)(k—z)!(n—1)!(1+x)n+k—1

xk—1

+2((@ = DA +0) Tizala = D (x2 +20) (V)

——<(a =D+ 20 X (M uj;ﬁ)

_ (a- 1)(1+x) (n+k-3)! k-1
= k= =4 (k-4)!(n—1)! (1+x)n+k-1

+2 (@ =D +0) 2 () (5 W

——<(C¥ - 1)(1 + x) Zk 4(n+k 3 u{_i:ﬁ) (332)

Birinci ifade k— k + 4 yazilir ve

E D carpilir, ikinci ifadede Lemma 3.1.3 (ii) igiincii

ifadede Lemma 3.1.3 (i) kullanilirsa;
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(a- 1)(1+x) (n+k+1)!  xk+3 n(n+1) 2, 2 6
Zk=0 =)t Gt narn) T ((“ D (x + ;x)) ——(@—1x

(a 1)(1+x) n(n+1)x3 n+2+k 1 xk 5 _ 242
Zk O( )(1+x)n+2+k n<(a 1) (X +nx)>

n2 1+x

6

_ 6y 1) = DD 5 2 2, \\_ &y
nz(a 1) = ~ +n<(a 1)(x +nx)> nz(a 1)

= (a—1) ("“ P+2x? 4 —x) (3.33)
olur.

iv. m = 3 i¢in,

xk—1

(a—1DA+x)X7, ( ) (n+k s REwSTrT= (3.34)

ifadesi k3 = (k — 2)(k — 3)(k — 4) + 9k? — 26k + 24 esitligi kullamlarak,

n3

_ * (n+k-3)! k-1
(@-Da+x) E (k—2)(k—3)(k—4) (kfz)! = (1+§)n+k—1
k=5
9 oo 1’l+k 3 xk-1
+—(a — D +x) Xk, () (" rEwS =Y

xk—1

26 00 +k-3
——@-DA+x) %L, - = rFRS T

k-1

+k—-3
S@-DA+0 5, (W) o

(a—1)(1+x) (n+k-3)! k-1
- T (k=5)!(n—1)! (14+x)n+k-1
k=5

9 oo n+k 3
+2@-DA+05% (5 () mi

k-1

26 0 +k-3 X
——@-DA+x) X, ~ (n eEssTET=

k-1

k-3
(a -DA+0 ¥, (M5 AT (3.35)
biciminde yazilir. Son kismi da, birinci ifade de k— k + 5 yazilip ptD@*2) i
n(n+1)(n+2)

carpilsin. Ikinci, iiciincii ve dordiincii kisimda ise sirasiyla Lemma 3.1.3 (iii), (ii) ve (i)

siklar1 uygulanirsa,



(@—1)(1+x) T M amnme2)
=T 3 kl(n—1)! (1+x)"+k+4 n(n+1)(n+2)
k=0
-1 (M3 42,204 Y 260, _ 242 2400 _
+n(a 1)(n x*+-x +n2x) nz(a 1)(x +nx)+n3(a 1x

_ (@-1)(1+x) n(n+1)(n+2)x* (n+3+k 1) xk
- n3 14% (1+x)n+3+k
k=0
+§(a -1) (nTHx3 +%x2 +%x) —i—i(a -1) (x2 +%x) +%(a - Dx

e (S ey

n2 n2 n2 n3

olur.

V.m = 4 igin,

k-1

(kY (nek-3
(-1 +x) zk_z (Z) (e A

ifadesi  k*=(k—2)(k—3)(k —4)(k —5) + 14k3® — 71k? + 154k — 120

kullanilarak,

(n+k-3)! xk-1
(k=2)!(n—-1)! (14x)"+k-1

@ DA yer (k- 2)(k  3)(k - )k - 5)
+2 (@ - DA +x) T, (n) (rHes W

71 oo n+k 3
~Za-DA+0) I, (n) (K —(HX)M i

154 +k-3 xk—1
o (@ DO+ i (n REeSrE=1

120 +k-3 xk—1
__( -DA+x) Y-, (n it

(a 1)(1+x)2 (n+k+3)! xk+5

k=6 (k—6)!(n—1)! (14x)n+k+5

“ oo n+k 3 xk-1

+—(a =1 (1+x) X, (E) (") s
k-1

71 0 k-3 X
D a-DA+05 (5 ) i

21

(3.36)

(3.37)

esitligi
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P2 @ DA+ 0T, L) e

(1+x)n+k—1
120 k-1
- @-DA+0E, (V) o= (3.38)
... Ce e n(n+1)(n+2)(n+3) .
bi¢iminde yazilir. Son kisimda, birinci ifade de k— k + 6 yazilip DI DMT3) ile

carpilsin. Diger terimlerde ise sirasiyla Lemma 3.1.3 (iv), (iii), (i1)) ve (i) siklar

uygulanirsa,

(a— 1)(1+x)z (n+k+3)! xkt5  nm+1)(n+2)(n+3)
k=6 (k—6)!(n—1)! (14+x)"+E+5 n(n+1)(n+2)(n+3)

14 (n+1)(n+2) 4 9(n+1) 3
+2 -1 (X + + 2 a2+ x)
71 n+1 154 2 120
-~ (a 1)( x3 + x2+ )+—(a )(x2+;x) — (@ —Dx

_ (@a=D(A+x) n(n+1)(n+2)(n+3)x> (n+4+k 1) xk
- n3 T+x (1+x)n+a+k
k=0

( 1) ((n+1)(n+2) 4+9(2:1) 3 + x2 _I_ni x)

3

IR e t)- 3t

+1 +2 +3 14(n+1 +2 55(n+1 16
( 1) ((TL )(Tl )(Tl ) 5 + (Tl ng(n ) 4 + (‘:3 ) 3 -|— 2 -|-n—4 X) (339)
olur.
3.1.4. Lemma
k
1- a)z )" () (3.40)

ifadesinde m = 0,1,2,3,4 i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

i (1-0) Z (n+" S\ ﬁ (1= a)(1 + %) (3.41)

(1 - C{) z (n+k 1) W = (1 - (Z)(l + x)x (342)
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k-1 xk _ n+1
iii. (1 — (Z)Z (n+ )W (1 a)(l + X) (—xz + - X) (343)
+k—1 xk
iv. (1-a) z (n )
(n+1)(n+2) 3(n+1) 1
=(1-@)(1+x) ( Mni2) 3 4 0D 2 4 L) (3.44)
k-1 xk
v. 1-a) Z (n+ ) o
(n+1)(n+2 3 6(n+1 2 1 1
=(1-a)(1+x) ( DO ot 4 A3 $ T2 4 2x) (3.45)
Ispat
n+k—1 _ n+k—1
ﬂ zk 0 ( ) (1+x)n+k 1 (1 + X) Z ( ) (1+x)n+k (346)

esitliginde S yerine 1 — a alinirsa Lemma 3.1.2 ile istenen sonuglar elde edilir.

3.1.5. Lemma

Es. 3.2°de verilenL,,, a —Baskakov tip operatorler e, (t) =t™, (m =1,2,3,4),

Korovkin test fonksiyonlari i¢in agagidaki esitlikleri saglar.

i, Lya(ex) =1 (3.47)

i, Ly q(eg;x) = 222 (3.48)
2 _ —

i, L q(e500) = 0o 2 4 TRy (3.49)

31,2 2
n>+n4(6a—3)+n(6a—4) 3n4+n(18a—15) n+8a—8

iv. L, o(e3;x) = e e e

(3.50)
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n*+n3(B8a-2)+n?(24a—13)+n(16a—10) Xt 6n3+n?(48a—30)+n(48a—36) +3

V. Lpg (e45x) =

n* n*
n 7n2+n516440c—57)x2 n n+1zic—16x (351)
Ispat
i. ey(t) =1igin,
Lna(eg;x) = Zk_o P& (x) (3.52)
* kot k-1 k-3 k-1
z W{lﬂc (n+ ) + ((X — 1)(1 + X)(n+ ) + (1 a)x("+k )}
(n+k—1) axk
o0 (1+x)ntk
k-1
_ Fla -1+ x)z () . (3.53)

k=0 n+k—1 xk
+(1—a)zk=0( Kk )W

Yukaridaki ifadenin birinci teriminde Lemma 3.1.2 (i), ikinci teriminde Lemma 3.1.3 (i) ve

ticiincii teriminde Lemma 3.1.4 (i) sirastyla yerlerine yazilirsa;
Lpgleg;x) =a+(@—Dx+ (A —-a)(1+x)=1 (3.54)
olur.

ii. e, (t) =t igin,

Ln,a(el; x) = Zk:O (S) Prf,cllc) (x)
\"7 k-1 xk
= B ) g
Xk_1

+a-1DA+x) X%, ( )(n+k : Tt

+(1 - a) z ("*" D) (Hx)% (3.55)
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Yukaridaki ifadenin birinci teriminde Lemma 3.1.2 (ii), ikinci teriminde Lemma 3.1.3 (ii)

ve ligiincil teriminde Lemma 3.1.4 (ii) sirasiyla yerlerine yazilirsa;

Lyg(e;x) =ax+ (@ —1) (xz + %x) +(1—-a)(1+x)x (3.56)
esitliginden

Lna(er; %) = 222 (3.57)
olur.

iii. e,(t) = t? igin,

bnates) =) (£) B0
= Lyq(eyx) = Z ( ) (n+k 1) (1+x)n+k
+(a—1)(1+x)z ) (ﬁ) (rHos)

(1+x)n+k—1

+(1-a) z (n+k 1)(1”)% (3.58)

Yukaridaki ifadenin birinci teriminde Lemma 3.1.2 (iii), ikinci teriminde Lemma 3.1.3 (iii)

ve liglincii teriminde Lemma 3.1.4 (iii) sirasiyla yerlerine yazilirsa;

a(ez,x)—a( x? += x)+(0(—1)(n+1 342 x + )

+(1—-a)(1+x) ( x2+= x) (3.59)
esitliginden

2 —_ —
Lna(ez;x) = TG0 52 4 1A, (3.60)

olur.
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iv. e5(t) = t3 igin,

co 3
bnalesi) =) (5) PR
_\" k-1 xk
- Zk 0( ) (n+ )(1+x)n+k

+a- DA+ T, (- ) (k=3

k-1

(1+x)n+k—1

+(1-a) Z (n+k 1)(1”)% (3.61)

Yukaridaki ifadenin birinci teriminde Lemma 3.1.2 (iv), ikinci teriminde Lemma 3.1.3

(iv) ve tigiincii teriminde Lemma 3.1.4 (iv) sirastyla yerlerine yazilirsa;

n2

(n+1)(n+2) 9(n+1) 19 8
+(a—1)( e x3+§x2+n—x)

3

(n+1)(n+2) 3(n+1) 1
Lpq(es;x) = a( x4+ =—=x"+ ﬁx)

(n+1)(n+2) 3(n+1) 1
+(1—a)(1 +x) (%ﬁ + 2y +§x) (3.62)
esitliginden
3 2 _ _ 2 _ -
Ln’a(e?);x) _n +n4(6a—-3)+n(6a—4) x3 + 3n“+n(18a—15) XZ + n+8a Sx (363)

n3 n3 n3
olur.

V. e,(t) = t* icin,

o 4
Lp,q(e4;x) = zk:O (S) Pn(,cl? ()
_\" k-1 xk
- Zk 0( ) (n+ )(1+x)”+k
xk—l

® K\* k-3
+(CZ - 1)(1 + x) z B (Z) (nz_z (1+x)n+k-1

vy (8 ) g (369
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Yukaridaki ifadenin birinci teriminde Lemma 3.1.2 (v), ikinci teriminde Lemma 3.1.3 (v)

ve liglincii teriminde Lemma 3.1.4 (V) sirasiyla yerlerine yazilirsa;

na(e4; x) — ((n+1)(n+2)(n+3) X4 + 6(n+1)(n+2) X3 + 7(77:-1) xz + %x)

n3 n3

( 1) ((n+1)(n+2)(n+3) 5 n 14(n+1)(n+2) x4 n 55(n+1) 3 +T61_2 X2 +£ x)

n3 n3 n*

+(1—-a)(1 +x) (—(n+1)(nn+32)(n+3) xt 4 @) 5 7(2:1)x2 + %x) (3.65)

n3

esitliginden

n*+n3(8a-2)+n?(24a-13)+n(16a-10) pan 6n3+n?(480—30)+n(48a—36) X3

Ln,a (64; x) = n4. 1’14

7n?+n(64a—57) n+16a-16
+ - x% + — X
n n

(3.66)
sonucu elde edilir.
Ispat tamamlanmus olur.

3.2. a —Baskakov-Durrmeyer Tip Operatorlerin Yaklasim

3.2.1. Tanim

P7r(x) Es. 3.1’de tanimlanan baz fonksiyonu, ve f fonksiyonu ise fooo P () f(t)dt

genellestirilmis integralini yakinsak kilacak sekilde bir f € Cg[0, o0) osun.

tk

P (t) = (3.67)

B(k+1 n) (1+t)(tk+1)

olmak tizere,

Lualfin) = ). B0 [ Pk (Of Ot (3.68)
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bi¢iminde tanimlanan operatorlere a-Baskakov-Durrmeyer tip operatorler denir. Es.
3.68’de verilen operatorler dizisi i¢in @ =1 alinirsa operatér Baskakov-Durrmeyer

operatoriine dontisiir [9,10].

3.2.2. Tanim

x—1

B(x,y) = [ —

(1+u)x+y

X,y >0 (3.69)

Genellestirilmis integral yardimiyla verilen fonksiyonlara beta fonksiyonu denir.

3.2.3. Lemma

Ly, o (f; x) operatérleri , e;(t) = t* fonksiyonlar igin asagidaki esitlikleri saglar. (i =

0,1,2,3,4)

i Lyq(egx) =1 (3.70)
i, Ly q(ey;2) = "oy 4 (3.71)
. Lo e2i) = G + e X + e @72
iv. Ly, o(e3;x) = nstzz_ge;({,f;&(_ez_@ 3 %xz % x

o (3.73)

(n=-3)(n-2)(n—-1)

n*+n3(8a—2)+n?(24a—13)+n(16a—-10) 4 , 16n3+n?(108a—60)+n(108a—76) 1

V. Ly a(e4x) =

n-4)(n-3)(n-2)(n-1) n-4)(n-3)(n-2)(n-1)
72n?+n(384a-312) 96n+336a—336 24 (3.74)
(n-4)(n-3)(n-2)(n-1) n-4)(n-3)(n-2)(n-1) x (n—-4)(n-3)(n-2)(n-1) '

Ispat

i. i=0,icin ey(t) = 1dir. eo(t) fonksiyonuna L3, , operatorii uygulanirsa;



1 o0 tk

e = N p@
Lna(@0; %) = Zk=0 Fuie () B(k+1,n) X (1+0) kD)

\XN? L@, Bk+in) 7 L@
B Zk=0 Pn,k () B(k+1n) zk=0 Pn,k )

dt

olup,

Lya(eo; x) = Ly,q(e; x)

esitligi yazilir. Lemma 3.1.5 (i) den dolayi,

Ly o(eg;x) =1

olur.

ii. i =1,icin

e, (t) =t

dir. e; (t) fonksiyonuna L3, , operatorii uygulanirsa,

1 fo'e) tk+1

* . _ ® (CZ)
Ln,a(el: x) = Zk:o Pn,k (x) B(k+1,m) fO (1) (HHD) dt

_ Z Pn('(;{) ) B(k+2n-1)
k=0

B(k+1,n)

_ Zk_o PS() ) (k+1)B(k+1,n)

(n=1)B(k+1,n)

_ N7 p@p k1

= Zk=o P () —

- k p(a) 1 N @

- £p () + n—lzkzopn'k ()
k=0

olup,

* n 1
Ln,a(el; x) = ELn,a(eli x) + ELn,a(BO; x)

29

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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esitligi yazilir. Bu esitligin sag tarafinin birinci teriminde, Lemma 3.1.5 (ii) ve ikinci

teriminde Lemma 3.1.5 (i) yerine yazilirsa,

2@y, (3.81)

L*r(l,a (61; x) P I

sonucu bulunur.

iii. i = 2, igin

e,(t) = t? (3.82)
dir. e, (t) fonksiyonuna L} , operatorii uygulanirsa,

o tk+2

] A N7 p@
Ln,a(ezix) _Zk P ( )B(k+1n) fo (1+t)(n+k+1) dt

:Zk P(a)( )B(k+3n 2)

B(k+1,n)

_Z“’ P(“)( )(k+2)(k+1)B(k+1n)
Lo (n-2)(n-1)B(k+1,n)

- z P () 2t
k=0

(n-2)(n—-1)

o K\ 5@ z (a)
e E (n) P () + i 2)@ 520 “p(x)

(a)
= zxn 1)Zk OP K () (3.83)

olup,

2
Lya(e2; %) = (n_zr)lﬁ Ly,a(ez;x) + m Ly.q(eq; x)

2

+an,a(60; X) (384)

esitligi yazilir. Bu esitligin sag tarafinin birinci teriminde Lemma 3.1.5 (iii), ikinci

teriminde Lemma 3.1.5 (i1) ve iiclincii teriminde Lemma 3.1.5 (i) yerine yazilirsa,



31

n?+n(4a-3) 5 , (4n+10a—10) 2
(n-2)(n-1) (n-2)(n-1) (n-2)(n-1)

Ly,q (e x) = (3.85)

sonucu elde edilir.

Iv. i = 3, igin

es(t) = t* (3.86)
dir. e3(t) fonksiyonuna L3, , operatorii uygulanirsa,

tk+3

s =N p@ 1 e
Ln,a(es: x) - Zk=0 Pn'k (x) B(k+1,n) fO (1+t)(n+k+1) dt

N7 @, Bk+an-3) " @), (k+3)(k+2)(k+1)B(k+1,n)
- zk:o Bk ) B(k+1n) Zk:o gy () (n—3)(n—2)(n-1)B(k+1,n)

N7 L@ (k+3)(k+2)(k+1)
- Z IR oy

_ n3 3 (@ 6n? e (@)
- (n—3)(n—2)(n—1)zk=0 (;) Pn'k (x) + (n—-3)(n-2)(n-1) Zk:o (n) Pn'k (X)

11n ® k 5@ 6 * (a)
+ (n-3)(n-2)(n—-1) Zk=0 n Pn,k (x) + (n-3)(n-2)(n-1) zkzo Pn,k (x) (3.87)

olup,

6n?
n-3)(n-2)(n-1)

Ly o (eg; %) (3.88)

n3

Do Lnalesx) +

Lg;t,a (93; x) = Ln,a (62; x)

11n

6
T (n=-3)(n-2)(n—-1)

Ln,a(el; x) + (n-3)(n-2)(n—1)
esitligi yazilir. Bu esitligin sag tarafinin birinci teriminde Lemma 3.1.5 (iv), ikinci
teriminde Lemma 3.1.5 (iii), U¢lincii teriminde Lemma 3.1.5 (ii) ve dordiincii teriminde

Lemma 3.1.5 (i) yerine yazilirsa,

n3+n?(6a-3)+n(6a—4) 3 4 on2+n(42a-33) -
m-3)n-2Dm-1  © | m-3)n-2)n-1)
18n+54a—-54 6

(n=3)(n-2) (-1 | (n=3)(n-2)(n-1)

La;l,a (63; x) =

(3.89)
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sonucu elde edilir.

e,(t) = t* (3.90)
dir. e, (t) fonksiyonuna L3, , operatorii uygulanirsa ;

1 0 tk+4

s =N p@
Ln,a(e4: x) - Zk=0 Pn‘k (x) B(k+1,n) fO (1+t)(n+k+1) dt

N7 p@ BUisn—9) N7 (@), (k+9)(+3)(k+2)(k+DB(k+1n)
_z _ i () B(k+1n) kzopnfk () (n—4)(n—-3)(n—2)(n—1)B(k+1,n)

CNC? @) () (e+3) (ke +2) (ke +1)
- Z g Tk €y sy ey

— n4 e k 4 (a)

- (n—4)(n—3)(n—2)(n—1)zk=0 (n) Pn,k (x)
10n3 0 p@

T pm-m-2m-D Ly, () AR
35n ? R @

+(n—4)(n—3)(n—2)(n—1) k=0 (Z) Pn,k (x)

50n e E ((X)
+ (n—-4)(n-3)(n-2)(n—1) zk:o n Pn,k (x)

24 © (@)
+ (n—-4)(n—3)(n—2)(n—1) Zk:o Bk ) (3.91)
olup,

* ) — n* _ 10n3 .

Lna(es; %) = (n-4)(n-3)(n-2)(n—1) Lna(ea; ) + (n-4)(n-3)(n-2)(n-1) Lna(es; %)

35n? 50n
+ (n—4)(n—3)(n—2)(n—1) Ln,a (82, x) + (n_4)(n—3)(1’l—2)(n—1) Ln,a (elr x)

24

T e e tnaléo ) (3.92)

esitligi yazilir. Bu esitligin sag tarafinin birinci teriminde Lemma 3.1.5 (v), ikinci
teriminde Lemma 3.1.5 (iv), iglincl teriminde Lemma 3.1.5 (iii), dordiincii teriminde

Lemma 3.1.5 (ii) ve besinci teriminde Lemma 3.1.5 (i) yerine yazilirsa,
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L (e )_n4+n3(8a—2)+n2(24a—13)+n(16a—10) 4 , 16n3+n?(108a—60)+n(108a-76) 3
na\f4; X) = (n-0)(n-3)(n-2)(n—-1) (-1 (n-3)(n—2)(n-1)
72n%+n(384a-312) 96n+336a—336 24
n-4)(n-3)(n-2)(n-1) n-4)(n-3)(n-2)(n-1) X+ (n—-4)(n-3)(n-2)(n-1) (3.93)

olur.

3.2.4. Lemma

px(t) =(t—x)" , Lyq (f;x) operatdrii merkezi moment fonksiyonu igin asagidaki

esitlikler saglanir (r€{0,1,2,4}).

i Lhe (0%2) =1 (3.94)
i, Lye (0h%) = —[x(2a—1) +1] (3.95)
iii. L, (92 %) = m[(n +4a—3)x%+ (n+5a —3)x + 1] (3.96)

{n? + n(16a — 3) + 16a — 14}x3
+{n? + n(14a + 3) + 44a — 38}x? (3.97)
+(6n+ 28a —22)x + 2

12(x+1)
n-4)(n-3)(n-2)(n-1)

iv. La;l,a ((p;;x) =

Ispat

i. @y(t),r =0 igin,

P3() = (t—=x)° =eo(t) =1 (3.98)
oldugundan,
Lo (923 %) = Ly o (€05 X) (3.99)

esitligi yazilir. Lemma 3.2.3 (i) den
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Lhe (pix) =1 (3.100)
olur.

ii. @L(t),r =1 ig¢in,

x() = (t —x) = e;(t) — xeo(t) (3.101)
Ly, o operatoriiniin linerlik 6zelliginden

Lna (@3:%) = Lya (6= x);%) = Liyq (%) — xLyq (e0; %) (3.102)

dir. Yukaridaki esitligin sag tarafinin birinci teriminde Lemma 3.2.3 (ii) ve ikinci terimde

Lemma 3.2.3 (i) yazilirsa;

Ly (o) =22y 4 Ly o (n+2(a_1) B 1)

n-1 n-1 n-1 n-1

= —[xQa—1)+1] (3.103)
esitliginden

Lna (9h2) = 1 [x(2a = 1) +1] (3.104)
olur.

iii. oy (t) ,r = 2igin

@2(t) = (t —x)? = t2 — 2xt + x?=e,(t) — 2xe, (t) + x%ey(t) (3.105)

Ly, o Operatoriiniin linerlik 6zelliginden

L’;l,a ((PJ%; x) = L’;l,a ((t - x)z; x) = L;l,a (ez;x) — ZxL?L,a (e1;x)
+x2Ly, o (eg; x) (3.106)
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Yukaridaki esitlikte birinci terimde Lemma 3.2.3 (iii), ikinci terimde Lemma 3.2.3 (ii) ve

ticlincii terimde Lemma 3.2.3 (i) yazilirsa;

" 2. _ n?+n(4a-3) 5 , (4n+10a—10) 2 _ n+2(a-1) 1 2
Lna (%) = (n-2)(n—-1) X+ (n-2)(n—-1) X+ (n-2)(n—1) ( n-1 X T n—1) tx
__ (n*+n(4a-3) _ o n+2(a-1) 2 (4n+10a-10) 2 |
- ((n—z)(n—l) 2 w1 T 1)x + ( (n—2)(n—-1) n—1)x

2 _ 2
(n-2)(n-1)  (n-2)(n-1)

[((n+4a —3)x*+ (n+ 5a — 3)x + 1] (3.107)
esitliginden,

Ly o (0Z;x) = S [((n+4a —3)x? + (n+ 5a — 3)x + 1] (3.108)

2%
(n-2)(n—-1
olur.

iv. @7 (t), r =4 i¢in,

Pi(t) = (t—x)* = t* — 4t3x + 6t%x% — 4tx3 + x*
= e, (t)—4xe;(t) + 6x%e,(t) — 4x3e (t) + x*ey(t) (3.109)

Ly, o operatoriiniin linerlik 6zelliginden

Ly (0%5%) = Ly o (ea(t), ) — 4xLy o (e3;x) + 6x%Ly o (€25 %)
—4x3Ly o (e1;%) + x*Ly o (€g;x) (3.110)

yazilir. Yukaridaki esitlikte birinci terimde Lemma 3.2.3 (v), ikinci terimde Lemma 3.2.3
(iv), tglincl terimde Lemma 3.2.3 (iii), dordiincii terimde Lemma 3.2.3 (ii) ve besinci

terimde Lemma 3.2.3 (i) yazilirsa;

n*+n3(8a—2)+n?(24a—13)+n(16a—10) 4
(n-4)(n-3)(n-2)(n-1)

Lo (@3;x) =

16n3+n2(108a—60)+n(108a—76) 3 72n?+n(384a-312) 5
n-4)(n-3)(n-2)(n-1) n-4)(n-3)(n-2)(n-1)
96n+336a—336 24

(n—4)(n—3)(n—2)(n—1)x n-4)(n-3)(n-2)(n-1)
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n3+n?(6a-3)+n(6a—4) 3 on?+n(42a-33) 5
—4x (n-3)(n-2)(n-1) (n-3)(n-2)(n-1)
18n+54a—-54 6
- -2n-D" T (-3)n-2)(n-1)

5 (n?+n(4a-3) , | (4n+10a—10) 2
+6 ((n—z)(n—l) (n-2)(n-1) x (n—2)(n—1))
n-1 n—-1
{n? + n(16a — 3) + 16a — 14}x3
_ 12(x+1) n {nz + n(14a + 3)}x2
(n-4)(n-3)(n-2)(n-1) +44q — 38
+(6n+ 28a — 22)x + 2

Esitliginden

n? + n(16a — 3) + 16a — 14}x3
+{n? + n(14a + 3) + 44a — 38}x?
+(6n + 28a — 22)x + 2

12(x+1)
(n-4)(n-3)(n-2)(n—-1)

Lna (x;x) =

olur.

Lemmanin ispati tamamlanir.

3.3. Agirhikh Uzaylarda Korovkin Teoremi

3.3.1. Tamim

Cg[0, 00) smirl ve siirekli fonksiyon uzaylarinin normu;

Ifllc, = suplf(x)]

x20

fx)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

bi¢imindedir.[0, c0) araligi ilizerinde tanimli ve lim Tz S kosulunu saglayan

X—00 +x2

fonksiyonlar kiimesi E olsun.
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3.3.2. Lemma

L}, o(x) operator dizisi, [0, A] araligi tizerinde Cp[0,00) N E uzayinin her bir elemanina

diizglin yakinsar. Yani L}, , = f dir (VA € [0,00)).

Ispat

Ly q(e;;x) = ei(x), i=0,12 oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 3.2.3’e gore;

i. i=0 igin,

Lyq(eo;x) =1 (3.114)
oldugundan;

711_{1010 Ly q(eg; x) = eo(x) (3.115)
olur.

ii. i=1 igin,

nt+2(a-1) 1

X +— (3.116)

L:’L(X(el;x) = n-1 n—-1

oldugundan,

n+2(a-1)

. % . 1
7ll_r)ilo Ly a(es;x) = Tlll_{{)lo ((T) X+ E) = e,(x) (3.117)
olur.

iii. i =2 ig¢in,

n2+n(4a—3)) 2 (4n+10a—10) 2

Ln'a(ez;x):((n—z)(n—l) x5+ (n-2)(n-1) (n-2)(n-1) (3.118)



38

oldugundan,

X N T nZ+n(4a-3)\ , 4n+10a—10 2 .
Lia(ez;x) = lim (((n—z)(n—l)) xT ((n—z)(n—l)) X+ (n—2)(n—1)> = €;(x) (3.119)
olur.

O halde Korovkin tip teorem saglanir.[0, A] araliginda diizgiin yakinsama vardr.

Simdi agirlikli uzaylarda yaklasim 6zelliklerini inceleyelim.

3.3.3. Teorem

Her f € C;[0, o) igin

lim |2 o (f; ) — ]| =0 (3.120)
saglanir.

Ispat

f € C;[0,0) ve x € [0,00)olsun. Lemma 3.3.2 den L; 4(e;x) = x', n - oo esitligi

saglanmaktadir.

i. i = 0i¢in Lemma 3.2.3 (i) den

|L;, o (e0; x) — eo(x)| = 0 (3.121)
oldugundan
Ly o (eg) — e0||p =0 (3.122)

bulunur.
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li. i =1i¢in Lemma 3.2.3 (ii) den

L a(er;x) — e ()| = |(wx + %) — x| (3.123)

n-—1 n—
oldugundan,

|Li,a(e1;0)—e1(x) |

Lyo(e1) — e ”p = Ssup
x20

1+x2
< (M) s mat i s oo (3:124)
esitsizligi yazilir.
0< Tlll_r}go ||L>;l,(1(el) — € ”p
= rlll_l,lc}o <(n+i(—a1_1) - 1) x:[%go) 1+x2 Exe[o,oo) 1+1x2) (3.125)
olup,
|Liae) — e ||p =0 (3.126)
bulunur.
iii. i = 2 i¢in Lemma 3.2.3 (iii) den
|L’;‘r“(92;x) - ez(x)| - ?:ztrzl%:—_f)) ’ (L(L:jzl)o(ii())) (n—2)2(n—1) —x? (3.127)

oldugundan,

Lo (e2;0)— €2 (x)]

LZ,a(ez) — €y ”p = Ssup

XE[O,OO) 1+x2
(n2+n(4a—3) _ 1) x2 4n+10a—10 su su
— \(n-1)(n-2) xe[o,poo) 14+x2  (n-1)(n-2) x€[0,00) 1+x2  (n—-1)(n-2) xe[O,Izo) 1+x2
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%2

n2+n(4a-3)
((n—l)(n—z) 1) xe[lé,poo) 1+x2

,lllj{}o | Lna(e2) — e ”p Sn_l}oron 4n+10a—10

—_— +

(n-1)(n-2) x€[0,00) 1+x2 = (n—-1)(n-2) x€[0,00) 1+x2
L7 a ez x) =2 || =0 (3.128)
bulunur.

Boylece ispat tamamlanmustir.
3.4. Ly, , Operatoriiniin Noktasal Yaklasim

a —Baskakov-Durrmeyer tip operatdrler i¢in bir yaklagim derecesi, siireklilik modiilleri ve

Petree-K fonksiyoneli yardimiyla elde edilmistir.
3.4.1. Tanim

C3[0,00) = {g € C5[0,):g’,g"'€C5[0,0)} uzayi, smirli ve siirekli fonksiyon uzay:

Cg[0,00) nin bir alt uzay1 olup lizerindeki norm,

lglicz = llgllcy + lg'llcs + lg"llc, (3.129)
bi¢imindedir.

3.4.2. Lemma

gECE[0,00) ve (B,) operatorler dizisi, P,(1;x) = 1 6zelligini saglayan bir pozitif lineer

operator dizisi,

1P.(g; ) — g < Mg’ llcpy/ (Pu(t — x)% %) + % 9" llcy (P (t — %)% x) (3.130)

esitsizligini saglar.
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3.4.3. Lemma

f €Cla,b] ve he (0, b%a) frn, ikinci mertebeden steklov fonksiyon olmak iizere

asagidaki esitlikler saglanir [14].

i If = fullcioq <> w2 (fh) (3.131)
ii. 11 llco.q) < 55 02 (£ h) (3.132)
3.4.4. Teorem

Her f€C5[0,0) ve 0 < x < a, a > 0 i¢in 8, (x) = L}, o (9% x) olmak iizere,

Lya(f:20) = f(O] < 20(f;1/8n(x) (3.133)

esitsizligi saglanir.
Ispat
fE€Cg[0, 00) olsun. Herhangi bir 0 < x < a ,a > 0,i¢in Tanim 2.2 iv’ den,

[t—x|

f - f @< (E2+1)of;8) (3.134)

yazilir. Bu esitsizlige Ly, , operatorleri uygulanirsa

Lafi) = 00 < D' PG [ Pascd (4 1) (301t

=0

<fi+ §<Z,io PL@) [ Pl — xldt )} w(r;6) (3.135)

olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden;
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1

P 00 J Pt —xlzdt)z}w(f: 6)
0

e (fi0) = F0)] < {1 =

{1+ (Lot 0) o(f:8) (3136)

olup,

8§ =/8,(0) = /Lo (@0Z %) (3.137)
alinirsa ispat tamamlanir.

3.4.5. Teorem

f ecCl0,a], § = \/6n(x) = JLna(92x) Ve w,(f;8) ikinci siireklilik modiilii olmak

tizere Ly, o (f; x) operatérii i¢in,

L (5 = FOO| < 2N fllcroad? +2 (@ + 2 + B w,(f; 6) (3.138)
esitsizligi saglanir.
Ispat

frn Steklov fonksiyonu ve Lemma 3.2.3 ve L7, , operatdrlerinin lineerliginden;

Lo (f3 %) = £ = |Lia(f = fio + fus ) = (f = fu + fi) ()]

=|Loo(f = fo + fs ) = (f = fu + f) ()]

=|Lno(f = fri ) = (f = fi) () + Lo (fis X) = £ ()]

< |Lia(f = fs O+ 1 = )@ + |Lie (frs ) — fo ()]

< |Lna(Ilf = fallcroa ©)| + If = falleo.ar + |Lna (fa; ¥) = fr ()]

< 2lIf = fullcro,a + |Lha(fu 2) = £ ()] olup,

Ly (f3 %) = £FQO| < 21 = fallcioa + [Lna(fui %) = fu()) (3.139)
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fn € C?[0, a] olmak iizere ve Lemma 3.4.2 den;

L*;l,a(f; x) — f(x)| < ”fi{”C[O,a]\/L#rcl,a((el —x)%x)
+ 211 lctoarLia (e — )% x) (3.140)

Landau esitsizligi ve ikinci siireklilik modiiliinden;

2 17 2 3a 1
I fallcroa < - ||fh||+§ Iz lcro,a) < - ||fh||c[o,a]+jaﬁw2(f} h) (3.141)
1
olur. § = Ly, o (@Z; x)+ segilirse,
* 2 3 3
|Ln,a(fhix) - fh(x)l == fullcro,ah® + Tawz(f; h) + thwz(f; h) (3.142)

Es, 3.139, Es, 3.140, Es, 3.141 ve Es, 3.142 yerlerine yazilir ve ikinci siireklilik modiilii

kullanilirsa,

x 2 3
Lna(f;0) = fO| < Zllfallcomd® +3 (@ + 2 + h?)w, (f; 8) (3.143)
elde edilir.
3.4.6. Teorem

Her f € C3[0,) ve 0< x < a,a > 0 ig¢in,
Aij{}o(n — D (Lne(f;x) = (X)) = (1 + 2ax — x*)f'(x) + 2(x + x*)f"'(x) (3.144)

limiti gerceklenir.
Ispat

x € [0, ) i¢in sabit bir say1; Vt € [0, c0). Taylor serisinden;
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fO-f)=0C-x0)f"(x)+ % (t —)2f"(x) + ot x) (¢ — x)? (3.145)
Burada ¢(t, x) € C[0, ) ve lim @(t,x) = 0°dr.

-X
3.149 esitsizligine Ly, , operatdriine uygulanirsa,

Lna(f; X) = £(O) = f1 @) Lot — 25 %) + 5 Lo (¢ — 207 2)f" (%)
+ Ly o (0(t, x)(t — x)?) (3.146)

Esitsizligin her iki tarafi 'n’’ ile capilip n — oo icin limit alinirsa,
§ g ¢apilip ¢

lim n (Lio(fi ) = () = lim nf(OLpa(t =i %)

+% lim n Ly o ((t — %)% 2)f"(x) + lim n L o (@(t, x)(t — x)?) (3.147)
n—oo n—-oo
yazilir. Lemma 3.2.3 i kullanarak,

lim n (Lo (f; ) = £00) = lim n (5 [x(2a - D +1]) f/®)
+ % rlll—g}o n ((n—z)z(n—l)
+ rlll_r)tc}o(n — 1) Lo (ot x)(t —0)3) = (Qa— Dx+ 1)f'(x) + (x® + )" (x)

+ lim n Ly . (ot x)(t — x)?) (3.148)
n—oo

[(m+4a—3)x*+ (n+5a—3)x + 1])f”(x)

olur.

Bu esitsizligin sag tarafindaki tiglincii terime Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

Nl q(p(t, )t —x)?) < \/ n2Ly o ((er = X)L a(92(t, %)) (3.149)

olup



lim n%L;, ,((e; — x)*)=
n—-oo

12(x+1)
.5 (n-4)(n-3)(n-2)(n-1)
limn (n? + n(16a — 3) + 16a — 14}x3
+{n? + n(14a + 3) + 44a — 38}x? + (6n + 28a — 22)x + 2

= 12(x+ D(x3 +x?)

oldugu icin,
lim (n = 1) Lya(p(62)(t = %)) = 0

bulunur. Béylece

lim (n = 1) (Lo (f; 2) = f@)) = (@a = Dx + 1)f'0) + @2 + 0)f " ()
elde edilir.

Simdi yakinsama oranini Lipschitz yardimiyla hesaplayalim.
3.4.7. Tanim

f € C[0,a),a > 0 ve Mg pozitif bir sabit. Herhangi bir y € (0, 1] i¢in

If () = fFO] < M|t —x]”
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(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

esitsizligini saglayan f fonksiyonlarmin smifina Lipschitz smifi denir ve Lipyy ile

gosterilir. Burada My Lipschitz sabiti olarak adlandirilir.
3.4.8. Teorem

Y € (0,1] ve My > 0 olmak iizere f € Lip,y fonksiyonu igin,

Lia(Fi0) = FOO| < MpLyo(9Z %) 2

(3.154)
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esitsizligi saglanir.

Ispat

f € Lipyy oldugu igin

lf(©) — fCOl < Mgt — x|¥ (3.155)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik yardimiyla,

Lna(f;x) = fO)] < Lno(IfF () = f(0)]; %)
< MeLy (It — x]7; %) (3.156)

<MY PG S POl =l

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki integral,

2y
2

Iy Paie@le = xIdt = [ (P (0)) (Pn,k(t))g (It - x|?)zdt

= I (Paic(®) * (Pas(®)lt - xlz)gdt. (3.157)

bigiminde diizenlenir.

1 Y. .
,;=—1(;1n,

2-y
2 2

Holder esitsizliginden, % + % =1,ve % =

2=y

2 2

(fooo <(Pn,k(t)|t - x|2)§>; dt) < (J;° Poye(® dt)%(fooo (Por(Dlt — x[2)dt)” (3.158)

esitsizligi yazilir. O halde,
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[0e]

Lyo(f;) = f(0)] < My Z P& (x) f an,k<t>|t — x|7dt
0

k=0

o)

< M, {p,ff;? O Prye(®) dt)%( [ (Par @It - x|2)dt)?}

k=0
2-y
2

= My Z {(Pn(f (x))_ (P,ffj? (x))E (Jy Pai(® dt)% X (7 (Pre@lt -
k=0

= My Z {(P,f,‘,? @) [} Par(® dt) * (B0 J; (Pase(®lt -
k=0

(3.159)

toplam ifadesine Holder esitsizligi uygulanirsa,

N

Lua(fin) = G0 < M () B0 [P0t )

Y

® o z y
D B9 P le = Pt )| < MyLiolotin) 3.160)

esitsizligi elde edilir.

3.4.9. Teorem

Her g € C2[0,0) ve A, (x) =

2a-1 1 ..
X+—i¢cin n > 2
n-1 n-1

Lya(g:) — g(0)] < (An(x) - W) lgllcz (3.162)

esitsizligi saglanir.

Ispat

c, x ile t arasinda bir say1 olmak iizere ve g € C3[0, ) igin Taylor seri agilimu,
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(t-x)? " i
gt) =—=g9" () +g' ()t —=x) +g(x)
bigiminde yazilir ve L3, , operatoriinii uygulanirsa;

L@ pr (= 0)% %) + g O Lina (£ = 205)

Lyo(g;0)—gx) =

olur.

L g5~ 90| < (ot x4 —) g
nal ;X)) —gX)| = n—1x n—1 9 licg

+(2n+2(4a—3) 2, 2n+2(5a-3) 2 )||9”||CB
(n-2)(n-1) (n-2)(n-1) (n-2)(n-1) 2

esitsizliginden

19'llcy < llglicg vellg”ll., < llglcz

bulunur. Boylece

20—-1

Lna(g;%) — g0 < (

2n+2(4a-3) 5

1
x+ =) llgllcz

n-—1

4 (n-2)(n-1) lgllc2
2n+2(5a-3) 2 2
(n-2)(n—-1) x (n-2)(n-1)

olur.

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

1968 yilinda iki Banach uzay1 aras1 genel iliskiyi arastirmak i¢in Petree-K fonksiyonu,

Ky(f; 6) = inf{lIf = gllc, + 8llgllez: g € C3)

bi¢iminde tanimlandi [18].

(3.168)
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Bu fonksiyonel ile ikinci siireklilik modiilii arasinda

K, (f; 8) < Dw,(f;V5) (3.169)
esitsizligi saglanacak bigimde bir pozitif D sayis1 vardir.

3.4.10. Teorem

Her f € Cg[0, ) igin

n () = Zen8*Ehalph) (3.170)

olmak tizere,

Lna(f3 %) = f(0)| < 2 Doy (f; /K () )+min(l, &n ()If llc, (3.171)
esitsizligi saglanacak bigimde bir pozitif D sayis1 vardir.
Ispat

Teorem 3.4.8 ile elde edilen sonuglar yardimiyla, istenen teoremi ispatliyoruz; dolayisiyla

Lna(f3%) = fO)| < [La(f = g:0] + 1f () = g +

20 (x)+L; 25
< 2 — gllg, + (P2 heled) g

Lna(g;x) — g(x)|

=2(|If — gllg, + (el 4 200y g ) (3.172)

4 2

olur.

Simdi infimumunu alir ve Es. 3.169 kullanilirsa,

Lna(f;0) = f(0)] < 2K; (f ; (thaleiz) | A"Zf"))) (3.173)
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K- fonksiyonelin tanimindan

Kz (f; 8) < D{w,(f; V8) + min(1, 8))IIfllc, } (3.174)

esitsizligi saglanacak bigimde bir pozitif D sayis1 vardir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez birinci boliim giris olmak iizere ii¢ bdliimden olusmaktadir. ikinci boliimde lineer
operatdr dizilerinin temel kavramlart ve yaklasima dair temel teoremler verilmistir.
Ucgiincii boliimde Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisinin yaklagim &zellikleri

incelenmistir.

Yaklasim teorisi, diinyadaki bir¢cok matematik¢i tarafindan ¢alisilan Matematiksel
Analiz’in onemli arastirma konularindan biridir. Bu teori, matematikte analizin harmonik
analiz, fonksiyonel analiz, niimerik analizi, Fourier analizi gibi bir¢ok daliyla iliskili
olmasinin yani sira; operatdr teori, olasilik teorisi, sayilar teorisi, istatistik teorisi gibi diger
bilim dallariyla da iligkilidir. Ger¢ekte sadece matematikte degil, temel bilimler ve
miihendislik bilimleri basta olmak {izere, diger alanlardaki birgok bilimsel probleme 151k
tutmasi, yaklasim teorisinin giinden giine 6neminin artmasina neden olmustur. Giiniimiiz
teknolojisinde etkili olan bu teorinin, matematik diinyasinda ortaya c¢ikan gelismelerinin
takibi ile ¢agimiza ¢ok biiyiik katkilari olacagi agiktir. Iste bu nedenle ortaya konan yeni
lineer pozitif operatorler ve onlarin giiniimiize uyarlanis1 olduk¢a 6nemlidir. Bu tezde
tanimlanan klasik operatorlerden daha 1yl sonuglar veren genellestirilmis operator
dizilerinin matematikte ve onunla iligkili diger bilimlerde meydana gelen gelismelere katki

saglayacagi diisliniilmektedir.
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