


DUAL UZAYDA M- INTEGRAL EGRIiSi VE M- JEODEZIK SPRAY

Yagmur AKBABA

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANA BILIiM DALI

GAZi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

TEMMUZ 2019



Yagmur AKBABA tarafindan hazirlanan “DUAL UZAYDA M- JEODEZiK‘ SPRAY VE M-
INTEGRAL EGRISI ” adli tez calismasi asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI ile Gazi
Universitesi MATEMATIK Ana Bilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Damsman: Prof. Dr. Mustafa CALISKAN

Matematik Ana Bilim Dal1, Gazi Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum. ~ eeeevvieiiiiiniianan

Baskan: Prof. Dr. Aysel VANLI
Matematik Ana Bilim Dali, Gazi Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum. ~ crrrerssesseesesseeeees

Uye: Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI
Matematik Ana Bilim Dali, Ankara Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum. ~ crrrersrseseeseseeeeees

Tez Savunma Tarihi: 26/07/2019

Jiiri tarafindan kabul edilen bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olmasi icin gerekli sartlar1 yerine

getirdigini onayliyorum.

Prof. Dr. Sena YASYERLI

Fen Bilimleri Enstitiisi Mudura



ETiK BEYAN

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

Tez i¢inde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlari akademik ve etik kurallar
cercevesinde elde ettigimi,

Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez c¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,

Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

Yagmur AKBABA
26/07/2019



DUAL UZAYDA M- INTEGRAL EGRiSi VE M- JEODEZIiK SPRAY
(Yiksek Lisans Tezi)

Yagmur AKBABA

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Temmuz 2019

OZET

Bu tezde ilk olarak Oklid uzayr ve dual uzayla ilgili temel kavramlar verildi. Oklid
uzaymda jeodezik spray, integral egrisi, M- jeodezik spray, M- integral egrisi kavramlar
iizerinde duruldu. Daha sonra bu kavramlar dual uzayda verildi. Son olarak “Bir a
egrisinin o tabii liftinin, Z M- jeodezik spray1 i¢in bir M- integral egrisi olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart a nin M iizerinde bir M- jeodezik olmasidir.” teoremi dual uzayda
ispatlandi.

Bilim Kodu : 20402
Anahtar Kelimeler : Jeodezik spray, Integral egrisi
Sayfa Adedi 41

Danisman . Prof. Dr. Mustafa CALISKAN



M- INTEGRAL CURVE AND M- GEODESIC SPRAY ON THE DUAL SPACE
(M. Sc. Thesis)

Yagmur AKBABA

GAZI UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
July 2019

ABSTRACT

In this thesis, the basic concepts of Euclidean space and dual space were first given.
Geodesic spray, integral curve, M- geodesic spray and M- integral curve were given in
Euclidean space. Then these concepts were given in dual space. And, “The natural lift a. of
the curve o is an M- integral curve of M- geodesic spray Z if and only if a is an M-
geodesic on M.” is proved in Dual space.

Science Code : 20402

Key Words . Geodesic spray, Integral curve
Page Number : 41

Supervisor . Prof. Dr. Mustafa CALISKAN



Vi

TESEKKUR

Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren, engin bilgi ve
tecriibelerinden faydalandigim danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa CALISKAN’ a
tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica tiim hayatim boyunca maddi manevi destekleriyle yanimda

olan kiymetli aileme tesekkiirlerimi sunarim.



vii

ICINDEKILER

Sayfa
OZET oottt ettt ettt ettt sttt n et iv
A B ST R A CT e e e e e et e e e e et e e e e e ab e e e e e e brr e e e e aaraeaas \
TESEKKUR ..ottt ettt eeete et es ettt es sttt s s sas et s s sttt as s nenae s e Vi
ICINDEKILER ..ottt s s s s s s s s s e Vii
SIMGELER VE KISALTIMALAR. ... oottt en e viii
() (30 1S 1
2. TEMEL KAVRAMLAR.....ooteettstttttstsss 3
2.1, OKIA UZAYL ...vvocveveeeeeeeseesseeeses s ssees s sensess s nnanens 3
2.2. TOPOIOJIK MaNITOIAAN .......cveeiiciiiiieee e 4
2.3. Tanjant Vektorler ve Tanjant UzZaylar.............cccoveveueverireeercesseesessesssessesessenenes 5
2.4. Jeodezik Spray ve Integral EFIiSi.......ccccvvveveieieereeeiseieciees e, 7
2.5.DUAI UZAY ...ttt 12
3. M- INTEGRAL EGRILERI VE M- JEODEZIK SPRAYLAR ............. 17
4. DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAY VE INTEGRAL EGRISI.......... 23

5. DUAL UZAYDA M- INTEGRAL EGRILERI VE M- JEODEZIK
SPRAYLAR......oooooooooeeeeeeeeeesesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnees 29
6. SONUC VE ONERILER ......ccoooiioiiiiiieeoeeeeeecoseeeeeceeeeeeeeeseeeeeeeseeeseeseeseeee e 37
KAYNAKLAR .ot e e e e et e e e e e e e s s et b e e e e e e e e e e s snanreeees 39
(077463111, § 13T 41



viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

E" n- boyutlu Oklid uzay1

D Levi- Civita konneksiyon

S Sekil operatorii

(M) Egrinin tegetler gostergesi

(N) Egrinin aslinormaller gostergesi
(B) Egrinin binormaller gostergesi
D Gauss anlaminda tiirev operatorii



1.GIRIS

Bu calismanin ¢ikis noktast Thorpe (1979) tarafindan ispatlanan “ Bir o e8risinin & tabii
liftinin, X jeodezik sprayi i¢in bir integral egrisi olabilmesi icin gerek ve yeter sart o nin M

izerinde bir jeodezik olmasidir. “ teoremidir.

Caligkan ve Sivridag (1991) M- jeodezik spray ve M- integral egrisi kavramlarini tanim-
layarak * Bir o egrisinin @ tabii liftinin, Z M jeodezik spray1 igin bir M- integral egrisi
olabilmesi icin gerek ve yeter sart & nin M iizerinde bir M- jeodezik olmasidir. ¢ teoremini

ispatlamislardir.

Daha sonra Caligkan ve Karaca (2014) Thorpe tarafindan verilen yukaridaki teoremin dual

uzayda ispatin1 vermislerdir.

Bu tez ¢calismasinda ilk olarak dual uzayda M- vektor alan1, M- integral egrisi ve M- jeodezik
spray kavramlar1 verilmistir. Daha sonra Caligkan ve Sivridag (1991) tarafindan ispatlanan
“ Bir a egrisinin & tabii liftinin, Z M jeodezik spray icin bir M- integral egrisi olabilmesi
icin gerek ve yeter sart o nin M iizerinde bir M- jeodezik olmasidir. ¢ teoremi dual uzayda

ispatlanmistir.






2.TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde Oklid uzayma ve dual uzaya ait temel kavramlara yer verilmistir.
2.1. Oklid Uzay1
2.1.Tanim

A bir reel afin uzay ve V de A ile birlesen vektor uzay1 olsun.

(Y VXV =R (x=(x1,.0%n),y = (V1seeyn))

n

(X,y) - <x7y> = inyi

i=1

OKlid i¢ carpimi V de bir i¢ carpim islemi olarak tanimlanirsa A da ac1 ve uzaklik gibi metrik

kavramlar bu islem yardimi ile tanimlanabilir. A afin uzay1 da boylece Oklid uzay1 adin1 alir

[1].
2.2. Tanim

d:E"XE" >R
(x,y) =d(x,y) = |||

bi¢imindeki d fonksiyonu E" de Oklid metrigi adini alir [1].

Burada E" yerine R" de alinabilir. Buna gore oklid i¢ ¢arpiminin R” de bir bagka ifadesi,
Va,B € R" igin

{a, B) = l[e[|.[|B]]-cos 6

seklindedir. Buradaki 6 acis1 o, B vektorlerinin arasindaki agidir ve pozitif yonde ol¢iiliir.

Buradan da

_ (ap)
cos 0 = gy 4



2.3. Tanim

{Py,Py,...,P,} E" de sirali bir nokta (n-+ 1)- lisi ve {POPI,POPQ, ...,PhP,} de R" de buna

karsilik gelen vektor n- lisi olmak iizere R” icin {PyP|, PyP, ..., PyP, } bir ortonormal baz ise

{Py,P,...,P,} sistemine E" in bir dik catis1 yada Oklid ¢atis1 denir [1].
2.2. Topolojik Manifoldlar
2.4. Tanmim

Bosdan farkli bir ctimle X olmak {izere 7, X in alt kiimelerinin koleksiyonu olsun. Verilen bu

T koleksiyonu

THX,o €1,
T2)VA1,A2 ET=ANAET,

T3)Ajetiel| JAier

icl

onermelerini dogrularsa 7 ya X {izerinde bir topoloji denir.
2.5. Tanim

X bir ciimle ve 7 da X iizerinde bir topoloji olmak iizere (X, 7) ikilisi bir topolojik uzay adini

alir [1].
2.6. Tanim
(X, 1) bir topolojik uzay ve Y de X in bir alt ciimlesi olsun. ¥ NA; ciimlesi VA; € 7 i¢in Y

de acik ciimle olarak tanimlaniyor. Y de tanimlanan bu topoloji, X den indirgenmis relatif

topoloji adini alir [1].



2.7. Tanim

X, Y birer topolojik uzay olmak iizere

f:X—=Y

seklinde verilen foksiyon siirekli ise ve ayrica f~! mevcut ve f~! de siirekli ise f fonksiyonu
X den Y ye bir homeomorfizm adim alir. f fonksiyonu bir homeomorfizm oldugu zaman X

ile Y uzaylarina da topolojik olarak denktirler veya kisaca homeomorfturlar denir [1].

2.3. Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar

2.8. Tanim

V vektor uzay1 olmak iizere A da bu vektor uzayiyla birlesen afin uzay olsun. A da bir P
noktas1 V de de bir v vektorii i¢in (P,V) sirali iklisine A afin uzaymnin P noktasindaki bir

tanjant vektorii denir [1].
Tp(A) ifadesi A afin uzaymin, P € A noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi olmak iizere,
Tp(A) ={(P,V):v€V}yadaTp(A) = {P} xV

dir. (P,V) € Tp(A) tanjant vektorii kisaca vp ile gosterilir.

2.9. Tamim

Tp(A) da toplama iglemi ve skaler ile ¢arpma iglemi, sirasiyla,

D : TP(A) X TP(A) — TP(A>

((PV),(P i) = (P,V)® (P i) = (PV+i)

yada

(Vp,ﬁp) — VpDip = (\7+ ﬁ)p



veE

®:Rx TP(A) — TP(A>

(A, (PV)) = A O (PV) = (P,AV)
veya
(A,VP) - A @Vp = (7[,\7)[7
seklinde tanimlanir. {7p(A),®,R,+,.,©} alulist dyleyse bir vektor uzayi olur.

2.10. Tanim

A afin uzay, P € A olmak iizere {7Tp(A),®,R, +,.,©} vektor uzayina bu afin uzayin verilen

P noktasindaki tanjant uzay1 denir. Kisaca Tp(A) ile gosterilir [1].

M bir manifold ve V, M de herhangi bir komsuluk olsun. 7p(V'), P € V noktasindaki tanjant

uzay olsun. V nin biitiin noktalarindaki tanjant uzaylarinin birlesimi

UPeV TP(V)

ile gosterilir. Bir

T : UPEV TP(V) — V

doniisiimii V¢, € Tp(V) tanjant vektorii icin

n(ty) =P

biciminde tanimlansin. O zaman V komsulugu iizerindeki bir vektor alan1 tanimlanabilir.



2.11. Tamim

V C M tizerindeki bir vektor alan1 operatorii

X:V —=UpeyTp(V)

biciminde bir fonksiyondur, dyle ki
noX=1:V=V

doniistimii bir 6zdeslik fonksiyonudur.

2.4. Jeodezik Spray ve Integral Egrisi

2.12. Tanim

E™ , n- boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere bu uzayda
M={XcUCE"|f:U—R,Vflp#0YPecM}
ile tantmlanan M ciimlesine, E" de (n-1)- boyutlu hiperyiizey denir [1].
2.13. Tanim

M, E™ nin bir hiperyiizeyi ve N de M nin birim normal vektor alan1 olsun. E” deki konnek-

siyon D olmak iizere VX € x (M) igin
S(X)=DxN

biciminde taniml1 S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii (veya Weingarten doniisiimii)

denir [1].



2.14. Tanim

M, E" nin bir hiperyliizeyi ve S de M nin Weingarten doniigiimii, D, £” nin Riemann konnek-

siyonu olsun. VX,Y € x(M) igin
DxY = DxY + (S(X),Y)N 2.1)

biciminde tanimlanan D operatdriine M iizerinde Gauss anlaminda tiirev operatorii ve yuka-

ridaki denkleme de M iizerinde Gauss denklemi denir [1].
2.15. Tanim

Birim hizli bir o egrisi a : I C R — E> seklinde verilsin. & nin yay parametresi s € I ol-
sun. T(s) = o(s) vektorii o egrisinin birim teget vektorii adini alir. a egrisinin egriligi
K(s) = || @] olarak tanimlanir. N(s), & egrisinin asli normal vektorii ve k(s) # 0 olmak iizere
0 = x(s).N(s) dir.B(s), & egrisinin binormal vektorii olmak iizere bu da B(s) = T'(s) X N(s)
ile tanimlanur. 7'(s),N(s), B(s), a egrisinin ¢(s) noktasindaki Frenet ¢atist olup Frenet Denk-
lemleri,

/

T =«N
N =—xT+1B
B

= —1TN

seklindedir[3].

2.16. Tanim

E™ de bir yiizey M ve o da M {izerinde bir egri olsun. T « egrisinin birim teget vektorii

olmak iizere,

DrT =0 2.2)



ise o, E" de bir jeodezik egri olarak adlandirilir. Eger,
DrT =0 (2.3)
ise o M lizerinde bir jeodezik egri olarak adlandirilir [1].
2.17. Tanmim
R" de bir agik alt kiime U olsun.
UxR'= [ JR]
peU
ile tanimlanan kiimeye R" de U nun Tanjant Bundle’ 1 denir ve T(U) ile gosterilir [2].

2.18. Tanim

E"™! de M bir hiperyiizey ve M iizerinde o da bir parametrik egri olsun. M iizerinde X bir

diferensiyellenebilir vektor alant olmak iizere, eger

ot)=X(a(t)),vrel (2.4)
ise o egrisine X in bir integral egrisi denir [1].

T,M; p € M deki tanjant uzayi ifade etmek lizere,

T™ =Upem TyM = x (M)

dir. Burada M nin vektor alanlarinin uzay1 x (M) dir.
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2.19. Tanim

o : I — M herhangi bir parametrik egri olmak tizere

ar) = ((t), &(r)) = &(t)agy 2.5)
seklinde verilen @ : I — TM parametrik egrisine o nin TM deki tabii lifti denir [1].
Oyleyse D, E"*! deki konneksiyon olmak iizere,

9 — L (al1)gg) = D (1) 2.6)
ifadesini yazabiliriz.

2.20. Tanim

V € TM icin,

X(V) = —(V,S(V))N, 2.7)

biciminde tanimlanan X € x(7TM) diferensiyellennebilir vektor alanina TM manifoldu iize-

rinde bir jeodezik spray denir. Burada M nin birim normal vektor alan1 N dir [2].
2.21. Teorem

o egrisinin ¢ tabii liftinin X geodezik spray’ 1 icin bir integral egrisi olmasi icin gerek ve

yeter sart @ nin M iizerinde bir jeodezik olmasidir [2].
Ispat
(=): X jeodezik spray’ 1i¢iné bir integral egrisi olsun. Bu durumda 2.4 denkleminden ,

X(a(t) = —(a(t)a()) (2.8)
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yazilabilir. X ayrica TM iizerinde bir jeodezik spray oldugu i¢in ,

X(a(r)) = —{a(r),S(a(r)))Na) (2.9)

elde edilir. Bu son esitlik ve Gauss denkleminden,

Dya(t) = Dgyi(t) + (a(r),S(e(t)))N = 0 bulunur. Burada D, M iizerinde Gauss kon-

neksiyonudur. Boylece o nin M de bir jeodezik oldugu goriiliir.

(«<): a nin M de bir jeodezik oldugunu kabul edelim. Bu durumda
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elde edilir. 2.5 denkleminden

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

2.5. Dual Uzay

2.22. Tanim

©:DxD—D
A = (a,a*) ve B= (b,b") olmak iizere bu i¢ islem

A®B=(a,a*)® (b,b*) = (a+b,a* +D")

biciminde tanimlanir ve D deki toplama olarak isimlendirilir [3].

2.23. Tanim

©:DxD—-D
A = (a,a*) ve B= (b,b*) olmak iizere bu i¢ iglem

A®B=(a,a")® (b,b*) = (ab,ab* + a*b)

biciminde tanimlanir ve [ deki carpma olarak isimlendirilir [3].

2.24. Tanim

H birimi 1 olan degismeli bir halka, a, b € H ve a, B € S olmak iizere S abel grubu ile S
izerinde

Ml1) a(ox + B)=aa + af} ,

M2) (a+Db) x=ao + bo ,

M3) (ab)a= a(ba) ,
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M4H1.o=q«

ozelliklerine sahip bir

HxS—S

(a,) = ac

dis islemi H iizerinde bir modiil olarak adlandirilir [3].

2.25. Teorem

(D3, +) bir abel grubudur.

2.26. Tanim

D? =D x D x D olmak iizere I dual say1lar halkasi iizerinde
(D3, +,.)

sistemi bir modiildiir. Bu modiil ID- Modiil olarak adlandirilir [3]. ID- Modiiliin her bir ele-

manina bir dual vektor denir.

2.27.Teorem

- Modiilde her bir A dual vektérii @,a* € R3 olmak iizere
A=(d,a")=d+ea,e=(0,1)eD

biciminde yazilabilir.
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2.28. Tanim

A = d+ ead* seklindeki bir A vektSriiniin normu

biciminde tanimlanir [3].

2.29. Teorem

A = d+ ead* dual vektorii birim dual vektor ise ||@|| = 1 ve (@,a*) = 0 dur.

2.30. Tanim

{A=d+ea:||A|=(1,0);d,a* e R3}

ciimlesi D- Modiil’ de birim dual kiire adin1 alir [3].

Dolayzst ile birim dual kiirenin elemanlar1 olan vektorler birim dual vektorlerdir.

2.31. Tanim

Dual uzayda verilen bir o egrisi i¢in T,N, B dual Frenet vektorleri, W dual Darboux vektorii,

K dual egrilik ve 7 dual torsiyon olmak iizere bu & egrisinin teget, asli, binormal vektorleri

sirastyla

T+ err,

=N
I I
S

=X
n?
*

l

+&£
B=>b+¢b



biciminde tanimlidir. Ayrica dual torsiyon ile dual egrilik de

K = ki + €kj,

T=ky+€k;

bicimindedir. Buradan

i =k .n,
i =—kiT+k.b,
b =—k.ii
\
ve
4
= ky.n*,

n =b—kit* + kb,

b* =—-n—ky.n*

elde edilir.
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3. M- INTEGRAL EGRILERI VE /M- JEODEZIK SPRAYLAR
3.1.Tanim

7., M de bir vektor alani olsun. Eger,

Z:M—T,M

p—Z
Zy € TI,M ise Z vektor alanina M iizerinde M- vektor alan1 adi verilir [4].
Z herhangi bir M- vektor alan1 olmak iizere,
Z=7+7Z,

biciminde tanjant ve normal bilesenleri cinsinden yazilabilir. Buradaki Z,; M iizerinde ta-
mmli ve ayrica her noktasinda M ye normal olan bir M- vektdr alani ve Z, de M iizerinde

herhangi bir vektor alanidir.
A € C*(M,R) olmak iizere,

Z=7+7,

dir.

o, M tizerindeki herhangi bir P noktasindan gecen egri, T ise M iizerindeki o egrisinin teget

vektor alani olsun. Z nin T yoniindeki kovaryant tiirevi

DTZ = DTZt +DTZn

— DrZ+AS(T) + (% - <S(T),z,>) N
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elde edilir. Burada

DrZ =tanD7Z + norDrZ
ve

tanDTZ =DrZ;+ A,S(T),

norDrZ = (% - <S(T),z,>) N.

3.2. Tamim
D7Z, tanD7Z, norD7Z vektorleri Z M- vektor alaninin o egrisine gore, sirasi ile, mutlak

egrilik, geodezik egrilik , normal egrilik vektorleri olarak adlandirilir ve | DrZ||, |[tanDrZ||,

||lnorDrZ|| degerlerine ise, sirasi ile, mutlak egrilik, geodezik egrilik ve normal egrilik denir

[4].

Buradan, M iizerinde birim vektor alan1 N4 olmak iizere
Kz4 = ||DrZ|| <= D1Z = KzaNy

dir ve M iizerinde birim vektor alan1 X olmak iizere
KzG = |[tanDrZ|| <= tanDrZ = KzGX

Kzn = ||norDrZ|| <= norDrZ = KzyN

dir. Burada K74, Kz ve Kzy, sirast ile, mutlak egrilik, geodezik egrilik, normal egriliktir.

Boylece
(Rza)" = (Kz6)* + (Kzn)*,

Kzn = Kz4c050,c0560 = (Ny,N)
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bagintilarin1 yazabiliriz.
3.3. Tanim

X € T,M vektorii igin,

esitligi saglamyor ise, X € T,M vektorii Z nin bir asimptotik vektorii adini alir [4].

Eger o nin teget vektor alan1 olan T, Z nin bir asimptotik vektor alanitysa o egrisine M de Z

nin asimptotik egrisi denir ve

dir, burada T = 42 dir.
3.4. Tamim

X,Y € T,M igin,

esitligi saglaniyor ise, X € T,M vektoriine Z nin self- adjoint vektorii denir [5].

Tanim 3.3 ve Tanim 3.4 daki esitliklerden faydalanarak asagidaki sonuglar1 verebiliriz.
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Sonug

Z nin her asimptotik egrisinin teget vektor alani, Z nin bir self adjoint vektor alanidir [5].
Sonug

Eger X T,M, Z nin bir asimptotik vektor alaniysa her A degeri i¢in

A= [(S(T),Z)dt

dir [5].

3.5. Tanim

Z = Z; + Z, bir M- vektor olmak iizere,

Z(@() =l G
esitligi saglamyor ise, o C M ya Z nin bir M - integral egrisi denir[5].

3.6. Tanim

ot C M de herhangi bir egri olsun.

seklinde tanimlanan & egrisine & egrisinin TM iizerindeki tabii lifti denir [2].
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3.7.Tanim

V € TM vektor alani i¢in,

Z(V)= (% — (S(V),Z,>) N (3.2)

esitligi saglaniyor ise, Z, M - vektor alanina TM iizerinde M - jeodezik spray denir. A = 0 i¢in
Z,(V)=(S(V),Z))N olacagi i¢in bu tanim TM iizerindeki jeodezik sprayin genellestirilmig
halidir[5].

3.8. Teorem

o e8risinin & tabii liftinin Z, M - jeodezik spray’ 1 i¢in bir M - integral egrisi olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul @ min M iizerinde bir M - jeodezik olmasidir[5].
Ispat

(=): a min @& tabii lifti, Z M - jeodezik spray i¢in bir M - integral egrisi olsun. Bdylece 3.1

denkleminden

da
Z(0) = — 3.3
(@) 7 (3.3)

Z(@) = <z - <S<a>,a>) N (3.4)

dir. Buradan da

Z(a) = (‘;—7: —(S(), a)) N

”;—f‘ _ (% _ (S(Oc),a)) N
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elde edilir. Diger taraftan,

oldugundan dolay1 ve Gauss denkleminden,

Dy +AS(a)=0

elde edilir. Oyleyse o M iizerinde bir M - jeodeziktir.

(«<): oo M iizerinde bir M - jeodezik olsun. O halde,

D0+ AS(¢t) =0

dir.

Duct= (%G~ s@)a) )N
= (G- s@a)N

Z(a) = (% _ <S(a),a>> N

dir. O halde a nin @ tabii lifti, Z M - jeodezik spray igin bir M - integral egrisidir.
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4. DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAY VE INTEGRAL EGRISI
4.1. Tanim

M, D" dual uzayinda bir hiperytizey ve N = n+ €n*, M nin birim normal vektor alani olsun.

D" deki konneksiyon D olmak iizere, VX = x+ ex* € x(M) i¢in
S(X)=DxN

biciminde tanimlanan S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii (veya Weingarten donii-

stimil) denir. Burada X yerine x + €x*, N yerine de n+ €n* yazarsak;

S(x+€x") = D(xyer)(n+€n") 4.1)
S(x)+&S(x*) = Dyn+ €(Dyn+ Dyn™) (4.2)
olur.

Bu son esitlikten

S(x) = Dyn

S(x*) =Dyn+ Dyn*

diyebiliriz.

4.2. Tanim

M, D" nin bir hiperyiizeyi ve S de M nin sekil operatorii olsun. D, D" nin Riemann konnek-

siyonu olmak iizere, VX,Y € x(M) i¢in

DyxY = DxY + (S(X),Y)N
Dx}’"' 8<ny* +Dx*y) =Dyy+ <S(X)ay>n

+E[Dxy" + Dy + (S(x), y)n" + (S(x7), y)n + (S(x),y")n]
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biciminde tanimlanan D operatdriine M iizerinde Gauss anlaminda tiirev operatdrii denir. Yukaridaki

denkleme de M iizerinde Gauss denklemi denir. Gauss denkleminden

Dyy = Dyy+ (S(x),y)n

Dyy" + Dy = Dyy™ + Dy + (S(x), y)n" + (S(x"), y)n + (S(x), y")n

elde edilir.

4.3. Tanim

M, D" de bir yiizey ve oo = ¢ + €0t * da M iizerinde bir egri olsun. & nin birim teget vektorii

T =t + et* olmak iizere,

DrT =0 4.3)

ise @ ya D" de bir jeodezik egri denir. Eger,

DrT =0 4.5)

Dit +&(Dit* +Dyst) =0 (4.6)

ise o ya M iizerinde bir jeodezik egri denir.

4 4. Tanim

M, D"*! de bir hiperyiizey ve o = a; + €a;* da M iizerinde herhangi bir egri olsun. M

tizerinde diferensiyellenebilir vektor alan1 X = x 4 €x* olmak iizere, eger,

%a(r) — X(a(t)) 4.7)
() + % 0) = x(on (1) + €lx(@ () +x (o4 1) ®
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ise o egrisine X in bir integral egrisi denir. Buradan

d

Zon(t) = x(en(r)

4 g10) = (@i )+ (01()

elde edilir.

T,M;p € M deki tanjant uzayi ifade etmekte olup,
TM =Upen TyM = X (M)

dir. Burada M nin vektor alanlarinin uzay1 x (M) dir.
4.5. Tanim

o : I — M herhangi bir parametrik egri olmak tizere

a(r) = (a(), (1) = &) (e (4.9)
o () +e(aq (1)) = (ou(r), 0 (1)) +€l(ou (), & (1)) + (o (1), € (2))] (4.10)

_|_

ile verilen & : I — TM parametrik egrisine o egrisinin TM deki tabii lifti denir. Boylece D,

E"™*! deki konneksiyon olmak iizere,

dao d .

7 E(a(t)a(t)) = D) 0t(2) (4.11)
dao do ) . x

' 8( dtl) =Dy (1) 01 (t) +€[Desy (1) 00 (1) + Dy 1 01 (1)] (4.12)

yazabiliriz.
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4.6. Tanim
V =v+ev' € TM igin,

X(V)=—(V,S(V))N (4.13)

x(v)+e(x(v)+x*(v)) == Sv))n+e[—n,SOW))n" — (v, SOV ))n— (V*,SV))n]  (4.14)

olacak bi¢cimde tanimlanan X = x + &x* € (T M) diferensiyellennebilir vektor alanina TM
manifoldu iizerinde bir geodezik spray adi verilir. Burada M nin birim normal vektor alani

N =n+ en* dir. 4.14 denkleminden

x(v) =—=WmS(v))n

(V) +x7(v) = = SO)n" — . S())n — (v, 5(v))n

esitlikleri elde edilir.

4.7. Teorem

o = oy + €0y egrisinin & = @ + ¢ tabii liftinin X = x + €x* jeodezik spray’ 1 i¢in bir
integral egrisi olmasi igin gerek ve yeter kosul @ = a; + €af min M iizerinde bir jeodezik
olmasidir.

Ispat

(=): a=ay+eaf, X =x+&x” icin bir integral egrisi olsun. Oyleyse 4.8 denkleminden

(@ (1)) + e [x( (1)) 2" (@ ()] = 5 10+ € -0 (O] (4.15)
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dir. Ayrica X jeodezik spray oldugu i¢in 4.14 denkleminden

x(u (1) +e(x(ay (1)) +x"(au (1)) = —(0u (), S(0 (1)))nlar)
+&[—(a (1), S(01 (1)) ey(r) — (01 (1), (01 ()l u(r)
— (0 (1), 5(@u1 (1)) )]

olur. Bu son denklem ve 4.15 denkleminden

olur. Buradan da & () = &(t)| () oldugundan

d _ d _, . .
e )l e a Ol = — ()| aw), S )| aw))nlaq)

+ &[0 (1) |y S ()] o)) Ny — 01 () ) S (01 () ey )l e
— (01 () (1), S(& () () )l ()]

elde edilir. Bu ifade de tim ¢(7) ler i¢in sagladigi i¢in ve 4.12 denkleminden

Dy, ()01 (1) + €[Dgr (1) 01 (1) + Dy, 1y 01 (1)] = —{0u (2),S(0u (2)))n
+e[—(au(t),S(ou(r)))n" —(ai(t),S(ou(t)))n
—(0u(t),S(0q (2)))n]

olup,

Dey (1y01 (t) + €[Depr ()0 (t) + Dy 1y &1 (£)] = 0

olur. Oyleyse a M iizerinde jeodeziktir.
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(«):

o, M iizerinde bir jeodezik olsun. Oyleyse

Dy, 101 (t) + €[D ()01 () + Dy, 1y 041 ()] = 0

*
1

dir. Buradan

Loy (t)+eLar(t) =x(0u(t) +ex(a;(t)) +x*(au(t)))
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5. DUAL UZAYDA M- INTEGRAL EGRILERI VE M- jEODEZIK
SPRAYLAR

M, bir Riemann manifoldu ve M nin bir hiperyiizeyi M, M iizerindeki Riemann konneksi-
yonu D olsun. M nin birim vektor alan1 olan N = n+ en* den elde edilen sekil operatérii S

olsun. VX = x4+ &ex*,Y = y+¢ey* € x(M) igin,

DxY =DxY — (S(X),Y)N
Dyy+¢€(Dyy+Dyy*) = Dyy — (S(x),y)n

+&[Dry+Dyy” — (S(x),y)n" = (S(x"),y)n— (S(x),y")n]

biciminde tanimlanan D operatoriine M iizerinde Gauss anlaminda tiirav operatorii ve ayrica

bu denkleme de M iizerinde Gauss Denklemi adi verilir.
5.1.Tanim
7Z = 7+ &7*, M de bir vektor alani olsun. Eger,

Z:M—T,M

p—Z
Z, € T,M ise Z vektor alanina M iizerinde M- vektor alan denir.
Z herhangi bir M- vektor alan1 olmak iizere
Z=7+7Z,

biciminde tanjant ve normal bilesenleri cinsinden yazilabilir. Buradaki Z,; M iizerinde ta-
mmli ve ayrica her noktasinda M ye normal olan bir M- vektdr alani ve Z, de M iizerinde

herhangi bir vektor alanidir.
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A € C*(M,R) olmak iizere,

Z=27+7Z,

7+ € = (z+€z)+A(n+en”)
dir.

o= o +Eeay, D3 iizerinde herhangi bir P noktasindan gecen egri ve T = t; + £t} olsun. Z

nin T yoniindeki kovaryant tiirevi

DTZ = DTZt -+ DTAN

=DrZ — (S(T),Z)N + Dy AN — (S(T),AN)N
dA

=DrZ,+AS(T) +(—

(S(T),Z))N.
Buradan

tanDTZ =DrZ;,+ AS(T)

tanDy z+ €ltan(Dy;z+ Dy, 2")] = Dy ze + AS(t1) + €[Dyrze + Dy 7 + AS(17))]

ve

norDrZ = <‘i—’} - <S(T),z,>) N

_ _ _ dA
norDy z+ €[nor(Dyyz+ Dy, 2")] = (E — <S(t1),zt>) n

+€ [(% — (S(tl),zt>) n*—(S(ty),z)n— (S(tl),z;k>n]
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olur. Elde edilen bu tanjant ve normal denklemlerinden de asagidaki esitlikleri verebiliriz.

tanD;lz = DtlZ[ + lS(tl)

tan(Dg:z+ Dy 7") = Dxzy + Dy 7y + AS(1])

dA

norDyz = (4~ (5a).2) )

nor(Dy+ Dy2") = (G = (5002 )" = (806 2 — (S(0).0 )

5.2. Tanim

X = x+é&x* € T,M vektorii i¢in

(@2 506,28 (50,7 =0

dA . - " :

O (500,20 + (857,20~ 802, ) (815), 20 + ({5, 2) — (50, 5)] =0
2 (50,202~ (5009, 2+ €20 — (500,250, 2) — (509,200 = 0

esitligi saglaniyorsa X = x + ex* € T,M vektoriine Z nin bir asimptotik vektorii ad verilir.

Eger o egrisinin teget vektor alani olan T, Z nin bir asimptotik vektor alaniysa o ya M de Z

nin bir asimptotik egrisi ad1 verilir ve

(@2 (0,20 (2~ (517, 2) = 0

dA . o dA . .

9 (500,20 (5020 — (510, L — (50,20 (506,20 — (500, )] =0
dA dA

[ = 8@,z = (8(t),z)] +€2[(62—7tL — (8(1),2))-(=(S(t7), 2) = (S(1),2))] = 0

dir. Burada T = ‘2—‘;‘ dir.
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5.3. Tanim

X =x+ex*,Y =y+ey* € T,M vektorleri icin

(@2 is0).2).( %% -

O (5002 + (857,20 — (82, ) — (5050, + €(—(50),2) — (5(3), )] =0
2 A A )
+

(8(¥),Z:)) =0

E‘“@)dz)]-[z—

% —(8(x),2))-(—(SOG*),z) — (S(), )] =0

esitligi saglaniyor ise X = x +&x*,Y = y+ €y* € T,M vektorlerine Z nin eslenik vektorleri

denir.

(B (500,200 (22— (50x),2)) =0

dA . o dA . )

[ — (8@, z) + (= ("), ze) — (S(x), )] [— - = (S(x), 20) + (= ("), z0) — (S(x),2))] = O
d dA d .

(= = (SO, z) ) [ = (S(x),z0)] 4+ €2[(—= = (S(x), 20))- (= (S(x7),21) = (S(x),2))] = O
dt dt dt
esitligi saglaniyor ise X = x + ex* € T,M vektoriine Z nin bir self adjoint vektorii ad verilir.

Oyleyse Tamim 5.2 ve Tamim 5.3 deki esitliklerden faydalanarak asagidaki sonuglar verebi-

liriz.
Sonug

Z nin her asimptotik egrisinin teget vektor alani, Z nin bir self adjoint vektor alanidir.
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Sonug

Eger X, Z nin bir asimptotik vektor alani ise her A degeri igin

A= [(S(T),Z)dt

dir.

5.4. Tanim

Z=z+¢€7",Z =z +¢€z, Zy = 7y + €2}, olmak iizere Z = Z, + Z,,, M vektor alani igin

do
Z(a(t)) = E‘a(z)a
« w _ dag dof
(z;+8z,)(oc1+eoc1)_7 e,
Zt(a])+8[zt(a])+Zt(al)]:7 € d[l

esitligi saglaniyorsa @ = o + €0f C M egrisine Z nin bir M- integral egrisi denir. Buradan

da

dOCl

o) = —

() dt
7 (o) +z(ap) = a’tl

esitlikleri elde edilir.

5.5.Tanim

o = o + €0 C M de bir egri olmak iizere
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(0 +e05)(1) = [(0n +£05) (1)]] (r)

0y (1) + &0t () = [0 (1)] |y + €[05 ()]l
seklinde taniml & egrisine o nin TM {lizerindeki tabii lift egrisi denir.
5.6. Tanim

V=v+ev'eTM igin

dr

2,v) = (%~ (sv), V)N
&)+l 0) 45 0] = ({509,
el (500 — (567),vin— (5), v

esitligi saglaniyorsa, Z, M- vektor alanina TM- manifoldu iizerinde M- jeodezik spray denir.

Son esitlikten

&)= (% {s0))n

2 (V) +2(v7) = (- = (SO),v))n” = (S(v7),v)n —(S(v),v")n
elde edilir.

5.7. Teorem

a = oy + €0 edrisinin & = & + @; tabii liftinin Z = z+ €z* M- jeodezik spray’ 1 i¢in bir
integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart o = o) + €0t nin M iizerinde bir M- jeodezik

olmasidir.
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fspat

(=): @, Z M- jeodezik spray’ 1i¢in bir M- integral egrisi olsun. Bu durumda

da

Z(a) = —

(@) dt
= %/ = ~ doy dor

olur. Ayrica Z, M- jeodezik spray oldugundan

7i0) = (%~ (s(a), )
(o) + el (@) + 2 (@) = (5~ (s(n), @)
e~ (s(),ca)n" — (5(a7),aa)n— (S(@n). @i

olur. Buradan da

doy,  do

. dA
dt dt

= (= (S(a), an))n+e[(—-—(S(an), an))n" = (S(&}), 0)n— (S(@1), o)

Dot = (G —(S(cu), 0n))n-+e[(4 — (S(6u), u))n* = (S(eg), u)n — (S(0u), & )n]
olup

tanDg 0t =0

Dg, 0 +AS(0y) + £[Dafa1 +Dg, 0 +AS(0)] =0
elde edilir. O halde « egrisi M iizerinde bir M- jeodeziktir.
(<): a, M iizerinde M- jeodezik olsun. Bu durumda

taI’ZDaOC =0
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olup buradan

Dy 0t = norDg, ¢

Dt = (%~ (S(0). -+ €l(r — (@), ca))n* — (S(exd) . ca))n— (S(6a). )

do dot
Lie—L =z (o) +efz () +z()]

—+4€
dt dt

elde edilir. Oyleyse @, Z M- jeodezik sprayi i¢in M- integral egrisidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak Oklid uzayinda ve dual uzayda jeodezik spray, integral egrisi ve bunlarla
ilgili baz1 temel kavram ve teoremler verildi. Dual uzayda M- vektor alam, M- jeodezik spray
ve M- integral egrisi kavramlari incelendi. Daha sonra Caliskan ve Sivridag (1991) tarafindan
ispatlanan “ Bir « egrisinin & tabii liftinin, Z M jeodezik sprayi igin bir M- integral egrisi
olabilmesi igin gerek ve yeter sart @ nin M iizerinde bir M- jeodezik olmasidir. ¢ teoremi
dual uzayda ispatlandi. Bu kavramlar ve teorem iizerine dual Lorentz uzayda da bir ¢caligma

yapilabilir.
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