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1. GİRİŞ 

 

Fark denklemler teorisi,  matematiğin sistematik olarak gelişmesiyle birlikte ortaya 

çıkan ilk teorilerden birisidir.  Bu teori, zamana bağlı ayrık olayların matematiksel 

ifadesinde kullanılmıştır [1]. Fark denklemleri birçok doğa olayını ifade etmekte 

kullanılır. Bununla birlikte fark denklemleri diferansiyel denklemlerin nümerik 

çözümlerinin  elde edilmesinde de  kullanılır [1]. Yani, verilen bir diferansiyel  

denklem , ayrık benzeri olan fark denklemi ile ifade edilir ve bu fark denklemi, 

diferansiyel denklemin çözümünün yapısını araştırmak için incelenir. Bu nedenledir 

ki fark denklemi teorisi ve diferansiyel denklem teorisi birbirine çok yakın ve paralel 

olarak gelişmektedir.  Fark denklemi teorisi ile diferansiyel denklem teorisi arasında 

çok fazla benzerlikler olduğu kadar , çok önemli farklılıklar da vardır. Örneğin,  

birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin salınımlı olan çözümleri yok iken bu  

denkleme  ilişkin  fark  denklemi salınımlı çözümlere sahip olabilmektedir [1]. 

 

Fark denklemleri teorisi yaklaşık olarak sekiz asırlık çalışmalar sonunda sistematik  

bir  hale  gelmişken,  diferansiyel  denklemler  teorisi  dört  asırdır  çalışılmaktadır.  

Diferansiyel denklemler teorisinin daha kısa süredir çalışılmasının sebebi,  doğa 

olaylarının kesiksiz olduğunun varsayılmasıdır. Bu yüzden, diferansiyel denklemler 

teorisi; fizik, kimya, biyoloji, astronomi, ekonomi ve diğer bilimlere ait matematiksel   

ifade  yöntemi  olarak  kullanılır.  Ancak  zaman sürekli olarak ilerlese de, olayların 

kendi içinde süreklilik ve süreksizlik hallerinin aynı anda varlığı bir gerçektir. 

Dolayısıyla, her matematiksel olayı diferansiyel denklemlerle ve fark denklemleriyle 

ifade etmek mümkün değildir. 

 

Fark denklemleri Fibonacci tarafından da incelenmiş ve  onun  çok  başarılı  

çalışmaları  sonucunda da bir  çok  matematikçi  daha  bu  ilginç alana  yönelmiştir.  

Örneğin,  Laplace  sabit  katsayılı  homojen  doğrusal  fark  denklemleri,  Guichard  

ise  aynı  denklemin  homojen  olmayan  özel  hallerini,  ve  Gelgrum  bu  

denklemlerin  çözümlerinin  asimptotik davranışını incelemişlerdir. 
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Diferansiyel denklemler teorisi ise Leibnitz ve Newton tarafından başlatılıp, Claurit, 

Frobenious, Euler ve diğer birçok matematikçi tarafından geliştirilmiştir. Bu teoriye 

adını veren Leibnitztir. 

 

Yukarıda değinildiği gibi, doğa olayları ne tam olarak sürekli ne de tam olarak 

kesiklidir.  Dolayısıyla bu tür olaylara ilişkin denklemlerin modellemelerinde yeni 

bir teoriye ihtiyaç duyulmaktadır. İşte bu teorinin adı Zaman Skalasıdır. Zaman 

skalası teorisi ile birlikte, hem süreklilik hem de süreksizlik içeren olayların 

matematiksel modellemesi yapılabilmektedir. Zaman skalası üzerinde tanımlı bu 

denklemlere dinamik denklemler denir. Dinamik denklemler zaman skalasının özel 

durumlarında, fark denklemi ya da diferansiyel denklem haline  dönüşür, ve 

Kuantum fiziğinde ortaya çıkan kuantum fark denkleminede dönüşür. Böylece fark 

denklemi ve diferansiyel denklem için ayrı ayrı sonuçlar vermek yerine, keyfi zaman 

skalaları için geçerli birleştirilmiş sonuçlar verilebilir [2, 3, 5, 9, 10]. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Zaman Skalası 

 

Zaman  skalası üzerinde dinamik denklemlerin çalışılmasının temellerini 1988 

yılında Stefan HILGER  atmıştır [9]. Zaman skalası üzerinde çalışmanın temel amacı 

ayrık analiz ile sürekli analizi birleştirme fikrine dayanmaktadır  [2, 3, 5, 9].  

 

2.1. Tanım 

 

 reel  sayılar kümesinin herhangi bir kapalı alt kümesine bir zaman skalası denir 

ve  ile gösterilir [5]. Bu küme üzerinde metrik, R deki alışılmış metrik olarak 

alınacaktır, yani ,s t∈  için tstsd −=),( olarak alınacaktır. 

 

2.1. Örnek 

 

, , , + , [0,1], ]3,2[]1,0[ ∪ ,{a}, { }0∪q  kümeleri zaman skalasına birer 

örnektir.  , ′  , , (0,1) ve (a,b] gibi kümeler ise zaman skalası olamazlar  [5]. 

 

2.2. Tanım  

 

  bir zaman skalası olsun  t ∈   için  

σ : →     t→σ (t)=inf{s∈  ; s>t}  ile tanımlı  operatörüne ileri sıçrama operatörü 

denir .Benzer biçimde  ρ: →    t→ ρ(t)=sup{s∈  ; s<t} ile tanımlı ρ operatörüne 

geri sıçrama operatörü denir  [5]. 

 

*Bu tanımda t , ’nin maximum elemanı ise ( )t tσ = olur. t, ’nın minumum elemanı 

ise ρ(t)=t olur. 
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2.2. Örnek  

 

=  , :σ →Z Z  

n→σ (n)=inf{s∈Z  ; s>n} 

=inf{n+1, n+2, n+3 ,  . . . }= n+1   (n ’den n+1’e sıçramış oldu.) 

 

n→ ρ(n)=sup{s∈Z  ; s<n} 

 =sup{. . . , n-3, n-2, n-1]= n-1      (n’den  n-1’e geri sıçramış oluyoruz) 

 

2.3. Tanım 

 

µ : [0, )→ ∞  granül (graininess) fonksiyonu, 

 

ttt −= )()( σµ  

 

olarak tanımlanır [5]. 

 

Tanım 2.1 e  göre zaman skalasının elemanları aşağıdaki gibi sınıflandırılır: 

 

2.4. Tanım  

 

(i)σ  (t) = t  ise  t∈  elemanına sağ yoğun denir. 

(ii)σ  (t)>t  ise  t∈   elemanına sağ saçılımlı denir. 

(iii) ρ (t) = t  ise  t∈  elemanına sol yoğun denir. 

(iv) ρ (t)< t ise   t∈  elemanına sol saçılımlı denir [5].   

 

Ayrıca hem sağ saçılımlı hem sol saçılımlı noktalara ise izole noktalar denir. Hem 

sağ hem de sol yoğun noktalara ise yoğun nokta denir [5]. 
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2.3. Örnek   

 

= R  ⇒ σ (t) = t ⇒ ( ) 0t t tµ = − =   

=  ⇒ σ (t) = t+1 ⇒ ( ) 1 1t t tµ = + − =  

 

2.4. Örnek 

 

0, >ba  olsun. 

[ ]∪
∞

=

+++=
0

, )(),(
k

ba abakbakp =[0,a] ∪ [a+b,2a+b] ∪ . . .  

 

zaman skalasını ele alalım. Bu durumda, 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

bt

t
t)(σ    

[ )

{ }∪

∪
∞

=

∞

=

++∈

+++∈

0

0

)(,

)(),(,

k

k

abakt

abakbakt
 

 

olur. Granül fonksiyon, 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

b
t

0
)(µ    

[ )

{ }∪

∪
∞

=

∞

=

++∈

+++∈

0

0

)(,

)(),(,

k

k

abakt

abakbakt
 

 

elde edilir [5]. 

 

Dikkat edilirse t∈  olduğunda )(tσ  ve )(tρ  de  dedir. Bu,  nin R  nin kapalı bir 

alt kümesi oluşundandır [5].  
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2.5. Tanım 

 

 sol-saçılımlı bir m  maksimuma sahipse = -{m}, diğer şartlarda =  olarak  

tanımlanır [5]. 

 

2.1. Teorem(Tümevarım Prensibi) 

 

t0∈   olsun ve kabul edelim ki 

 

{ }),[:)( 0 ∞∈ tttS  

 

Ailesi aşağıdaki maddeleri sağlayan ifadelerin bir ailesi olsun, 

 

i) )( 0tS  ifadesi doğrudur. 

ii) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sağ-saçılımlı ve )(tS  ifadesi doğru ise ))(( tS σ  ifadesi de 

doğrudur. 

iii) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sağ-yoğun ve )(tS  ifadesi doğru ise, o zaman t  noktasının bir 

U  komşuluğu vardır ki ),( ∞∩∈∀ tUs  için )(sS  ifadesi doğrudur. 

iv) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sol-yoğun ve ),[ 0 tts∈∀  için )(sS  ifadesi doğru ise, )(tS  

ifadesi de doğrudur. 

Bu durumda )(tS  ifadesi her ),[ 0 ∞∈ tt  için doğrudur [5]. 

 

İspat 

 

)(:),[{ 0
* tSttS ∞∈= doğru değildir} 

kümesini alalım. Amacımız ∅=*S  olduğunu göstermektir. ∅≠*S  olsun. *S  

kümesi kapalı ve boştan farklı olduğundan bir minimumu vardır. * *inf S t= ∈  

olsun. )( *tS  ifadesinin doğru olduğunu iddia ediyoruz. 0
* tt =  ise (i) den dolayı 

)( *tS  ifadesi doğrudur. *t  noktası sol-saçılımlı ise )( *tS  ifadesi (ii) den dolayı 
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doğrudur. *t  noktası sol-yoğun ise (iv) den dolayı )( *tS  ifadesi doğrudur. Sonuç 

olarak her koşulda ** St ∉  oluyor. Bundan dolayı *t  noktası sağ-saçılımlı olamaz. 

Dolayısıyla * maxt ≠  olur. Yani *t  noktası sağ-yoğundur. Fakat bu durum (iii) ile 

çelişir [5]. 

 

2.2. Delta Türev 

 

2.6. Tanım 

 

:f  →   bir fonksiyon ve t∈    olsun. Verilen her 0>ε  sayısına karşılık, t  nin 

bir ( , )U t tδ δ= − + ∩    komşuluğu, her Us∈  için 

 

[ ] [ ] ( ( )) ( ) ( ). ( )  . ( )f t f s f t t s t s∆σ − − σ − ≤ ε σ −  

 

olacak şekilde varsa )(tf ∆  ye, f  in t noktasında delta (Hilger) türevi denir. 

Ayrıca her t∈   için )(tf ∆  mevcut ise f  fonksiyonuna    da delta (Hilger) 

türevlenebilir denir. Biz bundan sonra buna kısaca türevlenebilir diyeceğiz.  
:f ∆  →R   ile de f  in delta türevini göstereceğiz [5,9]. 

 

2.5. Örnek 

 

i) α ∈R  sabit olmak üzere, :f →R   fonksiyonu, her t∈R  için α=)(tf  olarak 

tanımlanmışsa 0)( ≡∆ tf  dır. Gerçekten her s∈    ve 0>ε  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )  f t f s t sσ − − σ − = st −≤=− )(0 σεαα  

 

her zaman sağlanır. 
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ii) Her t∈    için :f  →R    fonksiyonu, ttf =)(  olarak tanımlanmışsa 1)( ≡∆ tf  

dir. Gerçekten her s∈     ve 0>ε  için 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )  f t f s t sσ − − σ − = ( )( ) ( )  0 ( )t s t s t sσ − − σ − = ≤ ε σ −  

 

her zaman sağlanır. 

 

2.2. Teorem 

 

:f →R    bir fonksiyon ve t∈    olsun. Bu durumda aşağıdakiler doğrudur. 

 

i)  f  fonksiyonu t  de türevlenebilir ise t  de süreklidir. 

ii) f  fonksiyonu t  de sürekli ve t  sağ-saçılımlı ise f  fonksiyonu t  de 

türevlenebilirdir ve 

 

( ) −
=

f ( t ) f ( t )
f ( t )

( t )
∆ σ

µ
 

 

dir. 

 

iii) t  sağ-yoğun ve 

 

st
sftf

ts −
−

→

)()(lim  

 

limiti sonlu ise  f  fonksiyonu t  de türevlenebilirdir ve 

 

st
sftftf

ts −
−

=
→

∆ )()(lim)(  

 

dir. 
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iv) f  fonksiyonu t  de türevlenebilir ise, 

 

( ) )().()()( tfttftf ∆+= µσ  

 

sağlanır [5]. 

 

2.6. Örnek 

 

=R    ve   =   durumlarını göz önüne alalım. 

 

i) Eğer  =R  ise Teorem 2.2 -(iii) den dolayı :f →R R  delta türevlenebilirdir ve 

 

st
sftftf

ts −
−

=′
→

)()(lim)(  

 

limiti sonlu olarak mevcut ise 

 

)()()(lim)( tf
st

sftftf
ts

′=
−
−

=
→

∆  

olur. 

 

ii) Eğer =  ise Teorem 2.2. -(ii) den dolayı :f →  delta türevlenebilir ve 

 

 

( ) ftftftftf
t

tftftf ∆=−+=
−+

=
−

=∆ )()1(
1

)()1(
)(

)()()(
µ

σ  

 

elde edilir. 
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2.7. Örnek 

 

0>h  için, { }:t h hk k= = ∈  olsun. Bu durumda, t∈  için, 

 

{ } { }( ) inf ; inf :t s t s t t nh n t hσ = ∈ > = + ∈ = +   

 

olur.  

 

Benzer şekilde htt −=)(ρ  elde edilir. O halde granül fonksiyonu, 

 

hthtttt =−+=−= )()( σµ  

 

elde edilir. Görüldüğü gibi bu örnekte granül fonksiyon sabittir. Bir :f →R  

fonksiyonu ve her t∈  için, 

 

h
tfhtf

t
tftftf )()(

)(
)())(()( −+
=

−
=∆

µ
σ  

 

elde edilir. Ayrıca, 

 

h
tfhtf

t
tftftf )()(

)(
)())(()(

∆∆∆∆
∆∆ −+

=
−

=
µ

σ  

 

h
h

tfhtf
h

htfhtf )()()()2( −+
−

+−+

=  

 

2

)()(2)2(
h

tfhtfhtf ++−+
=  
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olarak elde edilir. Bu yolla )(tf
n∆  yi hesaplamak çok sıkıcıdır. Bu sebeple biz başka 

bir metod kullanacağız. Açıktır ki her n∈  için, nhttn +=)(σ  ve nhttn −=)(ρ  

dır. Şimdi h∆  operatörünü, 

 

( )I
hh −=∆ σ1  ,  I  birim operatör  olarak tanımlayalım. Şimdi, 

 

( )
0

 
n

nk n k

k

n
a b a b

k
−

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 

Binom Teoremini hatırlayalım. Burada, h∆  ın n. kuvvetini bulmak için binom 

teoreminin bir operatör versiyonunu kullanabiliriz, 

 

( ) ∑
=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=∆

n

k

knk
n

n
n

n
h k

n
h

I
h 0

)1(11 σσ  

 

elde edilir. h∆  operatörünü )(tf  fonksiyonuna uygularsak, 

 

∑
=

∆ +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k

k
n khtf

k
n

h
tf

n

0
)()1(1)(  

 

elde ederiz [5]. 

 

2.8. Örnek 

 

1>q  için 

{ }Zz ∈= kqq k :  ve { }0∪= zz qq  

 

olsun. q= z  zaman skalasını düşünelim, 
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[ ){ } qtqqqmnqt mmn ===∞+∈= +1,1:inf)(σ  

 

olur. t∈= mqt  için 0)0( =σ  olur. Çünkü sıfır sağ-yoğun bir minimumdur.  

Diğer bütün noktalar izole noktadır. Sonuç olarak tqt =)(σ , 
q
tt =)(ρ  ve 

tqt )1()( −=µ  olur. :f →    fonksiyonu için, t∀ ∈ -{0} için 

 

tq
tfqtf

t
tftftf

)1(
)()(

)(
)())(()(

−
−

=
−

=∆

µ
σ  

 

ve 

 

s
fsf

s
sfff

ss

)0()(lim
0

)()0(lim)0(
00

−
=

−
−

=
→→

∆  , (limit mevcut ise) 

 

olur. Şimdi de 0≠t  olmak üzere, ikinci türevleri hesaplayalım, 

 

tq
tfqtf

t
tftftf

)1(
)()(

)(
)())(()(

−
−

=
−

=
∆∆∆∆

∆∆

µ
σ

 

tq
tq

tfqtf
tqq
qtftqf

)1(
)1(

)()(
)1(

)()( 2

−
−
−

−
−
−

=  

 
2

2 2

( ) ( 1) ( ) ( )
( 1)

− + +
=

−
f q t q f qt qf t

q q t
 

 

elde edilir [5]. 
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2.3. Teorem 

 

, :f g →  fonksiyonları t∈    noktasında türevlenebilir olsunlar. Bu durumda, 

 

i) :f g+ →   fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ) )()( tgtfgf ∆∆∆ +=+  

 

dir. 

 

ii) Herhangi bir α  sabiti için :fα →  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ) )(.)( tftf ∆∆ = αα  

 

dir. 

 

iii) :fg →    fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ) ( ) ( ))()()()()()()()()( tgtftgtftgtftgtftfg σσ ∆∆∆∆∆ +=+=  

 

dir. 

 

iv) Eğer ( ) 0)().( ≠tftf σ  ise 
f
1  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ))()(
)()(1

tftf
tft

f σ

∆∆

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

dir. 
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v) Eğer ( ) 0)().( ≠tgtg σ   ise  
g
f  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ))()(
)()()()()(

tgtg
tgtftgtft

g
f

σ

∆∆∆
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

dir [5]. 

 

2.4. Teorem 

 

m∈  ve α  bir sabit olsun. 

 

i) ( )mttf α−=)(  

 

şeklinde tanımlı bir fonksiyon için, 

 

( ) ( )∑
−

=

−−∆ −−=
1

0

1)()(
m

v

vmv tttf αασ  

 

ii) 
( )mt

tg
α−

=
1)(  

 

şeklinde tanımlı bir fonksiyon için, 

 

( ) ( )∑
−

=
+−

∆

−−
−=

1

0
1)(

1)(
m

v
vvm tt

tg
αασ

, ( )( ) 0)( ≠−− αασ tt  

 

eşitlikleri doğrudur [5]. 
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2.9. Örnek 

 

( )

)(.
11

)(2

ttt

ttt

σ

σ

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=
∆

∆

 

 

oldukları Teoremden 2.4 den dolayı açıktır [5]. 

 

2.7. Tanım 

 

Bir :f →  fonksiyonu için ∆f  fonksiyonu   
2

= ( )
K

  da türevlenebilirse 

( ) :f f
∆∆∆ ∆=

2
→R   ikinci mertebeden türevlerden bahsedebiliriz. Benzer 

şekilde :
n

f ∆
n
→R    yüksek mertebeden türevleri de verebiliriz. Biz 

( ))()(2 tt σσσ =  ve ( ))()(2 tt ρρρ =  notasyonunu kullanacağız. Uygunluk açısından 

tt =)(0σ , tt =)(0ρ , ttf =∆ )(
0

   ve   
0
=      ile göstereceğiz [5]. 

 

2.10. Örnek 

 

Genel olarak f  ve g  nin ikisi de iki kez türevlenebilir olsa bile fg  iki kez 

türevlenemez. Çünkü, 

 

( ) ∆∆ += gfgffg σ  

 

olduğundan f  ve g  iki kez türevlenebilir ve σf  türevlenebilir ise bu durumda, 

 

( ) ( ) ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ ∆

+++=+= gfgfgfgfgfgffg σσσ σ

 

 

 ( ) ∆∆∆∆∆∆∆ +++= gfgffgf σσσσ  

olur [5]. 
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Burada   ( ) ( ( ))f t f tσ σ=   dir. 

 

2.5. Teorem  (Leibniz Formülü) 

 
)(n

kS  k tane σ  ve kn −  tane ∆  içeren, n  uzunluğundaki mümkün olan tüm 

dizilerden oluşan bir küme olsun. Eğer her )(n
KS∈Λ  için Λf  mevcut ise, n∀ ∈  

için, 

 

( ) k

n
K

n

gffg
n

k S

∆

= ∈Λ

Λ∆ ∑ ∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

0 )(

 

 

eşitliği doğrudur [5]. 

 

2.11. Örnek 

 

= R  alalım. Bu durumda )(n
kS∈Λ  için, )( knff −Λ =  olur. Burada )(nf  ile n  inci 

mertebeden adi türevi gösteriyoruz.  

 

Burada ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
n

S n
K

)(  olup, 

 

)()(

)()()(

1)( kn

S

kn

SS

f
k
n

fnff
n

K
kn

K
n

K

−

∈Λ

−

∈Λ∈Λ

Λ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑

−

       olduğundan, 

 

( ) ∑∑ ∑
=

−∆

= ∈Λ

Λ∆
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

n

k

kn
n

k S

f
k
n

gffg
l

n
K

n

0

)(

0 )(

 

 

elde edilir ki bu alışılmış Leibniz formülüdür [3]. 
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2.3. Delta İntegral 

 

2.8. Tanım 

 

Bir :f  →R  fonksiyonunun  nin tüm sağ-yoğun noktalarında sağ limiti var ve 

sonlu,  nin tüm sol-yoğun noktalarında sol limiti var ve sonlu ise f  fonksiyonu 

düzenlidir ( regulated) denir [5]. 

 

2.9. Tanım 

 

Bir :f  →R  fonksiyonu   deki sağ-yoğun noktalarda sürekli ve  deki sol-yoğun 

noktalarda sol limitleri var ve sonlu ise f  fonksiyonu rd-süreklidir denir. 

Bundan sonra rd-sürekli tüm  :f  →R  fonksiyonların kümesini 

 

rd rdC C= (  )=Crd(  ,R ) 

ile göstereceğiz. rd-sürekli ve türevlenebilir fonksiyonların kümesini de 

 
1 1 (rd rdC C=  )= 1

rdC ( ,R ) 

 

ile göstereceğiz [5]. 

 

2.6. Teorem 

 

:f  →R     olsun. 

(i) f  sürekli ise rd-süreklidir 

(ii) f  rd-sürekli ise düzenlidir. 

(iii) σ  operatörü rd-süreklidir. 

(iv) f  rd-sürekli veya düzenli ise σf  da öyledir. 

(v) f  sürekli olsun. :g  →R  fonksiyonu rd-sürekli veya düzenli ise fog  da 

öyledir [5]. 
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2.10. Tanım 

 

Bir :f →R  sürekli fonksiyonu D ⊂  için, her Dt ∈  noktasında 

diferensiyellenebilir ise ve, \ D  kümesi sayılabilir ve   nin hiçbir sağ-saçılımlı  

noktasını içermiyorsa, f   fonksiyonuna D   bölgesinde  pre-diferensiyellenebilir  

(ön türevlenebilir) denir [5]. 

 

2.12. Örnek 

 

1,2= p  ve :f  →R    fonksiyonu 

 

0

0 , [3 ,3 1]
( )

3 1 , [3 1,3 2]

∞

=

⎧
∈ +⎪= ⎨

⎪ − − ∈ + +⎩

∪
k

t k k
f t

t k t k k
 

 

olsun. P= [ ]
0

3 ,3 2
k

k k
∞

=

+∪ olmak üzere  f  fonksiyonu, 

 

D =  \ { }∪
∞

=

+
0

13
k

k       kümesinde pre-diferensiyellenebilirdir[5]. 

 

2.7. Teorem 

 

Kapalı aralıkta, her düzenli fonksiyon sınırlıdır [5]. 
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İspat 

 

Kabul edelim ki [ ]: ,f a b →  fonksiyonu sınırsız olsun. Yani, her n∈  için 

[ ]batn ,∈  ve ntf n >)(  olsun. { } [ ]: ,nt n a b∈ ⊂  olduğundan { }kn k
t

∈
 yakınsak bir 

alt dizi vardır. Yani en az bir [ ]bat ,0 ∈  vardır ki, 

 

0lim tt
knk
=

∞→
 

 

dır. { }:
knt k∈ ⊂   ve   kapalı olduğundan 0t ∈   dir. Bu durumda 0t  noktası 

izole olamaz  ve 0t  noktasına ya yukarıdan ya da aşağıdan yaklaşan bir alt dizi  

vardır. Her iki durumda da düzgünlükten dolayı, 0tt →  iken )(tf  nin limiti sonlu 

olmalıdır ki bu bir çelişkidir. 

 

2.8. Teorem (Ortalama Değer Teoremi) 

 

f  ve g ;  de tanımlı reel değerli fonksiyonlar olsunlar ve ikisi de, bir D  bölgesinde 

pre-diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda, Dt ∈∀  için 

 

)()( tgtf ∆∆ ≤  

 

ise, her ,r s∈   ,  sr ≤  için,  

 

)()()()( rgsgrfsf −≤−  

 

dir [5]. 
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İspat 

 

,r s∈   ve sr ≤  olsun. [ )sr, \ { }:nD t n= ∈  ile gösterelim. 0>ε  olsun. Şimdi 

tümevarım kullanarak, [ ]srt ,∈∀  için, 

:)(tS  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤− ∑

<

−

tt

n

n

rtrgtgrftf 2)()()()( ε  

 

olduğunu göstereceğiz. Bunu göstererek ortalama değer teoremini ispatlamış oluruz. 

Şimdi  Teorem 2.1  ile verilen tümevarım prensibinin dört koşulunu kontrol edelim. 

 

i)  Aşikar olarak )(rS ifadesi doğrudur. 

 

ii) t  sağ saçılımlı olsun ve )(tS  doğru olsun. Bu durumda, 

 

)()().()()())(( rftfttfrftf −+=− ∆µσ  

 

)()()().( rftftft −+≤ ∆µ  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+≤ ∑

<

−∆

tt

n

n

rtrgtgtgt 2)()()().( εµ  

 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

tt

n

n

rtrgtg
σ

εσ 2)())((  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−< ∑

<

−

)(
2)())((
tt

n

n

rtrgtg
σ

εσ  

                                              olup ))(( tS σ  doğrudur. 

iii) st =  sağ yoğun noktada )(tS  doğru olsun. ( tt =)(σ ). İki durumu da göz önüne 

alalım. Yani Dt ∈  ve Dt ∉  için. İlk önce Dt ∈  olsun. Bu durumda f  ve g , t  de 
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diferensiyellenebilirdirler. Bundan dolayı bir U  komşuluğu vardır, öyle ki; her 

U∈τ  için, 

 

τεττ −≤−−− ∆ tttfftf
2

)).(()()(  

 

ve  

 

τεττ −≤−−− ∆ tttggtg
2

)).(()()(  

 

dır. Böylece, 

τετ −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +≤− ttfftf .

2
)()()(  

 

ve 

 

τεττ −−≥−−− ∆ tttgtgg
2

)).(()()(  

 

dır. Bu durumda her ),( ∞∩∈ tUτ  için, 

 

)()()()()()( rftftffrff −+−≤− ττ  

 

)()(.
2

)( rftfttf −+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +≤ ∆ τε  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +≤ ∑

<

−∆

tt

n

n

rtrgtgttg 2.)()(.
2

)( ετε  
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∑
<

−∆ +−+−+−+−=
tt

n

n

rtrgtgtttg 2.)()()()(
2

)).(( εετετ  

 

∑
<

−+−+−+−+−+−≤
tt

n

n

rtrgtgtttgg 2)()()()(
22

)()( εετετετ  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

τ

ετ
nt

nrtrgg 2)()(  

 

olup )(τS  ifadesi her ),( ∞∩∈ tUτ  için doğrudur. 

Şimdi ikinci durum olarak Dt ∉  olsun. Bu durumda bazı m∈  için mtt =  olur. f  

ve g  pre-diferensiyellenebilir olduklarından bir U  komşuluğu vardır, öyle ki; her 

U∈τ  için, 

 

mtff −≤− 2
2

)()( ετ  

 

ve 

 

mtgg −≤− 2
2

)()( ετ  

 

dir. Bundan dolayı, 

mtgg −−≥− 2
2

)()( ετ  

 

olur. Bunları kullanarak, 

 

)()()()()()( rftftffrff −+−≤− ττ  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+≤ ∑

<

−−

tt

nm

n

rtrgtg 2)()(2
2

εε  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−++≤ ∑

<

−−−

tt

nmm

n

rrgg 2)(2
2

)(2
2

τεετε  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+= ∑

<

−−

tt

nm

n

rrgg 2)()(2. τετε  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

tt

n

n

rrgg 2)()( τετ  

 

elde edilir ki ),(τS  her ),( ∞∩∈ tUτ  için doğrudur. 

 

iv) t  sol yoğun olsun ve her t<τ  için )(τS  doğru olsun. Bu durumda 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤− ∑

<

−

→→ −−
τττ

τετ
nt

n

tt
rrgtgrff 2)()(lim)()(lim  

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤ ∑

<

−

→ −
tt

n

t
n

rrgg 2)()(lim τετ
τ

 

 

olup )(tS  doğrudur [5]. 

 

2.1. Not 

 

f  ve g , D  üzerinde pre-diferensiyellenebilir olsunlar, 

 

i) U , uç noktaları  ,r s∈   olan kompakt bir aralık ise, 
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( ) ( ) ( ) .
t U D

f s f r Sup f t s r
κ

∆

∈

⎧ ⎫− ≤ −⎨ ⎬
⎩ ⎭∩

 

 

dir [5]. 

 

ii) Dt ∈∀  için 0)( ≡∆ tf  ise f  sabit fonksiyondur, 

iii) Dt ∈∀  için )()( tgtf ∆∆ =  ise bu durumda, C  bir sabit olmak üzere, 

Dt ∈∀  için Ctftg += )()(  dir [5]. 

 

2.9. Teorem (Ön-Antitürevin varlığı) 

 

f  düzenli bir  fonksiyon olsun. Bu durumda bir F  fonksiyonu vardır öyle ki, F ; D  

bölgesinde pre-diferensiyellenebilirdir ve, her Dt ∈  için 

 

)()( tftF =∆  

 

dir [5]. 

 

2.11. Tanım 

 

:f  →   düzenli bir fonksiyon olsun.Teorem 2.9. da tanımlanan fonksiyona f  in  

“ön-antitürevi” denir. Bu durumda düzenli bir f  fonksiyonunun “Belirsiz integrali ”  

c  bir sabit olmak üzere ve F ; f  nin ön-antitürevi olmak üzere, 

 

∫ +=∆ ctFttf )()( , 

 

olarak tanımlanır. Ayrıca  ,r s∀ ∈    olmak üzere, 

 

)()()( rFsFttf
s

r

−=∆∫  
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olarak   Cauchy  integrali   tanımlanır [5]. 

 

:f →   fonksiyonu için t∀ ∈   için )()( tftF =∆  ise F  ye f  nin “antitürevi” 

denir [5]. 

 

2.13. Örnek 

 

=   ,  f(t)= ta    ve    1≠a  sabit olmak üzere, 

 

∫ ∆ta t  

 

integralini hesaplayalım. 

 

( )

1

( ( )) ( )( )
( )

             ,   ( ( ) 1)
( )

         
1

         ( 1)

t t

t t

t

f t f tf t
t t

a a t t
t t

a a

a a

σ

σ
σ

σ
σ

∆

+

−
=

−

−
= = +

−

−
=

= −

 

           t
tttt

a
a

aa
a
a

a
a

=
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∆=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+∆

111

1

 

 

olduğundan, c  sabit olmak üzere, 

c
a
ata

t
t +

−
=∆∫ 1

 

 

elde edilir. 
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2.10. Teorem (Antitürevin varlığı) 

 

Her rd-sürekli fonksiyonun antitürevi vardır. Ayrıca 0t ∈   ise, t∈  için, 

 

∫ ∆=
t

t

ftF
0

)()( ττ  

 

şeklinde tanımlanan )(tF  fonksiyonu, )(tf  nin antitürevidir [5]. 

İspat 

 

f  rd-sürekli olsun. 2.3.1. Teorem (ii) den dolayı f  düzenlidir. 2.3.4. Teoremden 

dolayı ön-antitürevi vardır. 00 )( ttF ≠  olsun ve her Dt ∈  için )()( tftF =∆  olsun. 

Yani F  fonksiyonu D  de ön-diferensiyellenebilirdir. Biz göstereceğiz ki, her t∈ K  

için )()( tftF =∆  dir. ( \ D  ⊂   dır). Bu durumda t  sağ-yoğundur. Çünkü  

\ D  de sağ saçılımlı nokta yoktur. f  rd-sürekli olduğundan, t  de süreklidir. 

0>ε  olsun. Bu durumda burada bir U  komşuluğu vardır öyle ki, Us∈∀  için, 

 

ε≤− )()( tfsf  

 

olur. Şimdi τ ∈    için, 

 

)).(()()( 0ttfFh −−= τττ  

 

tanımlayalım. Bu durumda h ; D  de ön-diferensiyellenebiliridr. Bu durumda, D∈τ  

için 

 

)()()()()( tfftfFh −=−= ∆∆ τττ  

 

olup, her UDs ∩∈  için, 
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ε≤−=∆ )()()( tfsfsh  

 

olur. Bu yüzden, 

 

ε≤∆

∩∈
)(shSup

UDs
 

 

olur. Not 2.1 den dolayı her Ur ∈  için, 

 

[ ] )).(()).(()()).(()()).(()()( 00 rttftrtfrhtttfthrttfrFtF −−−−−−+=−−−  

)()( rhth −=  

 

rtshSup
UDs

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ∆

∩∈
.)(  

 

rt −≤ .ε  

 

olup F ; t  de diferensiyellenebilirdir ve )()( tftF =∆  dir [5]. 

 

2.11. Teorem 

 

rdCf ∈  ve t∈  ise, bu durumda, 

 

)().()(
)(

tftf
t

t

µττ
σ

=∆∫  

 

dir [3]. 

 

 

 



                                                                     28   

İspat 

 

Teorem 2.10 dan dolayı f  nin bir F  antitürevi vardır ve, 

 

)())(()(
)(

tFtFf
t

t

−=∆∫ σττ
σ

 

 

)().( tFt ∆= µ  

 

= )().( tftµ      olur. 

  

2.12. Teorem 

 

0)( ≥∆ tf  ise f  azalmayandır [3]. 

 

İspat 

 

[ ]ba,  de 0)( ≥∆ tf  ve ,s t∈   için btsa ≤≤≤  olsun. Bu durumda, 

)()()()( sffsftf
t

s

≥∆+= ∫ ∆ ττ  

 

olarak sonuç elde edilir. 

 

2.13. Teorem 

 

, ,a b c∈   ,α∈R   ve rdCgf ∈,  olsun. Bu durumda, 

i) [ ] ∫∫∫ ∆+∆=∆+
b

a

b

a

b

a

ttgttfttgtf )()()()(  ; 

ii) ∫ ∫ ∆=∆
b

a

b

a

ttfttf )(.)(. αα  ; 
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iii) ∫∫ ∆−=∆
a

b

b

a

ttfttf )()(  ; 

iv) ∫∫∫ ∆+∆=∆
b

c

c

a

b

a

ttfttfttf )()()(  ; 

v) ∫∫ ∆−−=∆ ∆∆
b

a

b

a

ttgtfagfbgfttgtf )().())(.())(.()()).((σ  ; 

vi) ( ) ∫∫ ∆−−=∆ ∆∆
b

a

b

a

ttgtfagfbgfttgtf ))(().())(.())(.().( σ  ; 

vii) 0)( =∆∫
a

a

ttf  ; 

viii) [ ]ba,  de )()( tgtf ≤  ise bu durumda, 

 

∫∫ ∆≤∆
b

a

b

a

ttgttf )()(  

dir; 

 

ix) [ )bat ,∈∀  için 0)( ≥tf  ise bu durumda, 

 

0)( ≥∆∫
b

a

ttf  

dır [5]. 

 

2.14. Teorem 

 

rdCf ∈  ve ,a b∈  olsun. 

 

i) = R  ise, 
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∫∫ =∆
b

a

b

a

dttfttf )()(  

 

olur ki burada sağ taraf belirli integralidir. 

 

ii) [ ]ba,  izole noktalardan oluşmuş ise, 

∆ 0
∈

∈

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪−⎪
⎩

∑

∫
∑

t [a,b)b

a

t [b,a)

µ(t).f(t) ,a < b

f(t) t =               ,a = b
µ(t).f(t) ,a > b

     

dır. 

 

iii) 0>h  için { }:h hk k= = ∈  ise 

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
−⎪
⎪
⎩

∑

∫

∑

b -1
h

ak=
hb

a a -1
h

bk=
h

  f(kh).h

f(t)∆t =    0

f(kh).h

    

ba

ba

ba

>

=

<

,

,

,

 

 

dır. 

 

iv) =  ise, 

 

∆ 0

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

∑

∫
∑

b

t=ab

a a

t=b

  f(t)

f(t) t =   

- f(t)

    

ba

ba
ba

>

=
<

,

,
,

 

 

dir [5]. 
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İspat 

 

i) Örnek 2.6 -(i) ve genel matematiğin temel teoreminden açıktır. 

 

ii) [ ]ba,  sonlu sayıda noktadan oluşmuş ve her noktası izoledir. ba <  olsun ve 

[ ] { }ntttba ,...,,, 10=  kabul edelim. Yani bttta n =<<<= ...10  olsun. Bu durumda, 

 

∑ ∫∫
−

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆=∆

+1

0

1

)()(
n

i

t

t

b

a

i

i

ttfttf  

 ∑ ∫
−

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆=

1

0

)(

)(
n

i

t

t

ttf
i

i

σ

 

 ∑
−

=

=
1

0

)().(
n

i

tftµ  

 
[ )
∑
∈

=
bat

tft
,

)().(µ  

 

olur. ab <  de benzer şekilde ispatlanabilir.  

 

Teorem 2.13 den  (iii) ve (iv) şıkları (ii) nin özel halleridir [5]. 

 

2.14. Örnek   

 

=[ ] { } [ ]a,b c d,e∪ ∪   {b<c<d} olmak  üzere   

f: →  bir fonksiyonu  için   

 
e

a

f (t) t∆∫    integralini  hesaplayınız. 
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Çözüm: 

 

 
(b) (c)e b e

a a b c d

f (t) t f (t)dt f (t) t f (t) t f (t)dt
σ σ

∆ = + ∆ + ∆ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫         “ µ(t)=σ(t)-t ” 

 

= ( ) ( ) ( ) ( )
b e

a d

f (t)dt f (t)dt b f b + c f c  µ µ+ +∫ ∫  

 

= ( ) ( )
b e

a d

f (t)dt f (t)dt f b (c b)+f c (d c) + + − −∫ ∫  

 

2.12. Tanım 

 

a∈ , Sup  =∞  ve f ; [ )∞,0  da rd-sürekli ise bu durumda genelleştirilmiş 

integral, 

 

∫∫ ∆=∆
∞→

∞ b

a
b

a

ttfttf )(lim)(  

 

olarak tanımlanır. Sağ taraftaki limit mevcut ise genelleştirilmiş integral  

“yakınsaktır”, aksi takdirde “ıraksaktır” denir [5]. 

 

2.15. Teorem (Zincir Kuralı) 

 

:f →R R  sürekli ve :g →R  ,  da diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.  

Ayrıca :f →R R  sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

)](,[ tt σ  reel aralığında bir c  noktası vardır öyle ki,  

 

)()).(()()( tgcgftgf ∆∆ ′=   

 



                                                                     33   

eşitliği sağlanır [5]. 

 

2.16. Teorem 

 

  bir zaman skalası ve :ν →R   kesin olarak artan bir fonksiyon ve   =ν ( )           

bir zaman skalası olsun. σ~ ile t
~

 üzerindeki sıçrama fonksiyonunu ve ∆~  ile   

üzerindeki  t~  türevi gösterelim. Bu durumda vv σσ ~=  olur [5]. 

 

2.17. Teorem (Zincir Kuralı) 

 

:ν →R  kesin olarak artan bir fonksiyon ve =f ( ) bir zaman skalası olsun. 

:w →R   alalım. Eğer )(tv∆  ve )),((
~

tvw∆  t∈  için varsa, 

∆∆∆ = vvwvw )()(
~

 olur [5]. 

 

2.18. Teorem (Değişken değiştirme). 

 

Kabul edelim ki, :f →R  kesin artan  bir  fonksiyon ve  =f ( )  bir zaman skalası 

olsun. Bu durumda  rdg C∈ ( ,R ) ve 1
rdf C∈ ( ,R ) olmak üzere,  

her ,t s∈   için  

                                              

∫∫ ∆=∆ −∆
)(

)(

1 ~))(()()(
tf

sf

t

s

fgfg ξξηηη        

 

 dır [5]. 

 

2.19. Teorem 

 

Teorem 2.18 deki şartlar altında  =  ise 

 

∼

∼

∼

∼
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∫∫ ∆=∆ −∆
)(

)(

1 ))(()()(
tf

sf

t

s

fgfg ηηηηη       

 

 dır [5].   

  

 2.20. Teorem (Ara değer teoremi). 

 

:f →R   fonksiyonu sürekli olsun. ,t s∈    ve st >  olmak üzere, 

 

0)()( <tfsf  

 

sağlanıyorsa, bir [ )tsr ,∈  için 0)( =rf  veya 0))(()( <rfrf σ   

 

olur [5]. 

 

2.21. Teorem (Leibnitz kuralı) 

 

Kabul edelim ki, s∈  ve :f × →R   fonksiyonu, her  sr >  ve r∈  olmak 

üzere ),( rr  noktasında sürekli olsun. Bununla birlikte, )])(,([),( rsCrf rd σ∈⋅∆  

olsun. O zaman; ( ) ( , )
t

s

g t f t= η ∆η∫  ile tanımlanırsa  

 

)),((),()( ttftftg
t

s

σηη +∆= ∫ ∆∆   

 

sağlanır [5]. 

 

Yukarıdaki teoremde türev birinci derecede uygulanmaktadır.  
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2.4.  Genelleştirilmiş Üstel Fonksiyon  

 

2.13. Tanım 

 

 h>0 olmak üzere, Hilger karmaşık sayıları, Hilger reel  ekseni, Hilger alternatif 

ekseni ve Hilger sanal çemberi sırasıyla aşağdaki gibi tanımlıdır, 

1:h z z
h

⎧ ⎫= ∈ ≠ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

, 

1: ,   h hz z z
h

⎧ ⎫= ∈ ∈ > −⎨ ⎬
⎩ ⎭

R ,    

 A 1: ,   h hz z z
h

⎧ ⎫= ∈ ∈ < −⎨ ⎬
⎩ ⎭

R ,               

 I 1 1:h hz z
h h

⎧ ⎫
= ∈ + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

  . 

 

Bunlarla beraber, 0=h  için 0 = , 0 =R R , I 0 i= R  ve A 0=∅  ile tanımlıdır [5]. 

 

2.14. Tanım 

 

0>h  ve hz∈  olsun. 

z’nin Hilger reel kısmı; 
h

zh
zh

11
)(Re

−+
=   

z’nin Hilger imajiner kısmı; 
h
zhArgzh

)1()(Im +
=    ile tanımlıdır. 

 Burada Arg(z), z’nin esas argümentidir.( ππ <<− )(zArg ) 

 

Ayrıca )(Re zh  ve )(Im zh    

 

∞<<− )(Re1 z
h h  ve 

h
z

h h
ππ

≤<− )(Im  aralıklarını sağlar [5]. 

 



                                                                     36   

2.15. Tanım 

 

h
w

h
ππ

≤<−  olsun. Hilger’in  pür imajiner sayısı  

 

h
eiw

iwh 1−
=  

 

ile tanımlanır. hz∈  için, hh zi I∈)(Im  olur [5]. 

 

2.22. Teorem 

 

Eğer 
h

w
h

ππ
≤<−   ise 

 

2
sin4 2

2

2 wh
h

iw =   

 

olur [3]. 

 

2.16. Tanım 

 

h  üzerindeki “circle plus” toplama ⊕  işlemi 

 

z w z w hzw⊕ = + +  

 

ile tanımlanır. Bu durumda ( , )h ⊕  bir Abelian grup olur [5]. 
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2.23. Teorem 

 

hz c∈  için zizz hh ImRe ⊕=   

 

olur [5]. 

 

2.17. Tanım 

 

Tanım 2.16 da tanımlanan ⊕  işlemi altında hz∈  nin toplamsal tersi 

zh
zz

+
−

=
1

 olur. Bu durumda hc  üzerindeki  “circle minus”  çıkarma  işlemini 

 

z (⊕= zw )w   

 

ile tanımlarız [5]. 

 

2.18. Tanım 

 

h≥ 0 olmak üzere, 

 

: h hξ →Z  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤<−∈=

h
z

h
z ππ )Im(:c  

 

silindir dönüşümü, 

 

                ⎧
⎪
⎨
⎪⎩

h

z ,h = 0
ξ (z)= 1 Log(1+ zh) ,h > 0

h
 

 

ile tanımlıdır. Ters silindir dönüşümü 1 :h h hξ − →Z   ise  
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⎧
⎪
⎨
⎪⎩

h zh

 z             ,h = 0
ξ (z)= 1 (e -1) ,h > 0

h
 

 

şeklindedir [5]. 

 

 
 

Şekil 2.1 Silindir Dönüşümü 

 

 

2.19. Tanım 

 

:p →R  bir fonksiyon olsun. Eğer her t∈  için 0)()(1 ≠+ tptµ  özelliği 

sağlanıyorsa p fonksiyonuna regressivdir denir. Bütün regressiv ve rd-sürekli  

:f  →R   fonksiyonlarının kümesini  ℜ=ℜ( )=ℜ( ,R )ile göstereceğiz [5]. 

 

2.20. Tanım 

 

p∈ℜ( ,R )   olmak  üzere  zaman skalası  üzerinde  üstel  fonksiyon her ,t s∈   için 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆= ∫

t

s
p pste ττξ τµ ))((exp),( )(  

 

ile tanımlanır [5]. 
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2.1. Lemma 

 

Eğer  p∈ℜ  ise her , ,r s t∈  için 

 

),(),(),( stesrerte ppp =   

Yarı  grup özelliği sağlanır [5]. 

 

İspat 

 

p∈ℜ , her , ,r s t∈  olsun. 2.4.8. Tanımdan 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆= ∫∫

t

s

t

r
pp ppsterte ττξττξ τµτµ ))((exp))((exp),(),( )()(  

                                      

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆+∆= ∫∫

t

s

t

r

pp ττξττξ τµτµ ))(())((exp )()(  

 

( )exp ( ( ))
t

s

pµ τ= ξ τ ∆τ∫  

  

),( step=  

 

elde edilir [5]. 

 

2.20. Tanım 

 

 p∈ℜ  ise birinci mertebeden lineer dinamik denklem, 

 

ytpy )(=∆  
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regressiv olarak adlandırılır [5]. 

 

2.24. Teorem 

 

∈f ℜ  ve t∈   olmak üzere, 

 

,0)( =−∆ xtfx  0 0( )x t x= ∈R  

 

ile verilen başlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

),,()( 00 ttextx f=  t∈  ,    

 

ile belirlidir [3]. 

 

2.25. Teorem (Sabitlerin Çeşitlenmesi) 

 

∈f ℜ , rdg C∈ ( ,R )  ve 0t ∈   olmak üzere  

 

),()( tgxtfx =−∆  0 0( )x t x= ∈R    

  

ile verilen başlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

∫ ∆+=
t

t
ff gtettextx

0

)()(,(),()( 00 ηηησ  

 

ile belirlidir [5]. 
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2.26. Teorem 

 

∈qp, ℜ  ise 

 

(i) 1),(0 ≡ste  ve 1),( ≡ttep  

(ii) ( ) ),()()(1)),(( stetptste pp µσ +=  

(iii) ),(
),(

1 ste
ste p

p
Θ=  

(iv) ),(
),(

1),( tse
tse

ste p
p

p Θ==  

(v) ),(),(),( rterseste ppp =  

(vi) ),(),(),( stesteste qpqp ⊕=  

(vii) ),(
),(
),(

ste
ste
ste

qp
q

p
Θ=  

(viii) 
),(

)(
),(

1
se

tp
se pp ⋅

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅

∆

σ  

 

dir [5]. 

 

2.27. Teorem 

 

∈p ℜ  ve 0t ∈   olsun. 

 

(i) Eğer  üzerinde 0)()(1 >+ tptµ  ise her t∈    için 0),( 0 >ttep  olur. 

(ii) Eğer  üzerinde 0)()(1 <+ tptµ  ise her t∈  için  

 
tn

p ttttr )1)(,(),( 00 −= α  olur.  

 

 



                                                                     42   

Burada 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆

+
= ∫ τ

τµ
ττµ

α
t

t

p
tt

0
)(

)()(1log
exp),( 0  

 

ve 

 

0

0

 [ , ) 

 [ , ) t

t t
n

t t

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

  ,
,
  

0

0

tt
tt

<
≥

    

 

dir [5]. 

 

 

2.21. Tanım 

 

ℜ nin tüm pozitif regressiv elemanlarının kümesi, 

 

ℜ+ = ℜ+ ( )= ℜ+ ( ,R ) { }p regressive ve 1 ( ) ( ) 0  t p tµ= + >  

 

ile tanımlanır [5]. 

 

2.2. Lemma 

 

ℜ+ , ℜ nin bir alt grubudur [3]. 
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2.28. Teorem (Üstel fonksiyonun işareti) 

 

Kabul edelim ki   f∈ℜ  ve 0t ∈  olsun. O zaman,  

(i) ∈f ℜ+  ise, her t∈   için 0( , ) 0fe t t >  olur. 

(ii) 0)()(1 <+ tptµ  ifadesini sağlayan t∈  noktaları için  

0)),((),( 00 <ttette ff σ   

olur [5]. 
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3. BAZI İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 
 

3.1. Hölder  ve Cauchy-Schwarz  Eşitsizlikleri 
 

Zaman skalası üzerinde aşağıdaki versiyonda verilen  Hölder eşitsizliği  [4,Lemma 

2.2(iv)] de verilmiştir ve    ispatı  klasik Hölder eşitsizliğinin [9,Teorem 188] de 

verilen biçimiyle  aynıdır. 

 

3.1. Teorem (Hölder Eşitsizliği)  

 

a,b∈  olsun.  

rd-sürekli  f,g:[a,b]→R   fonksiyonları  için p>1  ve  q=p/(p-1)  olduğunda  
1 1

( ). ( ) ( ) . ( )
b b bp qp q

a a a

f t g t t f t t g t t
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ ≤ ∆ ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫    

 

eşitsizliği  elde  edilir [6]. 

 

İspat  

 

Negatif olmayan α ve β   reel sayıları için  

 
1 1

.p q

p q
α βα β ≤ +                                                                                                        (3.1) 

  

eşitsizliği geçerlidir. Genelliği bozmadan  

 

( ) . ( ) 0
b b

p q

a a

f t t g t t
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ ∆ ≠⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫   

 

olduğunu varsayalım.                                
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( )
( )

( )

p

b
p

a

f t
t

f
α

τ τ
=

∆∫
  ve   

( )
( )

( )

q

b
q

a

g t
t

g
β

τ τ
=

∆∫
 

 

İfadelerine  eşitsizlik (3.1) i uygulayıp  ve çıkan eşitsizliğin a  dan  b ye integralini  

alırsak  aşağıdaki sonuç  kolayca elde edilir. [Bu mümkündür çünkü karşımıza çıkan 

fonksiyonların hepsi  rd-sürekli(sağ yoğun sürekli)  dir.] 

 

1 1

( ) ( )
.

( ) ( )

b

b ba p qp q

a a

f t g t
t

f gτ τ τ τ

∆
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫
∫ ∫

 

 

1 1
( ). ( )

b
p q

a

t t tα β= ∆∫  

 ( ) ( )b

a

t t t
p q

α β⎛ ⎞
≤ + ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

 

=
( ) ( )1 1. .

( ) ( )

p qb

b b
p qa

a a

f t g t
t

p q
f gτ τ τ τ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪+ ∆⎨ ⎬
⎪ ⎪∆ ∆
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
∫ ∫

 

 

=
( ) ( )1 1

( ) ( )

p qb b

b b
p qa a

a a

f t g t
t t

p q
f gτ τ τ τ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ ∆
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫
∫ ∫

 

 

= 1 1 1 1. . ( ) . . ( )
( ) ( )

b b
p q

b b
p qa a

a a

f t t g t t
p q

f gτ τ τ τ
∆ + ∆

∆ ∆
∫ ∫

∫ ∫
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= 1 1
p q
+   (q  yerine  q= p

p 1−
  yazılırsa) 

                      

= 1    

 

Bu da direkt olarak Hölder  eşitsizliğinin gerçeklediğini verir. 

                 

Özel olarak  p = q = 2   alındığında  Hölder  eşitsizliğine Cauchy-Schwarz  eşitsizliği 

denir.  

 

 3.2. Minkowski  Eşitsizliği 

 

Minkowski  eşitsizliğini elde  edebilmek  için Hölder eşitsizliğini  kullanabiliriz. 

 

 

3.2. Teorem (Minkowski eşitsizliği) 

 

a,b∈  ve  p>1 alalım. 

  

rd- sürekli   f,g:[a.b]→R    fonksiyonları  için; 

 

   
1 1 1

( )( ) ( ) ( )
b b bp p pp p p

a a a

f g t t f t t g t t
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ ∆ ≤ ∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫ ∫      

 

elde  edilir [6]. 

 

İspat  

 

Aşağıdaki sonuca ulaşmak için  q=p/(p-1)  alarak Hölder eşitsizliğini uygulayalım 
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 1( )( ) ( )( ) ( )( )
b b

p p

a a

f g t t f g t f g t t−+ ∆ = + + ∆∫ ∫  

 

1 1( ) ( )( ) ( ) ( )( )
b b

p p

a a

f t f g t t g t f g t t− −≤ + ∆ + + ∆∫ ∫  

 
1 1

( 1)( ) ( )( )
b bp qp p q

a a

f t t f g t t−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪≤ ∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫ +

1 1

( 1)( ) ( )( )
b bp qp p q

a a

g t t f g t t−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫  

 

=

1 1 1

( ) ( ) ( )( )
⎡ ⎤
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∆ + ∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫
b b bp p qp p p

a a a

f t t g t t f g t t  

 

⇒ ( )( )
b

p

a

f g t t+ ∆ =∫
1 1 1

( ) ( ) ( )( )
⎡ ⎤
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥∆ + ∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫
b b bp p qp p p

a a a

f t t g t t f g t t   

 

 eşitsizliğin  her iki tarafını  

1

( )( )
b qp

a

f g t t
⎡ ⎤

+ ∆⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫   ya  bölersek  

 
1 1 1

( )( ) ( ) ( )
b b bp p pp p p

a a a

f g t t f t t g t t
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ ∆ ≤ ∆ + ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫ ∫   

 

 

Minkowski  eşitsizliğine  ulaşırız. 
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3.3. Jensen  Eşitsizliği 

 

Zaman skalası üzerinde  Jensen eşitsizliğinin  ispatı  hemen hemen klasik Jensen 

eşitsizliği [7,Problem 3.42] de olduğu gibidir.Eğer  =R    ise ispat  klasik Jensen 

eşitsizliği  gibidir. 

 

Eğer  =   ise  Jensen  eşitsizliği  çok iyi  bilinen aritmetik  ortalama  geometrik 

ortalama eşitsizliğine  dönüşür. 

 

3.3. Teorem (Jensen eşitsizliği)  

 

a,b∈   ve c,d∈R  olsun.  g:[a,b]→(c,d)  foksiyonu   

rd-sürekli   ve  F:(c,d)→R    fonksiyonu konveks (dış  bükey) olsun. Bu durumda 

                      

( ) ( ( ))
b b

a a

g t t F g t t
F

b a b a

⎛ ⎞
∆ ∆⎜ ⎟

⎜ ⎟ ≤⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
       

eşitsizliği vardır [6]. 

 

İspat   

 

x0∈(c,d)  alalım.O zaman [11,Sayfa 109] dan öyle bir β∈R  vardırki  bütün  

x∈(c,d)  için   

 

F(x)-F(x0)≥β(x-x0)                                                                                                  (4.1) 

 

sağlanır. 

 

g  fonksiyonu rd-sürekli olduğundan 
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0

( )
b

a

g
x

b a

τ τ∆
=

−

∫
 iyi tanımlıdır. Fog fonksiyonuda rd-süreklidir bundan dolayı   x=g(t)  

ile eşitsizlik (4.1) uygulayabiliriz ve istenen sonucu  elde etmek için  a’dan  b’ye 

eşitsizliğin her iki tarafının integralini alırız. 

 

[ ]

[ ]

0

0

0

( ( )) ( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

0

β

β

τ τ
β

= − ∆

≥ − ∆

⎡ ⎤
= ∆ − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

∆⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∆ − −
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

∫

∫

∫

∫
∫

b

a
b

a

b

a

b

b
a

a

F g t F x t

g t x t

g t t x b a

g
g t t b a

b a

 

 

Bu da  doğrudan jensen eşitsizliğini  verir. 

 

3.4. Bazı Uygulamalar 

 

3.1. Örnek   

 

=R   alalım . Aşikar olarak  (0,∞)  aralığında F(x)= -log(x)  dış  bükey ve 

süreklidir. Öyleyse g:[0,1]→(0,∞)  sürekli olduğunda  
1 1

0 0

log ( ) log ( )g t dt g t dt≥∫ ∫   

elde  etmek için   
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Teorem 4.1  
( ) ( ( ))

F

b b

a a

g t dt f g t dt

b a b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ≤⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
 Jensen  eşitsizliğinde  a=0 ve  b=1  alırsak. 

Böylece 

 
1 1

0 0

( ) log( ( ))
log

1 0 1 0

g t dt g t dt
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎜ ⎟− ≤
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
 

 

⇒ 
1 1

0 0

log ( ) log( ( ))
⎛ ⎞

≥⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫g t dt g t dt  

 

⇒ 
1 1

0 0

( ) exp log ( )g t dt g t dt
⎡ ⎤

≥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫  

 

elde ederiz. 

 

 

 

3.2. Örnek  

 

=Z   ve  N∈   alalım. 

1

1 1

1 ( ) ( )
NN N

t t

g t g t
N = =

⎧ ⎫
≥ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∏  eşitsizliğini elde etmek için  g:{1,2,3 . . . ,N+1}→(0,∞)   

için Teorem  3.3. da  a=1 ,b=N+1  alarak  Jensen eşitsizliğini uygularsak 

 
1

1 1

1 1log ( ) log ( )
NN

t
g t g t t

N N

+

=

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪= ∆⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∫  
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1

1

1 log ( )
+

≥ ∆∫
N

g t t
N

 

 

1

1 log ( )
=

= ∑
N

t
g t

N
 

 
1

1

log ( )
N N

t

g t
=

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∏  

 

elde ederiz ki bu da; 

                                    
1

1 1

1 ( ) ( )
NN N

t t

g t g t
N = =

⎧ ⎫
≥ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∏   

 

olması demektir. 

 

Bu da bilinen aritmetik ortalama ,geometrik ortalama  eşitsizliğidir [6]. 

 

3.3. Örnek   
 

= 02  ve NN ∈  alalım.  

1
1

1 (2 1)
20

0

2 (2 )
( (2 ))

2 1

N
k

N
k k

N
kk

N
k

g
g

−

− −
=

=

⎧ ⎫
≥ ⎨ ⎬− ⎩ ⎭

∑
∏  İfadesini bulmak  için   

Teorem 3.3 den a=1 , b=2N   ve  g:{2k|0≤ k≤N}→(0,∞)  alırsak 

 



                                                                     52   

      21

0 1

       2

1

1

0

( )2 (2 )
log log

2 1 2 1

log ( )

2 1

2 log (2 )
=

2 1
                              

−

=

−

=

⎧ ⎫⎧ ⎫ ∆⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∆
≥

−

−

∑ ∫

∫

∑

N

N

N
k k

k
N N

N

N
k k

k
N

g t tg

g t t

g

 

 

1
2

0

1
2

0

1
1 (2 1)

2

0

log( (2 ))
=

2 1

1= log ( (2 ))
2 1

=log ( (2 ))

−

=

−

=

− −

=

−

⎧ ⎫
⎨ ⎬− ⎩ ⎭

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

∏

∏

k

k

N
k

N
k

k
N

N
k

N
k

N
k

k

g

g

g

 

1
1

1 (2 1)
20

0

2 (2 )
( (2 ))

2 1

N
k

N
k k

N
kk

N
k

g
g

−

− −
=

=

⎧ ⎫
≥ ⎨ ⎬− ⎩ ⎭

∑
∏     

 

eşitsizliği  bulunmuş  olur [6]. 
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