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SIMGELER

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

T Zaman skalast

R Reel sayilar kiimesi

A Tam sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

o(t) Tleri sigrama operatorii

p(t) Geri sigrama operatorii

u(t) Graniil fonksiyonu

20 Delta tiirev

b

.[ f(D)AT Delta integral (Riemann)
e,(t,t)) Genellestirilmis tistel fonksiyon
> Toplam Sembolii

11 Carpim Sembolii

C. Rd-siirekli fonksiyonlarm kiimesi
R Regresif fonksiyonlarmn kiimesi
€ Elemanudur.
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1. GIRIS

Fark denklemler teorisi, matematigin sistematik olarak gelismesiyle birlikte ortaya
¢ikan ilk teorilerden birisidir. Bu teori, zamana bagli ayrik olaylarin matematiksel
ifadesinde kullanilmistir [1]. Fark denklemleri birgcok doga olayim ifade etmekte
kullanilir. Bununla birlikte fark denklemleri diferansiyel denklemlerin niimerik
¢Oziimlerinin elde edilmesinde de kullanilir [1]. Yani, verilen bir diferansiyel

denklem , ayrik benzeri olan fark denklemi ile ifade edilir ve bu fark denklemi,
diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin yapisini arastirmak i¢in incelenir. Bu nedenledir
ki fark denklemi teorisi ve diferansiyel denklem teorisi birbirine ¢ok yakin ve paralel
olarak gelismektedir. Fark denklemi teorisi ile diferansiyel denklem teorisi arasinda
cok fazla benzerlikler oldugu kadar , ¢cok onemli farkliliklar da vardir. Ornegin,
birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin salinimli olan ¢6ziimleri yok iken bu

denkleme iliskin fark denklemi salinimli ¢éziimlere sahip olabilmektedir [1].

Fark denklemleri teorisi yaklasik olarak sekiz asirlik ¢aligmalar sonunda sistematik
bir hale gelmisken, diferansiyel denklemler teorisi dort asirdir calisiimaktadir.
Diferansiyel denklemler teorisinin daha kisa siiredir calisilmasinin sebebi, doga
olaylarinin kesiksiz oldugunun varsayilmasidir. Bu ylizden, diferansiyel denklemler
teorisi; fizik, kimya, biyoloji, astronomi, ekonomi ve diger bilimlere ait matematiksel
ifade yontemi olarak kullanilir. Ancak zaman siirekli olarak ilerlese de, olaylarin
kendi icinde siireklilik ve siireksizlik hallerinin ayni anda varhii bir gergektir.
Dolayisiyla, her matematiksel olay1 diferansiyel denklemlerle ve fark denklemleriyle

ifade etmek miimkiin degildir.

Fark denklemleri Fibonacci tarafindan da incelenmis ve onun ¢ok basarili
calismalar1 sonucunda da bir ¢ok matematik¢i daha bu ilging alana yonelmistir.
Ornegin, Laplace sabit katsayili homojen dogrusal fark denklemleri, Guichard
ise aym denklemin homojen olmayan o6zel hallerini, ve Gelgrum bu

denklemlerin ¢dziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.



Diferansiyel denklemler teorisi ise Leibnitz ve Newton tarafindan baslatilip, Claurit,
Frobenious, Euler ve diger bir¢ok matematik¢i tarafindan gelistirilmistir. Bu teoriye

adini veren Leibnitztir.

Yukarida deginildigi gibi, doga olaylar1 ne tam olarak silirekli ne de tam olarak
kesiklidir. Dolayisiyla bu tiir olaylara iliskin denklemlerin modellemelerinde yeni
bir teoriye ihtiya¢ duyulmaktadir. iste bu teorinin adi Zaman Skalasidir. Zaman
skalas1 teorisi ile birlikte, hem siireklilik hem de siireksizlik iceren olaylarin
matematiksel modellemesi yapilabilmektedir. Zaman skalasi iizerinde tanimli bu
denklemlere dinamik denklemler denir. Dinamik denklemler zaman skalasinin 6zel
durumlarinda, fark denklemi ya da diferansiyel denklem haline doniisiir, ve
Kuantum fiziginde ortaya ¢ikan kuantum fark denkleminede doniisiir. Boylece fark
denklemi ve diferansiyel denklem icin ayr1 ayr1 sonuglar vermek yerine, keyfi zaman

skalalar1 igin gegerli birlestirilmis sonuglar verilebilir [2, 3, 5, 9, 10].



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Zaman Skalasi

Zaman skalasi lizerinde dinamik denklemlerin ¢alisilmasinin temellerini 1988
yilinda Stefan HILGER atmustir [9]. Zaman skalasi iizerinde ¢alismanin temel amaci
ayrik analiz ile siirekli analizi birlestirme fikrine dayanmaktadir [2, 3, 5, 9].

2.1. Tamim

R reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapali alt kiimesine bir zaman skalasi denir

ve T ile gosterilir [5]. Bu kiime ilizerinde metrik, R deki alisilmis metrik olarak

alinacaktir, yani s,z € T i¢in d(s,t) = |s - t| olarak alinacaktir.

2.1. Ornek

R, Z, N, N*, [0,1], [0,1]u[2,3],{a},qzu{0} kiimeleri zaman skalasina birer

ornektir. Q ,Q" , C, (0,1) ve (a,b] gibi kiimeler ise zaman skalasi olamazlar [5].
2.2. Tanim

T bir zaman skalasi olsun ¢ €T i¢in
0:T5T t—>o(H)=inf{seT ; s>t} ile tanimh & operatoriine ileri sicrama operatorii
denir .Benzer bicimde p: T>T ¢— p(f)=sup{seT ; s<¢t} ile taniml p operatdriine

geri sicrama operatorii_ denir [5].

*Bu tamimda t | T 'nin maximum elemani ise O'(t) =tolur. t, T min minumum elemani

ise p(t)=t olur.



2.2. Ornek

T=7 ,0:Z—->7Z
n—o (n)=inf{seZ ; s>n}

=inf{n+1, n+2, n+3, ... }=n+1 (n’den n+l’e sigramis oldu.)

n—p(n)=sup{se Z ; s<n}

=sup{. .., n-3,n-2,n-11=n-1  (n’den n-1’e geri sigramis oluyoruz)

2.3. Tamim

1T —[0,00) graniil (graininess) fonksiyonu,

u(t)=o()~t

olarak tanimlanir [5].

Tanim 2.1 e gdre zaman skalasinin elemanlar1 asagidaki gibi siniflandirilir:

2.4. Tanim

(1)o (r)=t ise teT elemanina sag yogun denir.
(1) o (¢)>t 1se teT elemanina sag sa¢ilimli denir.
(111) p (¥) = ¢ 1se teT elemanina sol yogun denir.

(iv) p (H<tise teT elemanina sol sagcilimli denir [5].

Ayrica hem sag sac¢ilimli hem sol sa¢ilimli noktalara ise izole noktalar denir. Hem

sag hem de sol yogun noktalara ise yogun nokta denir [5].



2.3. Ornek

T=R =>o{®)=t= pu(t)=t-t=0

T=7 = oc(®)=tt1= pu(t)=t+1-t=1

2.4. Ornek
a,b >0 olsun.
= Jlk(a +b),k(a+b)+al=[0,a] U [ath,2atb] U . ..
k=0

zaman skalasini ele alalim. Bu durumda,

t e|Jlk(a+b),k(a+b)+a)
o(t)= =

U k(a+b)+a}
olur. Graniil fonksiyon,

k(a+b),k(a+b)+a)

u(t) =
k(a +b)+ a

<y
Ul

elde edilir [5].

Dikkat edilirse €T oldugunda o(¢) ve p(t) de T dedir. Bu, T nin R nin kapali bir

alt kiimesi olusundandir [5].



2.5. Tamim

T sol-sagilimli bir m maksimuma sahipse T*=T-{m}, diger sartlarda T= T¥ olarak

tanimlanir [5].

2.1. Teorem(Tilimevarim Prensibi)

tve T olsun ve kabul edelim ki

{S@):1 lty, )}
Ailesi asagidaki maddeleri saglayan ifadelerin bir ailesi olsun,

1) S(¢,) i1fadesi dogrudur.
il) t€[t,,o) noktas1 sag-sacilimli ve S(¢) ifadesi dogru ise S(o(¢)) ifadesi de

dogrudur.

iil) ¢ €[¢,,%) noktas1 sag-yogun ve S(¢) ifadesi dogru ise, o zaman ¢ noktasinin bir
U komsulugu vardir ki Vs € U N (¢,0) igin S(s) ifadesi dogrudur.

iv) t€[t,,»o) noktas: sol-yogun ve Vse[t,,t) icin S(s) ifadesi dogru ise, S(¢)
ifadesi de dogrudur.

Bu durumda S(¢) ifadesi her ¢ €[t,,,0) igin dogrudur [5].

fspat

S* ={telt,,»):S(t)dogru degildir}

kiimesini alalm. Amacimiz S =@ oldugunu gostermektir. S° =@ olsun. S
kiimesi kapali ve bostan farkli oldugundan bir minimumu vardir. infS =¢ €T
olsun. S(¢*) ifadesinin dogru oldugunu iddia ediyoruz. ¢* =¢, ise (i) den dolay1

S(¢") ifadesi dogrudur. ¢* noktasi sol-sagilimli ise S(¢') ifadesi (ii) den dolay1



dogrudur. ¢* noktasi sol-yogun ise (iv) den dolay1r S(¢*) ifadesi dogrudur. Sonug

olarak her kosulda ¢* ¢ S” oluyor. Bundan dolay1 ¢~ noktasi sag-sagiliml1 olamaz.
Dolayisiyla ¢* # max T olur. Yani ¢~ noktasi sag-yogundur. Fakat bu durum (iii) ile

celisir [5].
2.2. Delta Tiirev
2.6. Tamim

f:T —R bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun. Verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik, ¢ nin

bir U=(t-0,t+0)NT komsulugu, her s € U igin
| [f (@)= £()]- 1) [o(t) 5] | <o)

olacak sekilde varsa f*(¢) ye, f in t noktasinda delta (Hilger) tiirevi denir.
Ayrica her teT® icin f*(f) mevcut ise f fonksiyonuna T* da delta (Hilger)

tiirevlenebilir denir. Biz bundan sonra buna kisaca tiirevlenebilir diyecegiz.

f*:T¥ SR ilede f in delta tiirevini gdsterecegiz [5,9].
2.5. Ornek

1) a € R sabit olmak iizere, f:T—R fonksiyonu, her e R i¢in f(¢) = a olarak

tanimlanmigsa f*(¢#) =0 dir. Gergekten her s € T ve & > 0 igin

| £ (c()- f(5)-0(c(t)=s) |=|a—a| = 0< o (t) - 5|

her zaman saglanir.



ii)Her t €T ic¢in f:T —R fonksiyonu, f(z)=t¢ olarak tammlanmissa f*(¢) =1

dir. Gergekten her s €T ve & >0 i¢in

| £ (c())-f($)-1(c(t)=s) |=|o(t)—s—(c(t)—s) | =0<e|o(t)—s|
her zaman saglanir.

2.2. Teorem

/TR bir fonksiyon ve ¢ € T¥ olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

1) f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilir ise ¢ de siireklidir.
i1) f fonksiyonu ¢ de siirekli ve ¢ sag-sagilimli ise f fonksiyonu ¢ de

turevlenebilirdir ve

fo(t))-f(1)
H(t)

()=

dir.
iii) ¢ sag-yogun ve

i LO= 1)

s>t {1—S

limiti sonlu ise f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilirdir ve

£2(@) = lim

s>t

S - f(5)
t—s

dir.



iv) f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilir ise,

flo@®)= 1)+ u@).f* @)
saglanir [5].
2.6. Ornek

T=R ve T=7Z durumlarin géz 6niine alalim.

1) Eger T=R ise Teorem 2.2 -(iii) den dolay1 f:R — R delta tiirevlenebilirdir ve

: S = f(s)

t) =lim—————=
£ = lim 20

limiti sonlu olarak mevcut ise

70 =tim =T g

1) Eger T=7 ise Teorem 2.2. -(i1) den dolay1 f :Z — R delta tiirevlenebilir ve

flo®)-f@) _ fa+)-f@)

o= 20 "

= f(t+D)= f(t)=Af

elde edilir.



2.7. Ornek
h> 0 igin, 1 =hZ ={hk :k € Z} olsun. Bu durumda, ¢ €T igin,

o(f)=inf{set;s>t}=inf{t+nh:neN}=1+h

olur.

Benzer sekilde p(z) =t —h elde edilir. O halde grantil fonksiyonu,

ut)=o(t)—t=t+h—-t=nh

elde edilir. Goriildiigii gibi bu Ornekte graniil fonksiyon sabittir. Bir f:T—R

fonksiyonu ve her ¢t €T igin,

fle@)-f@O _ fe+h)-f@)

/o= o) P

elde edilir. Ayrica,

fAA(t)zf (c@)-/"@) _ [~a+h) - ")
u(@) h

Ja+2n) - f@+h) _f+h)-f@)
h h
h

_f+2m) =21+ )+ £(2)
hZ

10



olarak elde edilir. Bu yolla /* (¢) yi hesaplamak ¢ok sikicidir. Bu sebeple biz baska
bir metod kullanacagiz. A¢iktir ki her n e N i¢in, " (¢) =t +nh ve p"(t) =t —nh

dir. Simdi A, operatdriini,

A, = %(O‘ -1 ) , I birim operatdr olarak tanimlayalim. Simdi,

Binom Teoremini hatirlayalim. Burada, A, 1 n. kuvvetini bulmak i¢in binom

teoreminin bir operator versiyonunu kullanabiliriz,

A = o1y = i[,’ja’f(—l)”

elde edilir. A, operatoriinii f(¢#) fonksiyonuna uygularsak,

n

N ok
A (Z)_h";@( D" f(t+kh)

elde ederiz [5].

2.8. Ornek

g >1 icin

q° :{qk:keZ}Ve q" =q° u{O}

olsun. T'=¢g* zaman skalasini diistinelim,

11



m+1

O'(t):inf{q” n E[m+l,00)}:q =qq" =qt

olur. t=¢™ €t igin o(0) =0 olur. Cilinkii sifir sag-yogun bir minimumdur.
. . t
Diger biitiin noktalar izole noktadir. Sonu¢ olarak o(¢)=tq, p(t)=— ve
q

u(@)=(g—-t olur. f:T—R fonksiyonu i¢in, V¢ e T-{0} i¢in

A0 = fle@)-f@® _ flg)-f(®)
w(2) (g1

Ve

AR AC
520 00—

— s—0

f(s)=f(0)
S

, (limit mevcut ise)

olur. Simdi de ¢ # 0 olmak iizere, ikinci tiirevleri hesaplayalim,

() = Sle)-f" (0 _ @)=
w(?) (gDt

f@’D-flgt)  f(g)— f(2)
q(qg -1t (g —Dt
(g—Dt

_ F(@°)— (g +D) f(g)+qf (1)
q(q—-1°¢

elde edilir [5].

12



2.3. Teorem

f,g:T—R fonksiyonlar: t € T¥ noktasinda tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda,
1) f+g:T—>R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

(r+e)=r"w+g"0

dir.

i1) Herhangi bir & sabiti i¢in o f :T— R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

(o ) () =a.r" )

dir.

i) fg:T— R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

(2)' O =r"g)+ flc®)g" ) = FOg" O+ [ )g(o))

dir.

iv) Eger f(¢).f (a(t)) #0 ise % fonksiyonu tlirevlenebilirdir ve,

(LJA - L0
f f0 flo®)

dir.

13



f

v) Eger g(t).g(a(t)) # 0 ise — fonksiyonu tlirevlenebilirdir ve,
g

Y o g - f)gd @)
(1) =
2(Og(o())

dir [5].
2.4. Teorem

me N ve ¢ bir sabit olsun.

D f(6)=(t-a)"

seklinde tanimli bir fonksiyon i¢in,

fA(t) = mZ_(O'(t) —a)v(t _a)m—l—v

i) g(t) =

m

-
~

—a)

seklinde taniml1 bir fonksiyon i¢in,

0= ’ - - 0
g V=0 (o'(t) — a)’”—v (t _ a)m (O_(t) a)(t a) +

esitlikleri dogrudur [5].



olduklar1 Teoremden 2.4 den dolay1 agiktir [5].

2.7. Tamim

L2 . K
Bir /:T—R fonksiyonu igin f* fonksiyonu T¥ = (T¥) da tiirevlenebilirse
2
[ = ( e )A :T¥ LR  ikinci mertebeden tiirevlerden bahsedebiliriz. Benzer

sekilde f* :T¥ "R yiiksek mertebeden tiirevleri de verebiliriz. Biz
o’(t) = O'(O'(t)) ve p°(t) = p(p(t)) notasyonunu kullanacagiz. Uygunluk a¢isindan

0 0
o’t)=t, p’t)=t, f* ()=t ve T¥ =T ile gosterecegiz [5].
2.10. Ornek

Genel olarak f ve g nin ikisi de iki kez tiirevlenebilir olsa bile fg iki kez

tiirevlenemez. Clinkii,

(f)=rg+s7g"

oldugundan f ve g iki kez tiirevlenebilir ve f° tiirevlenebilir ise bu durumda,
() =(rog+rog") = fg+f g+ fog"+ 1" g"

:fAAg+(an+fcrA)gA +fcm'gAA
olur [5].

15



Burada f7(¢)= f(o(¢)) dir.
2.5. Teorem (Leibniz Formiilii)

S k tane o ve n—k tane A igeren, n uzunlugundaki miimkiin olan tiim

dizilerden olusan bir kiime olsun. Eger her A € S i¢in f* mevcut ise, Vne N

i¢in,

w2k

esitligi dogrudur [5].
2.11. Ornek

T=R alalim. Bu durumda A €S icin, f* = f"™* olur. Burada /" ile n inci

mertebeden adi tiirevi gdsteriyoruz.

"ol
= olup,
| olup

2= D= Zl{@f(”) oldugundan,

AeSY) AeSYH AeSY)

Burada ‘S o

()" = :0 LZ fA]gA’ _ Z(Zj =

es k=0

elde edilir ki bu alisilmis Leibniz formiiliidiir [3].

16
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2.3. Delta Integral

2.8. Tanim

Bir f/:T —R fonksiyonunun T nin tiim sag-yogun noktalarinda sag limiti var ve
sonlu, T nin tiim sol-yogun noktalarinda sol limiti var ve sonlu ise f fonksiyonu

diizenlidir ( regulated) denir [5].

2.9. Tanim

Bir f/:T — R fonksiyonu T deki sag-yogun noktalarda siirekli ve T deki sol-yogun
noktalarda sol limitleri var ve sonlu ise f* fonksiyonu rd-siireklidir denir.

Bundan sonra rd-siirekli tim f:T — R fonksiyonlarin kiimesini

Cy=Cu(T)yCuT,R)

ile gosterecegiz. rd-siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesini de

Cl,=CL(T)=Cl, (T.R)

ile gbsterecegiz [5].

2.6. Teorem

f:T—>R olsun.

(1) f strekli ise rd-siireklidir

(i1) f rd-siirekli ise diizenlidir.

(iil) o operatorii rd-siireklidir.

(iv) f rd-siirekli veya diizenli ise f° da dyledir.

(v) f siirekli olsun. g:T — R fonksiyonu rd-siirekli veya diizenli ise fog da

Oyledir [5].



2.10. Tanim

Bir f:T—R siirekli fonksiyonu D < T i¢in, her ¢ € D noktasinda
diferensiyellenebilir ise ve, T¥\ D kiimesi sayilabilir ve T nin hicbir sag-sagiliml
noktasini icermiyorsa, f fonksiyonuna D bolgesinde pre-diferensiyellenebilir

(6n tiirevlenebilir) denir [5].
2.12. Ornek

T=p,, ve f/:T—->R fonksiyonu

0 , ) 3k, 3k +1
£()= reUJizk 341

t—=3k—-1 ,te[3k+1,3k+2]

olsun. P=| J[3k,3k + 2] olmak iizere f fonksiyonu,

k=0

D=T \U {3k + 1} kiimesinde pre-diferensiyellenebilirdir[5].

k=0
2.7. Teorem

Kapali aralikta, her diizenli fonksiyon sinirhidir [5].

18
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Kabul edelim ki f :[a,b]—)R fonksiyonu simnirsiz olsun. Yani, her neN igin
t, €la,b] ve |f(t,)|>n olsun. {t,:n e N} c[a,b] oldugundan {tnk}k . yakinsak bir

alt dizi vardir. Yani en az bir ¢, € [a,b] vardir ki,

limz, =t¢,

k—o0

dir. {tnk ke N} cT ve T kapali oldugundan 7, €T dir. Bu durumda ¢, noktasi

izole olamaz ve ¢, noktasina ya yukaridan ya da asagidan yaklasan bir alt dizi
vardir. Her iki durumda da diizgiinliikten dolay1, # — ¢, iken f(#) nin limiti sonlu

olmalidir ki bu bir ¢eliskidir.
2.8. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)

f ve g; T de tanimli reel degerli fonksiyonlar olsunlar ve ikisi de, bir D bolgesinde

pre-diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda, V¢ € D i¢in
TAGEFA0

ise, her r,seT , r<s igin,

[f ()= ()] < g(s)—g(r)

dir [5].
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r,seT ve r<s olsun. [r,s)\D={t, :neN} ile gosterelim. £>0 olsun. $imdi

timevarim kullanarak, V¢ e [r,s] i¢in,

S@): SO - f(r)|<g)-g(r)+ g{t -r+ 22"}

t,<t

oldugunu gosterecegiz. Bunu gostererek ortalama deger teoremini ispatlamis oluruz.

Simdi Teorem 2.1 ile verilen tiimevarim prensibinin dort kosulunu kontrol edelim.

1) Asikar olarak S(r)ifadesi dogrudur.

i1) ¢ sag sacilimli olsun ve S(¢) dogru olsun. Bu durumda,
(@)= f ()] =|fO) + p(e).f* ) - ()

< O] O+ 10 - 1)

<u(t).g(t)+gt)—g(r)+ g{t —r+ 22"”}

t, <t

=g(o(®)—gr)+e[t—r+ Y 27

t,<o(t)

<glo@)-gr)+et—r+ Y 27

t,<o(t)
olup S(o(t)) dogrudur.
iii) # =5 sag yogun noktada S(¢) dogru olsun. (o(¢) =t). Iki durumu da goz oniine

alalm. Yani t € D ve t ¢ D igin. Ilk 6nce ¢ € D olsun. Bu durumda f ve g, ¢ de



diferensiyellenebilirdirler. Bundan dolayr bir U komsulugu vardir, dyle ki; her

reU igin,

fO-1@- 1 Og-o|< -1
ve

\g(t) -g(r)-g" ().t - r)\ < §|t ]

dir. Boylece,

1= 1) 5 |0f+ -
ve
g(t)—g(t) - g (O).(r=1)> _§|t ]

dir. Bu durumda her 7 € U N (¢,%0) i¢in,

@ =@~ fO+] @)~ £ ()

< { 0 +ﬂ.|t—r| + (O - 1)

< |:gA(t) +§}|t—r| +g(t)—g(r)+ g{t —-r+ 22’”}

t,<t



= o ()1 -1) +§(r —)+g() - gr)+e(t—r)+e 2"

t,<t

< (1) - g(0) +§|2' ] +§(r—t) 1) -g(r) +elt-r)+ey 27"

1, <t

= g(r)—g(r)+<{t—r+ 22_”}

t,<t

olup S(z) ifadesi her 7 € U N (¢,%0) i¢in dogrudur.
Simdi ikinci durum olarak ¢ ¢ D olsun. Bu durumda bazt me N i¢in ¢ =¢,, olur. f
ve g pre-diferensiyellenebilir olduklarindan bir U komsulugu vardir, 6yle ki; her

reU igin,
f@-fo<f2
ve

lg(r)—g(t)| < ngm

dir. Bundan dolay1,

& —-m
g(r)—g(1) 2 —52
olur. Bunlar1 kullanarak,

@~ )| @~ f@O+]f @)~ f ()

22



sng'" +g(t)—g(r)+8[t—r+z2"}

t,<t

< %2-'“ + g(f)+§2-m —a(r) +€{T—r +22-"}

=2 +g(r)—g(r)+ g{r —-r+ ZZ"}

t,<t

=g(r)—gr)+ {z’ —-r+ 22”}

elde edilir ki S(7r), her 7 € U N (t,%) i¢in dogrudur.

1v) ¢ sol yogun olsun ve her 7 <¢ i¢in S(7r) dogru olsun. Bu durumda

lim|f () - f(r)| < lim{ g(t)—g(r)+ {r —r+ 2" }}

t,<t

< lim{g(r) —-g(r+ g{r -r+ Zz—n }

t,<t
olup S(¢) dogrudur [5].

2.1. Not

f ve g, D iizerinde pre-diferensiyellenebilir olsunlar,

1) U, u¢ noktalar1 r,s € T olan kompakt bir aralik ise,
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/)= /) S{ gggD\fA(r)\}.p ]

dir [5].

ii) Vte D igin f*(t)=0 ise f sabit fonksiyondur,
iii) V¢ e D igin f*(¢) = g"(¢) ise bu durumda, C bir sabit olmak iizere,

VieD icin g(t)= f(1)+C dir [5].
2.9. Teorem (On-Antitiirevin varlig)

f diizenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda bir F fonksiyonu vardir oyle ki, ' ; D

bolgesinde pre-diferensiyellenebilirdir ve, her ¢ € D igin

FA0) = f(0)
dir [5].
2.11. Tanim

f:T —R diizenli bir fonksiyon olsun.Teorem 2.9. da tanimlanan fonksiyona f in
“on-antitiirevi” denir. Bu durumda diizenli bir f fonksiyonunun “Belirsiz integrali

¢ bir sabit olmak lizere ve F'; f nin On-antitiirevi olmak iizere,

[roa=F@+c,

olarak tanimlanir. Ayrica Vr,s € T olmak iizere,

[ roai=Feoy-F )



olarak Cauchy integrali tanimlanir [5].

f:T— R fonksiyonu igin V¢ eT¥ igin F*(t)= f(¢) ise F ye f nin “antitiirevi”
denir [5].

2.13. Ornek

T=7 , f(t}= a' ve a=#1 sabit olmak iizere,
J.atAt

integralini hesaplayalim.

sn_ So@)=f@)

1= o(t)—t

o‘(t)_at

:W , (o()=t+1)

a

oldugundan, ¢ sabit olmak {izere,

t

a
J.atAt: +c

a-—1

elde edilir.
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2.10. Teorem (Antitlirevin varlig1)

Her rd-siirekli fonksiyonun antitiirevi vardir. Ayrica ¢, €T ise, ¢ €T igin,

t
F(t) = j f(D)AT
seklinde tanimlanan F(¢) fonksiyonu, f(¢) nin antitiirevidir [5].
jspat

f rd-siirekli olsun. 2.3.1. Teorem (ii) den dolay1 f diizenlidir. 2.3.4. Teoremden

dolay1 dn-antitiirevi vardir. F(t,)# ¢, olsun ve her t € D igin F*(t)= f(t) olsun.

Yani F fonksiyonu D de 6n-diferensiyellenebilirdir. Biz gosterecegiz ki, her t € T

icin F*(t) = f(¢) dir. (T¥*\D <T¥ dir). Bu durumda ¢ sag-yogundur. Ciinkii
T*\D de sag sagilmli nokta yoktur. f rd-siirekli oldugundan, ¢ de siireklidir.

£ > 0 olsun. Bu durumda burada bir U komsulugu vardir 6yle ki, Vs € U i¢in,
f()=f@)|<e

olur. Simdi 7 €T ig¢in,

hz) = F(t) = f(0)(t =1,)

tanimlayalim. Bu durumda % ; D de on-diferensiyellenebiliridr. Bu durumda, 7 € D

igin
h* () =F" ()= f(t)= f(t)~ [ (1)

olup, her s e DNU igin,



[t () =|f ()= f (0] <&
olur. Bu ytizden,

Sup ‘hA (S)‘ <¢g

seDNU

olur. Not 2.1 den dolay1 her » € U ig¢in,

|E(0) = F(r) = ft).t = )| = |h@) + f(0)-(t = 1,) = [h(r) = f@O).(r = 1,)]- £ ().t = 7))
=|h(t) - h(r)

_ { Sup |n* (s)\}.p 7]

seDAU
< g.|t - r|

olup F; ¢t de diferensiyellenebilirdir ve F*(¢) = f(¢) dir [5].
2.11. Teorem

feC,, veteT" ise, bu durumda,

o(t)

[r@AT = u).f @)

dir [3].
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Teorem 2.10 dan dolayt f nin bir F antitiirevi vardir ve,

a(r)

[ f()AT=F(a(t)-F()

= u(t)F (1)

=u(t).f(t) olur.

2.12. Teorem

(@) =0 ise f azalmayandir [3].

jspat

[a,b] de f*(t)>0 ve s,teT igin a <s<t<b olsun. Bu durumda,

f@&)=f$&)+[ 1 @AT = f(s5)

olarak sonug elde edilir.
2.13. Teorem

a,b,ceT ,oeR ve f,geC,, olsun. Budurumda,

D [0+ = [ roac+ [e@ar s

ii) ia. F(OAL = a.i FOAL ;
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iii) ? F(OAt = —T F(OAL

iv) f F(OAt = j F(OAL+ i F(OAL

v) jf(o(t))-gA (A= (f.2)(b)—(f-g)a)— jf (1).g(DA? 3
vi) jf@.gA(t)Ar = (/.Q)b)~(f-g)a)- IfA(t)-g(o(t))At ;

vii) j FOAL=0 ;

viii) [a,b] de | £(#)| < g(t) ise bu durumda,

i F(HOA < i g(t)At

dir;

ix) Vt €a,b) i¢gin f(£) >0 ise bu durumda,
b

j F(OA=0

dir [5].

2.14. Teorem

feC, ve abeT olsun.

1) T=R ise,



[roae={ r

olur ki burada sag taraf belirli integralidir.

ii) [a,b] izole noktalardan olugmus ise,

> wft) a<b
b tefab)
j fi)At=1 0 a=bh
‘ - w S a>b
te/b,a)

dir.

iii) h >0 igin = hZ = {hk :k e Z} ise

b
=1
h
> ftkh).h  ,a<b
k=2
b h
[ =1 0 ,a=b
a %_1
=Y flkh).h  ,a>b
(=2
h
dir.
iv) T=7 ise,

Zb:f(t) ,a<b

Jron=y 0 07
a S0 asb

dir [5].



fspat
i) Ornek 2.6 -(i) ve genel matematigin temel teoreminden agiktir.

ii) [a,b] sonlu sayida noktadan olusmus ve her noktasi izoledir. @ <b olsun ve

[a,b]= {tys1,,..--t, } kabul edelim. Yani a =¢, <t, <...<t, =b olsun. Bu durumda,

i f(HAt = ni[tf f (t)At}
n-1 [ o)
- Z[ | f(t)AtJ

n—1

Z u().f(t)

D u().f(0)

i[ab)
olur. b < a de benzer sekilde ispatlanabilir.
Teorem 2.13 den (iii) ve (iv) siklari (ii) nin 6zel halleridir [5].
2.14. Ornek

T=[a,b], U{cjU[d,e], {b<c<d} olmak iizere

f: T> R bir fonksiyonu i¢in

If (t)At integralini hesaplayiniz.
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Cozim:

a(b) a(c) e

jf(t)At:if(t)dH [ foat+ [ foat+[fdt = po=o()-t”
Zj.f(t)dt + jf(t)dt +u(b)f(b)+u(c)f(c)

Z.Tf(t)dt +jf(t)dt +(b)(c—b)+ (c)(d—c)

2.12. Tanim

aeT, SupT =0 ve f; [O,oo) da rd-stirekli ise bu durumda genellestirilmis

integral,
0 b
j F(OAL = Z{imj. F()At

olarak tanimlanir. Sag taraftaki limit mevcut ise genellestirilmis integral

“yakinsaktir”, aksi takdirde “wraksaktir” denir [5].

2.15. Teorem (Zincir Kuralr)

f:R — R siirekli ve g: T—>R , T¥ da diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

Ayrica f:R — R siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[¢,0(t)] reel araliginda bir ¢ noktas1 vardir dyle ki,

(fo8)* ()= f"(g(c)g"(®)
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esitligi saglanir [5].
2.16. Teorem

T bir zaman skalasi ve v:T— R kesin olarak artan bir fonksiyon ve T=v (T)

bir zaman skalasi olsun. &'ile t {izerindeki sigrama fonksiyonunu ve A ile

lizerindeki t tiirevi gosterelim. Bu durumda ve o =6 ov olur [5].
2.17. Teorem (Zincir Kurali)

v:T—R kesin olarak artan bir fonksiyon ve T=/(T) bir zaman skalasi olsun.
w:T—R alalim. Eger v*(¢) ve wh (W(¢)), t €T¥ icin varsa,

(wov)* = (wZ ov)v* olur [5].
2.18. Teorem (Degisken degistirme).

Kabul edelim ki, f:T—R kesin artan bir fonksiyon ve T=f (f) bir zaman skalas1

olsun. Budurumda geC,,(T,R)ve feC'  (T,R) olmak iizere,

her t,s € T i¢cin

! 0o ~
[errman= [(gofNHAE
s f(s)

dir [5].

2.19. Teorem

Teorem 2.18 deki sartlar altinda T=T ise



AQ]

e man= [(ge fHman

1(s)
dir [5].
2.20. Teorem (Ara deger teoremi).

f:T—>R fonksiyonu siirekli olsun. z,s € T ve ¢ > s olmak iizere,

f()f()<0

saglanyorsa, bir 7 € [s,¢) igin £(r)=0 veya f(r)f(c(r))<0
olur [5].

2.21. Teorem (Leibnitz kuralr)

Kabul edelim ki, s e T¥ ve f:TxT¥—SR fonksiyonu, her r>s ve reT¥ olmak

lizere (r,7) noktasinda siirekli olsun. Bununla birlikte, f*(r,)e C,, ([s,o(r)])

t
olsun. O zaman; g(¢) = I f(t,m)An ile tanimlanirsa

g (0= [/ EmAn+ f(o(0),0)

saglanir [5].

Yukaridaki teoremde tiirev birinci derecede uygulanmaktadir.
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2.4. Genellestirilmis Ustel Fonksiyon

2.13. Tanim

h>0 olmak tizere, Hilger karmasik sayilar:, Hilger reel ekseni, Hilger alternatif

ekseni ve Hilger sanal cemberi sirasiyla asagdaki gibi tanimhdir,

{ze@:zi—l},
h

ha{zeCh:zeR, z>—%},

C,

Ah={ze(Ch:ze]R, z<—%},

1
z4+—

_1
hl h|

Bunlarla beraber, #=0 i¢cin C,=C, R, =R, I ,=iR ve A ;= ile tanimhdir [5].

Ih:{ze(Ch:

2.14. Tanim

h>0 ve zeC, olsun.
|zh+1]-1
h

Arg(zh+1)
h

Burada Arg(z), z’nin esas arglimentidir.(— 7 < Arg(z) < x)

z’nin Hilger reel kismi; Re, (z) =

z’nin Hilger imajiner kismi; Im, (z) = ile tanimlidir.

Ayrica Re, (z) ve Im, (z)

—% <Re,(z) <o ve —% <Im,(2) S% araliklarini saglar [5].



2.15. Tanim

% <w< 2 olsun. Hilger’in piir imajiner sayisi iw

ile tanimlanir. ze€ C, i¢in, iIm,(z) €I, olur [5].

2.22. Teorem

Eger T ews<Z se
h h

olur [3].

2.16. Tanim

C, tzerindeki “circle plus” toplama @ islemi
Z®W =2z+w+hzw

ile tanimlanir. Bu durumda (C,,®) bir Abelian grup olur [5].
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2.23. Teorem

zec ,igin z=Re, z®@ilm, z

olur [5].

2.17. Tanim

Tanim 2.16 da tanimlanan @ islemi altinda z € C, nin toplamsal tersi

©z=

™ olur. Bu durumda ¢ , tizerindeki “circle minus” ¢ikarma @ islemini
+ z

zBw=z®(B2w)
ile tanimlanz [5].
2.18. Tanim

h >0 olmak lizere,
&:C, -7z, :{zec :—%<Im(z)£%}

silindir doniisiimii,

z h=0

2= éLog(]-irzh) >0

ile tammlidir. Ters silindir doniisiimii £, :Z, — C, ise
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z h=0
Z =
é:h() i(eZh_]) ,h>0
h
seklindedir [5].
M/ . Tm{}) Tm(})
i v N [\ A 3
- E— q—————( ————— o—F - »
—p Re, (4 —1/u Re{d) g4— Re(A)
N N/ &
=m,(y — #

Sekil 2.1 Silindir Dontistimii

2.19. Tanim

p:T—R bir fonksiyon olsun. Eger her teT® igin 1+ u(t)p(t)#0 ozelligi
saglaniyorsa p fonksiyonuna regressivdir denir. Biitlin regressiv ve rd-stirekli

f: T—>R fonksiyonlarinin kiimesini R=R(T)=R(T,R )ile gosterecegiz [5].

2.20. Tanim

peR(T,R) olmak ilizere zaman skalasi lizerinde iistel fonksiyon her t,s € T icin

e,(t,5) = exp[ [€uo (p(r))Arj

ile tanimlanir [5].



2.1. Lemma

Eger peR ise her r,s,f € T igin

e,(t,r)e,(r,s)=e,(t,s)

Yar1 grup o6zelligi saglanir [5].
fspat

peR, her r,s,t €T olsun. 2.4.8. Tanimdan

e, (t,r)e, (t,s5) = exp(jcfﬂ(,) (p(r))Ar] exp{ [¢uo (p(r))Ar]
= exp[ [émpnaT+[&,, (p(r))ArJ

= oxp [, (P(D)AT

=e,(t,9)
elde edilir [5].
2.20. Tanim

peR ise birinci mertebeden lineer dinamik denklem,

y*=p)y
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regressiv olarak adlandirilir [5].

2.24. Teorem

f eR ve teT olmak lizere,

x* = f(H)x =0, x(t)=x,eR

ile verilen baslangi¢c deger probleminin tek ¢éziimii
x(t) = xpe, (8,2), teT,

ile belirlidir [3].

2.25. Teorem (Sabitlerin Cesitlenmesi)

feR, geC,(T,R) vet, €T olmak iizere

x* = fOx=g@), x(t,)=x,eR

ile verilen baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

x(t) = xye, (1,t,) + [ e, (6,5 () () A7

ty

ile belirlidir [5].

40



2.26. Teorem

p,q €N ise

(1) e,(t,s)=1ve e, (t,0)=1

(i) e, (c(t),5) = (1+ () p()Je, (1,5)

1
() oy = e ()
. 1
(iv) e, (t,5) = e (5.0 = €, (8,1)

(v) e, (t,8)e,(s,r)=e,(t,r)
(vi) e, (t,5)e,(t,5) =€ ,,(,5)

e (1,9)

(vii) e: " €0, (1,5)
i [%J,SJA o
dir [5].

2.27. Teorem

peR vet, €T olsun.

(i) Eger T tizerinde 1+ u(¢)p(t) > 0 ise her €T igin e ,(t,2)) >0 olur.

(ii) Eger T* iizerinde 1+ u(t) p(t) < 0 ise her ¢t € T igin

r,(t,t,) = a(t,t,))(-1)" olur.
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Burada

Llog|l +
a0 )
ve

| [t.0) | » £21,
n =
oIt | <ty
dir [5].
2.21. Tanim

R nin tiim pozitif regressiv elemanlarinin kiimesi,

R*=R"(T)= R*(T,R)={p regressive ve 1+ 1(r) p(t) > 0}

ile tanimlanir [5].

2.2. Lemma

R, R nin bir alt grubudur [3].
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2.28. Teorem (Ustel fonksiyonun isareti)

Kabul edelimki feR ve ¢, €T olsun. O zaman,

(i) feN" ise, her teT igin e, (¢,4,) >0 olur,

(ii) 1+ u(t)p(t) < 0 ifadesini saglayan ¢ € T noktalar1 i¢in
e, (t,t))e, (o(t),t)) <0

olur [5].
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3. BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
3.1. Holder ve Cauchy-Schwarz Egsitsizlikleri

Zaman skalasi iizerinde asagidaki versiyonda verilen Holder esitsizligi [4,Lemma
2.2(iv)] de verilmistir ve  ispatt klasik Holder esitsizliginin [9,Teorem 188] de
verilen bigimiyle aynidir.

3.1. Teorem (Holder Esitsizligi)

a,beT olsun.

rd-stirekli f,g:[a,b] >R fonksiyonlar1 i¢in p>1 ve q=p/(p-1) oldugunda

[lrgw]ars { [lrof At}p { [lg) At}q

esitsizligi elde edilir [6].
fspat

Negatif olmayan o ve B reel sayilari i¢in

N
.“u\'—

=
IA

(3.1)

< | R
Q|

esitsizligi gecerlidir. Genelligi bozmadan

{ flraf AtH flg@)’ At} #0

oldugunu varsayalim.



o) = o B(0) =~ KO

[lr@f Az [ls@ ac

Ifadelerine esitsizlik (3.1) i uygulayip ve ¢ikan esitsizligin a dan b ye integralini
alirsak asagidaki sonu¢ kolayca elde edilir. [Bu miimkiindiir ¢ilinkii karsimiza ¢ikan

fonksiyonlarin hepsi rd-siirekli(sag yogun siirekli) dir.]

ool
a {J ol Ar}p {I 2@ Ar}q
= jia%” (0). ,B% (At

Lolrer 1 s
Pllrelar ? flg@) ar

At

fLbror |y o] er

J|f(r)|p At T I|g(r)|q At

At

.b;.ﬂf(t)r’ At +l.b;.j|g(t)|th

Jlre)ac " le@) ar®

a a
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:l+l (q yerine q=L1 yazilirsa)
q

Bu da direkt olarak Holder esitsizliginin gergekledigini verir.

Ozel olarak p=q=2 alindiginda Hélder esitsizligine Cauchy-Schwarz esitsizligi

denir.
3.2. Minkowski Esitsizligi

Minkowski esitsizligini elde edebilmek i¢in Holder esitsizligini kullanabiliriz.

3.2. Teorem (Minkowski esitsizligi)

a,beT ve p>1 alalim.

rd- siirekli f,g:[a.b] >R fonksiyonlar1 i¢in;

1 1 1

flsor o <[ o s {fleor s

elde edilir [6].
Ispat

Asagidaki sonuca ulagsmak i¢in  q=p/(p-1) alarak Holder esitsizligini uygulayalim
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[+ Ac=[|(f+ )| [(f +e)e)| At

< [lFOlIf + O A+ [lg@)|(f + )0 At

1 1 1 1

< {f f@f At}p { flor+ex ™ At}q +{ [ls@f At}p { [lor+ o™ At}q

{{ﬂmr’ af +{flsor Ar}”]{mgxar "

1 1

= [/ + )0 ar= Hjlf(t)lp At}p + { PG AIH{ [lor+ o) NT

1

b q
esitsizligin her iki tarafini D|( f+2)0)| At} ya bolersek

1 1 1

llresor o <{furor s {fleor s

Minkowski esitsizligine ulasiriz.



3.3. Jensen Esitsizligi

Zaman skalas1 tizerinde Jensen esitsizliginin ispatt hemen hemen klasik Jensen
esitsizligi [7,Problem 3.42] de oldugu gibidir.Eger T=R ise ispat klasik Jensen

esitsizligi gibidir.

Eger T=Z 1ise Jensen esitsizligi ¢ok iyi bilinen aritmetik ortalama geometrik

ortalama esitsizligine doniisiir.
3.3. Teorem (Jensen esitsizligi)

a,beT vec,de R olsun. g:[a,b]—(c,d) foksiyonu

rd-siirekli ve F:(c,d)—> R fonksiyonu konveks (dis biikey) olsun. Bu durumda

[ear| [Fewa

F|& <4
b—a b—a

esitsizligi vardir [6].

Ispat

x0€(c,d) alalim.O zaman [11,Sayfa 109] dan 6yle bir e R vardirki biitiin
xe(c,d) igin

F(x)-F(x0) > B(x-X0) (4.1)

saglanir.

g fonksiyonu rd-siirekli oldugundan
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j.g(z')Ar

X, = e iyl tanimhidir. Fog fonksiyonuda rd-siireklidir bundan dolay1r x=g(t)

ile esitsizlik (4.1) uygulayabiliriz ve istenen sonucu elde etmek i¢cin a’dan b’ye

esitsizligin her iki tarafinin integralini aliriz.

[F(g(0) - F(xp)at

Q —

> [ [g(t)—xO]At

] R — >

B[ g(r)Az—xo(b—a)}
. Ig(r)Ar
=p !g(r)Ar—“b—a(b—a)

=0

Bu da dogrudan jensen esitsizligini verir.
3.4. Baz1 Uygulamalar

3.1. Ornek

T=R alalim . Asikar olarak (0,0) araliginda F(x)= -log(x) dis bikey ve
1 1

siireklidir. Oyleyse g:[0,1]—(0,00) siirekli oldugunda log'[ g(t)dtzjlog g(t)dt
0 0

elde etmek i¢in



[edt | [ rig@yd

Teorem 4.1 F| < <
b—a b—a

Jensen esitsizliginde a=0 ve b=1 alirsak.

Boylece

[ewt | [-toutgtoar

—log| 2 <
& 1-0 1-0

= log(j-g(t)dt} > Jl-log(g(t))dt

= j‘g(t)dt > exp{j‘log g(t)dt}

elde ederiz.

3.2. Ornek
T=7Z ve NeN alalim.

1
N N N
%Z g(t)> {H g(t)} esitsizligini elde etmek icin g:{1,2,3 ... N+1}—(0,00)
t=1 t=1

icin Teorem 3.3.da a=1 ,b=N+1 alarak Jensen esitsizligini uygularsak

log iZN:g(t) =log LM g(t)At
I\ N

1
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1 N+1
W ! log g(t)At

1 N
=—>1lo t
NZI gg(t)

1

:log{Hgm}N

elde ederiz ki bu da;

1

%gg(r)z{ﬂg(m}]v

olmasi1 demektir.

Bu da bilinen aritmetik ortalama ,geometrik ortalama esitsizligidir [6].

3.3. Ornek

T=2" ve Ne N alalim.

szg(zk {N 1

1
N
2 [Te@Hy } ifadesini bulmak igin

Teorem 3.3 den a=1, b=2" ve g:{2k|0£kSN}—>(0,oo) alirsak
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-1

> log(g(2"))”

k=0

2V —1

log{f[ (g(z"»z"}

k=0

2V —1

N-1 B /2"’—1
:log{H(g(z"))z}( )

-1

=

=~
Il

0

W H(g(2 )

k=0

2°e(2") (vl Ty
:{Twer|

esitsizligi bulunmus olur [6].
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