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OZET

Bu arastirmada birinci basamaktan homogen olan ve homogen olmayan dinamik denklemler
icin zaman skalas1 tizerinde Ulam kararliligi ¢alisilmistir. Wisconsin Universitesinde 1940
yilinda yapilan bir konusmada Stanislav Ulam’in sordugu sorulardan birine ertesi yil
Hyres’in yanitladigi cevapla ele alinan bu kararlilik teorisi su anda Hyres-Ulam kararlilig
olarak bilinmektedir. Bu arastirmada Oncelikle birinci basamaktan diferensiyel denklemler
ardindan da bu diferensiyel denklemlerde kararlilik ve fonksiyonel denklemlerin Hyers-
Ulam kararlili1 gibi temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Ardindan zaman skalasi
konusunun temel kavramlarindan olan delta (Hilger) tiirev, delta integral, kompleks Hilger
diizlemi, genellestirilmis iistel fonksiyon ve birinci basamaktan lineer dinamik denklemlerin
ozellikleri incelenmis olup bunlara ait tanmimlar verilmistir. Daha sonra Onitsuka ve
Anderson’nun yaptiklari ¢alismalar1 da dikkate alarak birkac 6zel hallerde ayrik ve strekli
dinamik denklemleri icerisine alan sabit katsayili birinci basamaktan lineer dinamik
denklemlerin zaman skalasi iizerinde Hyers-Ulam kararliligi (HUS) calisilmistir. Burada
bilhassa zaman skalasinin graniil fonksiyonuyla iligkili birka¢ parametre degerleri igin
minimum Hyres-Ulam kararlilik sabitleri arastirilmistir. Son kisma geldigimizde Yonghong
Shen’in ¢alismasi géz onilinde bulundurularak oncelikle lineer birinci basamaktan dinamik
denklemlerin eslenik denklemin integral alma metodu uygulanarak Ulam kararliligi ele
almmigtir. Ardindan bu denklemin genellestirilmis {istel fonksiyonun ozellikleri ve bu
denklemin sonuglar1 vasitasiyla lineer birinci basamaktan dinamik denklemin Ulam
kararlilig1 aragtirilmistir.
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ABSTRACT

In this research, Ulam stability in time scale for first order homogeneous and inhomogeneous
dynamical equations was investigated. This stability theory, which was addressed by Hyres's
answer to one of the questions Stanislav Ulam asked in a speech at the University of
Wisconsin in 1940, is known today as the Hyres-Ulam stability. In this research, basic
definitions and concepts such as first-order differential equations and then stability in these
differential equations and Hyers-Ulam stability of functional equations are given. Then, the
basic concepts of time scale, delta (Hilger) derivative, delta integral, complex Hilger plane,
generalized exponential function and first-order linear dynamical equations are examined
and their definitions are given. Then, taking into account the work of M. Onitsuka and D. R.
Anderson, Hyers-Ulam stability (HUS) is studied in the time scale of constant coefficient
first order linear dynamical equations including discrete and continuous dynamical equations
in a few special cases. Here, the minimum Hyres-Ulam stability constants are searched for
a few parameter values related to the granule function of the time scale. When we come to
the last part, Ulam stability is discussed by applying the method of integrating the conjugate
equation of linear first order dynamical equations, taking into account the work of Yonghong
Shen. Then, the Ulam stability of the linear first-order dynamical equation is investigated
through the properties of the generalized exponential function of this equation and the results
of this equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile asagida sunulmustur.

Simgeler

R

R+

C

CTd (d‘l, B)

R(A, B)

a

inf
sup
maks
min
exp(x)
Re(z)

Kisaltmalar

HUS

Aciklamalar

Reel sayilar kiimesi

Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

A kimesinden B kiimesine rd-siirekli fonksiyonlarin
kumesi

A kiimesinden B kiimesine regressiv fonksiyonlarin

kimesi

a noktasindan 4 noktasina Delta integral
Mutlak deger

Norm

Alt kime

Infimum, Alt sinirlarin en biiyiigii
Supremum, Ust sinirlarin en kiigiigii
Maksimum

Minimum

x sayisinin e tabanindaki goriintiisii

z sayisinin reel kismi

Aciklamalar

Hyers-Ulam Sabiti



1. GIRIS

Fizik, miihendislik, tip, biyoloji gibi fen bilimlerinin yani sira borsa ve sosyolojik bir¢cok
olaymm bir diferensiyel denklem yardimiyla modellenebilir. Bu yiizden diferensiyel
denklemlerin ¢ozlmleri ve onlarin davraniglarini incelemek onemli bir ¢alisma alanidir.
Diferensiyel denklemler alaninda caligsmalar hizli bir sekilde ilerlemektedir. Bu alanda
yapilan ¢alismalar denklemin analitik ¢6zlimlerinin belirlenmesi, denklemin ¢oziimiiniin
davraniglarinin incelenmesi ve denklemin ¢6ziimiiniin yaklasik degerlerinin cesitli

metotlarla belirlenmesi olarak sirasiyla nicel, nitel ve nlmeriksel olarak yapilmaktadir.

Cesitli fonksiyonel denklemler i¢in kararlilik problemi ¢alismasi, Ulam tarafindan 1940
yilinin sonbaharinda Wisconsin Universitesi’nde sunulan ilging ve iinlii bir konusma ile
tetiklenmistir. Ulam konusmasinda bir takim 6nemli ¢6ziilmemis matematiksel problemleri
tartismustir. Ertesi y1l Hyers, Ulam’1n sorusuna kismi ¢6ziim bulmay1 basarmistir. Bu ylizden
bu tip kararlilik incelemeleri Hyres-Ulam kararliligi (HUK) olarak bilinmektedir. 1978’de
Rassias, Hyers’in makalesinde kismi cevabini dogrudan yaklagim kullanarak genigletmistir

ve bu genisletme Hyers-Ulam-Rassias kararliligi (HURK) olarak bilinmektedir.

1993 yilinda Obloza, diferensiyel denklemlerin Ulam kararlilig1 calismasini baglatmistir
[11]. Daha sonra Alsina ve Ger, y'(t) = y(t) lineer diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam
kararliligr ile ilgili ¢aligmalarini1 yayinlamiglardir. Kisa siire sonra Miura, Takahasi, Choda
ve Miyajima cesitli soyut uzaylarda y’'(t) = Ay(t) diferensiyel denkleminin Ulam
kararliligin1 sistematik olarak incelemislerdir [11]. BOylece farkli tiirdeki diferensiyel
denklemlerin Ulam kararlilig: ile ilgili bir¢ok sonug ortaya ¢ikmistir. Dogrudan yontem,
integral ¢arpan1 yontemi, kuvvet serileri yontemi, Laplace doniisiim yontemi, sabit nokta
teknigi ve benzeri bircok yontem diferensiyel denklemlerin Ulam kararliligin1 incelemek
icin kullanilmistir. Bu ¢alismada zaman skalasinda dinamik denklemlerin Ulam kararlilig

kavrami incelenmistir.

1988’de Stefan Hilger surekli ve fark analizini birlestirmek i¢in zaman skalas1 kavramini
ortaya atmistir [9]. Zaman skalas1 hesab1 diferensiyel denklemlerin ve fark denklemlerinin
incelenmesi i¢in benzersiz bir ¢erceve sunmaktadir. Son yirmi yilda, zaman skalasi hesab1

ve karsilik gelen dinamik denklemler sistematik olarak incelenmistir. 2013 yilinda Andras



ve Mészaros bazi lineer ve lineer olmayan dinamik denklemlerin ve integral denklemlerinin
zaman skalasinda Ulam kararliligint dogrudan ve operasyonel yontemlerle incelemislerdir

[11].



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Diferensiyel Denklem
2.1.1. Tanim

Genel anlamda x bagimsiz ¢ bagimli degisken olmak iizere n. basamaktan bir diferensiyel

denklem,

Flx, 9, 9" ..6™M)=0 (2.1)

biciminde yazilir. Denklem (2.1)’de F; x, 4, ¢', 4", ...,4 ™D ve 4 argiimanlarinin bir

i i r_ 9 0 _ 2%y ™ = % 4ir Es
fonksiyonu olup n € N dir. Ayrica ¢’ = Y =y = dir. Eger (2.1)
ifadesinden 4™, diger bilesenler cinsinden ¢ekilemiyorsa (yani tiireve gore ¢ozillemiyorsa)
(2.1) gosterimine diferensiyel denklemin standart formu denir. Eger (2.1) denkleminden

4™ tiirevi, diger bilesenler x, ¢, ¢, 4", ..., 4™V cinsinden,

3™ =f(xuy, ..., D) (2.2)

olarak yazilabiliyorsa (yani tiireve gore ¢oziilebiliyorsa) (2.2) ifadesine n. basamaktan

diferensiyel denklemin normal formu denir [1].

2.1.2. Tanim

Bir F(x, 4,4, ..., ") = 0 diferensiyel denkleminde eger F fonksiyonu ¢, ¢/, ..., 4™
degiskenlerinin bir lineer fonksiyonu ise diferensiyel denkleme bir lineer diferensiyel

denklem denir. Bu tanima gore n. basamaktan bir lineer diferensiyel denklemin genel formu

an(®)y™ + a, 1 ()Y + -+ a (X)y + ao(x)y = g(x)

biciminde olur. Burada a, a4, ...,a, Ve g fonksiyonlar1 bir A € R bélgesinde taniml

fonksiyonlardir [1].



2.2. Birinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemler

2.2.1. Tanim

Genel olarak A(x),B(x) ve C(x) fonksiyonlar1 bir A c R alt araliginda sirekli

fonksiyonlar ve A(x) # 0 olmasiyla,

A)y' +Bx)y =C(x) (2.3)

formundaki bir diferensiyel denkleme birinci basamaktan lineer diferensiyel denklem denir
[1]. (2.3) lineer diferensiyel denklemi A (x) # 0 oldugu yerde

y +Px)y =0xx),x€l (2.4)

seklinde yazilabilir. (2.4) denklemine birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlerin

ve Q(x) =

B(x)
A(x)

standart formu denir. Buradaki P(x) ve Q(x) fonksiyonlar1 ise P(x) =

% seklindedir. (2.4) denkleminin genel ¢ozimi

o(x) = (— f P(x)dx) { f [Q(x)exp ( j ?(x)dx)] dx+c}

olarak verilir. Burada c integrasyon sabitidir ve A(x) = exp(f P(x)dx) ifadesi de (2.4)

denkleminin integral ¢arpani olarak bilinir [1].

Ornek

1+x2)y +4xy = A +22)24(0) =1

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Ik olarak, denklemi standart formunda

y +4x(1+2)y=0+2)3Px)=4x1+2*)"L,90(x) =1 +2?)73

yazalim. Bu durumda denklemin integral ¢arpant,



A(x) = exp (j P(x)dx) = exp <f T j‘}r_xxz dx) =exp(2In(1 + x?)) = (1 + x?)?

olur. Eger denklemin standart formunun her iki tarafi integral ¢arpani ile garpilirsa,

4x
1+ x2

(1+ 222y + (1 + x?)? y=0+22)*1+x?"3

veya

d

—((1+2)D?2)=1+x*71

dx

denklemi elde edilir. Bu esitligi dx ile carpip her iki tarafin integralini alirsak
(1+x2)2y = j(l + x2)"Ydx = arctanx + ¢

esitligi elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa denklemin genel ¢ozimii,

arctanx + c

v ="

olarak bulunur. Eger baslangi¢ kosulunu uygularsak 4 (0) = % = ¢ = 1 bulunur. Bdylece

aranan ¢ozum,

arctanx + 1

YT T 1222

olarak elde edilir.






3. DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN KARARLILIGI

Bu kesimde bir diferensiyel denklemin ¢oziimiiniin kararlihigi ve asimptotik kararlilig:
hakkinda bilgiler verecegiz. Bu kavramlar1 agiklayabilmek igin ise basit bir Ornekle

baglayalim.
Ornek

a € R olmak Uzere,

y'(t) = ay(®),y(to) = yo 3.1)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. y(t) = ce®® bu baslangi¢ deger probleminin genel
¢cozimudir. Kabul edelim ki t, = 0 olsun. O zaman y(t,) = y(0) = ¢ = y, oldugundan
y(t) = y,e* baglangig deger probleminin ¢6zUmidir. Diger taraftan y = 0 bu denklemin

asikar ¢cozimudur. Bu ylzden y, = 0 ise aranan tek ¢ozim
y=0
olur. y, # 0 ise aranan ¢6zim

y = yoe™
modelindedir. Simdi bu durumu irdeleyelim.

1)a =0isey(t) =y, ¢cdzim olur. Budurumda y = y, ¢oziimiine (3.1) probleminin kararli
¢0zumdu olur. Clnki y(t) = 0 asikar ¢cozumd ile y(t) = y, ¢oziimii arasindaki mesafe her
t noktasinda belli bir degerden kiigiik kalir.

+00,y, >0

—o0,y, <0 olur. Bu durumda y =

2) a >0 ise tlim e% — oo oldugundan tlim yoe®t = {

yoe* coziimine (3.1) probleminin kararsiz ¢oziimii olur. Clnki y(t) = 0 dogrusu ile
y(t) = yoe* egrisi arasindaki mesafe birinde egri —o0’a dogru gittigi igin c0’a dogru
gidecek, digerinde egri +oo0’a gittigi i¢in aradaki mesafe belli bir t den sonra bir sayidan

kiicuk kalmayacak ve strekli artarak biyuyecek.



0% ,y,>0

0=y, < 0 olur. Bu durumda y =

3) a<0ise tlim e? — 0 oldugundan tlim yoe™ ={

yoe® ¢ozlimiine (3.1) probleminin asimptotik kararl ¢oziimii olur. Ciinki y(t) = 0 asikar
cOzimi ile y(t) = y,e® ¢oziimii arasindaki mesafenin t — oo limiti 0 olur. Dolayisiyla

aralarindaki mesafe belli bir sabitten kiigiik kalir.
3.1. Sabit Katsayili Lineer Diferensiyel Denklemlerin Kararhhgi
3.1.1. Lemma

m € Ny ile @ > 0 olmak tizere t > 0 icin, t™e** < ¢ olacak sekilde bir ¢ = c(a,m) > 0

sayis1 vardir [15].

3.1.2. Lemma

A € C,m € Ny ve Red < o olsun. Budurumda her ¢t > 0 igin [t™e?*t| < ce®® olacak sekilde

bir ¢ > 0 vardir [15].
3.1.3. Lemma

p(A), n. dereceden bir polinom ve 1,45, 15, ..., A, ler bu polinomun kékleri olsunlar. O
halde eger her j = 1,2,...,n igin Red; < o &zelligini saghyorsa L(D)y = 0 denkleminin

rastgele bir y(t) ¢cozimi igin |y(t)| < ce,t > 0 olacak sekilde ¢ > 0 mevcuttur [15].
3.1.4. Tanim

t > 0 alindiginda x(t) € R™ olsun ve x'(t) = f(t,x(t)) diferensiyel denklemi igin f
surekli fonksiyonu ikinci bilesenine gore lokal lipschitzyan olsun. Denklemin x(ty) = x,
kosuluna uyan maksimal tanimh ¢oztimiinii t = x(t, t,, x,) ile gosterelim. ¢: [ty, ©) - R"

de bu diferensiyel denklemin bir ¢6zimu olsun. O halde,

1) Eger her € > 0 icin bir 6 > 0 varsa 6yle ki |¢(ty) — x| < 6 oldugunda |¢@(t) —
x(t, ty, xo)| < € Ozelligi her t > t, i¢in saglaniyor ise ¢ ¢OzUmiine [t,, ) Uzerinde

kararlidir denir.



2) Eger ¢ ¢oziimi kararh ve (1) durumundaki gibi her € > 0 sayisi verildiginde bir §; < &
vardir oyle ki |@(ty) — x| < §; oldugunda tlimlgo(t) — x(t,ty, xo)| = 0 oluyor ise ¢

¢cozUmune asimptotik kararlidir denir.
3) Eger her § > 0 icin bir € > 0 vardir 6yle ki, bir x, noktasi igin |@(ty) — xo| < &
oldugunda Oyle bir t; € [ty, ) noktast igin |@(t;) — x(ty,te, Xo)| = € kaliyorsa ¢

¢cozUmune kararsizdwr (kararly degildir) denir [2].

3.1.5. Teorem
D= % olarak alindiginda,

PMD)z=2M™+a;z2"Y +a,z20D + - +a,z=0 (3.2)
sabit katsayil lineer diferensiyel denklemine karsilik gelen karakteristik polinom
PO =A+a A"+ +ap1A+a, =0

ve a; ler sabit katsayilar olmak iizere Hurwitz matrisi

4. a a; as Gas
Hy = (ay),H, = (11 az)’H3 = (1 a, a4>,...
0 a a3

ve bu sekilde devam edilerek n. adimda j > n oldugunda a; = 0 olmak Uzere
a, az as - 0
( 1 a; a; .. 0\‘
0 a a3 .. 0

olarak tanimlanir. Bu durumda P(D)z = 0 denklemine ait karakteristik denklemin
stfirlarinin negatif reel kisimli yani diferensiyel denkleminin ¢dziimiiniin asimptotik kararl

olmasi icin ancak ve ancak her u = 1, 2, ..., n icin det H,, > 0 olmasidir [3].



10

Ornek

y" + 6y’ + 3y =0 diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin asimptotik kararli oldugunu
gosterelim. Bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem A2+ 6A+ 3 =0 dir. a; =

a; a
6, a, =3 olmak {iizere, Hurwitz matrisleri sirasiyla H; = 6 >0, H, = (11 az) =

(? g) oldugundan detH, = 18 > 0 dir. Her u = 1,2 i¢in detH,, > 0 oldugundan verilen

denkleme ait karakteristik denkleminin sifirlar1 negatif reel kisimlidir. O hélde verilen
denklem asimptotik kararlidir.

Ornek

y'"+2y"+y"'—y =0 diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin kararli olmadigini

gosterelim. Bu diferensiyel denkleme karsilik gelen karakteristik denklem A3+ 222 +

+A—1=0ve a; =2, a, =1, az = —1 dir. Hurwitz matrisleri sirasiyla H; = a; = 2
- _ _ (% a3\ _ 2 -1 g _
oldugundan detH, =2 > 0, H, = (1 az) = (1 _1) oldugundan detH, = -1 < 0,

a; das as 2 -1 0
H; = < 1 a, a4) = (1 1 0 ) oldugundan detH; = —3 < 0 dir. Her u = 1,2,3
0 a; a3 0 2 -1

icin detH, > 0 olmadigindan verilen denkleme ait karakteristik denkleminin sifirlari
negatif reel kisimli degildir. O halde verilen denklem kararli degildir.
3.2. Lineer Sistemlerin Kararhhgi

y™ =4ty 9,y ..., 3" D)

normal formundaki her diferensiyel denklem, n bilinmeyenli denklemden olusan bir birinci

basamaktan sisteme doniistiiriilebilir. Soyle ki

Y =x1’/yj = xz"é’/’” = x3r'-'1/y’(n—1) =Xn

olarak alirsak diferensiyel denklem,
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y(t) = x4
%' () = 21(8) = 2,(¢)
" (1) = 25(t) = 23(0)

Yy () = X1 (£) = 2 (t)

y(n)(t) =x,(t) = F(t, 21, %9, ..., Xpn_1, %)

x1(t)

X, (t
2:( ) olarak tanimlanirsa

sistemine doniisiir. Eger 6zel olarak, x(t) =
xn (t) nx1
x1(0)

x'(t) = xzz(t) olur. Boylece yukarida ulasilan sistem

Zn ()14
x1(t) 01 0 0 %1 (t) 0
O _ (001 o =@ 0
x-,’«l(t) nx1 0 O 0 0 1 nxn x(t) nx1 #(t)xlleJ"'lxn—llxn) nx1i

olmak Uzere bir matris denklemi formatinda yazabiliriz. Gosterilmistir ki, x'(t) =
A(t)x(t) denkleminin genel ¢ozimi x,(t) ve x'(t) = A(t)x(t) + G(t) denkleminin bir
ozel ¢ozimi x,(t) ise x'(t) = A)x(t) + G(t) denklemin genel ¢ozimi, x(t) =

0O 1.0 .. 0
. 10 0 1 .. O _
2y (t) + 2, (1) dir. Burada A®) =1, 5 T v ve Gt =
00 0 0 1d,,
0

(:) olarak alimustir [3].

F(t, %1, %0, oo, X1, 20D |y
3.2.1. Sabit katsayil lineer sistemlerin kararhihg:

x41(t)

Bu kesimde A = (a;;) _ bir sabit matris ve t € I c R olmak tizere x(t) = xz:(t)

#® 1,
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bilinmeyen vektori icin x'(t) = Ax(t) lineer homogen sistemini ele alacagiz.

x'(t) = Ax(t), x(ty) = %,

baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii, e”** matrisi A sabit matrisine karsilik gelen iistel
matris olmak izere, x(t) = e**x, oldugu bilinmektedir. Bu sistemin bir denge noktasi

orijin oldugundan denge noktasindaki kararlilik karakterize edilebilir [3].

3.2.1. Teorem

A matrisi n X n tipinde bir matris, o(A) da A matrisinin spektrumu (A4 matrisinin tim
ozdegerlerinin kiimesinden olusan kiime) olmak {izere x'(t) = Ax(t) lineer homogen
sistemi icin asagidakiler dogrudur.

i) Eger Re(0(A)) < 0 ve A nin reel kismu sifir olan tiim 6zdegerleri basit ise orijin bu
denklemin kararli sabit noktasidir.

ii) Eger Re(a(A)) < 0 ise orijin denklemin asimptotik kararli ¢6ziimiidiir.

iii) Eger A nin reel kismi1 pozitif olan bir 6zdegeri varsa orijin denklem igin kararsizdir [2].
3.3. Degisken Katsayil Sistemlerin Kararhhg:

Bu kisimda A(t), [0, o) Uizerinde sirekli olarak alindiginda

x'(t) = A(t)x(t) (3.3)
sistemini ele alalim.

3.3.1. Teorem

(3.3) sisteminin tiim ¢6ziimlerinin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart (3.3) sisteminin tim

¢ozlimlerinin sinirl olmasidir [3].
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3.3.2. Teorem

A sabit matris ve Re(o(afl)) < 0 olsun. c(t) matrisi de [0, o) Uzerinde strekli ve

f le()ll dt < o

ozelligi olsun. Bundan dolay1
z'(t) = [A + c(D)]x(t)
sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir [3].

3.3.3. Teorem

A sabit matris ve Re(a(A)) < 0 olsun. K > 0 ve ¢ < 0 sayilarinin ||e*t|| < Ke°® olacak

sekilde segelim. c(t) matrisi de ||c(t)]| < ¢ < _?U olacak sekilde secelim. Bu durumda,

x'(t) = (A + c()x(t)

denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararhidir [3].
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4. FONKSIiYONEL VE DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN HYERS-
ULAM KARARLILIGI

1821°de Cauchy “F(x +¢) = F(x) + F(y¢) olacak sekilde F: R — R fonksiyonunun
saglanmasi igin ancak ve ancak F(x) = cx yazilmasidir.”” oldugunu gostermistir. Ulam
genel fonksiyonel denklemler icin “‘Bir fonksiyonel denklemin yaklasik ¢6ziimii varsa, bu
¢Oziime yakin olan denklemin tam ¢6ziimii bulunabilir mi?’’ sorusunu ortaya koydugu 1940
yilindan bu yana son 80 yilda yapilan gesitli arastirmalar1 incelenerek bu tiir sorunlarin
¢dziimiine bir agiklama getirilmistir. Ulam 1940 yilinda Wisconsin Universitesi Matematik
Kulubiinde ¢o6ziilmemis bazi problemlerin tartisildigi bir konusma yapmistir. Bunlar
arasinda homomorfizmalarin kararliligr ile ilgili *‘G; ve G,, d(.,.) metrigine sahip iki grup

olsun. Bir € > 0 sayis1 verildiginde

d(f(x’%)’ #(x)’ﬁ(/y’)) < & her x, Y € gl

esitsizligini saglayan f: G, — G, fonksiyonu icin d(g(x), #(x)) < &, her x,y € G, olacak
sekilde bir g:G; = G, homomorfizmas: var ve § > 0 bulunabilir mi?”” sorusunu da
sormugstur. Cevabin olumlu oldugu durumda, fonksiyonel denklemin homomorfizmalari
kararli olarak adlandirilmigtir. Ulam’in fonksiyonel denklemlerle ilgili sormus oldugu
kararlilik sorusuna ilk olarak G, ve G, nin Banach uzaylari olmasi i¢in D. H. Hyers kapsamli
bir sekilde cevap vermis olmasindan dolayr fonksiyonel denklemlerin kararliliginin bu
formda incelenmesine Hyers-Ulam kararliligi olarak isim verilmistir. Elde ettigi sonug

asagidaki gibidir.
4.1. Fonksiyonel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:
4.1.1. Tanim

T:X =Y donisiim olsun. Eger tim x,¢4 € X icin [|[T(x+4)—Tx)—-T(y)| <

olmasi durumunda § > 0 degeri mevcutsa J° operatdriine § — toplamsaldir denir [4].



16

4.1.2. Teorem

E ve E' birer Banach uzay1 olmak tiizere, #: E - E' ve § — toplamsal bir doniisiim

oldugunda tim x € E olarak alinirsa

2= lim & (4.1)

n-ooo 2N

limiti vardir, £(x) bir toplamsal doniisiimdiir ve ||#(x) — €(x)|| < § esitsizligi her x € E

icin saglanir. Ayrica £(x) bu esitsizligi saglayan tek toplamsal doniistimdiir [4].

Rassias, Cauchy #(x +¢) —#(x) — #(x) farkinin kosulunu degistirerek toplamsal

fonksiyonel denklemler igin Hyers-Ulam kararliligini agagidaki teorem ile ispatlamigtir [17].
4.1.3. Teorem

€ > 0vep € [0,1) olmak Uzere E, ve E, Banach uzaylar1 olsun. Her x, ¢ € E; igin #: E; —

E, fonksiyonu,
I (x +4) — #(x) — Il < ellzl” + ll%lP)
esitsizligini saglasin. Herhangi bir x € E; igin

2¢€
2—2p

1$(x) — £ <

ll|1P

olacak sekilde ¢: E; — E, toplumsal doniisiimii vardir. Ayrica her sabit x € E; igin #(tx),

t de sirekli ise £ lineer doniistimdiir [17].

Bu teorem, Teorem 4.1.2.°nin bir genellemesidir ve matematikgilerin ilgisini fonksiyonel
denklemlerin kararlilik problemlerinin ¢alismasina yonlendirmeye tesvik etmistir. Rassias,
Teorem 4.1.3.”Un p < 0 igin de sagladigini fark etmistir ve boyle bir teoremin p > 1 icgin de
ispatlanip ispatlanmayacagini sormustur. Gajda ise bu soruya (4.1) limitinde n yerine —n ile

alinarak kanitlanabilecegini sdyleyerek yanit vermistir. Gajda, Teorem 4.1.3.°0n p =1
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noktasi i¢in genellestirilemeyecegi tek kritik p degeri oldugunu s6ylemistir ve aksine 6rnek

olusturarak p = 1 i¢in yanlis oldugunu gostermistir [17].

4.1.4. Teorem

e>0veu=(1/6)eolsun. ¢p: R - Rigin

1, x € [1, ) igin
d(x) = { px, x € (-1,1) igin
- x € (—OO, _1] l(;ln

fonksiyonu olmak tizere #: R — R,

Flx) = Z d)(;:x),x € R
n=0

fonksiyonu tanimlansin. Her x, ¢ € R i¢in f fonksiyonu

1#(x +y) — $(x) — #(y)| < e(lx| + [4])

saglasin. Ancak § € [0, ) sabiti ve her x, 4 € R igin

1$(x) = £(x)| < &«

kosulunu saglayan £: R — R toplumsal doniisiimii yoktur. Yukaridaki teorem # fonksiyonu

p = 1 noktasi i¢in aksine 6rnek olmustur [17].
4.2. y4' = ¢ Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararhhg

Diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam anlaminda kararlilik problemi iizerine ¢alismanin
baslangi¢ noktas1 Obloza’nin olup bu problem Uzerine ilk 6nemli ¢alisma Alsina ve Ger'in
makalesidir [5]. Daha sonra diferensiyel denklemler igin Hyers-Ulam kararliligi Miura,

Miyajima, Takahasi ve Choda tarafindan genellestirilmistir. Simdi birinci basamaktan
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degiskenlerine ayrilabilen tipten diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini

inceleyelim.
4.2.1. Tanim

€ > 0 verilmis bir say1, #: A € R = R tanimli tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunda,
|#'(x) — #(x)| <&, her x € Aigin esitsizligi saglansin. Eger bir k > 0 sayist i¢in
|#(x) —y(x)| < ke ve y'(x) =y(x) Ozelligi saglanacak sekilde ¢(x) ve k>0

bulunabiliyorsa ' = ¢ denklemine Hyers- Ulam anlaminda kararlidir denir [14].
4.2.2. Sonug

€ > 0 verilsin. I, R nin bir agik araligi olsun. Tim # €1 icin ||lu(t) —u' ()| < ¢
esitsizligini saglayan bir 2c: I — R tiirevlenebilir doniisiimii i¢in v'(£) = v(¢) ve tim £ €
I i¢in ||[u(%) —v(®)|| < 3e olmasi durumunda bir v:1 - R tlrevlenebilir fonksiyonu
vardir [5]. Bu sonug, birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin kararliligini ve
yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi, kesirli integro-diferansiyel
denklemi, Euler'in diferansiyel denklemlerini, zaman skalas1 iizerinde lineer dinamik

denklemleri desteklemistir [5].
4.3. y' = Ay Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararhhg

X # {} bir kompleks Banach uzayi, A € C ve € = 0 verilmis olsun. / da R nin bir agik

aralig1 olsun.
4.3.1. Tanim

Eger her ||’ (#) — Ap(#)|| < € esitsizligini saglayan ¢ tlrevlenebilir fonksiyonu icin
lo(®) — e*x,|| < ke, k > 0 olacak sekilde ¢’ = Ay denkleminin bir x,, € X ¢ozimii
varsa ¢’ = Ay diferensiyel denklemine I Uzerinde Hyers-Ulam anlaminda karariidir denir
[17].

y' = Ay diferensiyel denkleminin genel ¢ziimiiniin e* x, x € X formundadir. Eger
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m(l,A) = inf{e‘Re’“:t € I},
M(I,2) = sup{e R M.t € I}

olarak tanimlarsak 0 < m(I,1) < cove 0 < M(I,A) < oo oldugu agiktir [6].
4.3.2. Teorem

e>0, A€C, I cR yukarida verilen terimler ve @:1 = X, ||o'(*) —Ap®)|| < ¢

ozelliginde bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

m(I,A)
M(1,7)

i) Red # 0 ise, ||<p(t) — e’“x(p” < IRi/‘ll (1 — )e olacak sekilde £ € I, x,e X vardir.

Ozel olarak m(1, 1) = 0 ise x, elemant sup”(p(t) - e’“x(p” < oo olacak sekilde tektir.
tel

i) ReA =0 ve I nin ¢ap1 §(I) < oo ise ||go(t) - e’“xq,” < &6(I) olacak sekilde x, € X

vardir.

iii) ReA=0 ve §(I) = o ise ¢’ = Ay diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda
kararli degildir [6].

fspat

X* ile X in dual uzaymm gosterelim. X* = {#|#: X — C, siirekli} = C(X,C) olsun.
Herhangi # € X* igin ¢ 1> C fonksiyonu (¢4)(¢) == #(@(£)),t el olarak

tanimlayalim. ((p#)’(t) = #(¢' (%)) olacak sekilde bir # eleman1 alalim. Bu durumda

|(04) @) = 2(0) @] = [#(0' ®)) = 2(05) @]

= |#(¢'(®) — $(20 ()]
< I#llle" () = 29 (%)
< ell#l

esitsizligi elde edilir.

h(t) = e *(p;) (%)
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seklinde tanimlayalim.

W (£) = —2e () (1) + e (94) (£) = e *{(p) (£) — A(9y) (1)}
esitligini elde edilir. Buradan
|h' ()] < ellfll|e=*]

esitsizligi saglanir. Hesabin temel teoreminden

j W (t)dz = h(£) — h(s)

oldugundan

I(£) = h(s)| = f W (2)dr
1
< flh’(r)ldr
< ellfl [ e ar

T
< eII#IIfe‘Re’“dT
N

_ 5”#” (e_(Re)L)t _ e—(ReA)s)
—ReA

esitsizligini elde ederiz.

i) Kabul edelim ki ReA # 0 olsun. Buna gore yukarida elde ettigimiz esitsizlikten her 5,2 €
I icin
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|15‘ (e—/'lt(p(,t) — e Mg (s ))| < |}|z|f)|L|| |e~(ReD)E _ o=(Red)s|

- _ ellfll, )
I#1lfle ™0 (£) — e o (s )||_|R e - emtrens]

”e—/lt(p(t) _ At (S)” < |R /1|| —(Rel)t —(Re/l)sl

esitsizligi elde edilir. Eger
e~(Reds \ (1, 1)

ise e ¢(s) fonksiyonu X kiimesi iizerinde yakinsak olur. e *¢(s) fonksiyonunun

yakinsadig1 degere x,, € X diyelim. Bu durumda

lo(®) — ez, || = [ (e o () — x,)|
= |e®D|[le™ o) — x, |
= eReDt|le=M g (£) + e M0 (s) — e o (8) — z,||

< e(ReA)t”e—/‘lt(p(t) + e—/‘ls(p(s)” + e(Re/‘l)t”e—/‘ls(p(s) _ x(p”

<
|ReA|

€ e—(Rel)s
~ |Re| (1 B e‘(R‘M)t>

esitsizligi elde edilir. Simdi kabul edelim ki x € X eleman sup|(p(t) —e
tel

e (Re)t | e~ (Re)t __ e —(ReA)s |

)lt|:C<oo

olacak sekilde olsun. Eger m(I,A) = 0 ise

Iz = 2|l < le=*[{le**x — 0O + [l (#) — e*, |1}

&
< —(Re,m( n )
<e RET¥T

esitsizligi elde edilir. £ — oo igin e~ (®eD? — 0 oldugundan ||x — x,,|| — 0 olur ki buradan

x =%, olmalidir.

ii) Simdi ReA =0 ve I nin gap1 6§(/) < oo olsun. Bu durumda daha once elde ettigimiz
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|h(£) — h(s)| < ellfll [ e~ oD dr esitsizliginden

1
#(e 0 (t) — e 5p(5))| < el f e~ (ReNT Gy

< elllllz = s|
< ell#ll6CD

elde edilir. Dolayisiyla Red = 0 igin

[0 = o) < [l (06 — e M0 () )|

< |lo®) —eMeo(s)|
< &)

esitsizligi elde edilir. (i) durumunun ispatinda e ~*$¢(s) fonksiyonunun yakimsadig1 degeri

x,, olarak almistik. O halde, ||@ () — e*x,|| < £8(1) elde edilir.

iii) Eger Re #0 ve &6(I) = o ise bu durumda ||xy|| = 1 olacak sekilde bir x, € X

bulabiliriz. (%) = ete** x,, £ € I olarak tanimlayalim. O zaman

lpo(£) — Ao (D)1l = ||eeM xg + eAtexy — eAteM x|
< ele?|llxoll

S ce (Re/'L)t

=&

esitsizligi elde edilir. Kabul edelim ki k >0 ve g, e X icin ||po(£) — eMypl| < ke

saglansin. Bu durumda
leltlllzoll = llgolll < lletxo — yoll < ke

esitsizliginde her iki tarafi € ile bolersek

- £
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IIyoll

olup k + —— toplam1 sonlu oldugundan §(I) = oo olmasi ile gelisir. Boylece ¢’ = Ay

diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararli olamaz.
4.4. 4" + g(t)y = 0 Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararhhg
X reel veya kompleks Banach Uzay1 ve h: R — C surekli bir fonksiyon oldugunda

C(I,X) ={#1#:7 - X,stirekli }
C1(3,X) = {#|#:1 » X, siirekli ve tiirevlenebilir } c C(3,X)

ve

11l 0 = sup{lg(£)|: £ €7}

olsun. Tp,: C*(J, X) = C(J, X) lineer operatérini T« = ' + Au olarak tammlayalim.
t
A(t) = elo A5 olarak tanimlayalim. Bu durumda, « (%) := @ f A(s)v(s)ds

fonksiyonu 7,4« = v denklemini saglar. Hakikaten,

w' (1) = /12(4,”) j A(s)v(s)ds +m%jﬁ(5)v(5)d5

saglanir. Burada

t
AB)v(8)ds = A(t)v (%)

dt )
oldugundan,
u' () = —MLI A)v(8)ds + v(1)

A(6) A(8) )
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olarak yazilabilir.

1

“O=1

j A(8)v(8)ds
0

oldugundan

A/
u' () = —%u(t) + v (1)

olur. A' (%), A(%) yerlerine yazilirsa

h(/t')eflfh(5)d5

u' () =—
( ) ef(fh(zs)ds

uw(t) + v (%)

esitligine ulagilir. Sadelestirmeler yapilirsa

w' () + A()u(t) = v ()

esitligi elde edilir. Bu ise

Thu = v (%)

oldugunu gosterir. Tersine, Tpu = 1+ denkleminin genel ¢ozimdi

t

u(t) :TZ) Yo +!/1(5)v(5)d5 ,Yo€ X

olarak yazilabilir [14].
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4.4.1. Tanim

Eger agagidakiler saglanacak sekilde bir k > 0 sayis1 varsa J;, operatOriine Hyers-Ulam

anlaminda kararlidir denir.

|Tpu — || < e esitsizliginin - saglayan tim &£>0, « €C(J,X), u€ C(J,X)
fonksiyonlari icin bir 1y €C1(J,X) vardir ki Tug = v Ve |[u — 1]l < ke saglanir.
Burada k > 0 sabitine J;,« operatoriine karsilik gelen Hyers-Ulam kararlilik sabiti denir.
Eger min{k} degeri varsa bu degere T, operatorinin Hyers-Ulam Kararlilik Sabiti denir
[7]. Ozel olarak X = R ve A(t) = —1 segersek Ty« = 0 denklemi «’' =« denklemine
indirgenir ve bu Durum 4.2.”de incelenmistir. Benzer sekilde X' # {0} bir Kompleks Banach
Uzayi ve A (%) = —A € C secilirse T« = 0 denklemi «' = A« denklemine indirgenir ve bu

Durum 4.3.”de incelenmistir.

Kabul edelim ki X # {0 } bir Banach uzay1 ve £ € R oldugunda g: R = C
G(t) = ef(fg(s)ds

strekli bir fonksiyon olsun.

flé(é)ldé

t

1
= sup

C =
ter |§(1)]

9

t
1
D, = sup-— a(s8)|ds
¢ =R |g(t>|_£ o)

t

1

E_ = sup— j~5 as
. te£|g(t)|0'g”( )

olarak tanimlayalim. Burada Cy, D, ve E, degerlerinin sonlu olmalari iizerine bir kisitlama

yoktur [14].
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4.4.2. Teorem

#: R — Csireklive T,: C' (R, X) - C(R,X) lineer operatori

(Tpu) (@) = ' () + A(B)u(t)

olarak tanimlansin. Kabul edelim ki Cp, Dy ve Ej, degerlerinden biri sonlu olsun. Bu
durumda T;, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararliliga sahiptir. Ilaveten, C, < oo veya
Dy < oo ise ||Tpu — v|| < oo esitsizligini saglayan her v € C(R, X) ve u € C'(R,X) igin
bir g € CY(R,X) vardir ki Tpuy = v Ve ||u — 1|0 < o0 saglanir [7].

fspat

Kabul edelimki e > 0, v € C(R, X) ve u € C1(R, X) icin ||Tpu — v|| < & saglansin.

w = Tpu — 1 diyelim. Bu durumda T3« = v + w olur.

T
1 -
w(t) =——<u(0) + fﬁ(s)(ftr(s) + w(s))ds
() J
1
w(t) = j R(e()ds + 71 w0 + f F(s)w(s)ds
olarak yazilabilir. Ilk olarak, C,, < oo oldugunu kabul edelim, ||w|| < & oldugundan
j FOw®)dt € X
0

dir. Bu yizden her £ € R i¢in

[oe)

f E(ﬁ)w(a)da}

t
1
w(t) = %Of n(s)v(8)ds + —— O

h()

f A(&w(s)ds
0




olarak yazabiliriz. Her £ € R igin
xo == u(0) + j A(&)w(s)ds

ve

t
wuy(t) = % X0 +!ﬁ(ﬁ)0(ﬁ)d5

olarak tanimlayalim. Bu durumda,
Thuwg =1

saglanir.

w(t) = uy(t) — mf A(&w(s)ds

dir. Buradan

1
() — wo ()l = @]

< VE f A(s8)ds
t

f A(&w(s)ds

27

esitsizligi saglanir. O halde 7;, operatori Hyers-Ulam anlaminda kararlidir ve Cy, sabiti de

bir Hyers-Ulam kararlilik sabitidir. Dy < oo oldugunu kabul edelim. ||w|| < & (sinirh)

oldugundan
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fﬁ(t)w(t)dt EX

dir. Bu yuzden her £ € R igin,

(%) A(t)

h(t){ fh(ﬁ)w(a)da}

olarak yazabiliriz. Her £ € R igin,

w(t) = ~—f (8)v(s8)ds +— w(0) — fh(s)w(s)da

0
%, = u(0) — fﬁ(s)w(s)da

Ve

1 ‘ -
wu, (t) = %{xl + fh(a)ftr(s)da}
0

olarak tanimlayalim. Bu durumda, 7,1, = 1 saglanir ve

w(t) = uy (F) + m f A(w(s)ds
dir. Boylece
1
lhe(8) = s (Ol = = || [ ReepwCsras
! O
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t
< |/~L(gf)| f|f~l(5)|d5
< eDy

esitsizligi saglanir. O halde Ty operatori Hyers-Ulam anlaminda kararlidir ve D, sabiti de

bir Hyers-Ulam kararlilik sabitidir.

Simdi de E; < oo olmasi durumunu ele alalim.

1w, (£) = % w(0) + f Ai(s)r(s)ds', t € R
0

olarak tanimlayalim. Bu durumda 71, = 1 saglanir.

1 ¢ -
I(6) = (Ol = 2o f F(S)w(s)ds
0
< EE/L

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Dy operatori Hyers-Ulam anlaminda kararlidir ve Ejp

sabitide bir Hyers-Ulam kararlilik sabitidir.

Son olarak kabul edelim ki Cj, < oo veya D, < oo olsun. Bu durumda w«,(#) nin tek
oldugunu géstermeliyiz. Bunu gostermek icin, « € C1(R, X) ve v € C(R, X) igin w3 (%)
ve u,(t) € C'(R,X) fonksiyonlar1 Tpu; =1 Ve ||u - u]” <M <oo,(j=34)

ozelliklerini saglasinlar. Ty «; = v saglandigindan

1 ‘ ~
% x; +!h(5)v(5)d5
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olacak sekilde x; ler bulabiliriz. Buna gore

t
x; = ﬁ(t)uj(t) — fﬁ(s)v(s)da

olarak yazilabilir.

1 1
s — zall = ||| AE)us(8) - f F()v(s)ds | — | A)uq(t) - f F(s)v(s)ds

= |2 us(£) — A()u, (1) ||

= |A(®)|llus () — us (D)

= | &) |lluz () — uy(£) + w(t) — u(t)||

< [2@®)|(le(t) = uz (Ol + lu(®) — ul (D)
< |[A@®)|(M5 + M,)

esitsizligi elde edilir. |A(#)| nin (—oo,0] veya [0, ) iizerinde integrallenebilir oldugunu

kullanarak ggugﬁ(tﬂ = 0 bulunur. Bu yiizden x; = x, olmalidir. Bu da 23 = x, demektir.

45. 4" + p(t)y = g(t) Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararhhgi
Burada ¢ € C1(I), I = [£,, %], =0 < £, < #; < oo alindiginda,

¥ +p)y =q(1) (4.7)
y(to) = %o (4.8)

baslangi¢ deger probleminin Hyers-Ulam anlaminda kararliligini inceleyecegiz.

4.5.1. Tanim

ly' + p(B)y — g(£)| < ep(t) esitsizligi € =0, ¢ € C1(I) ve uygun bir @(%) pozitif
tanimli fonksiyonu i¢in saglansin. Eger (4.7)-(4.8) problemini saglayan bir x(#) € C1(I)
fonksiyonu icin |y () — x(#)| < Kep(t) olacak sekilde bir K > 0 sayis1 varsa (4.7)-(4.8)
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problemine Hyers-Ulam-Rassias (HUR) anlaminda kararlidir denir [8].
4.5.2. Tanim

Bir & > 0 verilsin ve bir ¢ € ¢1(I) fonksiyonu |4’ + p(£)y — g (£)| < (%) esitsizligini
uygun bir (%) pozitif tanimli bir fonksiyonu i¢in saglansin. Bu durumda (4.7)-(4.8)
probleminin bir x(#) € C*(I) ¢ozimi var ve |y(t) —x(%)| < Kep(t) esitsizligini
saglayacak sekilde bir K > 0 sayis1 bulunabiliyor ve }1_{2) (x(£) — ¢ (£)) = 0 oluyor ise

(4.7) denklemine Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta (HURG) anlaminda kararlidir denir [8].
4.5.3. Teorem

Eger p(t) ve q(t) fonksiyonlari I Uzerinde strekli ve ¢ € C1(I) fonksiyonu (4.7)
denkleminin (4.8) kosulunu saglayan bir yaklasik ¢6ziimii ise (4.7)-(4.8) problemi Hyers-
Ulam-Rassias anlaminda kararlidir [8].

4.5.4. Teorem

p(),qg(t) ECR),p(t) =c>0 ve ¢ € CY(R) fonksiyonu (4.7) denkleminin (4.8)

kosulunu saglayan bir yaklasik ¢6ziimii ise (4.7)-(4.8) problemi Hyers-Ulam-Rassias-

Gavruta anlaminda kararlidir [8].
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5. ZAMAN SKALASI KAVRAMI VE ZAMAN SKALASI UZERINDE
HESAP

Ik defa 1998 yilinda Stefen Hilger ele aldig fiziksel problemin analizini yapabilmek igin
fark analiziyle siirekli analizin birlestirilmesi gerektigini fark etmistir. Zaman skalasi

kavrami da bundan sonra ortaya ¢ikmaistir.

5.1. Temel Tanim ve Kavramlar

5.1.1. Tanim

R reel sayilarin, bos olmayan her kapali olan alt kimesine bir zaman skalas: denir. Zaman
skalasinin gosterimi T seklindedir. Buradaki kiime Uzerindeki metrik, reel sayilardaki
alisilmis metrik olarak alinacaktir. Kisacasi s, £ € T oldugunda d(s,%) = |s — £| olarak

alinacaktir [9].

Ornek

Reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar, pozitif dogal sayilar, [0,10], {1}, [0,10] U {1}

kiimeleri bir zaman skalasidir. (1,5), [1,5), rasyonel sayilar kiimeleri zaman skalas1 degildir.
5.1.2. Tanim
Zaman skalasini T ile gosterelim. £ € T igin o: T — T ileri sigrama operatorii,

inf{s e T:s >4}, = # supTise
z, t = supT ise

o(t) = {

seklinde verilir. Buna bagli olarak £ € T icin p: T — T geri sigrama operatorii,

(£) = {sup{s ET:s<t}, t+#infTise
pLt) = t, t = infTise

ile verilir [9].
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Ornek
T = Z, 0:Z — Z olmak lizere ileri sigrama operatorl

inf{s € Z:s >m}, m # supZise
m, m = supZ ise

o(m) = {

=inflm+1m+2,m+3,..)

=m + 1 (m’den m + 1’e sigramis oldu)
ve geri sigcrama operatorii

sup{s € Z:s < m}, m # infZise
m, m = infZ ise

p(m) = {

= sup(...,m — 3, m —2,m — 1]

=m — 1 (m’den m — 1’e geri sigramis oldu)
olur.
5.1.3. Tanim
T zaman skalas1 olmak {izere,
uw:T - [0,00),t = pu(t) =a(t) -t
granul (graininess) fonksiyonu olarak tanimlanir [9].
5.1.4. Tanim (Noktanin Karakterizasyonu)
T bir zaman skalas1 ve £ € T olsun. Tanim 5.1.2.”e gbre zaman skalasinin elemanlari
i)a(t) =1,t # supT vet < supT ise £ € T elemanina sag yogun nokta denir.
ii)o(t) >t vet <supTiset € T elemanina sag sacilimli nokta denir.

iii) p(#) = 1,4 # infT ve £ > infT ise £ € T elemanina sol yogun nokta denir.
iv) p(#) < tve £t > infT ise £ € T elemanina sol sagt/imli nokta denir.



V) p(t) <t < a(t)ise t € T elemanina izole (ayrik) nokta denir.
vi) Ayrica ayni anda sag ve sol yogun noktalara yogun nokta denir.
seklinde simiflandirilir [9].

Noktalarin siniflandirilmasi Cizelge 5.1.’de gosterilmistir.

Cizelge 5.1. Noktalarin Siniflandirilmasi

% sagdan sag¢ilimli nokta a(t) >t vet <supT
% sagdan yogun nokta a(t) =4,4 # supT vet <supT
£ soldan sa¢ilimli nokta p(t) <tvet>infT
% soldan yogun nokta p(t) =1,t #infT vet > infT
£ izole nokta p(t) <t <a(t)
£ yogun nokta p(t) =t =0a(t)

Ornek

Asagidaki durumlari inceleyelim.

1) Eger T = R alinirsa her £ € R igin ileri sigrama operatorii

_(inf{lseT:s>1%}, t #supTise
o(t) = { %, t = supT ise

= inf (¢, )

=t

benzer sekilde her £ € R igin geri sigrama operatorii

(£) = {sup{a ET:8<t}, t+#infTise
pLt) = t, t =infTise
— sup(—o0,2)
=t

olur. Burada her £ € R noktasi yogundur. u fonksiyonu her ¢ € T igin

u®)=c@)—t=1t—14=0
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olarak bulunur. Dolayistyla her £ € R bir yogun noktadir.
il) Eger T = Z alinirsa her £ € Z igin

c(®)=t+1vep(®t)=2t-1

oldugunu yukaridaki 6rnek de inceledik. Dolayisi ile Z tam sayilardan aldigimiz her £

noktasi izoledir. Ayrica granil fonksiyonu ise,

ut)=c)—t=t+1-14=1

olur.

iii) T = {2™:n € Z} U {0} kiimesini ele alalim. Y1g1lma noktasi olan 0 kiimeye dahil oldugu
icin kapali kiimedir. £ € T olsun. O zaman ¢ = 2™ olacak sekilde en az bir n € Z vardir. O
halde

o(t) =21 =2¢

olarak bulunur. Benzer sekilde
1
p(#) =2""1= Et

olur. Burada her £ € T igin
ut)=oc)—1t=2t—1t==%

olur.
iv) T = {V/n,n € Ny} olsun. £ € T olsun. O zaman ¢ = v'n olacak sekilde en az bir n €

N, vardir. Dolayisiyla

o) =Vn+1=+t2 +1

olur. Benzer sekilde n = 0 igin



p(0)=0,n>1icinpt) =vVtz -1
olur.

5.1.5. Tamim

T, zaman skalasi olsun. Buradan

TX = {']I‘\{m}, m = supT ve m sol sacilimli ise
| T, diger hallerde

T = {’JT\{{’}, ¢ = infT ve ¢ sag sagilimli ise
E=U T, diger hallerde

olarak tanimlanir [9].
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Zaman skalasina ait baz1 6rnekler asagidaki Cizelge 5.2.”de belirtilmistir.

Cizelge 5.2. Zaman Skalasina 6rnekler

T u(z) o (%) p(*)
R 0 ¢ ¢
z 1 t+1 -1
nz h t+h t—h
U (0] (a- Dt at “
NG 2Vt +1 WE+1)° WVE-1)"t#0
0,£ =0

5.2. Delta Tirev

5.2.1. Tanim

T, zaman skalas1 f: T - R ve £ € TX oldugunu kabul edelim. Asagidaki kosulu saglayacak

sekilde bir f2(%) sayis1 bulunabiliyorsa f2(#) sayisina f fonksiyonunun # noktasindaki A

- delta tirevi (Hilger tirevi) denir [9].
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Her € > 0 icin % nin bir Us(¢#) = (+ — §,4 + §) N T komsulugu vardir ki her s € Ug(%)

olmak Uizere,

[f(@(®) = f(s) = fA(#)(0(®) = 5)| < ela(®) — s

esitsizligi saglanir. Ayrica her + € TX icin f2(¢) var ise TX da f fonksiyonuna delta
tirevlenebilir denir. Biz Ozetle tirevlenebilir diyecegiz. Kisaca f fonksiyonunun delta

tirevini £2: TX - R ile gosterecegiz [9].
Ornek

i) Sabitc € Ralindiginda f: T - R, her + € T icin f(¢#) = c olarak tanimlanmussa f2(¢) =
0 dir. Hakikaten tim s € T ve € > 0 igin,

|f(c(®) = f(s) = 0(a(®) = s)| = lc = c| < €|a(¥) — ]

elde edilir.
ii) f: T - R, her £ € Ticin f(#) = ¢ olarak tanimlanmissa f2(#) = 1 dir. Hakikaten tiim
s € Tvee>0igin,

Ifle(®)) = f(s) = 1(a(#) = )| =la(®) —s — (a(#) —s)| =0 < ¢la (%) — s
elde edilir.

5.2.2. Teorem

T lzerinde f: T - R, ve £ € TX alalim. O halde asagidaki durumlar dogrudur.

i) f fonksiyonu # noktasinda tiirevlenebiliyorsa # noktasinda strekli olur.

i) f fonksiyonu # noktasinda sag sagilimli ve siirekliyse f fonksiyonu # noktasinda

fla(®)-f() d”,

tiirevlenebilirdir ve f2(¢) = o(t)—t
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iii) f fonksiyonu ¢ noktasinda sag yogun ve £ noktasinda siirekliyse lin;w limitinin
Nad -
mevcut olmas1 halinde f2(#) = lin}w dir.
N -

iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda delta tiirevlenebilirse f (o (%)) = f(t) — u(t) f2(¢) saglanir
[9].

fspat

i) Varsayalim ki f, £ noktasinda tlrevlenebilsin. € € (0,1) olsun.

e = e[1+ ||+ 2u®)]

tanimlayalim ve €* € (0,1) alalim. Tanim 5.2.1.”e gore £ nin Ug(#) komsulugu vardir dyle
ki her s € Ug(%) noktasi igin

[f(@(®) = f(s) = fA(#)(0(®) = 5)| < €*|a(2) — 5]

olur. Bunedenlehers e UN (£ — &, + &%) igin

If @) = () = |[{f(a(®) = f(s) = fFADa(®) = 5]}
~{f(a(®) = fF@®) = u@OfA D} + (£ — ) (1))
< e'lo(t) —s| + "u(®) + |t = s||fA(2)]
< e [u®) + 1t + sl +p@®) +|FA@)]
<& [1+ 2| + 2u®)]

=&

dir. Boylece f, £ noktasinda siireklidir.

il) Kabul edelim ki f, £ de slrekli ve £ sag sa¢ilimli nokta olsun. Stireklilige gore

Y fl@@®) —f(s) fle(@®)—f(#) flo(®))—[f(#)
m = =
s—t o(t) —s o(t)—t u(®)

dir. Dolayisiyla verilen € > 0 icin £ nin bir Us(¢) = (# — §,% + 6) N T komsulugu vardir
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ki, her s € Ug(#) alinarak

‘f(a(t)) —f) _fle@) —f@)| _
a(t) —s u(®) h

saglanir. Her s € Ug(%) icin

o) - o1 -FE0 O o -

< éela(t) —s|

olur. Dolayisiyla istenen sonug

oy L FOE) ~ F(8)
FO="®

esitligi elde edilir.

i) Kabul edelim ki f, # de surekli ve £ sag yogun nokta olsun. € > 0 verilsin. f
fonksiyonunun ¢ noktasinda siirekli oldugundan £ noktasinin bir Us(¢) = (+ — 8,4 + &) N
T komsulugu vardir ki, her s € Ug(#) alindiginda

[f (0() = F()] = fAB)[o(®) = s]| < elo () — ]
olur. o(#) = # oldugundan her s € Ug(#) icin

[f &) = F()] = FAOLE = s]| < el — sl

esitsizligi elde edilir. Tiim s € Ug(£) ve s # + olmak tizere

f@) - f()

- —fA)|<e

olur. Dolayisiyla istenen sonug
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fA(t) — E_r)r;f(tj_ :f(s)

elde edilir.
iv) £ € TX oldugundan o(t) = % ve (%) > ¢ olmak iizere iki durum vardir. o(¢) = £ ise

p(t) = a(¢) — ¢ = 0 buradan f(o(¢)) = f(¢) olur. Bu durumda

flo(®) = f(£) + u(O)f*(®)

saglanir. o(¢) > % ise o () — £ # 0 olur. Bu durumda

fle(®) = fle(®)) = f(*)

fla(®)) — f(#)
o(t)—1t

=f(®)+ (c(t) — 1)

olarak yazilabilir. £ sag sacilimli nokta oldugundan

_fle(®) - f(®)
o) = o(t) —t

olur. O halde

flo@®) = f(®) + fA @) (a(®) — )
= f() + u(®)fA (%)

olur.
Ornek
Asagida T zaman skalasinin bazi durumlarini inceleyelim.

i) Eger T =R alalim. f:R — R olsun. £ € R i¢in o(#) = # oldugundan # sag yogun

noktadir. O halde Teorem 5.2. (iii)’den 11153% limiti varsa
S— -
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. f@)—f(s)
A — — £/

Foe) = lim = e

olur.

ii) Eger T =Z, f:Z - Rolsun. £ € Z alindiginda o(#) = £ + 1 > t oldugundan % sag

saciliml1 noktadir.

_fle@®)-f@) _fE+D-f@) _ _ _
fA() = O B =f@+1) = f(#) = Af (%)

olur.
i) T={V3n+1:neN,y}, f:T—->R fonksiyon oldugunda f(¢)=%% ve t€T

oldugundan # sag sac¢ilimli noktadir.

o) =a(V3n+1)
= inf{s € T:s > V3n + 1}
=inf {3+ D+ 130 +2) +1,...}
=3n+ D +1
N
=t +3

olur. O halde

g fe@®) - @)
fA) = @A)t = pr s s
_f(VE2+3) = f(®)
Vit +3-¢
_t?+3-1¢7
VtZ+3-t
3
CVEZ+3-¢

dir.



5.2.3. Teorem
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f,9: T - R tanimh # € TX da delta (A) tiirevli olan iki fonksiyon olarak alalim. O halde,

i) (f + g): T - R tiirevlenebilen fonksiyon oldugundan

(f + 9@ = fA() + g% (1)

dir.
i1) Keyfi bir  sabiti icin af: T — R tirevlenebilen fonksiyon oldugundan

(af)A(£) = af’(¥)

dir.
iii) fg: T — R tlrevlenebilen fonksiyon oldugundan

F9r@®) = FA)g®) + f(a(£))g* (®)

dir. Burada fg = gf dir.

iv) Eger f(£)f(o(¢%)) # 0 ise ]lc tlrevlenebilen fonksiyon oldugundan

Nt o A
) ©=-rorem

elde edilir.

V) Eger g(#)g(a (%)) # 0 ise i fonksiyonu tlrevlenebilirdir ve

@fzf%ﬂMﬂ—f@M%ﬂ
g g()g(a (1))

olur [9].
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fspat

Kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar1 £ € TX da delta(A) turevli iki fonksiyon olsun.
i) £ € TK olsun. O halde, f2(#) mevcut oldugundan bir Us, () vardir ki her s € Us, (%)

alinarak

@) = F©) = FA B 0 = 9)| < 510(®) = 5]

saglamr. g®(#) mevcut oldugundan bir Us, (%) vardir ki her s € Us, (£) alindiginda

l9Ge(#) — 9(9) ~ gD @@ — )| < 51o() = 5|

dir. Us(t) = Us, () N Us, (%) ve her s € Us(t) olsun. O hélde

(f + 9°(8) = [(F + 9)(0(®)) = (f + 9)(s) = (f2() + (1)) (o (8) — 3)|
<|f(o(8)) = £(s) = fAE) (o (#) — 9))|

+g(a(®)) — g(s) = g*(®)(a(#) — 5)|
<é¢la(t) —s|

esitsizligi bulunur. Boylece f + g, # de siireklidir ve (f + g)® = f2 + g* elde edilir. Diger

ispatlar benzer sekildedir.

Ornek

T= {2n1+1 e NO} u{0}vef:T - R, f(¢) = o(t) olmak lizere ¢*(¢) bulalim. Keyfi bir

t € TK = T \{1} alalim. Bu durumda # ya {Tlﬂn € NO} klimesine aittiryada# = 0 dir.

Birinci durumda # = —— olacak sekilde n € N vardir. Eger £ = —ise
+1 2n+1

2n

-1

)_ 1 _ 1 _<1 2) _ t
2n+1) 2n-1D+1 2n-1 \t S 1-2¢

o(t) = a(



elde edilir ve o(#) > % oldugundan # sag sagilimlidir. O halde

o(o(t)) —a (%)
o(t)—1t

@ _
_ 1-20(t) ()

o) — ¢

_ 20
(1= 20(0) (0@ — 0

2
[1-2(Z) )

ot(#) =

242 (1 — 2£)?

T (1=20)2(1 -2t — 2¢)2¢2
1

T 1-—4r
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e - 1 1. " 1 1, :
esitligi elde edilir. Burada Ve T ifadelerini tanimsiz yapan £ = Svet =< degerleri

zaman skalasina ait olmadig igin gerekli kisaltmay1 yapabildik ve dolayisiyla tlirevi

tanimsiz yapacak bir deger yoktur. Eger # = 0 ise £ sag yogun oldugundan

a(O)=inf{sE’]I‘:s>0}=inf{ :nEN0}= lim

2n+1

olur. Yani a(0) = 0 dir. O halde

£2(0) = lim

s—0

f(s)—f(0)
s—0

dir. f = o olarak verildiginden

a(s) —a(0) a(s) s
s

a2(0) = lim = lim = lim — =lim

s—0

olur. O halde

=0
n-o2n+1

5s=0 S 5501 —2ss s501—2s
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) ={1-a¢ 70
1, £=0

elde edilir. Dolayistyla

A 1) =

O =T
olur.

5.2.4. Teorem

m € Nve a € Rolmak lizere f(t) = (t — a)™ ise

m—1

A = Z (o(t) — )V (£ — )™ v1

dir [9].
fspat
Tiimevarim yontemini kullanarak asagidaki adimlar takip edelim.

i)m =0ise f(£) = 1igin

0-1
Z(a(t) @) (t—a) V=0

v=0

oldugundan f2(¢) = 0 dur.

ii) Onerme keyfi m i¢in dogru olsun. Yani f(#) = (+ — a)™ oldugunda

m—1

A = Z (o(t) —a)?(t — a)™ V1
v=0
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olur.

iii) Onerme m + 1 igin dogru olmalidir.

F)=F-af-a)" =0 -a)f(®) =f#)(t —a)
olarak yazalim. Delta(A) tlirevini aldigimizda,

FA() = (£ — ) f2(®) + O () (£t — a)®

= (t-@) ) (0(6) - )t - )" = (o (8) — )"
v=0
= D @@®) - "= )"+ (o)~ "
v=0

=) e -t -

elde edilir. O halde tiimevarim yontemine gére énerme dogrudur.
5.2.5. Teorem (Ara Deger Teoremi)

f: T - R fonksiyonu a < & ve a,& € T olmak Ulzere [a, &) araliginda surekli ve A-

tirevlenebilir fonksiyon olsun. O zaman f(a) = f (&) oldugundan

fA(E) <0< FA(D)
olacak sekilde &4, &, € [a, &)y vardir [9].
fspat

m = amtin&f(t) =f(&)veM = m%k{sy,f(t) = f(&,) olsun. Mevcut kosullarda,
<t< asts

i ; ( )-f (1)
) o6 > & ise (&) = FE L > 0 drr.

i 0(6) = & ise (6 = lim L& > 0
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i) 0(&,) > &, ise fFA(E,) = % <0 dr.

V) 0(§2) = & ise £4(&) = lim L2LE < g aur

i
-&, s

Boylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek

f:Z - Rve f(t) = £? olmak lzere f(—4) = f(4) = 16 dir. O halde ara deger teoremine
gore oyle bir &, &, € [—4,4) bulabiliriz ki f2(&;) < 0 < f2(&,) saglanur.

t eZigina(t) =4 + 1 > t oldugundan # sag sagilimli noktadir. Bu ylizden

_fle@®) - f@)

i) = pr s g
_f@+D-f®)
t+1—-1
=fE+1D-f#)
= (t+1)*—¢?
=2t+1

olur. Bunun yardimiyla aranan &;, & € [—4,4)p degerlerini f2(&) =2 +1<0

yardimiyla &; < —% olarak belirlenir. Dolayisiyla &; degerini & € {—3,—2,—1} olarak

secilebilir. Benzer sekilde f2(&,) = 2, +1 >0 yardimiyla &, > —% olarak belirlenir.

Dolayisiyla &, degerini &, € {0, 1, 2, 3} olarak secebiliriz.
5.2.6. Teorem (Turevde Ortalama Deger Teoremi)

g:|a, ]t = R tamiml ve siirekli fonksiyon alinsin. Ayrica g fonksiyonu [a, &) Uzerinde

A-tiirevlenebilir fonksiyon alinsin. Boylece,

H) —
g6 < 2H 0D L gae)

Olmasi durumunda &4, &, € [a, &) vardir [13].
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fspat

g(&)-g(a)
b—a

¢ (1), [a, &)y araliginda surekli ve [a, &)t Uzerinde A- turevlenebilirdir. ¢ (#) fonksiyonu,

¢: T - R olmak Uzere, ¢p(£) = g(£) — g(H) — (# —a) olarak tanimlanirsa

¢(a) = g(a) — g(b) = ¢p(&)

olur. O hélde Teorem 5.2.5.°den dyle &3, &, € [a, &) degerleri bulunabilir ki
$4(61) <0 < 9%(42)

saglanir. ¢ (£) fonksiyonun delta tiirevi,

g(6) —g(a)

(1) = gt (1) -

olur. O halde Teorem 5.2.5.’den ¢2(&;) < 0 < ¢*(&;) olmasini kullanirsak

8) — ) —
P50 = g6 - L ZHD g gag,) LEZID _ e,
buradan da
,gy —_
g% (&) < % < g(&)

elde edilir. Ispat tamamlanur.

5.3. Delta Integral

5.3.1. Tanim

f: T — R fonksiyon ve T, bir zaman skalasi olarak alinsin. O halde
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i) Eger f, zaman skalasinin sag yogun oldugu noktalarda sonlu olacak sekilde bir sag limite
ve sol yogun oldugu noktalarda sonlu olacak sekilde bir sol limite sahipse f fonksiyonuna
T Gzerinde diizenlidir (regulated) denir.

i) Eger f, zaman skalasinin sag yogun oldugu noktalar da sag siirekli sol yogun oldugu
noktalarda sonlu bir sol limite sahipse f fonksiyonuna T Uzerinde sag yogun (rd-strekli)
fonksiyon adi verilir. f: T — R seklindeki rd-sirekli fonksiyonlarin kiimesi C,.4(T, R) ile
C,q(T,R) = C,q(T) = C,4 seklinde gosterilebilir. f € C.4(T,R) ve f2 € C4(T,R)
ifadelerinin saglayan fonksiyonlarin olusturdugu kiime ise C.; (T, R) ile gosterilir.

iii) Eger f, zaman skalasinin sag yogun oldugu noktalarda sonlu bir sag limite sahip, sol
yogun oldugu noktalarda sol surekli ise f fonksiyonuna T Uzerinde sol yogun (Id-surekli)
fonksiyon adi verilir. f: T — R seklinde ld-siirekli fonksiyonlarin kiimesi C;4 (T, R) seklinde
gosterilir [9].

5.3.2. Teorem

f: T — R verilsin. Mevcut durumda,

1) f fonksiyonu surekliyse rd-sureklidir.

i) f fonksiyonu rd-surekliyse duzenlidir.

iii) o operatori rd-sreklidir.

iv) f fonksiyonu rd-slrekli veya dizenliyse f¢ fonksiyonu da rd-sirekli veya dizenlidir.
v) f fonksiyonu sirekli olsun. g: T — R fonksiyonu rd-sirekli veya dizenli ise fog

fonksiyonu da rd-surekli veya dizenlidir [9].

5.3.3. Teorem

Eger f, T lizerinde diizenli bir fonksiyon ise f fonksiyonunun F2(t) = f(t) olacak sekilde
bir F antitiirevi vardir. Bu sebeple her t € D ic¢in D turevlenebilir bolgesiyle T Uzerinde
taniml 6yle bir A-tiirevlenebilir F fonksiyonu vardir ki, F2(t) = f(t) saglanir [9].

5.3.4. Teorem (Integralde Ortalama Deger Teoremi)

f,g € C(R) fonksiyonlar1 T tizerinde tanimlanmis olup f ve g aym D bolgesinde o6n-

tirevlenebilir olsun. O halde her t € D icin |f2(t)| < g2(t) esitsizligi saglanirsa, t > s
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olmak lzere tim t, s € T alindiginda

lf (&) = f()] < g(®) —g(O)
esitsizligi gecerlidir [9].
5.3.5. Tanim

Dizenli #: T — R fonksiyonu verilsin. F fonksiyonu da T (zerinde # nin antitlirevi olsun.

Bu durumda # fonksiyonunun belirsiz A-integrali,

[ sanan =70+

olarak tanimlanir. Burada c keyfi bir sabittir. Cauchy integrali de

t
fﬁ@Mn=?@)—T@La5eT

ile tanimlanir [9].
Ornek

T = Z alinsin. £ # —1 sabit bir say1 olmak iizere [ t*At integralini hesap edelim.

tk+1 A:A t%+1 :(/"’+1)tk:tl¢
#+1 £+1 £ +1

elde edilir. Burada £ # 1 oldugu i¢in ﬁ ifadesi tanimlidir. Dolayisiyla tlirevi tanimsiz

yapacak bir deger yoktur. Bu durumda c sabit olmak tzere Tanim 5.3.5.”e gore

tk‘l‘l
ttAt =
j r1 €
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elde edilir.
5.3.6. Teorem

Her rd-siirekli fonksiyonun bir antitiirevi vardir. Ozellikle bir £, € T ve tim # € T igin

1
F(t) = f o,

ile taniml1 fonksiyon, # fonksiyonunun anti-ttrevidir [9].
5.3.7. Teorem

# € Crq(T) ve t € T olmak Uzere,

a(t)

| #anan = g@mco

t

saglanir [9].

fspat

Teorem 5.3.6.’ya gore F fonksiyonu # fonksiyonunun antitiirevi oldugundan

o(t)

f $n = F(o(®)) — F(©)
1

= u()FA(%)
= u(®)#(t)

saglanir.
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Ornek

T = [1,2] U {3} zaman skalasi olmak iizere, | 13 t2At degerini bulalim.

Verilen integrali

3 2 3
]tzAt=ft2At+ t2At
1 1 2

3=0(2)

2
=ft2dt+ f t2At
1 2

olarak yazabiliriz. Bu integralin birinci pargasi klasik anlamda Riemann integralidir ve ikinci

parcas1 da Teorem 5.3.7.”ye gore f;’:”(z) t2At = u(2)£(2) olur. Bu yiizden,

f t?At = (g — %) +u(2)f(2)
1

7
==+4

19

elde edilir.

5.3.8. Teorem

#2 = 0 ise # fonksiyonu artandir [9].
fspat

[a, 4] kapali araliginda #2 > 0 ve 8, € Tigina < 8 < # < 4 olsun. O halde

1
$06) = $(s) + f 20T > $(5)
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oldugundan ispat tamamlanir.
5.3.9. Teorem

T bir zaman skalas1 olmak Uzere #,g € C,4(T),a,6,c € T ve a € R olsun. Mevcut

durumda

i) [ $()At =0,

i) [ f()At = — [} f(£)At,

iil) [T ()0t = [CH(ME + [ f(0)AL,

iv) [T[#(8) + gt = [ §()At + [ g(B)A,

V) [ af@)at = a [T (1AL,

vi) [ $(0(8))g ()t = ($9)(8) — B (@) — [ $2(H)g()A¢,
vii) [* $(£)gt ()0t = ($9)(6) — ) (@) — [ $2 (g (o)),
viii) [a, 4] arabiginda [§(£)] < 1g()| ise |[ #(£)at < At

ix) Her ¢ € [a, &) icin #(#) > 0 oluyorsa bu durumda [ #(#)A¢ > 0 dir[9].
fspat

#, ¢ € C,4(T) oldugundan Teorem 5.3.6.’ya gére FA(t) = #(¢) ve G2(¢) = g(¢) olacak

sekilde F, G fonksiyonlar1 vardir. Buna gore ff F()At = F(&) — F(a) dir. O halde,

i) [*$(OA®) = F(a) — F(a) = 0
i) [T #(£)At = F(6) — F(@) = —(F(a) - F(8)) = — [} $(£)At
iii) [ #(£)0t = F(8) — F(a) = F(0) — F(a) + F(8) — F(c) = [C$(£)At +

&
I, #®)A
iv) Teorem 5.2.3.”e gore F + G, # + g nin antiturevidir. Boylece



b
f(# + At = (F+G)8) - (F+6)(@)
= () - F(@) + G(8) - G(@)
g b
- j F(EAL + f 2(£)A¢

olur.

& b
V) [ af(£)At = a [ F(£)At
Diger durumlar benzer sekilde ispatlanir.

Ornek

T = Z olmak Uzere, #(£) = 22 + 8t + 4 ve g(¢) = §(2t3 +9£2 + £ + 1) olsun.

Teorem 5.2.3 (ii) ve Teorem 5.3.9’a gore

1 A
gh(t) = 5(24&3 +9t2 4+t +1)

= %(Z(t'ﬁ)A +9(tH)A + 4 +1%)

1
=§(2((t+1)3—t3)+9((t+1)2—t2)+t+1—t+0)

1
= 5(2(34&2 +3t+1)+9QR2t+1)+1)

1
= §(6t2 + 24t + 12)

=212+ 8t + 4
= #(2)

olur. Tanim 5.3.5.’e gore

f#(t)At = f(th + 8t + 4)At

55
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- [ oo

A
1
= f <§(Zt3 +9t2 + 1+ 1)) At
1

=§(2t3 +9t2+4+1)+c
elde edilir.
5.4. Birinci Basamaktan Lineer Dinamik Denklemler
5.4.1. Tanim

T, zaman skalas1 ¢: T — R delta tlirevlenebilir fonksiyon olsun. #: T X R X R — R surekli

fonksiyon olarak alindiginda

Yy (£) = $(t, (), 47 (£)) (5.1)

denklemine birinci basamaktan dinamik denklem denir. Eger £ € T icin #,(%) ve #,(%)

fonksiyonlar1 yardimiyla

$(£, 40,47 (1)) = $,(O)y (1) + $2(¢)

veya

$(t. 40,47 (®) = 1)y (1) + $,(£)

olarak yazilabiliyorsa (5.1) denklemine birinci basamaktan lineer dinamik denklem denir.
t, €T ve gy, € R olmak Uzere, (5.1) denkleminin 4(%,) = ¢, kosuluna uyan (t)

¢6zUmandn belirlenmesi problemine bir baslangic deger problemi denir. Buna gore birinci

basamaktan baglangi¢ deger problemi

¥ () = (£, 4(£), 47 (1)), y(t,) = £,
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seklindedir. Eger 6zel olarak #,(¥) = p(¢) € C(T) ve #,(#) =0 secilirse dinamik
denklem ¢® = p () halini alir. Ozel olarak p(#) = 1 secimi icin denklem 2 = 4 halini
alacaktir. Bu denklemin T = R olmasi halinde ¢dziim ¢ = ce? olur [6]. O halde keyfi bir

zaman skalas1 icin R deki e? in karsilig1 olan iistel fonksiyon kurmaliy1z.
5.5. Kompleks Hilger Duzlemi
5.5.1. Tanim

h = 0 olarak alindiginda, kompleks Hilger dizlemi (Hilger karmagsik sayilari), Hilger

alternatif (yedek) ekseni, Hilger reel ekseni ve Hilger sanal ¢cemberi sirasiyla
1
Cp = {z €EC:z+ _E}'(CO = C

1
Ay = {Z ECh:z€ERVEZ < _E}'AO =0

1
R}, == {zE(Ch:z ERvez> _ﬁ}'RO =R

1 1 ,
Hh 1={ZE(Ch: Z+E| :E},HOZIR

seklinde tanimlanir [9].

5.5.2. Tanim
h>0,z€C,ve —71 < Reyz < o olmak Uzere, z € Cp, nin Hilger reel kismi

lzh + 1| —1

R =
éng n

olarak ve _Tn <Impz < % olmak Uzere z € Cp, nin Sanal (imajiner) kismi

Arg(zh + 1)

I =
myp3g A
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ile tanimlanir. Burada Arg(z), z’nin esas argiimentidir (—m < Arg(z) < m) [9].

5.5.3. Tanim
h > 0ve _Tn <w< %Olmak Uzere iw ile goOsterilen Hilger in piir imajiner sayisi

elwh -1

lw = A

seklinde ifade edilmistir. z € C,, olmasi halinde iIm(z) € I}, olur [9].

5.5.4. Teorem

T

Eger — < w < = ise
h h

) 4 _wh
liw|? = ﬁsmz7

olur [9].
fspat

liw|? = (iw) (w)

eiwh -1 e—iwh -1
B h h

1, . .
— ﬁ(elWh _ 1)(e—Lwh _ 1)

1 . .
= ﬁ(l _ giwh _ g—iwh 1)

= % [2 — (cos(wh) + isin(wh)) — (cos(wh) — isin(wh))]
2
=3 [1 — cos(wh)]

4 . 2 wh
= —=Sin"\—
h2 2



59

elde edilir ve ispat tamamlanir.

5.5.5. Teorem

Cy, Uzerinde @ ile gosterilen “’circle plus’’ ¢cember toplama islemini
z@w:=z+w+3zwh

ile tanimlarsak (C,,@) bir abel grubu olur [9].

5.5.6. Teorem

z € Cy ise

z = Rep(z) @ ilmy(2)

olur [9].

fspat

|lzh+ 1| -1 _  Arg(zh+1)
Di

Reyz @ ilmyz =

h h
lzh+ 1| —1 e 4r9(h+D) _q
lzh+ 1] —1 e Arglh+l) _ 1 |zh + 1| — 1 e ArgGh+1) _q
= Di +h i

1 , .
= E{lz}l +1] -1+ elArg(zh+1) _ 1 4 (|zh + 1| — 1)(elA7'g(Zh+1) _ 1)}
1 iA h+1
= E“Zh + 1|etArotzh+l) — 1}

1
_E{Zh-l_l_l}

=3
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5.5.7. Tanim

%z € Cp,n € N olarak alindiginda © islemi n QO z: =3P 3P z P ... D 3 olarak alinir.

Bu esitlikte sag tarafta n tane terim vardir. Bu sebeple

_(zh+1)"
B h

seklindedir [9].

5.5.8. Tanim

@ islemi altinda z € C;’nin toplamsal tersi © z := ﬁ olur. Bu durumda C;, tzerindeki

““circle minus’’ ¢ember ¢ikarma & islemini
30w =30 (O w)

ile tanimlariz [9].

5.5.9. Teorem

z,w € Cp ve h > 0 i¢in asagidakiler dogrudur.

)z6z=0

. Z—w
”) zOw = 1+wh

lii)Egerh=0isez O w =3 —w
iV)z2 €Cpisez =63
V) © (iw) = twr dir[9].

fspat

i) Tanim 5.5.8.’e gore



z20z2=3@ (623)
=Z€B(_1+th>

3 z z
_Z+(_1+hz)+ﬂz(_1+hz>
_z(1+hz) — 2+ hz(—2)

B 1+ hz

=0

elde edilir.

i) Tanim 5.5.8.’¢ gore

20w =z (6w)

:Z®(_1+u;tw)

=z+(—1_:(:lw)+hzz(—1_:t:lw)
_ z(1+ hw) —w + hz(—w)
B 1+ hw

Z—w

14 hw

elde edilir.

iii) h = 0 olsun. O zaman,

70w =30 (O w)
w
=5® (~139)
=z+(—w)+0

elde edilir. Asagida bazi toplamsal ters 6rnekleri verilmistir.

Cizelge 5.3. Toplamsal Tersler

4 0 1 1/h —2/h

i—1/h

l
Oz 0 |—1/A+h)|1/G—h)| —1/2h | —2/h

—i+1/h

61
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5.5.10. Tanim

Eger 3 € Cy, ise z nin genellestirilmiy karesi,

2

7% = (-2)(©2) = (-2) (1 ;Zzh) 1 -Zkzh

seklinde tanimlanir [9].

5.5.11. Tanim

h = 0 verilsin. Z;, == {Z € C: _Tn <Imz < %}, Z, = C olarak tanimlansin. Bu durumda

én: Cp = Zy, z € C, olmak Uzere,

1
fh(Z) — {ELOQ(I‘I‘Z’T) ,h>0
z ,h=0

ile taniml1 &, doniisiimiine Silindir doniisiimii denir. Bu déniisiimiin tersi de &5 1:Z), - C,

olmak Uzere

z ,h=0
-1 ._
Sn {—(eZh—l) h>0

seklindedir. Burada Log esas logaritma fonksiyonudur. h = 0 igin é,(z) = z olur. h > 0

oldugunda Z;, in bir kenar1 diger kenar1 ile ucundan yapistirilirsa bir silindir olur. Sinir

cizgileri Im(z) = — ve Im(z) = - seklinde olur [9].
5.5.12. Tanim

Zy, lizerinde toplama islemi z, w € Zj, ise

2mi
z24+w =z+w (modT)
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ile tanimlanir [9].

5.6. Ustel Fonksiyon

Ustel fonksiyonu tanimlamadan &nce bazi gerekli tanimlart verelim.

5.6.1. Tanim

»:T - R, fonksiyonu verilsin. Eger tim ¢ € T igin 1+u(#)p(£) # 0 oluyorsa p
fonksiyonuna T zaman skalasi tizerinde regressivdir denir. T tizerinde tanimli tim regressiv
ve rd-strekli #: T — R fonksiyonlarin kiimesini R = R(T) = R(T, R) ile gosterilir [9].
5.6.2. Tanim

», g € R(T) olarak alindiginda

p() @ q() = p() +q(&) + p(®)p()q(t)

ile tanimli @ islemine R iizerinde tanimlh ¢ember toplama islemi denir [9].

5.6.3. Tanim

£, € Ricin © p, p © g fonksiyonlar1 her £ € TK

©P®) =50 (5.2)
PO @) = (r® (O ) (5.3)

seklindedir [9].
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5.6.4. Teorem

R tizerinde ¢cember fark iglemini p, g € R oldugunda,

p&)+q(t) =p(#) O (O q(t))

olarak alirsak asagidakiler dogrudur.

DpOp=0
ey =p
ii)pOgeR

v)p©q="1"C

VIO@Ogq)=q0p
Vi) (» @) = (©p) ® (O 9) [9]
fspat

p() O q(t) =p) B (6 q¢(*)) ve Tanim 5.6.3.”e gore asagidakiler saglanir.

NDpOpr=@E®©p)

=7+ (o) e (i)

—p+< 1+ up T hy 1+ up

_pQ+up) —p+up(=»)
1+up

=0
o ©p =6(-=)

T+up
(-:%)
T+up

)

1

S
T+up
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=p
MVpOg=p©&(©aqg)
=p®<_1+u4)

<o+ (ri) e ()
49+( 1+ pug Thy 1+ uqg
_p(A+uq)—q+up(=q)

1+ ug

_r-4a
1+ puq

VO (p04q)=06(L£L)

T+up
(&)
1+u(52)
(&)
]
1+uq
r—4
T 1+up
_g4-p
C1+up

Diger durumlar benzer sekilde ispatlanir.
5.6.5. Tanim

» € R(T, R) olarak alalim. Zaman skalasinda genellestirilmiy tistel fonksiyon tim £, 8 € T

oldugunda

e, (t,5) = exp f £ oy (P(D)AT

olarak tanimlanir [9].
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5.6.6. Lemma

» € R vetimr,8,¢ € T olmak Uizere,
e,(t,1)e,(r,8) = e,(t,8)

yar1 grup 6zelligi vardir [9].

fspat

p E Rise her »,8,¢ € T olsun. Tanim 5.6.5.’e gore

e, (t,7)e, (r)5) = exp f £ 2oy P(O)AT | exp j £uioy (P (D)AT

t 7
exp f Eu(‘[) (W(T))AT + f Eu(r) (37 (T))AT

exp jfu(‘r)(ﬂ’(f))AT

=e,(t, )
elde edilir.
5.6.7. Tanim

» € R ise birinci basamaktan lineer dinamik denklem,

¥t =p®)y

regressiv olarak tanimlanir [9].
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5.6.8. Teorem

PER, (1+u@)p()+0) ve t, €T olarak alalm. Bu durumda e,(%,%,)

genellestirilmis {istel fonksiyonu

y2 () = p(DOy (1), y(t) = 1

baslangi¢ deger probleminin tek ¢ozumudir [9].
fspat

Gosterilebilir ki e5(t,%,) = p(t)e,(t,1,) dir. Ustelik e, (£y,%,) = 1 dir. Dolayisiyla
e, (, %, ) fonksiyonu verilen baslangig deger probleminin bir ¢ozumudur. Bu ¢ozimn tek
¢ozliim oldugunu gostermek i¢in kabul edelim ki denklemin bir baska ¢oziimii ¢ (%) olsun.

Bu durumda

( y(t) )A YA (Be,(t, 1) — eb(t 1)y (t)
ey (t, %o e, (t,t0)e,(a(%), %)
_ pOy (e, (t, 1) — p(B)e, (t, 1) y(t)
e, (£, £0)e, (o (), £o)

=0
elde ederiz. Bunun anlami

y(1)

————— = = sabit
e,(t,%y)

demektir. Diger taraftan

y(to)

———=1
ego(to;’t'o)



68

oldugundan ¢ =1 olmahdir ki bu da (%) = e,(%,%;) olmas: ile miimkiindiir. Bu da

teoremin ispatini tamamlar.
5.6.9. Teorem (Sabitlerin Degisimi Metodu)

Kabul edelim ki 42 = p(#)y + #(¢) birinci basamaktan homogen olmayan lineer

denklemi regressiv olsun. Yani, p € R olsun. Bu durum da t, € T ve x, € R oldugunda

x8(8) = —p(£)x7 (%) + $(£), 2(£o) = %0
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

t

x(1) = xpeg,(t, %) + jeep(t, T)f(7)AT
1o

dir [9].
fspat

Kabul edelim ki x (%) denklemin ¢6ztmi olsun. Bu durumda denklemi e, (%, %,) integral

carpani ile ¢arparsak

28 (B)e, (t,4y) = —p()x(2)e, (¢, y) + F(1)e, (%, %4;)
elde ederiz. Buradan

(e, (£, )" = $(B)e,(t, 1)

elde ederiz. Eger bu esitligin her iki tarafin1 £, dan £ ye integrali alinirsa

£ (x@e,(t80)) A = J} f(Dey(x to)Ae
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olur ve

(O, (£, t) = (£,) + f (D), (1, £,)A7

1o

elde ederiz. Eger bu esitligin her iki tarafini e, (£, £,) ile bolersek

1
#(0) = 2(60) s+ s j $()e, (1, AT
buradan da
e, (T,%o)
2(6) = (o) ——— N = f HO e

elde ederiz. Eger =eg,(t,ty) Ve e,(t,1) =e,(t,1)e,(t,%;) oldugunu

1
e#, (t,’to)

kullanirsak

39(7'— tO)
e, (t,1)e, (7, %))

2(8) = x(to)e, (£, £) + f $(1) At
1o

dolayisiyla
t
x(1) = x(tp)eg, (T, o) + feezp(t, T)F(7)At
1o

elde ederiz.
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5.6.10. Teorem (Sabitlerin Degisimi Metodu)

y* = p(t)y + #(t) denklemi regressiv olsun. £, € T, ¢, € Rve p, § € C,.4(T, R) olarak

alindiginda

Yyt = p)y + $@), y(t)) = yo €R
verilmis olan baslangi¢c deger probleminin tek ¢oziimii,
t
90 = es(6t0)yo + [ e, (6,00
1o
ile belirlidir [9].
5.6.11. Teorem

2, g € R olmak Uzere,

)eo(t,8) =1,e,(t,1) =1,
i) e, (a(£), 8) = (1+ u(®)p(©))e, (£, 5),
iii)

1
eyt COP (¢, ),

i 1
iv) e, (%,8) = oD = eg,(8,1),

) (o) =

olur [9].

fspat

i) (1) = 0 alindiginda ¢ = 04, 4(8) = 1 baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii agik¢a

4 (£) = 1 fonksiyonudur ve bu problem Teorem 5.6.8.’e gore sadece bir ¢bziime sahiptir.

Yani Teorem 5.6.8.’e gore e, (£,8) = ¢(£) = 1 olur.



il) Teorem 5.2.2 (iv) ve Teorem 5.6.8’e gore

ey(a(t),8) =ey(t,s)
=e,(,8) + u(t)es(t,s)
=e,(t,8) + u(@)p(t)ey(t, s)
= 1 +u@®)pt)e,(t,s)

elde edilir.

ii)
= p) By y(s) =1
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(5.4)

baslangic deger problemini diisiinelim. (5.2) esitliginden, (5.4) dinamik denklemi

regressivdir. Teorem 5.6.8.’den ve her sabit s degeri alindiginda ¢ (£) =
»

fonksiyonu

(5.4) problemini saglar. Ayrica %(8) =1 kosulu da saglanir. Teorem 5.2.3. (iv)’den

faydalanarak

A
¢w=<1 )@
e,(%,8)
_ es(%,8)
B e,(t,8)e,(a(t),s)

_ p®e,t9)
e,(t,8)e,(o(t),s)

___»®)
ep(0(1), )

_ p(%)
(1 +u@pt))e,(t,6)

= (O p)D)y)

elde ederiz. Teklik teoreminden istenen sonuc elde edilir.

iv) Tanim 5.6.5.”de ki genellestirilmis {istel fonksiyona gore
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627(4'7,,5) = W

olur. Ayrica buradaki fonksiyon eg, (8, %) ye esittir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanr.
5.6.12. Teorem

» € Rve t, € T olsun. Bu durumda

i) Eger TX (izerinde 1 + u(£)p(£) > 0 ise her £ € T icin

e,(t, o) >0

olur.

ii) Eger TX lizerinde 1 + u(#)p(£) < 0 ise her £ € T igin

ep(’tf ’tO) = a(’t' ’tO)(_]-)nt

olur. Burada
[ log1 + u(M)p()|
og|l+ u(t)p(r
a(t, ty) = ex At | >0
) = em| [ =5
to
ve

— {”’to,’t)L 217,
t [t to)], t <%

dir [9].



fspat

i) 1+u(@®)p() >0 oldugunda, her # € TX icin Log[l + u(¥)p(£)] € R olur.

nedenle

Euoy(p()) € R, her t € T

dir. Bundan dolay1 genellestirilmis iistel fonksiyonun tanimi geregi her £ € T igin
e,(t,t5) >0

olur.
ii) Benzer sekilde 1 + u(#)p () < 0 oldugunda her + € TX igin

Log[1 + u(®)p()] = log|l + p(B)p(£)| + i

olur. Bu durumda p(#) sifirlanmadigi igin ve Lemma 5.6.16’dan n, < oo olur.

1
e, (t, t) = exp f £ 4oy (P(D)AT

t

j Log(1 + p(0)p (7)) Ar
u(v)

= exp
0

t
f log|l1+u(@p@)| +in
AT

u(v)

= exp
0

t

— exp j{log|1+u(r)p(r)|+ im }AT

u(t) u(7)
1

a(t,ty)exp| in f

1o

0

A
u()

dir. Euler formuliinden

73

Bu
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t t
. f At fAT (1) = (1)
ex I | —— | =COS|TT | —— |=cos\n,m) = (—
A7) @ Ju@ ‘
0 0

dir. Bu ise istenen sonuca gotiiriir.

Teorem 5.6.12 (i)’e gore asagidaki tanimi yapabiliriz.

5.6.13. Tanim

R nin tiim pozitif regressiv elemanlarmin kiimesi

RY=RY(T) =R*(T,R) ={p € R: 1+ u(®)p(t) > 0,her ¢ € T}

ile tanimlidir [9].

5.6.14. Teorem

R*, R nin bir alt grubudur [9].

fspat

R* c Rve 0 € R" oldugu asikardir. Buradaki 0 her £ € T i¢in #(#) = 0 olacak sekilde bir

fonksiyondur. p,q € R* olsun. T Uzerinde 1+ u(£)p(£) >0 ve 1+ u(t)g(®) >0

oldugundan,
1+ u@® (@) © a(®) = (1 +u®)p@®))(1 + p(#)q(t)) > 0
olur. Bu sebeple p € R*, T lzerinde 1 + u(£)p(£) > 0 dir. Bylece T Uizerinde

1
P _ -0
1+pup 1+up

1+u©p)=1-

oldugundan © p € R* olur. Boylece ispat tamamlanur.
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5.6.15. Teorem (Ustel Fonksiyonun Isareti)
f € R, t, € T olarak alalim. O halde,

i)# € R isetim £ € T igin

es(t,t5) >0

olur.

i) 1+ u(®)#(*) < 0 ifadesini saglayan £+ € TX noktalar1 icin
es(t,t9)es(a(2), 1) <0

olur [9].

5.6.16. Lemma

P € R4 ) olarak alindiginda tiim £ € J igin 1 + u(£)p(¢) < 0 olacak sekilde J c [a, 6]%

varsa, 0 zaman |/| < oo olur ve burada |... | semboli bir kiimenin kardinalitesini gosterir [9].
5.6.17. Lemma

P € Riup) Ve So € [a, 4] olsun. Varsayalim ki T = {t;:i € N} c [a, 4], S = {s;:i €
N} c [a, #]K ile

...<t2<t1<50ssl<52<'”
oldugunu kabul edelim. Boylece tim £ € SUT icin 1+ u(t)p(t) <0 ve her £ €
[a, #1¥\(S U T)icin 1+ u(£)p(t) > 0 elde edilir. Eger T =@ ve S =@ ise 0 zaman

[a, s;] Uzerinde

e,(.,80) >0,
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olur. Ayrica, |S| = N € N ise

(—1'e,(.,S0) > 0,[0(sy), Si41] lizerindeher 1 <i <N —1
ve [a(sy), &] Uzerinde

(=DVe, (., 50) >0,

dir [11].

5.6.18. Teorem

» ERvVea,t,c €T olmak lizere eger

[627(0' t)]A = _W[e;v (e, t)]a

ise
&
f ga(t)ep(c, a(t))At =e,(c,a) —e,(c, &)

dir.
fspat
Teorem 5.6.11°den

p(e,(c,a(t)) = p(t)eg,(a(t),c)
= @)1+ u®)(© p)(H)leg,(t,0)

@) p(t)

= 2O T e

eg,(t,c)

= p(t) eop(t,c)

1
1+ u(®)p(t)



=—(©p))eg,(t,c)
= —eép(t, c)

A
= —[ep(c, ’t)]
elde edilir. Burada A, t ye gore tlrevlenebilmedir. Boylece

&

&
fﬁ(t)e;,(c,a(t))M = —f[eﬁ(c,t)]AAt

a

=e,(c,a) —e,(c, &)
olur ve ispat tamamlanir.
5.7. Dinamik Esitsizlikler
5.7.1. Teorem
y,$ € Crq Ve p € RY olsun. Tim £ € T alarak
y (1) < p()y(t) + §(1)

olmak Uzere, tim ¢ € T alindiginda

t

$(8) < y(to)e, (t,to) + j e, (t,0(0)f(0)AT

1o
olur.
fspat

Teorem 5.6.11 (ii)’den

[yecn(t, ’to)]A(t) = 4" (t)eg, (a(1), o) + y(£)(O p)(*)eg,(t, to)

77
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© @)
T+ ) (© p)® o7 7O
= [42(t) — (6 (© »)) Wy (D)]eg, (0(t), )
= [4°(8) — p(O)g(t)]ea, (0(1), 1)

= 4 (Deg, (0 (t), to) + y(t)

olur. » € R*ve Teorem 5.6.14’ten © p € R™ olur. Teorem 5.6.15 (i)’den eg,, > 0 dur.
Dolayisiyla Teorem 5.6.11°den

t

y(t)egy(t,40) —y(to) = f [4° @) — pDy(D)]eg, (0(r), £o)AT

1o

1
< f #(D)eo, (0(D), to) AT

t
- f (e, (to, 0 (D)) f (DT

olur.

5.7.2. Teorem

a € Rve a € R* olsun. O halde, tim # > s alindiginda
e.(t,8) =1+ a(t —3)

olur [9].

fspat

a € R* olmak Uizere tim s, ¢ € T oldugunda e, (%, 8) > 0 dir. Varsayalim ki 8,% € T igin
t > s Vvey(t) = a(t — 8) olsun. O halde,

ay(t) +a=a*(t —8) +a > a = 4" t)
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4(8) = 0 aldigimiz zaman Teorem 5.7.1.’den (p (%) = #(4#) = a) ve Teorem 5.6.18.’den
faydalanarak

t

y (1) Sfea(t, o(1))alAt

8

=e,(t,8)—1
elde edilir. Dolayistyla

e, (t,8) =1+ y(t)
=1+4+a(t—23)

olur. Ispat tamamlanur.
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6. ZAMAN SKALASI UZERINDE BIRINCi BASAMAKTAN LINEER
DINAMIK DENKLEMLERIN HYERS-ULAM KARARLILIGI

Bu kesimde once homogen lineer dinamik denklemler icin Hyers-Ulam kararliligina
ardindan homogen olmayan lineer dinamik denklemler i¢in Hyers-Ulam kararliligini

inceleyecegiz.

6.1. Zaman Skalas1 Uzerinde Birinci Basamaktan Homogen Lineer Dinamik

Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:
Bu bolimde T zaman skalasi tizerinde tanimli
y2(t) —ay(t) = 0,a € R (6.1)
formundaki sabit katsayili birinci basamaktan lineer homogen dinamik denklemlerin Hyers-
Ulam kararliligim1 ele alacagiz. Uygulamada en ¢ok karsimiza ¢ikan T = R ve T = hZ
olmas1 durumunda bu denklem asagidaki sekilde ifade edilir. T = R ise (6.1) denklemi
y'(t)— ay(t) = 0,t € R
diferensiyel denklemine ve T = hZ olmasi halinde de ileri fark operatdri cinsinden
Apy(t) — ay(t) = 0
fark denklemine doniistiirQr.

6.1.1. Tanim

Bir £ > 0 sayis1 verildiginde |¢p2(t) — ad(t)| < ¢ esitsizligini saglayan her ¢: T » R

fonksiyonu igin

lp(t) — y(t)| < Ke, t € TK
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olacak sekilde (6.1) denkleminin bir y: T — R ¢6zimi ve K > 0 sabiti bulunabiliyorsa (6.1)

denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir [10].
6.1.2. Sonug

Eger y(t), T lzerinde tanimli ve delta tiirevi de mevcutsa y*(t), TX iizerinde mevcuttur.

Fakat t € T sag sa¢ilimli nokta ve a = % ise birinci basamaktan dinamik denklemler icin

y2(t) den bahsedemeyiz. Eger a = % alirsak; hem (6.1) sabit katsayili birinci basamaktan

lineer homogen dinamik denklemlerin regressivligini bozar hem de Teorem 5.2.3 (iv)’deki

1\A _ yA@) .. .. " . .
(;) (t) = RO delta tlirevini tanimsiz yapar. Boyle bir sikint1 ile karsilasmamak

icina # % alacagiz. Bu durumda T ve TX nin R bos olmayan alt kiimeleri segecegiz. Sag

sacihmli t € TX alindiginda a # % dir [10].

Bu durum nedeniyle bundan sonraki tiim sonuclarda; lemma, 6nerme ve teoremlerde a #

—% alacagiz. R regressiv ve R* pozitif regressiv olmak lizere,a # 0 vea € R*, a <0

vea € Rt, a & R* ve a € R durumlar incelenmis ve sonuglar1 asagida verilmistir.
6.1.3. Sonug

a = 0 ve ¢ > 0 verilsin. T zaman skalas1 olmak Uzere ¢(t) = et fonksiyonu her t € T igin
|p2(t)| = € saglar. a = 0 oldugu zaman (6.1) denklemi y2 = 0 olur. y(t) = cise a =0
olmasi halindeki bu denklemin genel ¢6ziimii olduguna gore |¢p(t) — y(t)| = oo, t > o

oldugundan (6.1) denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararli olmayacagi anlamina gelir [10].
6.1.4. Lemma

Bir a # 0 ve bir a € R* oldugunu varsayalim, diger bir deyisle sag sagilimli herhangi bir
t € TX igin a > % olsun. £ > 0 keyfi sabit, ty € T ve ¢, T iizerinde ger¢ek degerli bir

fonksiyon olsun. O zaman
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|p2() — adp(t)| < & hert € TX

esitsizliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

0= [(#0) — ) eault t0)] = 2600400),t0)

esitsizligi her t € TX icin saglanmasidir. Burada eg,(o(t),t,) Teorem 5.6.11 (iii) 'de

tanimlanmistir [10].
fspat

Teorem 5.2.3 ve Teorem 5.6.11'i kullanarak her t € TX igin

[(#0)~ D)eat.to)] = ($@ —5) (© Deaaltt) + #3@euo®) t)

&

( a) (1 + au(t)) eq(t, ty)

CIGES )+ ¢4 (Deca(@(®,t)
(

=[¢

() - + @2 (Dega(a(t), ty)

(eaw(t) )
B - =) (~aeca(0(0), 1) + ¢ (Deca(a(®),t)
2(t) — ad(t) + elega (0 (t), to)

elde ederiz. Burada
|p2(t) — ap(t)| < &, hert € TX
oldugundan,
8 A
(6 =) ecalt to)] < 26e04(a(0), to)

esitsizligi elde edilir.
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6.1.5. Lemma

a<0,a€R"vet, € T olsun. O zaman

eq(t, ty) =1+ a(t—ty)

esitsizligi her t € (—oo, to]y icin gegerlidir [10].

fspat

Her t € T icin ¢(t) = _71 olsun. Bu durumda TX (izerinde

192 — ap()] = 1

olur. Bu sebeple & = 1 alabiliriz. Lemma 6.1.4’0 kullanarak her ¢t € TX icin

0< [(d)(t) - 2) coalt, to)]A = %z(eea(t, )

esitsizligini elde ederiz.

A
a < 0 oldugundan TX (izerinde (eea(t, to)) > 0 olur ve Teorem 5.6.11’e gore

1
0 <——<=¢egq(t, ty) < egalto ty) =

1
ea(t' tO)

ealto to)
her t € (—oo, ty]y icin dogru olur. Simdi T Gzerinde
z(t) = e (t, ty) —a(t—ty) — 1

fonksiyonunu ele alalim. Yukaridaki sonugtan,

ZA(t) = (ea(t' tO))A —a= a(ea(tr tO) - 1) <0
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esitsizliginin hert € (—oo, p(to)]r i¢in sagladigr gorilir. Bu, z(t) fonksiyonunun
(=00, ty]T lizerinde artmayan bir fonksiyon oldugu anlamina gelir. Sonug olarak her t €
(=00, to]y icin

z(t) = z(ty) = ex(ty, tp) —1 =0

elde edilir. Buradan

z(t) = e (t, ty) —a(t—ty) — 1

oldugundan

e (t,ty) —a(t—t,)—1=0

olur. Sonug olarak,

eq(t,ty) =alt—ty) +1

elde edilir. Ispat tamamlanur.

6.1.6. Onerme

to € T olsun. a € R\{0} sabiti ile a € R* alahm. £ > 0 keyfi sabit olsun. Varsayalim ki

: T - R, fonksiyonu |¢2(t) — ag(t)| < € esitsizligini her t € TX igin saglasm. u: T —
g g

R, azalmayan bir fonksiyon ve v: T — R, artmayan bir fonksiyon olarak alindiginda
$(6) = u(t)eq(t, to) + = = v(t)eq(t,to) — -, (6.2)
olarak yazilabilsin. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) a > 0 ve maksT =t~ varsa

u(t) <u(r*) <v(r*) < v(t) (6.3)
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esitsizligi her t € T icin gecerlidir.

i) a > 0 ve maksT mevcut degilse, tlim u(t) ve tlim v(t) vardir ve
u(t) < tlim u(t) = tlim v(t) < v(t) (6.4)

esitsizligi her t € T icin gecerlidir.

iii) Sag sagilimli her t € T igin % < a < 0 ve minT := T * mevcutsa,

v(t) < v(t*) <u(t*) <u(t) (6.5)

esitsizligi her t € T icin gegerlidir.
-1

iv) Sag sagilimli her t € T igin o5

< a <0 ve minT mevcut degilse tlim u(t) ve

tl_i)r_n(ﬁ v(t) bulunur ve

v(t) < tl_i)r_noo v(t) = tl_i)r_noou(t) < u(t) (6.6)
esitsizligi her t € T icin gecerlidir [10].

fspat

a € R\{0} sabiti ile a € R* alalm. Her t € T i¢in 1 + au(t) > 0 olur. T Uzerinde t € T

icin u ve v fonksiyonlarimi
u(t) = ($() — =) ega(t, to) Ve v(t) = ($(6) + =) ega(t, to)
seklinde tanimlayalim. t € T i¢in (6.2)’den
€ €
w(eq(t,to) + = = v(t)eqlt, to) — -

diizenlendiginde,
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ve < v(t): a>0
u(t) = v(t) - ;eea(t, to), u(t) {> v(t): u(t) > 0,‘(_1) <a<0 (6.7)
u(t

elde edilir. Lemma 6.1.4’(i kullanarak, her t € TX icin

0= [(#0) ~ 5 eoaltt0)] < 2eecalo(®)t)

gecerlidir. Burada u(t) = (d) (t) - 2) ega(t, to) oldugundan, u azalmayandir. Tanim 5.6.3

ve Teorem 5.6.11'den

A
(eea(t, to)) =0 aeg,y(t, ty)
_ —a
(1 +u®p(®)eq(t to)

_ —a
eq(a (D), to)

= —aeg,(o(t),to)
olur. Boylece (6.7) ile
—2eegq(0(0), ) < vA(t) <0,t €T
olur. Sonug olarak v de artmayan fonksiyondur.
Simdi (i) durumunu goéz 6niine alalim. Yukaridaki sonuglardan ve (i) 'deki varsayimlardan
u nun T Gzerindeki maksimumu u(z*) vewv nin T Uzerindeki minimumu v(z*) olur.
Esitsizlik (6.3)’e baktigimizda (6.7)’den (i) saglanir. (ii) durumunu diisiinelim. t, € T sabit

olsun, (6.7) esitsizliginden bir a > 0 igin

u(t) <v(ty),teT
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vardir ve dolayisiyla u, T iizerinde sinirlidir. Bu durumda T zaman skalasi iizerinde tlim u(t)

vardir. a > 0 oldugunda bir a € R* vardir. Teorem 5.7.2’den,

0< eea(O'(t), tO) < eea(t, tO) < [tOJ OO)T

—— t €
1+ a(t—tp)

dir. Bundan dolay:

tlim egal(a(t), ty) = tlim ega(t, ty) =0

dir. (6.7) ve a >0 oldugunu kullanarak tlim u(t) = tlim v(t) olur. Sonug olarak, u

azalmayan ve v artmayan oldugunda t € T i¢in (6.4) dogrudur, boylece (ii) dogru olur. (iii)
ve (1v) i¢in olan argilimanlar yukarida (i) ve (i1) i¢in verilenlere benzerdir ve bu nedenle
ispatlar1 ihmal edilmistir. Ozellikle, a < 0 ve a € R* oldugunda sirasiyla Teorem 5.6.12 (i)

ve Lemma 6.1.5 tarafindan her t € T icin tlir_n eq(t, ty) = cove e,(t,ty) > 0 olur ve ispat

tamamlanir.
6.1.7. Teorem

e > 0 ve ty € T verilsin. Varsayalim ki bir ¢p: T — R delta-ttrevlenebilir fonksiyonu a €

R*ve a # 0igin
|p2() —ap(®)| < e t e TX
esitsizligini saglasin. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

) a>0 ve t*:=maksT varsa, (6.1) denkleminin herhangi bir ¢ozimi y ve

(") —y(9)| < gsaglamyorsa hert € T igin

&
$(6) =yl <~

saglanir.
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i) a >0 ve maksT mevcut degilse tlim P (t)egq(t, to) var ve (6.1) denkleminin tek

¢cozuma
y(®) = (lim p(Degalt, to)) eat, to)

dirve hert € T igin

&
6() =y <~

saglanir.
iii) a <0, a€R ile t+x=minT varsa, (6.1) denkleminin herhangi bir ¢dzimi y ve

(T *) —y(T*)| < IfTI saglantyorsa her t € T icgin

&

o) —y(O] <=

|al

saglanir.

iv) a € R*, a < 0 ve minT mevcut degilse tlim P (t)ega(t, ty) var ve (6.1) denkleminin

tek ¢cozimi
y(®) = (lim ¢(t)ecalt,to)) ealt, to)

dir ve hert € T icin

() = y(B)] < —

~ la
saglanir [10].
fspat

Onerme 6.1.6'dan, her t € T igin (6.2)’i saglayan azalmayan bir
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wT > R, u(t) = (¢(t) — =) egalt, to)
fonksiyonu ve artmayan bir
v:T - R, v(t) := (¢(t) + 2) egalt, to)

fonksiyonunu ele aldigimizda

D) = u(t)ea(t,to) + = = v(D)eq(t,tg) — =

¢: T — R fonksiyonu bulabiliriz. Eger a > 0 ise Teorem 5.7.2’den tlim eq(t, ty) = oo olur.
Eger a < 0 ise Lemma 6.1.5 tarafindan tlir_n eq(t, ty) = oo olur ve T (izerinde Teorem

5.6.12 (i) tarafindan e, (t, t,) > 0 elde edilir.
i) Onerme 6.1.6 (i) 'den, her ¢t € T icin (6.3) esitsizligini inceleyelim. (6.1) denkleminin ve

6 =y <=

esitsizliginin herhangi bir ¢6zimui y(t) oldugunu kabul edelim. O halde, tim t € T igin
y(t) = y(T)ega(t", to)ey(t, to)

olarak ifade edilir. (6.2), (6.3) ve |¢p(z*) — y(t%)| < gesitsizligini kullanarak

u(t) < y(@)yga(t" to) < v(r7)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte

u(t”) —y (T )ega(t", t) < 0vev(r*) —y(t")ega(t", ty) >0

oldugundan ve yukaridaki sonuglardan, her t € T i¢in
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¢(t) - y(t) = ’U.(T*)ea(t, tO) + 2 - )’(T*)eea(‘[*, to)ea(tr tO)
= (™) —y(®)ega(t", to))ea(t, to) + 2

&

< —

a

Ve

B0 =0 2 0 )ealt ) = =Y eoalt’ a0
- ()~ (T Veou T Nealtrty) -

&
> ——
a

olur. Sonug olarak ¢(t) — y(t) < gve d) —y(t) > — 2 oldugundan

&
$(6) =yl <~

elde edilir. Boylece (i) saglanir.

i) Onerme 6.1.6 (ii) 'den, her t € T icin (6.4) esitsizligini incelersek tlim u(t) ve

tlim eoq(t, tp) = 0 mevcut oldugu i¢in ayrica

$(6) = ult)ealt, to) + = = v(t)eq(t, to) — = ve u(t) = ($(t) — =) egalt, to)
kullanarak,

lim ¢(t)ega(t, to) = lim <u(t) +=egalt, to))

= lim u(t)

t—oo

var oldugunu gorebiliriz. Simdi her t € T olmak Uzere,
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y(®) = (lim p(Degalt, to)) eat, to)

fonksiyonunu ele alalim. O zaman y(t), (6.1) denkleminin bir ¢ézimuddr. (6.2) ve (6.4)’U

kullanarak her t € T igin

IA

B® —y(©) = (u(®) - lim $(Dega(t,t0)) ealt,to) + =
&
p

Ve

@ —y(®) = (v(®) - lim $(Dega(t,t0)) ealt,to) — =

&
> ——
a

elde ederiz. Yani, her t € T icin
&
6 = y(O)] < =

saglanir. Simdi gosterelim ki y(t), (6.1) denkleminin tek ¢dzimudur oyle ki her t € T igin

€
$(6) =y <~
saglanir. Her t € T igin ¢ # tlim P(t)egq(t,to) ve z(t) = cey(t,ty) olsun. O zaman
baslangi¢ deger problemi i¢in ¢6zm olan z(t), (6.1) denkleminin y(t) disindaki herhangi
bir ¢c6zumudur.

tlim (u(t) —c) = tlim P(tegq(t,ty) —c # 0,

oldugundan goruyoruz Ki
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lim |$(6) - 2(0)] = lim | (®) = Jeq(t, o) + | = o
olur. Sonug olarak (6.1) denkleminin tek ¢ézimu y(t) olur 6yle ki her t € T igin
) —y®I <2

saglanir. Boylece (ii) saglanir. (iii) ve (iv) i¢in olan arglimanlar yukarida (i) ve (ii) i¢in

verilenlere benzerdir ve bu nedenle atlanmistir. Ispat tamamlanur.
Teorem 6.1.7 ile asagidaki sonucu elde ederiz.

6.1.8. Sonug

Egerbira € R* ve a # 0ise T Uizerinde I%I HUS olmak uzere (6.1) denklemi, Hyers-Ulam

kararliligina sahiptir [10].
6.1.9. Sonug

a € RTve a # 0olsun. t, € T ve T nin alttan ve iistten siirsiz oldugunu varsayalim. Daha

sonra (6.1) denklemi icin T tizerinde minimum HUS ﬁ oldugunu gosterecegiz. t € T igin

&
d(t) = eq(t, o) + 1
fonksiyonu her t € T icin |p2(t) — ap(t)| = & saglanir. (6.1) denkleminin genel ¢ozimii

y(t) = ceq(t, to)

oldugundan, eger a > 0 ise Teorem 5.7.2°den tlim eq(t, ty) = oo olur. Eger a < 0 ise

Lemma 6.1.5’ten tlir_n eq(t, ty) = oo olur. Yukaridakilerden ¢ = 1 oldugunda

|p(t) —y(B)] < oo
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oldugunu gorebiliriz. ¢ = 1 ise T Uzerinde |p(t) — y(t)| = ﬁ olur. Bu, T uzerinde (6.1)

1

icin minimum HUS’nin T dan biiyiik veya ona esit oldugu anlamina gelir. Boylece, Sonug

1

6.1.8 ile T Gzerindeki (6.1) denklemi icin minimum HUS’nin T oldugu anlamina gelir.

Eger a € R fakat a ¢ R* ise, Teorem 6.1.7 ve Sonug 6.1.8 gegerli degildir. Bu durumda
asagidaki Teorem 6.1.10’dan yararlanabiliriz [10].

6.1.10. Teorem

a € R fakat a ¢ R* ve T bir zaman skalasi oldugunu varsayalim 6yle ki 7 *:= minT var ve

T {stten sinirsiz olsun. Bu durumda

i) Eger

K = sup th*lea(t,a(s))lAs < oo, (6.8)
teT

ise K, HUS olmak (zere [t *,00)p Uzerinde (6.1) denklemi Hyers-Ulam kararliligina
sahiptir.

i) Eger 0 < m < M sabitleri varsa her t € T i¢in

O<m<|e(t,t*)| <M (6.9)
ise (6.1) denkleminin HUS yoktur [10].

fspat

1) € > 0 verildiginde, [12, Teorem 5.1] ispatin1 g6z Oniine alarak

|p2(6) — ag(t)| < &, t € [T *,00)p

saglayan bir ¢ € C2[t *, 00) fonksiyonu oldugunu varsayalim. t € [t *, 00) igin
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q(t) = $*(t) — ap(t)
olsun. Teorem 5.6.10°u kullanarak
¢
P(t) = P(r¥ea(t,T%) + | eq(t,a(s))q(s)As

T*

olur.
yh—ay =0,y(t*) = ¢p(t %)
baslangi¢ deger probleminin tek ¢ézimii y € C2;[t *, o0) olsun. O hélde

y(t) = ¢p(r#)eq(t, T %), t € [T+ 00)p
ve

t

lp(®) —y(®)| = | | ealt,0(s))q(s)As

T*

<e¢ J-|ea(t,a(s))|As

T*

olur. Bu nedenle (6.8) esitligi saglanirsa (6.1) denklemi, T U(zerinde Hyers-Ulam
kararliligina ve K, HUS ne sahiptir.
i)e>0ve0 <m< M, (6.9) esitsizligindeki gibi olsun. Sonra t € T igin

3
BO) =1 tea(t,7 )
alirsak esitsizlik her t € T igin

|62(t) — ap()] = Slea(tT9)| <&
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olur. (6.1) denkleminin genel ¢céziimi y(t) = ce,(t, T *) oldugundan t € T ve herhangi bir

c € Rigint — oo iken

166 = YO = |-t = | lea(t,7 )
&
= m|Mt - c|

— 00
olur. Bu durumda (6.1) denklemi HUS icermez.
Ornek

Bu 6rnekte, sonsuza giderken sifira yaklasan sinirli graniile sahip ayrik bir zaman skalasi
oldugunu diisiinelim. T = /Ny = {0,1,v2,V3, ...} ve ny € Ny olsun. Bu durumda vn € T

icin
u(vn) =Vn+1-+n,

olur ve genellestirilmis Ustel fonksiyon da

eqa(Vn, \/n_o) = 1_[0 (1 + ap(Vk — 1)),n,n0 € N,
k=1

olur. a € R* ve a # 0 oldugunda a € (—1,0) U (0, o) olur, bdylece Sonug 6.1.8 saglanur.
Ozellikle, € > 0 ve sabit bir n, € N verilsin. Varsayalim ki ¢p: T — R delta tiirevlenebilir

bir fonksiyonun
|p2(Vn) — ap(¥n)| < e, hern € N,

esitsizligini saglasin. Daha sonra Teorem 6.1.7 (ii)’den lim ¢ (vVn)eg,(Vn,/n,) var ve her
n—-oo

n € Ny igin |[p(vVn) — x(vn)| < Eolur. Burada
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x(Vn) = (lim ¢(V)eaa (Vo) ) ea(¥,/mo)

olup (6.1) denkleminin tek ¢6zumudur. Baska bir ifadeyle (6.1), a > 0 icin T = /N,

uzerinde % HUS’ne sahiptir. Simdi ny =0, ko €N ve a € ( ) olsun. O

-1 -1
1Gko) u(yko—1)
Zaman

1+au(0) <1+au() < <1+<pu(\ko—1) <0< 1+ap(Vky) <+ <1,

ve

n
_ —\ (<0 kqtekise
ea(V1, 0) = kl | (1 + au(Vk - 1)){> 0 :kyciftise
=1

olur boylece a € R fakat a € R* oldugundan dolayr Teorem 6.1.7°nin kosullarini

saglamadigi i¢in uygulanamaz. Boylelikle Teorem 6.1.10 (i)’den, her n € N igin,

a

t _ n—1 1 n—-s—1
sup J;lea(t, o ()15 = sup $23 (o) TS 1 + s < o0 (6.10)

oluyorsa (6.1) denklemi bu zaman skalasi i¢in Hyers-Ulam kararliligina sahiptir.

6.2. Zaman Skalas1 Uzerinde Birinci Basamaktan Homogen Olmayan Lineer Dinamik

Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:

6.2.1. Tanim

T bir zaman skalasi olmak {izere,
F(t,y,y% ... y2")=0,t e TX (6.11)

n. basamaktan dinamik denklemini ele alalim. Eger bir & > 0 verildiginde, hert € TX" igin
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|F(t,y,y%,....y2")| < ¢

esitsizligini saglayan her f:T — R, n-defa tirevlenebilir fonksiyonu icin (6.11)

denkleminin bir g: T — R ¢6zimi ve
If (©) — g < K(e) (6.12)

esitsizligini saglayan K (&) bulunabiliyorsa (6.11) dinamik denkleminin TX" iizerinde

Hyers—Ulam kararli denir. Burada K = K (&) sadece ¢ a baghdir ve lin& K(g) = 0 dir. Eger
E—

€ ve K(¢g) yerine sirasiyla iki kontrol fonksiyonu ¢(t) ve ¢(t) ile degistirilirse (6.11)

dinamik denklemine TX" (izerinde Hyers-Ulam—Rassias kararli (veya genellestirilmis

Hyers—Ulam kararli) denir.

Bu bolimde farkli teknikler kullanarak T zaman skalasinda, (6.14) eslenik denkleminde
integral ¢carpani yontemi kullanilarak (6.13) birinci basamaktan lineer dinamik denkleminin
Ulam kararliligin1 sonlu bir aralikta elde edilecektir. Bununla birlikte, genellestirilmis tistel
fonksiyonun 6zelligi ve (6.14) denklemi ile ilgili elde ettigimiz sonuclar (6.13) denkleminin
Ulam kararliligini ispatlanmasinda yardimci olmustur. Sirasiyla birinci basamaktan lineer

dinamik denklem ve eslenik denklem

yA =p®y®) + f(©) (6.13)
x2 = —p(t)x° + f(b) (6.14)
olsun.

6.2.2. Teorem

p e:Rf:Lb] ve f:[a,b] = R fonksiyonu rd-surekli olsun. Verilen bir € > 0 igin, eger

x:[a, b] = R rd-siirekli tirevlenebilir fonksiyonu her t € T icin

|x® + p(O)x = f(O)| < ¢ (6.15)
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esitsizligi saglaniyorsa (6.14) denkleminin h € C;([a, b], R) smifindan ¢6ziimii vardir yle

kitimt € [a, b] igin
lx(t) — h(t)] < ef: e, (T, t)AT (6.16)

saglanir [11].

fspat
(6.15)'e gore her t € [a, b]¥ icin
—e<xP+p®)x°—f(t) <¢ (6.17)

dir.p € Rfa,b] oldugundan, her t € [a, b] icin genellestirilmis Ustel fonksiyon e, (t,a) > 0

oldugunu biliyoruz. (6.17) esitsizliginin her iki tarafini e,, (¢, a) ile carptigimizda
—ee,(t,a) < erp(t, a) + p(t)e,(t,a)x? — f(Dey(t,a) < eey(t,a) (6.18)

olur. ty € [a, b] olmak Uzere herhangi bir t > t, icin, (6.18) esitsizliginin her iki tarafini

T ya gore t, dan t ye integralini alirsak

t

—sfep(r, a)At < f(xA(T)ep(T, a) + p(1)ey(r, a)x°(1))At — ff(r)ep(r, a)At

to
< eftt; e, (1, a)AT (6.19)
daha sonra
t t t t
A
—ejep(r,a)ATS f(x(r)ep(r, a)) At — jf(r)ep(r, a)At < efep(r, a)At
to to to to

buradan
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t

—& j ey (1,a)At < x(t)e,(t,a) — x(to)ey(to,a) — | f()ey(r, a)AT

to to

<e f[o e, (7, a)At (6.20)

elde edilir. Eger (6.20) esitsizliginin her iki tarafin1 eq,, (t, a) ile carparsak

t

—& j e, (1, a)eg, (t,a)At < x(t) — x(ty)e,(to, a)eg, (t, a)

- jf(T)ep(T, a)eg,(t, a)At

<e¢ f; e, (1, a)egy(t, a) At (6.21)
elde edilir. Teorem 5.6.6 ve Teorem 5.6.11 (iv)’e gore, (6.21) esitsizligi
—& ftto e, (1, 1) At < x(t) — x(to)ey(to, t) — ftto f(De,(r,t) At < eftto e, (1,t) At
olur. Esdeger olarak
x(t) — x(to)e,(to, t) — f;f(r)ep(r, t) AT| <e ftto e, (1,t) At (6.22)
benzer sekilde, herhangi bir t < ¢t igin
x(8) = x(to)ey (o 1) + [ f(Dey(r,6) At| < & [[* e, (z,£) At (6.23)

elde edilir. Bu nedenle, herhangi bir t € [a, b] igin

t

x(t) — x(to)e, (Lo, t) + ff(r)ep(r, t)Ar| < ¢ f ep(T,t) AT

to

<e¢ f: e,(1,t) At (6.24)



101

olur. Eger h(t) = x(to)e,(to, t) + ) tto f(D)e,(z,t) At tammlanirsa. h(t) nin (6.14) eslenik

denkleminin bir ¢6ziimii oldugu kolayca dogrulanabilir. Bu da (6.24) esitsizligi, (6.16)

esitsizligini dogru oldugunu gostermektedir.

6.2.3. Sonug

Teorem 6.2.2 gosteriyor ki (6.14) eslenik denkleminin bir x(t) ¢6ziimii verilmis ise (6.14)
eslenik denkleminin h(t) ¢0zimu ile x(t) arasindaki t, baslangi¢c noktasinin se¢iminden
bagimsizdir [11].

6.2.4. Teorem

pERE;l’b], fila,b] = R fonksiyonu rd-surekli olsun. Verilen bire >0 igin, eger

y:[a, b] - R rd-strekli tirevlenebilir fonksiyonu her t € [a, b]¥ icin

Ve —p@®)y—f(®)| <e (6.25)

esitsizligini saglaniyorsa (6.13) denkleminin bir g € C};([a, b], R) smifindan ¢6ziimii vardir

Oyle ki her t € [a, b] icin,

y(®) — gl < & [} ey (t, o())AT (6.26)
saglanir [11].
fspat

(6.25) esitsizligindeki y degerini y° =y + u(t)y® formiliinden cekip yerine yazarsak her
t € [a, b]¥ icin

|(1+2®p®)y* —p®)y° - fO)| <& (6.27)
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elde ederiz. p € Rf'a’b] oldugundan 1 + u(t)p(t) > 0 olur. (6.27) esitsizliginin her iki

tarafini ile carptigimizda,

_r
1+u(t)p(t)

A o _ < €
Y+ © Oy — ool = Troro (6.28)

elde edilir. p € Rf,, icin ©p € R,y olur. (6.28) esitsizliginin her iki tarafim

egp(t, a) ile carparsak

_ f®eep(ta)
1+u(©)p(6)

gegp(ta)
<
~ 1+u(®)p(t) (6.29)

yieop(t,a) + (O p)(Degy(t,a)y’
elde edilir. Teorem 5.6.11 (ii) ve (iv)’den (6.29) esitsizligi,
[yeap(ta) + (O p)(Deg,(t, A)y? — f(Degp(a(t), a)| < eegy(a(t), a) (6.30)

to € [a, b] olmak Uzere herhangi bir t > t i¢in, (6.30) esitsizliginin her iki tarafini T ya gore

to dan t ye integralini alirsak

t

[6eep@a) + ©DWecy v ac - [ (F@eepom,a)ar

< Sfeep(a(r), a)At
daha sonra
f (veep(z, a))AAT— f (f(Degp(o(),a))At| < e f eop(0(1), a)At

to

buradan
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y(egy(t,a) — y(to)egy(to,a) — j (f(r)eep(a(r), a)) At| < ¢ j egp(0(1),a)At

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafin1 e, (¢, a) ile carparsak,

y() — y(to)egy(to, a)ey(t, a) — f f(@egy(a(r), a)ey(t, a)At

t

< ejeep(a(r), a)e,(t, a)At

to

olur. Bu esitsizlik, Teorem 5.6.6 ve Teorem 5.6.11 (iv) g6z 6niine alindiginda,

y(®) = y(t)egp(to,t) = f,. f(Degy(a(), tt| < &[] egp(a(m), AT]
< e[, eop(o(), 0T

=¢ f: e,(t,0(1))At (6.31)

olarak yazilabilir. g(t) = y(to)egy(to,t) — |, tf) f(Degyp(a (), t)AT olarak alalim. g(t)

fonksiyonu (6.13) dinamik denkleminin bir ¢oziimii oldugu go6rulmektedir. (6.31)

esitsizligine gore (6.26) esitsizligi agiktir.

6.2.5. Teorem

P € Riqp) fonksiyonu bazi t* € [a, b]¥ icin 1 + u(t")p(t*) < 0 saglansin ve f:[a, b] » R
rd-strekli olsun. Verilen bir € > 0 igin, eger x:[a, b] = R rd-strekli tirevlenebilir bir

fonksiyonu hert € [a, b]¥ icin (6.15) esitsizligi sagliyorsa 0 zaman (6.14) eslenik

denkleminin bir h € C};([a, b], R) smifindan ¢dziimii vardir 6yle Ki her t € [a, b]¥ icin,
b
lx(t) — ()| < € [ |ey(z, 0)|AT (6.32)

saglanir [11].
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fspat

Lemma 5.6.16°e gore [a, b] kapali araligindaki nokta kiimesinin 1 + u(t)p(t) < 0 degeri
sonludur. Boylece, 1 + u(t)p(t) < 0 olacak sekilde hert € S < [a,b]¥ varsa |S| = N € N
sonlu degeri vardir. Burada a < s; < s, < --- < sy < b olsun. Ayrica, her t € [a, b]¥\S
icin 1+ u(t)p(t) > 0 olur. Her bir s; € S sag sagilimli nokta oldugundan u(s;) = a(s;) —
si#=0vel+ u(s)p(s;)) <0,(i=1,2,..,N) olur. Bdylece,

[a,b] = [a,51]UUIS [0 (), si41)) U0 (sn), b ]

dir. Lemma 5.6.17’ye gore

[a, s1] Uzerinde e, (-, a) > 0, [6(sy), b ] Uzerinde (—=1)"e,(-,a) > 0

ve

her1 < i < N—1icin [0(s;),s:41] Uzerinde (—1)’e,(-,a) > 0

dir. Kolaylik olmasi agisindan, a = a(sy) ve b = sy,; Yazalim. Genel bicimde

her 0 < i < N icin [a(s;), s;41] Uzerinde (—1)’e,(.,a) > 0

seklinde yazabiliriz. Ayrica, (6.13) dinamik denkleminden (6.15) esitsizligini esit olarak

cikarabiliriz. Herhangi bir t € [o(s;),s;+1] icin (6.15) esitsizliginin her iki tarafini

(—1'e,(t, a) ile carparsak

(D" eey(t,a) < (—1)F (erp(t, a) + p(D)x%e,(t, a)) — (=D'f(t)ey(t, a)

< (—1)i£ep(t, a) (6.33)

olur. Ispat, o(s) =s;41(1=012,....N — 1) veya o(s;) <sjs1 G =012,..,N)

olmasina bagli olarak iki duruma ayrilmistir.
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Durum 1: iy € {0,1, ..., N — 1} olmak Uzere o(s; ) = s;,4+1 Varsa, s;,41 S0l sagilimly, yani
izole bir nokta olacaktir. (6.33)'de i yerine i, ile degistirirsek ve (6.33) esitsizliginin her iki

tarafini1 da s; 44 den o(s;,41)’e T ya gore integralini alirsak

; o (Sig+1) io (OCig+1) A
(_1)10+1€f5m+10+1 ep(t, )t < (=1)" fsl-0+10+1 (x*(ep(r,a)
+p(1)x%e, (1, a)) AT — (—1)'0 f;(s""“)f(r)ep(r, a)At
ip+1

< (—1)bg fa(iil‘)“) e, (7, Q) AT

SiO
olur. Bbylece
(Dot [T e, (7, a)at < (~D)' (2(0(5i,41))ep(0(sig11), @) -

x(sigr1)ep(Sigr1,@)) = (~D' 770 f(2)ey(r, a)

< (—1)i°sfa(si°+1) e,(t,a)At (6.34)
Sig+1
elde edilir. (6.34) esitsizliginin her iki tarafin1 (—1)% eop (Siy+1, @) ile carparsak

I (Sig+1)

e | ep(msien)ar < 20 (sigs)en (o) sign) = x(si0n1)

Sig+1

— [Gior) () (7, 5,001 ) A

Sig+1

Sig+1

<e¢ fao(si‘)“) ep (T, Siy41)AT (6.35)

olur. Buradan
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0 (Sig+1)
¥Gigen) = (0C5i01)) (0 Sigen) [ F@ep(E51001)80
Sig+1
<e [ C0 e (1,5 ,1)AT (6.36)

Sig+1

gikarabiliriz.  h(t) = x (0(si11)) p (0 (s1041),t) + 70 f(Dey (7, )AT  segelim.
Agikga h(t), s; 41 izole noktasinda 1 + ,u(sio_,_l)p(sioﬂ) < 0 olacak sekilde (6.14) eslenik

denkleminin bir ¢cozimudar.

Durum 2: j, € {0,1,..., N} olmak Uzere o(s;,) < sj,+1 olursa, (6.33)de i yerine j, ile
degistirirsek ve (6.33) esitsizliginin her iki tarafin1 herhangi bir t € [a(sjo),stH] icin

a(sjo) den t ye T argiimanina gore integral alirsak

(—1)Jo*1g f;(sjo) e, (1, a)AT < (—1)h0 f;(sjo) (erp (r,a) + p(D)xe, (z, a)) At

—(=1)b f;(sjo) f(@ey(r,a)AT

< (—1)j0£f:(s. (T, AT
Jo

olur. Boylece,

(=1)Jot1e f;(sj-o) ey (1,a)AT < (=1)Jo (x(t)ep(t, a) —x ( a(sjo)) ep( a(sjo), a))
—(=D)* [ f(@ey(r,a)AT

< (—1)j°£f;(sj )ep(r, a)At (6.37)

olur. Herhangi birt € [o(s; ), s;,+1] icin (6.36) esitsizliginin her iki tarafini

(—1)Joeg,(t,a) ile carparsak
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—& f e, (T, )AT < x(t) — x ( a(sjo)) ep( a(sjo), t) — f f(Dey(t,t)AT
a(sj,) a(sj,)
< e[y, e (@ AT (6.38)

olur. Boylece sonug herhangi t € [o(s;, ), 5j,+1] igin

|x(t) —x ( a(sjo)) e,(a(sj, ) t) - f;(sjo) f(D)ey(t, t)AT| <e f;(sjo) e,(t,)Ar  (6.39)

olur.

h(t) =x ( a(sjo)) ep( a(sjo), t) + f f(Dey(z,t)AT

J(Sjo)

olarak segtigimizde h(t), [a(sjo),sj0+1] araliginda (6.14) eslenik denkleminin bir
¢OzUmaddr. Yukaridaki iki duruma dayanarak ve (6.36) ve (6.39) esitsizlikleri ile
birlestirildiginde herhangi bir t € [a, b]¥ igin, (6.32) esitsizligini saglayacak sekilde (6.14)

eslenik denklemine karsilik gelen bir h(t) ¢oziimii vardir.
6.2.6. Sonug

Teorem 6.2.5°teki (6.14) eslenik denkleminin h(t) ¢6zUmuUnun yapisinin t degiskeninin

degerine baghdir ve h ¢dziminln baslangi¢c degerinin t nin bulundugu aralikla iligkilidir
[11].

6.2.7. Teorem

P € Rqp ile bazi t* € [a,b]% icin 1+ u(t*)p(t*) < 0 ve f:[a, b] = R rd- sirekli olsun.
Verilen bir £ > 0 icin, y: [a, b] - R rd-strekli tirevlenebilir fonksiyonu her t € [a, b]¥ igin
(6.25) esitsizligini saglasin. O zaman (6.13) dinamik denkleminin bir g € C};([a, b], R)

¢6zUm{ vardir 6yle ki her t € [a, b]¥ icin
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y(©) — g < £ [ |ep(t, o)A (6.40)
saglanir [11].
fspat

Teorem 6.2.4°teki gibi (6.25) esitsizliginden (6.27) esitsizligini elde edelim. Her t € [a, b]¥

icin (6.27) esitsizliginin her iki tarafinin ile carparsak

1
[1+u(®)p(®)

. o__ SO | ___ e
y + (e p)(t)y 1+H(t)p(t)| - |1+H(t)p(t)|

(6.41)

esitsizligi elde edilir. Teorem 6.2.5'%e gore herhangi birt € [0(s;),s;4+1] icin (6.41)

esitsizligin her iki tarafini (—1)ieep (t, a) ile carparak

egy(t,a)
11+ u(®)p(0)]

(-1)i*e < (-1 (yPegy(t,@) + (O p)()y°ecy(t, )

—(=D'f()ep(a(t), a))

egyp(t,a)
11+ u(@®)p@)]

< (-1)ie

elde ederiz. Teorem 6.2.5'in ispatindaki ayni argiimanlar1 kullanarak (6.13) dinamik
denklemine karsilik gelen bir g(t) ¢oziimiinii olusturabiliriz. Ayrica, (6.40) esitsizligi

saglanir.

Ornek
[a, b] zaman skalasi, p(t) = 1 ve f(t) = %olmak uzere
|xA +x% — %| <l:=¢ (6.42)

esitsizligini g6z oniinde alahm. R de [a, b] € R bir kapali alindiginda,
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x2(t) = x'(t), x°(t) = x(t)

olur. x(t) = et fonksiyonunu alirsak kolayca gorebiliriz ki
") + x(t) 1—1<1—
X X 5 = 5 =&

saglanir. h'(t) + h(t) —% = 0 diferensiyel denkleminin genel ¢ozimi h(t) = ce™t +§

seklindedir. R de p(t) = 1 oldugundan e, (t,t) = e*~* dir. Teorem 6.2.2'ye gore

lx(t) — h(t)| = |ce™t + % - e‘t| < sf: et tdr = e~ (el — e%) (6.43)

oldugunu ¢ikarabiliriz. (6.43) esitsizliginde herhangi bir t € [a, b] olmak izere

1
e t(e®—eP) <ce t + 5 et <ef(el —e9

seklinde yazilir. Esitsizlik diizenlendiginde
e?—eP +1—lef<c<el—e?+1—1let (6.44)
2 2

esitsizligi elde edilir. Herhangi bir t € [a, b] i¢in (6.44)"in sol tarafinin Gst sinirin1 t yerine

a degerini yazarak, %ea + 1 — e? ve (6.44)iin sag tarafimin alt sinirmm ¢ yerine b degerini
yazarak %eb + 1 — e® seklinde elde edilir. Bu nedenle (6.40) esitsizliginin verilen x(t)
¢Ozumu igin, uygun bir ¢ Gea +1-el<c< %eb +1- ea) sabiti sectigimiz siirece,
h'+h— % = 0 diferensiyel denklemine karsilik gelen h(t) = ce™¢ + % ¢Ozlimii vardir dyle

ki (6.43) esitsizligini saglar. Sonug olarak (6.43) esitsizligine gore herhangi bir t € [a, b]

icin

e P(e? —e?) <eb2-1
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oldugundan dolayr h'(t) + h(t) — % = 0 diferensiyel denklemi Hyers—-Ulam anlaminda

kararhidir.

Bu kesimi 2021 yilinda Alghamdi, Aljhani, Bohner ve Hamza tarafindan (6.13) denkleminde
p(t) = —@(t) alinarak elde edilmis HUS ile ilgili sonucu vererek bitirelim.

6.2.8. Teorem

X bir Banach uzayi, T bir zaman skalasi ve I = [a, b] T (a < b) olsun. Eger herhangi bir
Xo € X icin y® + @(t)y = f denkleminin ¢(a) = x, olacak sekilde bir ¢ ¢dziimii varsa
L = (b — a)e), (b, a) bu denklemin HUS dir [16].

fspat

Kabul edelim ki her t € I¥ icin

[y2(®) + e®Oy(®) — FBO| < &

olsun. h(t) :== y2(t) + (t)y(t) — f(t) olarak tanimlayalim. O zaman h(t) + f(t) =
y2(t) + @ (t)y(t) olur. y(a) = x, olarak alalim. Boylece [16, Lemma 2.1]’den

() = %= J (0()y(s) = (f(5) + h(s))) As, her t € I (6.45)

elde edilir. Ayrica,

d(t) = xo — [ (@()p(s) — F(s))As, her t € I (6.46)

olarak yazabiliriz. (6.45) ve (6.46) tarafindan,

t t

ly(®) =@l = fh(S)AS + f((P(S)(qb(S) —¥(s)))As

a



< f h(s)lIAs + f ($)l(s) — y(s)lAs
<e(t—a)+ f 0()(s) — y(s)lIAs

<e(b—a)+ f l0()ll(s) — y(s))llAs

elde ederiz. Eger Gronwall esitsizligini kullanirsak [9, Teorem 6.4],

ly@®) — (Ol < (b —a) + f 10 (6, 5(5)) () |e(b — a)As

<elb—a) (1 + f e(p|(t,a(s))|<p(s)|As>

<eb-a)(1+ ejp|(t,a) — ejy(t, t))
< e(b—a)ey,(ta)
<e&(b—a)egh—a)

= Le

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinin giris bdliimiinde caligsmalara hazirlayici nitelikte olan bilgiler
verilmistir. Ikinci bdliimiinde birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlere iliskin
temel tanim ve kavramlar tanitilip 6rnek ile agiklanmustir. Ugiincii ve dordiincii béliimlerde
ise diferensiyel ve fonksiyonel denklemlerin kararliligi ile ilgili literatiir taramasi
Ozetlenmistir. Besinci kesimde zaman skalasi teorisi ele alinmis olup, delta tiirev, delta
integral, birinci basamaktan dinamik denklemler, kompleks Hilger dizlemiyle beraber
teoremlerde ve lemmalarda kullandigimiz genellestirilmis tistel fonksiyon tanitilip birkag
ornek ile aciklanmistir. Ardindan altinct bdliimiiniin ilk kesiminde sabit katsayili birinci

basamaktan lineer homogen

yA2(t) —ay(t) =0,a €R

dinamik denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi ele alinmistir. t € T sag sagilimli ve a = M_T:)

oldugunda birinci basamaktan dinamik denklemler igin y“(t) den bahsedilemeyecegi
aciklanmistir. a = 0, ¢(t) = et secildiginde ise yukaridaki sabit katsayili birinci
basamaktan lineer homogen dinamik denklemin Hyers-Ulam kararli olmayacagi
gosterilmistir. R regressiv ve R* pozitif regressiv olarak alindiginda, a # Ovea € R*,a <
0 ve aeRY,ag R" ve a € R durumlarn incelenmis ve sonuclari verilmistir. Ikinci

kesiminde ise farkli teknikler kullanilarak T zaman skalasinda
xt = —pOx7 + f(t)

eslenik denklemine integralleme ¢arpani yontemi kullanilarak
¥t =p®)y +f(t)

denklemin ve eslenik denkleminin Ulam kararlilig1 ele alinmistir. p € Rf'a'b] Ve p € Riqp)

olmak iizere iki farkli durumlarda eslenik ve eslenik olmayan birinci basamaktan lineer

dinamik denklem modelleri iizerine Ulam kararlilig1 incelenmistir.
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Bu tezde ele aldigimiz fonksiyonel ve diferensiyel denklemlerin kararliligi, zaman skalasi
uzerinde hesap ve lineer birinci basamaktan dinamik denklemlerin Hyers-Ulam kararlilig:
alaninda calisacak olan bilim insanlarini bilgilendirecegi ve ¢alismalarinda yardimci
olabilecegi diisiincesindeyiz. Bu konuya ilgi duyan okuyucular 6nce birinci basamaktan
homogen veya homogen olmayan lineer dinamik denklemler, ardindan lineer olmayan
birinci basamaktan dinamik denklemler ve daha sonra yiiksek basamaktan lineer dinamik
denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi hakkinda incelemeler yapabilirler. Dolayisiyla
buradan elde ettigi bilgileri birinci basamaktan lineer olmayan dinamik denklemler ya da
yuksek basamaktan lineer dinamik denklemlere uygulayarak HUK ve HUS problemleri

uzerine dnemli sonuglar elde edebilirler.
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