


�K� DE���KENL� BRENKE POL�NOMLARI TABANLI

SZÁSZ-KANTOROV�CH OPERATÖRLER�

Selin BEGEN

YÜKSEK L�SANS TEZ�

MATEMAT�K ANA B�L�M DALI

GAZ� ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

OCAK 2021



Selin BEGEN taraf�ndan haz�rlanan "�K� DE���KENL� BRENKE POL�NOMLARI
TABANLI SZÁSZ-KANTOROV�CH OPERATÖRLER�" adl� tez çal�³mas� a³a§�daki jüri
taraf�ndan OY B�RL��� ile Gazi Üniversitesi Matematik Ana Bilim Dal�nda YÜKSEK
L�SANS TEZ� olarak kabul edilmi³tir.

Dan�³man: Prof. Dr. H. GÜL �NCE �LARSLAN

Matematik Ana Bilim Dal�, Gazi Üniversitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yüksek Lisans Tezi oldu§unu onayl�yorum. . . . . . . . . . . . . .

Ba³kan: Prof. Dr. Ali OLGUN

Matematik Ana Bilim Dal�, K�r�kkale Üniversitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yüksek Lisans Tezi oldu§unu onayl�yorum. . . . . . . . . . . . . .

Üye: Doç. Dr. Gürhan �ÇÖZ

Matematik Ana Bilim Dal�, Gazi Üniversitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yüksek Lisans Tezi oldu§unu onayl�yorum. . . . . . . . . . . . . .

Tez Savunma Tarihi: 08/01/2021

Jüri taraf�ndan kabul edilen bu tezin Yüksek Lisans Tezi olmas� için gerekli ³artlar� yerine
getirdi§ini onayl�yorum.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Prof. Dr. Cevriye GENCER
Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü



ET�K BEYAN

Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Tez Yaz�m Kurallar�na uygun olarak

haz�rlad�§�m bu tez çal�³mas�nda;

• Tez içinde sundu§um verileri, bilgileri ve dokümanlar� akademik ve etik kurallar

çerçevesinde elde etti§imi,

• Tüm bilgi, belge, de§erlendirme ve sonuçlar� bilimsel etik ve ahlak kurallar�na uygun

olarak sundu§umu,

• Tez çal�³mas�nda yararland�§�m eserlerin tümüne uygun at�fta bulunarak kaynak

gösterdi§imi,

• Kullan�lan verilerde herhangi bir de§i³iklik yapmad�§�m�,

• Bu tezde sundu§um çal�³man�n özgün oldu§unu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhimedo§abilecek tümhak kay�plar�n� kabullendi§imi beyan

ederim.

Selin BEGEN

.............



iv

�K� DE���KENL� BRENKE POL�NOMLARI TABANLI SZÁSZ-KANTOROV�CH

OPERATÖRLER�

(Yüksek Lisans Tezi)

Selin BEGEN

GAZ� ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

OCAK 2021

ÖZET

Bu tez 5 bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci
bölümde analiz ve yakla³�mlar teorisindeki baz� temel tan�mlar ve teoremler
verilmi³tir. Üçüncü bölümde Brenke tip polinomlar tabanl� Szász-Kantorovich
operatörlerinin yakla³�m dereceleri, süreklilik modülü, Voronovskaja tip teorem ve
Peetre-K fonksiyoneli yard�m�yla incelenmi³tir. Dördüncü bölümde Brenke tip
polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich operatörlerinin iki de§i³kenli bir genelle³
tirilmesi tan�mlanm�³t�r. Tam süreklilik, k�smi süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan
fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli yard�m�yla bu operatörlerin yakla³�m h�z�
hesaplanm�³t�r. Ayr�ca bu operatörlerin a§�rl�kl� uzaylarda yakla³�m� incelenmi³tir.
Son olarak, iki de§i³kenli Brenke tip polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich
operatörlerinin genelle³tirilmi³ Boolean toplamlar� tan�mlanm�³t�r. Bu operatörlerin
Bögel sü rekli fonksiyonlar uzay�nda karma süreklilik modülü ve karma Lipschitz
s�n�f�ndan fonksiyonlar yard�m�yla yakla³�m h�z� hesaplanm�³t�r. Be³inci bölüm sonuç
k�sm�na ayr�lm�³t�r.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

C [0,∞) [0,∞) aral�§�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay�

CB [0,∞) [0,∞) aral�§�ndaki sürekli s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�

Cb [0,∞) [0,∞) üzerinde B-sürekli fonksiyonlar uzay�

K (f ; δ) f fonksiyonun Peetre−K fonksiyoneli

LipN(ζ1, ζ2) Lipschitz s�n�f� fonksiyonlar�

Lαn,βn
n,m (f ;x) Tek de§i³kenli Szász-Kantorovich operatörü

Lαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y) �ki de§i³kenli Szász-Kantorovich operatörü

Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y) �ki de§i³kenli Szász-Kantorovich tip GBS operatörü

Sn(f ;x) Szász operatörü

ωmixed(f ; δ1, δ2) f fonksiyonunun Bögel(karma) süreklilik modülü

w (f ; δ) f fonksiyonun süreklilik modülü

w2 (f ; δ) f fonksiyonun 2.süreklilik modülü

Ω (f ; δ) f fonksiyonun a§�rl�kl� süreklilik modülü
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1. G�R��

Weierstrass 1885 y�l�nda [a, b] aral�§�nda sürekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yakla³abilece§ini ifade etmi³tir [36]. Weierstrass'�n bu ifadesi yakla³�m teorisinin

temelini olu³turmu³tur.

Son zamanlarda çe³itli polinom türleri üzerine önemli çal�³malar yap�lm�³t�r. Üzerinde

çal�³�lan bu polinom türlerinden biride Appell polinomlar�d�r. Appell polinomlar�

olarak bilinen ve a³a§�daki diferansiyel denklemi sa§layan n.dereceden polinomlar

Appell taraf�ndan [5] de tan�mland�.

DPn(x) = nPn−1(x), D ≡ d

dx

Di§er yandan yakla³�m teorisinde önemli rol oynayan lineer pozitif operatörlerden en

iyi bilineni a³a§�daki ³ekilde tan�mlanan Szász-Mirakjan operatörleridir [32].

Sn(f ;x) = e−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!
f(
k

n
), x > 0, n ∈ N, (1.1)

Birçok ara³t�rmac�n�n, bu operatörlerin genelle³tirmeleri üzerine çal�³malar�

bulunmaktad�r, ( [6], [11], [16]).

Jakimovski ve Leviatan [24] de

J(f ;x) =
enx

g(1)

∞∑
k=0

pk(nx)f(
k

n
), x > 0, n ∈ N. (1.2)

³eklinde tan�mlad�klar� Favard-Szász operatörlerinin yakla³�m özelliklerini incelediler,

burada g(z) , |z| < R , (R > 1) bölgesinde analitik bir fonksiyon ve pk(nx) fonksiyonlar�

ise

g(t)etx =
∞∑
k=0

pk(x)tk, (1.3)

e³itli§ini sa§layan Apell fonksiyonlar�n�n do§rucu fonksiyonlar�d�r.
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Son y�llarda birçok ara³t�rmac� baz� özel polinomlar� içeren Szász operatörlerinin

genelle³tirmelerini tan�mlayarak yakla³�m özelliklerini incelediler ( [2]- [22]- [25]- [28]-

[30]- [33]- [34]).

Varma ve arkada³lar�,

A(t).B(xt) =
∞∑
k=0

pk(x)tk (1.4)

ko³ulunu sa§layan do§rucu fonksiyonlara sahip Brenke tip polinomlar yard�m�yla Szász

operatörlerinin bir genelle³tirmesini [34] de verdiler. Burada

pk(x) =
k∑
r=0

ak−rbrx
r k = 0, 1, ... (1.5)

Brenke polinomlar� olup A(t) ve B(t)

A(t) =
∞∑
r=0

art
r, a0 6= 0, B(t) =

∞∑
r=0

brt
r, b0 6= 0 (1.6)

e³itliklerini sa§layan analitik fonksiyonlard�r.

[34] de

i) A(1) 6= 0, ak−r.br
A(1)

≥ 0 , 0 ≤ r ≤ k, k = 0, 1, 2, ...,

ii) B : [0,∞)→ (0,∞) ,

iii) E³. (1.6) de verilen seriler |t| < R , (R > 1) , için yak�nsakt�r,

iv) lim
u→∞

B(k)(u)

B(u)
= 1, için k = 1, 2, 3, 4 (1.7)

varsay�mlar� alt�nda Brenke tip polinomlar� içeren Szász operatörleri

Tn(f ;x) =
1

A(1)B(nx)

∞∑
k=0

pk(nx)f(
k

n
), x > 0, n ∈ N. (1.8)
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³eklinde tan�mland�.

Daha sonra [33] de Ta³delen ve arkada³lar� E³. (1.7) varsay�mlar� alt�nda E³ (1.8)

operatörlerinin Kantorovich tip genelle³tirmelerini, f ∈ C[0,∞), x ∈ [0,∞) ve n ∈ N

olmak üzere a³a§�daki ³ekilde tan�mland�lar:

Kn(f ;x) =
n

A(1)B(nx)

∞∑
k=0

pk(nx)

∫ k+1
n

k
n

f(t)dt (1.9)

Bu operatörlerin yakla³�m derecelerini, süreklilik modülü ve Peetre-K fonksiyoneli

yard�m�yla incelediler.

Daha sonra [30] de Öksüzer ve arkada³lar� olas�l�k teorisinin baz� sonuçlar� arac�l�§�yla

bu operatörlerin s�n�rl� fonksiyonlara yak�nsama h�z�n� verdiler.

Mursaleen ve Ansari ise [28] da Brenke tip polinomlar yard�m�yla Szász operatörlerinin

Chlodowsky tipli bir genellemesini tan�mlad�lar ve di§er klasik yakla³�m sonuçlar�n�n

yan� s�ra a§�rl�kl� uzaylarda yakla³�m�n� incelediler.

Daha sonra [7] de Atakut ve Büyükyaz�c�, E³. (1.9) ile verilen Szász-Kantorovich tip

operatörlerinin

Lαn,βnn,m (f ;x) =
βn

A(1)B(αnx)

∞∑
k=0

pk(αnx)

∫ k+1
βn

k
βn

f(t)dt (1.10)

³eklinde bir genellemesini vererek, yakla³�m özelliklerini incelediler. Burada x ≥ 0 ,

f ∈ C[0,∞) ve {αn} , {βn} pozitif artan diziler olup a³a§�daki ko³ullar� sa§lar:

lim
n→∞

1

βn
= 0,

αn
βn

= 1 +O(
1

βn
) , (n→∞). (1.11)

Di§er yandan [35] da Walczak iki de§i³kenli Szász-Mirakjan operatörlerini tan�mlayarak

a§�rl�kl� uzaylarda yakla³�m� inceledi. Son zamanlarda birçok yazar taraf�ndan, Szász-

Mirakjan operatörlerinin iki boyutlu uzaylarda baz� genelle³tirmeleri incelenmi³tir ( [1],

[20], [31]).



4

Bu tezde, öncelikle tek de§i³kenli Brenke polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich

operatörlerinin temel yakla³�m özellikleri verilecektir. Daha sonra Brenke tip

polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich operatörlerinin iki de§i³kenli bir genelle³tirmesi

tan�mlanacakt�r. Bu operatörler için tam süreklilik modülü, k�smi süreklilik modülü,

Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar ve Peetre K-fonksiyoneli yard�m�yla yakla³�m

derecesi verilecektir. Ayr�ca bu operatörlerin a§�rl�kl� uzaylarda yakla³�m� incelenerek,

Bögel sürekli fonksiyonlar uzay�nda yakla³�m özellikleri verilecektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Tan�m ve Teoremler

Bu bölümde çal�³mam�z boyunca kullanaca§�m�z lineer pozitif operatörler dizisinin

yakla³�m özellikleri ile ilgili baz� temel tan�m ve teoremler verilecektir.

2.1.1. Tan�m

X ve Y iki fonksiyon uzay� olsun. X'ten al�nan herhangi bir f fonksiyonunu Y 'de bir

g fonksiyonuna kar³�l�k getiren L dönü³ümüne operatör denir.

f ∈ X , g ∈ Y ve x , g'nin tan�m kümesine ait olmak üzere

L(f ;x) = g(x)

veya daha aç�k biçimde; t , f nin tan�m kümesine ait olmak üzere

L(f(t);x) = g(x)

³eklinde ifade edilir [21].

2.1.2. Tan�m

X lineer bir uzay ve L : X → Y bir operatör olsun. ∀α,β ∈ R ve ∀f1, f2 ∈ X için

L(αf1 + βf2;x) = αL(f1;x) + βL(f2;x)

ko³ulu sa§lan�yorsa L operatörüne lineer operatör denir [21].

2.1.3. Tan�m

L lineer operatör ve f ∈ X olsun. E§er f ≥ 0 iken L(f ;x) ≥ 0 gerçekleniyorsa L

operatörüne lineer pozitif operatör denir [21].
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2.1.4. Lemma

L lineer pozitif bir operatör olsun. Her f , g ∈ X için f ≤ g ise

L(f ;x) ≤ L(g;x)

dir [21].

Bu özelli§e L lineer pozitif operatörünün monotonluk özelli§i denir.

2.1.5. Lemma

L lineer pozitif bir operatör olmak üzere her f ∈ X için

|L(f ;x)| ≤ L(|f | ;x)

dir [21].

2.1.6. Tan�m

Her n ∈ N için Ln(f ;x) bir operatör ise bu durumda bir operatör dizisi (Ln) ile

gösterilir.

2.1.7. Tan�m

I ⊂ R herhangi bir alt aral�k olsun. I üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar�n s�n�f� C(I) ile

gösterilir. Özel olarak I = [a, b] kapal� ve s�n�rl� aral�§� al�n�rsa, C [a, b] ile [a, b] aral�§�

üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar�n s�n�f� gösterilecektir. C [a, b]

‖f‖C[a,b] = max
a≤x≤b

|f(x)|

normu ile bir lineer normlu uzayd�r [29].
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2.1.8. Tan�m

f, f1, f2, ... ∈ C [a, b] olsun. E§er

lim
n→∞

‖fn − f‖C[a,b] = lim
n→∞

max
a≤x≤b

|fn(x)− f(x)| = 0

ise (fn) fonksiyonlar dizisi C [a, b] uzay�nda f fonksiyonuna yak�nsakt�r denir ve fn ⇒ f

³eklinde gösterilir [26].

Fonksiyon dizilerinin düzgün yak�nsakl�§� C [a, b] üzerindeki yak�nsakl�§a denktir.

2.1.9 Teorem (Korovkin Teorem)

Her n ∈ N için Ln : C [a, b] → C [a, b] ³eklinde tan�ml� (Ln) lineer pozitif operatörler

dizisi verilsin. Her bir k = 0, 1, 2 için ek(x) = xk olmak üzere

lim
n→∞

‖Ln(ek)− ek‖C[a,b] = 0 , k = 0, 1, 2

ko³ullar� sa§lan�yorsa, bu durumda [a, b] aral�§�nda sürekli ve tüm reel eksende s�n�rl�

olan her f ∈ C [a, b] fonksiyonu için

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖C[a,b] = 0

gerçeklenir ( [21], [3], [27]).

2.1.10. Tan�m

I ⊂ R herhangi bir aral�k olsun. δ ∈ [0,∞) ve f ∈ C(I) olmak üzere

ω(f ; δ) = sup {|f(x2)− f(x1)| : |x2 − x1| ≤ δ, x1, x2 ∈ I}

³eklinde tan�mlanan ω : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonuna f fonksiyonunun süreklilik

modülü denir.



8

Süreklilik modülü a³a§�da verilen özelliklere sahiptir:

i) ω(f ; δ) ≥ 0,

ii) δ1 ≤ δ2 ise ω(f ; δ1) ≤ ω(f ; δ2),

iii) m ∈ N için ω(f ;mδ) ≤ mω(f ; δ),

iv) λ ∈ R+için ω(f ;λδ) ≤ (1 + λ)ω(f ; δ),

v) f , I üzerinde düzgün sürekli ⇐⇒ lim
δ+→0

ω(f ; δ) = 0,

vi) |f(t)− f(x)| ≤ ω(f ; |t− x|),

vii) |f(t)− f(x)| ≤
(
|t−x|
δ

+ 1
)
ω(f ; δ).

2.1.11. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) ve δ > 0 olmak üzere

K(f ; δ) = inf
g∈C2

B [0,∞)

{
‖f − g‖CB [0,∞) + δ ‖g‖C2

B [0,∞)

}
ifadesine Peetre K-fonsiyoneli denir.

Burada

CB [0,∞) = {f ∈ C [0,∞) : f, [0,∞) da s�n�rl�}

ve

C2
B [0,∞) =

{
g : g, g

p
, gq ∈ CB [0,∞)

}
olup CB [0,∞) ve C2

B [0,∞) üzerindeki normlar

s�ras�yla

‖f‖∞ = sup
x∈[0,∞)

|f(x)| ve ‖g‖C2
B

= ‖g‖∞ + ‖gp‖∞ + ‖gq‖∞
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dir [19].

2.1.12. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) ve δ > 0 olmak üzere f fonksiyonun ikinci süreklilik modülü

ω2(f ; δ) = sup
0≤h≤x,x+2h∈[a,b]

|f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)|

³eklinde tan�mlan�r. Ayr�ca

K(f ; δ) ≤ Aω2(f ; δ)

olacak ³ekilde bir A > 0 vard�r [15].
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3. BRENKE T�P POL�NOMLARI TABANLI SZÁSZ-

KANTOROV�CH OPERATÖRLER�N�N YAKLA�IM

ÖZELL�KLER�

3.1. Brenke tip Polinomlar� Tabanl� Szász-Kantorovich Operatörlerinin

Yakla³�m Özellikleri

Bu bölümde öncelikle Atakut ve Büyükyaz�c� taraf�ndan E³. (1.10) ile verilen Brenke

polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich tip operatörlerinin yakla³�m özellikleri

incelenecektir.

3.1.1. Lemma

∀x ∈ [0,∞) için

i)Lαn,βnn (1;x) = 1

ii)Lαn,βnn (t;x) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)

iii)Lαn,βnn (t2;x) =
α2
n

β2
n

Bq(αnx)

B(αnx)
x2 +

2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x

+
1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

iv)Lαn,βnn (t3;x, y) =
α3
n

β3
n

Bqp(αnx)

B(αnx)
x3 +

3α2
n

β3
n

2Ap(1) + 3A(1)

A(1)

B pp(αnx)

B(αnx)
x2

+
αn
2β3

n

6App(1) + 18Ap(1) + 7A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

4β3
n

4Aqp(1) + 16App(1) + 12Ap(1) + A(1)

A(1)

v)Lαn,βnn (t4;x) =
α4
n

β4
n

B(4)(αnx)

B(αnx)
x4 +

4α3
n

β4
n

Ap(1) + 2A(1)

A(1)

B ppp(αnx)

B(αnx)
x3

+
3α2

n

2β4
n

2App(1) + 8Ap(1) + 5A(1)

A(1)

B pp(αnx)

B(αnx)
x2
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+
αn
β4
n

4Appp(1) + 24App(1) + 30Ap(1) + 6A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x

+
1

β4
n

5A(4)(1) + 40Appp(1) + 75App(1) + 30Ap(1) + A(1)

A(1)

3.1.2. Teorem

f ∈ CE [0,∞) olsun. Bu durumda [0,∞) un kompakt alt kümeleri üzerinde

lim
n→∞

∥∥Lαn,βnn (f)− f
∥∥
CE [0,∞)

= 0

gerçeklenir. Burada

E =
{
f : |f | ≤ aebx, a ∈ R+, b ∈ R

}
ve CE [0,∞) = C [0,∞) ∩ E

d�r.

�spat

Lemma 3.1.1, E³. (1.7) ko³ullar� ve Korovkin Teoreminden ispat elde edilir.

3.1.3. Lemma

∀x ∈ [0,∞) için a³a§�daki e³itlikler gerçeklenir:

i)Lαn,βnn (t− x;x) =

(
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
− 1

)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)

ii)Lαn,βnn ((t− x)2;x) =

(
α2
n

β2
n

Bq(αnx)

B(αnx)
− 2αn

βn

B p(αnx)

B(αnx)
+ 1

)
x2

+

(
2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
− 1

βn

2Ap(1) + 1

A(1)

)
x+

1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

iii)Lαn,βnn ((t− x)4;x) = O

(
1

βn

)
4∑
i=0

xi
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3.1.4. Teorem

f ∈ CE [0,∞) olsun. Bu durumda

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2w

(
f ;
√
δn(x)

)
e³itli§i sa§lan�r. Burada

δ = (δn(x))

ve

δn(x) =
√
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

dir.

�spat

Lemma 3.1.1 ve Lαn,βnn operatörünün lineer poziti�i§inden

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ Lαn,βnn (|f(t)− f(x)| ;x)

olur.

Di§er yandan süreklilik modülünün (vii) özelli§inden ve Cauchy-Schwarz e³itsizli§inden

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣

≤ βn
A(1)B(αnx)

∞∑
k=0

pk(αnx)

k+1
βn∫
k
βn

|f(t)− f (x)| dt

≤ βn
A(1)B(αnx)

∞∑
k=0

pk(αnx)

k+1
βn∫
k
βn

(
|t−x|
δ

+ 1
)
dtw(f ; δ)



14

w(f ; δ)

1 +
1

δ

βn
A(1)B(αnx)

∞∑
k=0

pk(αnx)

k+1
βn∫
k
βn

|t− x| dt


≤ w(f ; δ)

(
1 + δ−1

(
Lαn,βnn

(
(t− x)2 ;x

))1�2
)

elde edilir.

Burada

δ = (δn(x)), δn(x) =
√
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

seçilirse

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2w

(
f ;
√
δn (x)

)
bulunur.

�imdi Lαn,βnn için Voronovskaja tip teoremi a³a§�da verelim.

3.1.5. Teorem

f ∈ C2
E [0,∞) ve ∀x ∈ [0, a] için

lim
n→∞

αn
[
Lαn,βnn (f ;x)− f(x)

]
=

2Ap(1) + 1

2A(1)
f p(x) +

1

2

2Ap(1)− 1

A(1)
xf q(x)

gerçeklenir, burada C2
E [0,∞) = {f : f ,f p,f q ∈ CE [0,∞)} dir.

�spat

x ≥ 0 olsun. Taylor formülünden

f(t)− f(x) = (t− x) f p(x) +
1

2
(t− x)2 f q(x) + h (t, x) (t− x)2 (3.1)

yazabiliriz, öyleki h (t, x) ∈ CE [0,∞) için limt→x h (t, x) = 0 d�r. E³. (3.1) e³itli§inin
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her iki taraf�na Lαn,βnn operatörü uygulan�p αn ile çarp�l�rsa

αn
[
Lαn,βnn (f ;x)− f(x)

]
= αnf

p(x)Lαn,βnn ((t− x) ;x) + αn
1
2
f q(x)Lαn,βnn

(
(t− x)2 ;x

)
+αnL

αn,βn
n

(
h (t, x) (t− x)2 ;x

)
E³. (1.7), E³. (1.11) ve Lemma 3.1.3 den

lim
n→∞

αnL
αn,βn
n ((t− x) ;x) =

2Ap(1) + 1

2A(1)

lim
n→∞

αnL
αn,βn
n

(
(t− x)2 ;x

)
=

2A(1)− 1

A(1)
x

lim
n→∞

αnL
αn,βn
n

(
(t− x)4 ;x

)
= 3x2

dir. Di§er yandan Cauchy-Schwarz e³itsizli§inden

αnL
αn,βn
n

(
h (t, x) (t− x)2 ;x

)
≤
√
Lαn,βnn (h2 (t, x) ;x)

√
α2
nL

αn,βn
n

(
(t− x)4 ;x

)
yazabiliriz. Ayr�ca h2 (t, x) ∈ CE [0,∞) oldu§undan

lim
n→∞

Lαn,βnn (h2 (t, x)) = h2 (x, x) = 0

olur. Bu durumda

lim
n→∞

αnL
αn,βn
n

(
h (t, x) (t− x)2 ;x

)
= 0

bulunur.

O halde
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lim
n→∞

αn
[
Lαn,βnn (f ;x)− f(x)

]
=

2Ap(1) + 1

2A(1)
f p(x) +

1

2

2Ap(1)− 1

A(1)
xf q(x)

elde edilir.

3.1.6. Teorem

f ∈ CB [0,∞) olsun. Bu durumda her g ∈ C2
B [0,∞) için

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣

≤ 4K
(
f ;Pαn,βn

n (x)
)

+ w

(
f ;
√

(an(x)− x)2
)

≤ H1

{
w2

(
f ;
√
Pαn,βn
n (x)

)
+ min

(
1, Pαn,βn

n (x)
)
‖f‖∞

}

+w

(
f ;
√

(an(x)− x)2
)

dir, burada H1 > 0 bir sabit ve Pαn,βn
n (x) = δn(x)2 + (an(x)− x)2 ve

an(x) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x +

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)
olup δn(x) de Teorem 3.1.4 de tan�mland�§�

gibidir.

�spat

f ∈ CB [0,∞) olmak üzere Lαn,βnn (f ;x) yard�mc� operatörünü a³a§�daki ³ekilde

tan�mlayal�m.

Lαn,βnn (f ;x) = Lαn,βnn (f ;x) + f(x)− f(
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)
) (3.2)

Lemma 3.1.3 den

Lαn,βnn (1;x) = 1, Lαn,βnn (t;x) = x ve Lαn,βnn ((t− x);x) = 0

olur.
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g ∈ C2
B [0,∞) ve x ∈ [0,∞) için Taylor formülünden,

g(t)− g(x) = (t− x)gp(x) +
t∫
x

(t− u)gq(u)du

yaz�l�r. Lαn,βnn operatörü yukar�daki e³itli§in her iki yan�na uygulan�rsa;

Lαn,βnn ((g;x)− g(x))

= gp(x)Lαn,βnn ((t− x);x) + Lαn,βnn

(
t∫
x

(t− u)gq(u)du;x

)

= Lαn,βnn

(
t∫
x

(t− u) gq(u);x

)
−

an(x)∫
x

(an(x)− u) gq(u)du

elde edilir.

Buradan

∣∣∣Lαn,βnn (g;x)− g(x)
∣∣∣

≤ Lαn,βnn

(∣∣∣∣ t∫
x

|t− u| |gq(u)| du
∣∣∣∣ ;x)

+

∣∣∣∣∣∣∣
αn
βn

Bp(αnx)
B(αnx)

x+ 1
βn

2Ap(1)+1
2A(1)∫

x

|an(x)− u| |gq(u)| du

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖gq‖∞

(
Lαn,βnn

(
(t− x)2 ;x

)
+ (an(x)− x)2

)
≤ ‖gq‖∞

(
δn(x)2 + (an(x)− x)2

)
olup Pαn,βn

n (x) = δn(x)2 + (an(x)− x)2 seçilir ve ‖g‖C2
B [0,∞) = ‖g‖∞ + ‖gp‖∞ + ‖gq‖∞

e³itli§i dikkate al�n�rsa

∣∣∣Lαn,βnn ((g(t);x)− g(x))
∣∣∣ ≤ ‖g‖

C2
B

[0,∞)
Pαn,βn
n (x)

bulunur.



18

Di§er yandan Lαn,βnn operatörünün tan�mdan ve Lemma 3.1.1 den

∣∣∣Lαn,βnn (f ;x)
∣∣∣

=
∣∣Lαn,βnn (f ;x) + f(x)− f(an(x))

∣∣
≤
∣∣Lαn,βnn (f ;x)

∣∣+ |f(x)|+ |f (an (x))|

≤ 3 ‖f‖∞ (3.3)

olur. Böylece f ∈ CB [0,∞) ve g ∈ C2
B [0,∞) için E³. (3.2) ve E³. (3.3) den

∣∣Lαn,βnn,m (f ;x)− f(x)
∣∣

≤
∣∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x) + f(an(x))− f(x)

∣∣∣
≤
∣∣∣Lαn,βnn (f − g) ;x

∣∣∣+
∣∣∣Lαn,βnn (g;x)− g(x)

∣∣∣+ |f(x)− g(x)|

+ |f(x)− f(an(x))|

≤ 4 ‖f − g‖∞ + ‖g‖C2
B(I) P

αn,βn
n (x) + w

(√
(an(x)− x)2

)

bulunur. Bu e³itsizli§in g ∈ C2
B [0,∞) üzerinden her iki yan�n�n in�mumu al�n�rsa

Peetre K-fonksiyoneli'nin tan�m�ndan

∣∣Lαn,βnn (f ;x)− f(x)
∣∣

≤ 4 infg∈C2
B(I)

{
‖f − g‖+ ‖g‖C2

B(I) P
αn,βn
n (x)

}

+w

(
f ;
√

(an(x)− x)2
)

= 4K
(
f ;Pαn,βn

n (x)
)

+ w

(
f ;
√

(an(x)− x)2
)
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≤ H1

{
w2

(
f ;
√
Pαn,βn
n (x)

)
+ min

(
1, Pαn,βn

n (x)
)
‖f‖∞

}

+w

(
f ;
√

(an(x)− x)2
)

elde edilir.
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4. �K� DE���KENL� BRENKE T�P POL�NOMLARI

TABANLI SZÁSZ -KANTOROV�CH OPERATÖRLER�

4.1. �ki De§i³kenli Brenke Tip Polinomlar� Tabanl� Szász-Kantorovich

Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

Bu bölümde, Brenke tip polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich operatörlerinin iki

de§i³kenli bir genelle³tirmesi tan�mlanarak, bu operatörler için tam süreklilik modülü,

k�smi süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar ve Peetre K-fonksiyoneli

yard�m�yla yakla³�m derecesi hesaplanm�³t�r.

4.1.1. Tan�m

n,m ∈ N, (x, y) ∈ I2 = [0,∞) × [0,∞) ve {αn}, {βn}, {γm} ve {ηm} a³a§�da verilen

ko³ullar� sa§layan pozitif artan diziler olsun.

lim
n→∞

1

βn
= 0,

αn
βn

= 1 +O(
1

βn
) (4.1)

lim
m→∞

1

ηm
= 0,

γm
ηm

= 1 +O(
1

ηm
)

Bu durumda

xL
αn,βn
n (f ;x, y) =

βn
A(1)B(αnx)

∞∑
k=0

pk(αnx)

k+1
βn∫
k
βn

f(t, y)dt,

yL
γm,ηm
m (f ;x, y) =

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
j=0

pj(γmy)

j+1
ηm∫
j
ηm

f(x, s)ds

olmak üzere Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) operatörü xL
αn,βn
n (f ;x, y) ve yL

γm,ηm
m (f ;x, y)

operatörlerinin

Lαn,βn,γm,ηmn,m =x L
αn,βn
n ×y Lγm,ηmm
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³eklinde bir tensörel çarp�m�d�r. Buna göre

Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) =
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

f(t, s)dsdt (4.2)

³eklinde tan�mlanan operatöre iki de§i³kenli Brenke polinomlar� tabanl�

Szász-Kantorovich operatörü denir. Burada pk(αnx) ve pj(γmy), E³. (1.5) e³itli§i ile

verilen Brenke taban polinomlar�d�r.

4.1.2. Lemma

(x, y) ∈ I2

i)Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y) = 1

ii)Lαn,βn,γm,ηmn,m (t;x, y) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)

iii)Lαn,βn,γm,ηmn,m (s;x, y) =
γm
ηm

B p(γmy)

B(γmy)
y +

1

ηm

2Ap(1) + 1

2A(1)

iv)Lαn,βn,γm,ηmn,m (t2;x, y) =
α2
n

β2
n

Bq(αnx)

B(αnx)
x2 +

2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x

+
1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

v)Lαn,βn,γm,ηmn,m (s2;x, y) =
γ2m
η2m

Bq(γmy)

B(γmy)
y2 +

2γm
η2m

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(γmy)

B(γmy)
y

+
1

3η2m

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

vi)Lαn,βn,γm,ηmn,m (t3;x, y) =
α3
n

β3
n

Bqp(αnx)

B(αnx)
x3 +

3α2
n

β3
n

2Ap(1) + 3A(1)

A(1)

B pp(αnx)

B(αnx)
x2
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+
αn
2β3

n

6App(1) + 18Ap(1) + 7A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

4β3
n

4Aqp(1) + 16App(1) + 12Ap(1) + A(1)

A(1)

vii)Lαn,βn,γm,ηmn,m (s3;x, y) =
γ3m
η3m

Bqp(γmy)

B(γmy)
y3 +

3γ2m
η3m

2Ap(1) + 3A(1)

A(1)

B pp(γmy)

B(γmy)
y2

+
γm
2η3m

6App(1) + 18Ap(1) + 7A(1)

A(1)

B p(γmy)

B(γmy)
y +

1

4η3m

4Aqp(1) + 16App(1) + 12Ap(1) + A(1)

A(1)

viii)Lαn,βn,γm,ηmn,m (t4;x, y) =
α4
n

β4
n

B(4)(αnx)

B(αnx)
x4 +

4α3
n

β4
n

Ap(1) + 2A(1)

A(1)

B ppp(αnx)

B(αnx)
x3

+
3α2

n

2β4
n

2App(1) + 8Ap(1) + 5A(1)

A(1)

B pp(αnx)

B(αnx)
x2

+
αn
β4
n

4Appp(1) + 24App(1) + 30Ap(1) + 6A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x

+
1

β4
n

5A(4)(1) + 40Appp(1) + 75App(1) + 30Ap(1) + A(1)

A(1)

ix)Lαn,βn,γm,ηmn,m (s4;x, y) =
γ4m
η4m

B(4)(γmy)

B(γmy)
y4 +

4γ3m
η4m

Ap(1) + 2A(1)

A(1)

B ppp(γmy)

B(γmy)
y3

+
3γ2m
2η4m

2App(1) + 8Ap(1) + 5A(1)

A(1)

B pp(γmy)

B(γmy)
y2

+
γm
γ4m

4Appp(1) + 24App(1) + 30Ap(1) + 6A(1)

A(1)

B p(γmy)

B(γmy)
y

+
1

η4n

5A(4)(1) + 40Appp(1) + 75App(1) + 30Ap(1) + A(1)

A(1)

�spat

�ki de§i³kenli bir operatör için do§rucu fonksiyonlar� a³a§�daki gibi tan�mlayal�m:

A(t)B(xt) =
∞∑
k=0

pk(x)tk (4.3)
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A(s)B(ys) =
∞∑
j=0

pj(y)sj (4.4)

i) E³. (4.3) de t = 1 ve x yerine αnx al�rsak

A(1)B(αnx) =
∞∑
k=0

pk(αnx) (4.5)

ve benzer ³ekilde E³. (4.4) de s = 1 ve y yerine γmy al�rsak

A(1)B(γm) =
∞∑
j=0

pj(γmy) (4.6)

elde ederiz.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

dsdt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

(
j + 1

ηm
− j

ηm

)
dt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)
1

ηm

1

βn

bulunur. Böylece E³. (4.5) ve E³. (4.6) e³itliklerinden

Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

1

ηm

1

βn
A(1)B(αnx)A(1)B(γmy)

Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y) = 1

elde edilir.
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ii) E³. (4.3) ifadesinin t ye göre türevinden

Ap(t)B(xt) + xA(t)B p(xt) =
∞∑
k=0

kpk(x)tk−1 (4.7)

olur. E³. (4.7) e³itli§inde t = 1 ve x yerine αnx al�n�rsa

Ap(1)B(αnx) + αnxA(1)B p(αnx) =
∞∑
k=0

kpk(αnx) (4.8)

bulunur.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (t;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

tdsdt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

t
1

ηm
dt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)
1

2ηm

[
(k + 1)2

β2
n

− k2

β2
n

]

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)
1

2ηm

2k + 1

β2
n

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

1

2ηmβ2
n

×

[
2
∞∑
k=0

∞∑
j=0

kpk(αnx)pj(γmy) +
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

]

olup E³. (4.5), E³. (4.6) ve E³. (4.8) den

Lαn,βn,γm,ηmn,m (t;x, y) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)
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elde edilir.

iii) E³. (4.4) ifadesinin s ye göre türevi;

Ap(s)B(ys) + yA(s)B p(ys) =
∞∑
j=0

jpj(y)sj−1 (4.9)

dir. E³. (4.9) e³itli§inde s = 1 ve y yerine γmy yaz�ld�§�nda;

Ap(1)B(γmy) + γmyA(1)B p(γmy) =
∞∑
j=0

jpj(y) (4.10)

olur.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (s;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

sdsdt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

2j + 1

2η2m
dt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)
2j + 1

2η2mβn

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

1

2η2mβn

×

[
2
∞∑
k=0

∞∑
j=0

jpk(αnx)pj(γmy) +
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

]
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olup E³. (4.5), E³. (4.6) ve E³. (4.10) den

Lαn,βn,γm,ηmn,m (s;x, y) =
γm
ηm

B p(γmy)

B(γmy)
y +

1

ηm

2Ap(1) + 1

2A(1)

elde edilir.

iv) E³. (4.7) ifadesinin t ye göre türevi;

App(t)B(xt) + 2xAp(t)B p(xt) + x2Ap(t)B pp(xt) =
∞∑
k=0

k(k − 1)pk(x)tk−2 (4.11)

dir. E³. (4.11) e³itli§inde t = 1 ve x yerine αnx yaz�ld�§�nda;

∞∑
k=0

k2pk(x)

= App(1)B(αnx) + 2αnxA
p(1)B p(αnx) + α2

nx
2Ap(1)B pp(αnx)

+Ap(1)B(αnx) + A(1)αnxB
p(αnx) (4.12)

olur.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (t2;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

t2dsdt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

t2
j

ηm
dt
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=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)
j

3ηmβ3
n

[3k2 + 3k + 1]

olup E³. (4.5), E³. (4.6), E³. (4.8) ve E³. (4.12) den

Lαn,βn,γm,ηmn,m (t2;x, y)

=
α2
n

β2
n

Bq(αnx)

B(αnx)
x2 +

2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
x

+
1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

elde edilir.

v) E³. (4.9) ifadesinin s ye göre türevi;

App(s)B(ys) + 2yAp(s)B p(ys) + y2Ap(s)B pp(ys) =
∞∑
j=0

j(j − 1)pj(y)sj−2 (4.13)

dir. E³. (4.13) e³itli§inde s = 1 ve y yerine γmy yaz�ld�§�nda;

∞∑
j=0

j2pj(y)

= App(1)B(γmy) + 2γmyA
p(1)B p(γmy) + γ2my

2Ap(1)B pp(γmy)

+Ap(1)B(γmy) + A(1)γmyB
p(γmy) (4.14)

olur.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (s2;x, y)

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)
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×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

s2dsdt

=
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

1

3η3m

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy)

k+1
βn∫
k
βn

(3j2 + 3j + 1) dt

= βn
A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

× 1

3η3mβn

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk(αnx)pj(γmy) (3j2 + 3j + 1)

olup E³. (4.5), E³. (4.6), E³. (4.10) ve E³. (4.14) den

Lαn,βn,γm,ηmn,m (s2;x, y) =
γ2m
η2m

Bq(γmy)

B(γmy)
y2 +

2γm
η2m

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(γmy)

B(γmy)
y

+
1

3η2m

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

elde edilir.

4.1.3. Lemma

(x, y) ∈ I 2

i)Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x);x, y) =

(
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
− 1

)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)

ii)Lαn,βn,γm,ηmn,m ((s− y);x, y) =

(
γm
ηm

B p(γmy)

B(γmy)
− 1

)
y +

1

ηm

2Ap(1) + 1

2A(1)

iii)Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x)2;x, y) =

(
α2
n

β2
n

Bq(αnx)

B(αnx)
− 2αn

βn

B p(αnx)

B(αnx)
+ 1

)
x2

+

(
2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(αnx)

B(αnx)
− 1

βn

2Ap(1) + 1

A(1)

)
x
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+
1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

iv)Lαn,βn,γm,ηmn,m ((s− y)2;x, y) =

(
γ2m
η2m

Bq(γmy)

B(γmy)
− 2γm

ηm

B p(γmy)

B(γmy)
+ 1

)
y2

+

(
2γm
η2m

Ap(1) + A(1)

A(1)

B p(γmy)

B(γmy)
− 1

ηm

2Ap(1) + 1

A(1)

)
y

+
1

3η2m

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

dir.

�spat

i) Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörünün lineerlik özelli§inden

Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x);x, y) = Lαn,βn,γm,ηmn,m (t;x, y)− xLαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

Lemma 4.1.2 (i) ve (ii) den

Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x);x, y) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)
− x

=

(
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
− 1

)
x+

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)

olarak bulunur.

ii) (i) dekine benzer ³ekilde elde edilir.

iii)Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x)2;x, y)

= Lαn,βn,γm,ηmn,m (t2;x, y)− 2xLαn,βn,γm,ηmn,m (t;x, y) + x2Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

olup Lemma 4.1.2, (i), (ii) ve (iv) den ispat elde edilir.
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iv) (iii) dekine benzer ³ekilde elde edilir.

4.1.4. Tan�m

f ∈ CB(I2) = {f : f : I2 → R s�n�rl� ve sürekli} ve δ > 0 olsun. �ki de§i³kenli

fonksiyonlar için tam süreklilik modülü a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

ω(f ; δ) = sup
(t,s),(x,y)∈I2
φ(t,s,x,y)≤δ

|f(t, s)− f(x, y)|

burada

φ(t, s, x, y) =
√

(t− x)2 + (s− y)2

dir.

x ve y de§i³kenlerine göre k�smi süreklilik modülleri ise

ω1(f ; δ) = sup {|f(x1, y)− f(x2, y)| : y ∈ [0,∞) ve |x1 − x2| ≤ δ}

ω2(f ; δ) = sup {|f(x, y1)− f(x, y2)| : x ∈ [0,∞) ve |y1 − y2| ≤ δ}

³eklinde tan�mlan�r [4].

Tam süreklilik modülü ve k�smi süreklilik modülü, süreklilik modülü ile ayn� özelliklere

sahiptir.

4.1.5. Teorem

f ∈ CB(I2) ∩ F ve (x, y) ∈ I2 için

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ 2w (f ; δn,m (x, y))

olur. Burada
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δ = (δn,m (x, y)), (δn,m (x, y)) = {δ2n (x) + δ2m (y)}1/2, δn(x) =
(
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

)1/2
ve

δm(y) = (Lγm,ηmm ((s− y)2; y))
1/2

dir. Ayr�ca

F =
{
f : |f (x, y)| ≤Meλ(x+y),M > 0, λ ∈ R

}
.

�spat

Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörünün lineer poziti�i§inden ve tam süreklilik modülünün

tan�m�ndan

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (|f(t, s)− f(x, y)| ;x, y)

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (ω (f ;φ (t, s, x, y)) ;x, y)

≤ ω (f ; δ)
{

1 + 1
δ

[
Lαn,βn,γm,ηmn,m (φ (t, s, x, y) ;x, y)

]}
dir. Cauchy-Schwarz e³itsizli§i ve Lemma 4.1.3 den

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ ω (f ; δ)
{

1 + 1
δ

[
Lαn,βn,γm,ηmn,m (φ2 (t, s, x, y) ;x, y)

]1/2}
= ω (f ; δ)

{
1 + 1

δ

[
Lαn,βnn

(
(t− x)2 ;x

)
+ Lγm,ηmm

(
(s− y)2 ; y

)]1/2}
elde edilir. δn(x) ve δm(y) hipotezde verildi§i gibi seçilir ve

δ = (δn,m (x, y)) , δn,m (x, y) = {δ2n (x) + δ2m (y)}1/2

al�n�rsa



33

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ 2w (f ; δn,m (x, y))

bulunur.

4.1.6. Teorem

f ∈ CB(I2) ∩ F için

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ 2(ω1(f ; δn(x)) + ω2(f ; δm(y)))

Burada δ1 = (δn(x)), δ2 = (δm(y)), Teorem 4.1.5 de tan�mland�§� gibidir.

�spat

Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörünün lineer poziti�i§inden ve k�smi süreklilik modülünün

tan�m�ndan

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (|f(t, s)− f(x, y)| ;x, y)

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (|f(t, s)− f(x, s)| ;x, y) + Lαn,βn,γm,ηmn,m (|f(x, s)− f(x, y)| ;x, y)

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (ω1(f ; |t− x|);x, y) + Lαn,βn,γm,ηmn,m (ω2(f ; |s− y|);x, y)

≤ ω1(f ; δ1)
[
1 + 1

δ1
Lαn,βnn (|t− x| ;x)

]
+ ω2(f ; δ2)

[
1 + 1

δ2
Lγm,ηmm (|s− y| ; y)

]
olur. Cauchy-Schwarz e³itsizli§inden

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ ω1(f ; δ1)
[
1 + 1

δ1

(
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

)1/2]
+ω2(f ; δ2)

[
1 + 1

δ2
(Lγm,ηmm ((s− y)2; y))

1/2
]
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bulunur. δ1 ve δ2 Teorem 4.1.5 de verildi§i gibi seçilirse ispat tamamlan�r.

4.1.7. Tan�m

(ζ1, ζ2) ∈ (0, 1] ve f ∈ C(I2) olsun. E§er

|f(t, s)− f(x, y)| ≤ N |t− x|ζ1 |s− y|ζ2

ko³ulu sa§lanacak ³ekilde bir N > 0 sabiti varsa f fonksiyonu Lipschitz s�n�f�ndand�r

denir ve f ∈ LipN(ζ1, ζ2) ile gösterilir.

4.1.8. Teorem

f ∈ LipN(ζ1, ζ2) ise

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ Nδζ1n (x)δ

ζ2

m (y)

dir, burada δn(x) ve δm(y) Teorem 4.1.5 de tan�mland�§� gibidir.

�spat

f ∈ LipN(ζ1, ζ2) için

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (|f(t, s)− f(x, y)| ;x, y)

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (N |t− x|ζ1 |s− y|ζ2 ;x, y)

= NLαn,βnn (|t− x|ζ1 ;x)Lγm,ηmm (|s− y|ζ2 ; y).

olur.

p1 = 2
ζ1
, q1 = 2

2−ζ1 ve p2 = 2
ζ2
, q2 = 2

2−ζ2 için Hölder e³itsizli§i ve Lemma 4.1.3 den



35

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ N
(
Lαn,βnn ((t− x)2 ;x)

) ζ12 (
Lαn,βnn (1;x)

) 2−ζ1
2

(Lγm,ηmm ((s− y)2; y))
ζ2
2 (Lγm,ηmm (1; y))

2−ζ2
2

= Nδζ1n (x)δ
ζ2

m (y)

elde edilir.

4.1.9. Tan�m

f (p,q) , x ve y de§i³kenlerine göre f fonksiyonunun (p, q). mertebeden k�smi türevlerini

göstermek üzere

C2
B(I2) =

{
f ∈ CB(I2) : f (p,q) ∈ CB(I2), 1 ≤ p, q ≤ 2

}
uzay�

‖f‖C2
B(I2) = ‖f‖CB(I2) +

2∑
i=1

∥∥∥∥∂if∂xi
∥∥∥∥
CB(I2)

+
2∑
i=1

∥∥∥∥∂if∂yi
∥∥∥∥
CB(I2)

normu ile bir normlu uzayd�r. f ∈ CB(I2) fonksiyonunun Peetre's K-fonksiyoneli

K(f ; δ) = infg∈C2
B(I2)

{
‖f − g‖CB(I2) + δ ‖g‖C2

B(I2) , δ > 0
}

³eklinde tan�mlan�r ve δ > 0 için

K(f ; δ) ≤ H
{
ω2(f ;

√
δ) + min(1, δ) ‖f‖CB(I2))

}
(4.15)

dir [14]. Burada H, δ ve f den ba§�ms�z pozitif bir sabit olup ω2(f ; δ) ise

w2(f ; δ) = sup√
t2+s2≤δ

∥∥∥∥∥∥
2∑
j=0

(−1)2−j

 2

j

 f (x+ jt, y + js)

∥∥∥∥∥∥
cB(I2)

³eklinde tan�mlanan ikinci süreklilik modülüdür [15].
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�imdi, Peetre's K-fonksiyoneli yard�m�yla Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) operatörünün yak�nsama

oran�n� verelim.

4.1.10. Teorem

f ∈ CB(I2) için

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ H

{
ω2(f ;

√
Aαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y))

+ min(1, Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y)) ‖f‖C2
B(I)

}

+ω

(
f ;
√

(an (x)− x)2 − (bm (y)− y)2
)

dir, burada Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) = (δn(x))2 + (δm(y))2 + (an(x) − x)2 + (bm(y) − y)2,

an(x) =
αn
βn

B p(αnx)

B(αnx)
x +

1

βn

2Ap(1) + 1

2A(1)
, bm(y) =

γm
ηm

B p(γmy)

B(γmy)
y +

1

ηm

2Ap(1) + 1

2A(1)
olup

δn(x) ve δm(y) Teorem 4.1.5 de tan�mland�§� gibidir.

�spat

Öncelikle yard�mc� operatörümüzü tan�mlayal�m.

Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) = Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) + f(x, y)− f(an(x), bm(y)).

Lemma 4.1.2 den

Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y) = 1,

Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x);x, y) = 0,

Lαn,βn,γm,ηmn,m ((s− y);x, y) = 0
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dir.

g ∈ C2
B(I2) ve (t, s) ∈ I2 için Taylor formülünden

g(t, s)− g(x, y)

=
∂g(x, y)

∂x
(t− x) +

t∫
x

(t− u)
∂2g(u, y)

∂u2
du

+∂g(x,y)
∂y

(s− y) +
s∫
y

(s− v)
∂2g(x, v)

∂v2
dv.

olur.

Bu e³itli§in her iki taraf�na Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörünü uygulayal�m:

Lαn,βn,γm,ηmn,m (g;x, y)− g(x, y)

= Lαn,βn,γm,ηmn,m (
t∫
x

(t− u)∂
2g(u,y)
∂u2

du ;x, y)

+Lαn,βn,γm,ηmn,m (
s∫
y

(s− v)∂
2g(x,v)
∂v2

dv ;x, y)

= Lαn,βn,γm,ηmn,m (
t∫
x

(t− u)∂
2g(u,y)
∂u2

du ;x, y)

−
an(x)∫
x

(an(x)− u) ∂2g(u,y)
∂u2

du

+Lαn,βn,γm,ηmn,m (
s∫
y

(s− v)∂
2g(x,v)
∂v2

dv ;x, y)

−
bm(y)∫
y

(bm(y)− v) ∂2g(x,v)
∂v2

dv.

Böylece

∣∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (g;x, y)− g(x, y)
∣∣∣



38

≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m

(∣∣∣∣ t∫
x

|t− u|
∣∣∣∣∂2g(u, y)

∂u2

∣∣∣∣ du∣∣∣∣ ;x, y)

+

∣∣∣∣∣an(x)∫x |an(x)− u|
∣∣∣∣∂2g(u, y)

∂u2

∣∣∣∣ du
∣∣∣∣∣

+Lαn,βn,γm,ηmn,m

(∣∣∣∣∣ s∫y |s− v|
∣∣∣∣∂2g(v, x)

∂v2

∣∣∣∣ dv
∣∣∣∣∣ ;x, y

)

+

∣∣∣∣∣ bm(y)∫
y

|bm(y)− v|
∣∣∣∣∂2g(v, x)

∂v2

∣∣∣∣ dv
∣∣∣∣∣

≤
{
δ2n(x) + (an(x)− x)2

}
‖g‖

C2
B

(I2)

+
{
δ2m(y) + (bm(y)− y)2

}
‖g‖

C2
B

(I2)
.

elde edilir.

Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) = δ2n(x) + δ2m(y) + (an(x)− x)2 + (bm(y)− y)2

seçilirse

∣∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (g;x, y)− g(x, y)
∣∣∣ ≤ Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) ‖g‖C2

B(I2) . (4.16)

bulunur. Di§er yandan

∣∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)
∣∣∣

≤
∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)

∣∣+ |f(x, y)|+ |f(an(x), bm(y))|

≤ 3 ‖f‖CB(I2) . (4.17)

olur. E³. (4.16), E³. (4.17) ve tam süreklilik modülünün tan�m�ndan

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣
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≤
∣∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f − g;x, y)

∣∣∣+ |f(x, y)− g(x, y)|

+
∣∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (g;x, y)− g(x, y)

∣∣∣+ |f(an(x), bm(y))− f(x, y)|

≤ 4 ‖f − g‖CB(I2) + Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) ‖g‖C2
B(I2)

+ω

(
f ;
√

(an (x)− x)2 − (bm (y)− y)2
)

elde edilir.

E³itli§in her iki yan�n�n g ∈ C2
B(I2) üzerinden in�mumu al�n�rsa, Peetre K

fonksiyonelinin tan�m�ndan ve E³. (4.15) den

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ 4 inf
g∈C2

B(I2)

{
‖f − g‖CB(I2) + Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) ‖g‖

C2
B

(I2)

}

+ω

(
f ;
√

(an (x)− x)2 − (bm (y)− y)2
)

= 4K
(
f ;Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y)

)
+ω

(
f ;
√

(an (x)− x)2 − (bm (y)− y)2
)

≤ H

{
ω2

(
f ;
√
Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y) + min

(
1, Aαn,βn,γm,ηmn,m (x, y)

))
‖f‖CB(I2)

}

+ω

(
f ;
√

(an (x)− x)2 − (bm (y)− y)2
)

bulunur. Bu da ispat� tamamlar.
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4.2. �ki De§i³kenli Brenke Polinomlar� Tabanl� Szász-Kantorovich

Operatörlerin A§�rl�kl� Uzaylarda Yakla³�m�

Bu k�s�mda Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörlerinin düzgün yak�nsakl�§� I2 ⊂ R2 de incelenecektir.

Bunu incelemek için Gadjiev taraf�ndan [17] ve [18] de verilen a§�rl�kl� Korovkin tip

teoremlere ihtiyaç vard�r. Bu yüzden öncelikle gerekli olan tan�mlar� ve teoremleri

a³a§�da verelim.

4.2.1. Tan�m

(x, y) ∈ I2 için ρ(x, y) ≥ 1 ve lim√
x2+y2→∞

ρ(x, y) =∞ olacak ³ekilde I2 üzerinde sürekli

ρ fonksiyonuna bir a§�rl�k fonksiyonu denir.

Her (x, y) ∈ I2 için

|f(x, y)| ≤Mfρ(x, y)

ko³ulunu sa§layan tüm f fonksiyonlar�n�n s�n�f� Bρ(I
2) ile gösterilecektir. Burada Mf ,

f fonksiyonuna ba§l� pozitif bir sabittir.

Cρ(I
2) ise, Bρ(I

2) ya ait I2 üzerinde sürekli f fonksiyonlar�n�n s�n�f�d�r. Bρ(I
2) ve Cρ(I2)

‖f‖ρ = sup
(x,y)∈I2

|f(x, , y)|
ρ(x, y)

normu ile birer normlu uzaylard�r.

Ayr�ca

C∗ρ(I2) =

{
f ∈ Cρ(I2) : lim√

x2+y2→∞

f(x, y)

ρ(x, y)
= kf <∞

}

ise

C∗ρ(I2) ⊂ Cρ(I
2) ⊂ Bρ(I

2)
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olur.

4.2.2. Lemma

Bir {Tn,m} operatör dizisinin Cρ(I
2) a§�rl�kl� uzay�ndan Bρ(I

2) a§�rl�kl� uzay�na

dönü³üm yapmas� için gerek ve yeter ko³ul

‖Tn,m(ρ;x, y)‖ρ ≤M1

olacak ³ekilde bir M1 > 0 sabitinin bulunmas�d�r [17,18].

4.2.3. Teorem

{Tn,m}, Cρ(I2) uzay�ndan Bρ(I
2) uzay�na dönü³üm yapan lineer pozitif operatörlerin

bir dizisi olsun. Ayr�ca ρ1 ,

lim√
x2,y2→∞

ρ(x, y)

ρ1(x, y)
= 0 (4.18)

ko³ulunu sa§layan bir a§�rl�k fonksiyonu olsun. E§er {Tn,m} lineer pozitif operatör dizisi

lim
n,m→∞

‖Tn,m (e00)− 1‖ρ = 0

lim
n,m→∞

‖Tn,m (e10)− e10‖ρ = 0

lim
n,m→∞

‖Tn,m (e01)− e01‖ρ = 0

lim
n,m→∞

‖Tn,m (e20 + e02)− (e20 + e02)‖ρ = 0

ko³ullar�n� sa§larsa bu durumda her f ∈ Cρ(I2) için

lim
n,m→∞

‖Tn,mf − f‖ρ1 = 0

gerçeklenir. Burada eij = xiyj , i, j = 0, 1, 2 dir [15, 17].
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�imdi amac�m�za ula³mak için

Tn,m(f ;x, y) =

 Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y) , (x, y) ∈ Iandm ,

f(x, y) , (x, y) /∈ Iandm ,
(4.19)

³eklinde tan�mlanan {Tn,m} lineer pozitif operatör dizisini ele alal�m, burada

Iandm =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ an, 0 ≤ y ≤ dm ve lim
n→∞

an =∞, lim
m→∞

bm =∞
}

dir.

4.2.4. Teorem

ρ(x, y) = 1 + x2 + y2 ve ρ1(x, y), E³. (4.18) ko³ulunu sa§layan a§�rl�kl� fonksiyonlar

olsunlar.

Bu durumda her f ∈ Cρ(I2) için

lim
n,m→∞

‖Tn,mf − f‖ρ1 = 0

d�r.

�spat

Öncelikle Lemma 4.2.2 yard�m�yla Tn,m operatörlerinin Cρ(I2) dan Bρ(I
2) ya dönü³üm

yapan operatörler oldu§u gösterilmelidir. E³. ( 1.7) ve E³. (4.1) ko³ullar�ndan

‖Tn,m(ρ)‖ρ

≤ 1 +
α2
n

β2
n

sup
(x,y)∈Ian,dm

Bq(αnx)

B(αnx)
+

2αn
β2
n

Ap(1) + A(1)

A(1)
sup

(x,y)∈Ian,dm

B p(αnx)

B(αnx)

+
1

3β2
n

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)
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+
γ2m
η2m

sup
(x,y)∈Ian,dm

Bq(γmy)

B(γmy)
+

2γm
η2m

Ap(1) + A(1)

A(1)
sup

(x,y)∈Ian,dm

B p(γmy)

B(γmy)

+
1

3η2m

3Aq(1) + 6Ap(1) + A(1)

A(1)

< 1 +K

olacak ³ekilde bir K > 0 sabiti vard�r. Bu da Tn,m operatörünün Cρ(I2) dan Bρ(I
2) ye

giden bir dönü³üm oldu§unu gösterir.

S�n�rs�z aral�klarda her zaman δ → 0 iken w(f ; δ) → 0 olamaz. Bu durumda s�n�rs�z

aral�klarda yakla³�m�n derecesini incelemek için a§�rl�kl� süreklilik modülünden

yararlan�l�r.

4.2.5. Tan�m

f ∈ C∗ρ(I2) için Ω(f ; δ1, δ2) a§�rl�kl� süreklilik modülü

Ω(f ; δ1, δ2) = sup
(x,y)∈I2

sup
|h1|<δ1,|h2|<δ2

|f(x+ h1, y + h2)− f(x, y)|
ρ(x, y)ρ(h1, h2)

³eklinde tan�mlan�r ve a³a§�daki özellikleri sa§lar:

i) lim
(δ1,δ2)→(0,0)

Ω(f ; δ1, δ2) = 0

ii) |f(t, s)− f(x, y)| ≤ 8(1 + x2 + y2)g(t;x)g(s; y)Ω(f ; δn, δm) (4.20)

burada g(t;x) =
(

1 + |t−x|
δn

) (
1 + (t− x)2

)
ve g(s; y) =

(
1 + |s−y|

δm

) (
1 + (s− y)2

)
dir [23].

�imdi Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörünün yakla³�m oran�n� a§�rl�kl� süreklilik modülü yard�m�yla

hesaplayal�m.
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4.2.6. Teorem

f ∈ C∗ρ(I2) olsun. Bu durumda yeterince büyük m,n ler için

∥∥Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∥∥
ρ3
≤ H2Ω(f ; δ1, δ2)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada H2, n , m lerden ba§�ms�z pozitif bir sabit ve δ1 = (δn) ,

δ2 = (δm) olmak üzere δn = 1
βn

, δm = 1
ηm

dir.

�spat

E³. (4.20) e³itsizli§inden

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ 8
βn

A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

Ω(f ; δn, δm)(1 + x2 + y2)

×
∞∑
k=0

pn,k(αnx)

k+1
βn∫
k
βn

g(t, x)dt
∞∑
j=0

pm,j(γmy)

j+1
ηm∫
j
ηm

g(s, y)ds (4.21)

elde edilir. Di§er yandan

g(t, x) ≤ 2 (1 + δ2n)
(
1 + δ−4n (t− x)4

)
g(s, y) ≤ 2 (1 + δ2m)

(
1 + δ−4m (s− y)4

)
e³itsizlikleri E³. (4.21) de dikkate al�n�rsa, her (x, y) ∈ Ian,dm ve (t, s) ∈ I2 için

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ 8(1 + x2 + y2)Ω(f ; δn, δm)

×
{

1 +
1

δ4n
Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x)4 ;x, y)

}{
1 +

1

δ4m
Lαn,βn,γm,ηmn,m ((s− y)4 ;x, y)

}
(4.22)

olur. Böylece E³. (4.1) ve Lemma 3.1.3 den
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Lαn,βn,γm,ηmn,m ((t− x)4 ;x, y) = O(
1

βn
)

4∑
i=0

xi

Lαn,βn,γm,ηmn,m ((s− y)4 ;x, y) = O(
1

ηm
)

4∑
i=0

yi

olup E³. (4.22) de yerlerine yaz�l�rsa

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

≤ 8(1 + x2 + y2)Ω(f ; δn, δm)

×
{

1 + 1
δ4n
O(

1

βn
)

4∑
i=0

xi
}{

1 +
1

δ4m
O(

1

ηm
)

4∑
i=0

yi
}

bulunur ve δn =
1

βn
, δm =

1

ηm
seçilirse

∣∣Lαn,βn,γm,ηmn,m (f ;x, y)− f(x, y)
∣∣

(1 + x2 + y2)3
≤ H2Ω(f ; δn, δm)

elde edilir.

4.3. GBS Operatörleri ile Yakla³�m�n Derecesi

Bu k�s�mda, sürekli fonksiyonlar�n uzay�ndan daha geni³ olan Bögel sürekli

(B-sürekli) fonksiyonlar uzay�nda çal�³aca§�z. Bögel sürekli fonksiyon tan�m� Bögel

taraf�ndan [12] ve [13] de verildi. Bögel sürekli fonksiyonlara genelle³tirilmi³ Boolean

Toplam operatörleri (GBS operatörleri) ile yakla³�m ilk defa 1990 y�l�nda Badea ve

Cottin taraf�ndan tan�mland�, [10]. Badea ve arkada³lar�, [9] ve [10] de GBS

operatörlerini kullanarak B-sürekli fonksiyonlar için bir Korovkin-tip teorem verdiler.

4.3.1. Tan�m

X ve Y reel aral�klar olmak üzere A = X × Y olsun. f : A→ R fonksiyonunun karma

fark� (x0, y0), (x, y) ∈ A için
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∆f [(x, y); (x0, y0)] = f(x, y)− f(x0, y)− f(x, y0) + f(x0, y0)

³eklinde tan�mlan�r.

E§er herhangi bir (x0, y0) ∈ A noktas� için

lim
(x,y)→(x0,y0)

∆f [(x, y); (x0, y0)] = 0

ise f : A→ R fonksiyonu (x0, y0) ∈ A noktas�nda Bögel süreklidir (B-süreklidir) denir.

A üzerindeki bütün B-sürekli fonksiyonlar�n s�n�f� Cb(A) ile gösterilir.

E§er her (x, y) , (t, s) ∈ A için |∆f [(x, y); (x0, y0)]| ≤ M olacak biçimde bir M > 0

sabiti varsa f fonksiyonuna A üzerinde Bögel s�n�rl�d�r (B-s�n�rl�d�r) denir. A üzerinde

B-s�n�rl� tüm fonksiyonlar�n s�n�f� Bb(A) ile gösterilir. Kompakt kümeler üzerinde her

B-sürekli fonksiyon B-s�n�rl�d�r. Ayr�ca

C(A) ⊂ Cb(A) ve B(A) ⊂ Bb(A)

d�r.

4.3.2. Tan�m

L : Cb(A) → Bb(A) bir lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda L den elde edilen

GBS operatörü her f ∈ Cb(A) ve (x, y) ∈ A için

UL(f ;x, y) = L[f(t, y) + f(x, s)− f(t, s); (x, y)] (4.23)

³eklinde tan�mlan�r.

4.3.3. Tan�m

E³. (4.2) ile verilen Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörü ile elde edilen Uαn,βn,γm,ηm
n,m operatörü her

f ∈ Cb(I2), (x, y) ∈ I2 için
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Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y) =

βn
A(1)B(αnx)

ηm
A(1)B(γmy)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

k+1
βn∫
k
βn

j+1
ηm∫
j
ηm

[f(t, y) + f(x, s)− f(t, s)]dsdt (4.24)

³eklinde tan�mlan�r. Buna göre

Uαn,βn,γm,ηm
n,m =x L

αn,βn
n +y L

γm,ηm
m − Lαn,βn,γm,ηmn,m (4.25)

yaz�labilir.

4.3.4. Lemma

Uαn,βn,γm,ηm
n,m : Cb(I

2)→ Cb(I
2) operatörü lineer ve pozitiftir.

Gerçekten xL
αn,βn
n , yL

γm,ηm
m ve Lαn,βn,γm,ηmn,m operatörleri lineer ve pozitif oldugundan

Uαn,βn,γm,ηm
n,m operatörü lineer ve pozitiftir.

E³.(4.25), Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.2 den a³a§�daki lemmalar� verebiliriz.

4.3.5. Lemma

i) Uαn,βn,γm,ηm
n,m (1;x, y) = 1

ii) Uαn,βn,γm,ηm
n,m (t;x, y) = x

iii) Uαn,βn,γm,ηm
n,m (s;x, y) = y

iv) Uαn,βn,γm,ηm
n,m (t2;x, y) = x2

v) Uαn,βn,γm,ηm
n,m (s2;x, y) = y2
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4.3.6. Lemma

i) Uαn,βn,γm,ηm
n,m ((t− x) ;x, y) = 0

ii) Uαn,βn,γm,ηm
n,m ((s− y) ;x, y) = 0

4.3.7. Tan�m

f ∈ Bb(A) olsun. Bu durumda her δ1, δ2 ∈ [0,∞)× [0,∞) ve (x, y), (t, s) ∈ A için

ωmixed : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞)

ωmixed(f ; δ1, δ2) = sup {|∆f [(t, s), (x, y)]| : |x− t| < δ1, |y − s| < δ2}

³eklinde tan�mlanan fonksiyona karma süreklilik modülü denir.

Karma süreklilik modülü, klasik süreklilik modülü ile ayn� özelliklere sahiptir. Buna

göre

1) Bir reel de§erli f fonksiyonunun düzgün B-sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art

lim
δ1,δ2→0

ωmixed(f ; δ1, δ2) = 0

2) λ1 > 0, λ2 > 0 için

ωmixed(f ;λ1δ1, λ2δ2) ≤ (1 + ]λ1[) (1 + ]λ2[)ωmixed(f ; δ1, δ2)

dir , burada ]λ[ ,λ n�n tam de§eridir, [8].

4.3.8. Teorem

∀f ∈ Cb(I2) ve (x, y) ∈ I2 için

∣∣Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y)− f(x, y)

∣∣ ≤ 4ωmixed(f ; δn, δm)
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dir. Burada δn ve δm Teorem 4.1.5 de tan�mland�§� gibidir.

�spat

Karma süreklilik modülünün özelli§inden

|∆f [(t, s); (x, y)]| ≤ ωmixed(f ; |t− x| , |s− y|)

≤ (1 +
1

δ1
|t− x|)(1 +

1

δ2
|s− y|)ωmixed(f ; δ1, δ2), (4.26)

Karma fark fonksiyonunun tan�m�ndan ve Uαn,βn,γm,ηm
n,m (1;x, y) = 1 e³itli§inden (x, y),

(t, s) ∈ I2, δ1, δ2 > 0 için

Un,m(f ;x, y) = f(x, y)− Lαn,βn,γm,ηmn,m (∆f [(t, s); (x, y)];x, y) (4.27)

yazabiliriz. E³. (4.27) de, E³. (4.26), Lemma 4.1.3 ve Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

kullan�l�rsa

|Un,m(f ;x, y)− f(x, y)| ≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m (|∆f [(t, s); (x, y)]| ;x, y)

≤
(
Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y) + δ−11

√
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

+δ−12

√
Lγm,ηmm ((s− y)2; y) + δ−11 δ−12

√
Lαn,βnn ((t− x)2;x)

×
√
Lγm,ηmm ((s− y)2; y)

)
ωmixed(f ; δ1, δ2)

elde edilir. Burada δ1 = δn(x) ve δ2 = δm(y) Teorem 4.1.5 deki gibi al�n�rsa ispat

tamamlan�r.

4.3.9. Tan�m

f ∈ Cb(I2) ve ζ1, ζ2 ∈ (0, 1] olmak üzere Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar
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LipM(ζ1, ζ2) = {f ∈ Cb(I2) : |∆f [(t, s) ; (x, y)]|

≤M |t− x|ζ1 |s− y|ζ2 olacak biçimde bir M > 0 vard�r
}

³eklinde tan�mlan�r.

4.3.10. Teorem

f ∈ LipM(ζ1, ζ2) olsun. Bu durumda

∣∣Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y)− f(x, y)

∣∣ ≤Mδζ1n (x)δ
ζ2

m (y)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada δn ve δm Teorem 4.1.5 de tan�mland�§� gibidir.

�spat

f ∈ LipM(ζ1, ζ2) olsun. Bu durumda E³. (4.27) den

∣∣Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y)− f(x, y)

∣∣
≤ Lαn,βn,γm,ηmn,m |∆f [(s, t) ; (x, y)]|

≤MLαn,βn,γm,ηmn,m (|t− x|ζ1 |s− y|ζ2 ;x, y)

= MLαn,βnn (|t− x|ζ1 ;x)Lγm,ηmm (|t− y|ζ2 ; y)

olur. p1 = 2
ζ1
, q1 = 2

2−ζ1 ve p2 = 2
ζ2
, q2 = 2

2−ζ2 için Hölder e³itsizli§i ve Lemma 4.1.3 ten

∣∣Uαn,βn,γm,ηm
n,m (f ;x, y)− f(x, y)

∣∣
≤M

(
(Lαn,βn,γm,ηmn,m (t− x)2 ;x, y)

) ζ12 (
Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

) 2−ζ1
2

×(Lαn,βn,γm,ηmn,m (s− y)2;x, y)
ζ2
2

(
Lαn,βn,γm,ηmn,m (1;x, y)

) 2−ζ2
2
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= Mδζ1n (x)δ
ζ2

m (y)

elde edilir ki bu da ispat� tamamlar.
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5. SONUÇ

Bu tezde tek de§i³kenli Brenke tip polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich

operatörlerinin bir genellemesi tan�mland�. Bu operatörler için tam süreklilik,

Voronoskajatip teorem ve Peetre K-fonksiyoneli yard�m�yla yakla³�m derecesi

hesapland�. Daha sonra Brenke tip polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich

operatörlerinin iki de§i³kenli bir genellemesi tan�mland�. Bu operatörler için tam

süreklilik modülü, k�smi süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar ve Peetre

K-fonksiyoneli yard�m�yla yakla³�m derecesi hesapland�. Ayr�ca bu operatörlerin

a§�rl�kl� uzaylarda yakla³�m� incelendi. Son olarak iki de§i³kenli Brenke tip

polinomlar� tabanl� Szász-Kantorovich operatörlerinin genelle³tirilmi³ Boolean

toplamlar� tan�mlanarak Bögel sürekli fonksiyonlar uzay�nda karma süreklilik modülü

ve karma Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar yard�m�yla yak�nsakl�k oran� bulundu.

Tezden elde edilen sonuçlar �Degree Of Approximation For Bivariate

Szâsz-Kantorovich Type Based On Brenke Type Polynomials� ba³l�kl� bir çal�³ma

olarak � Honam Mathematical Journal, vol.42,No.2, pp.251-268, June 2020�

dergisinde yay�nland�.

Bu tez çal�³mas� bu alanda yap�lacak olan di§er çal�³malara katk� sa§layacakt�r.
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