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OZET

Bu tezde, operator katsayili kendine es olmayan Sturm-Liouville operatoriiniin spektral
analizi incelenmistir. Bu operatoriin tanim kiimesi bulunmus, kendine es olmayan operator
katsayil1 Sturm-Liouville denkleminin bazi &zel ¢dziimleri elde edilmistir. Ozel olarak Jost
¢Oziimii bulunmus ve 6zellikleri incelenmistir. Bu operatoriin nokta spektrumu bulunmus ve
potansiyel fonksiyonun sonlu ilk moment ve iistel azalma kosullarini saglamasi durumunda
bu operatdriin sonlu sayida 6zdegeri oldugu gosterilmistir. Ayrica, potansiyel fonksiyonun
quasi-selfadjoint olmasi halinde operatoriin rezolvent operatorii hesaplanmis, operatoriin
stirekli spektrumu ve spektral tekillikleri elde edilmistir. Son olarak, potansiyel fonksiyonun
sonlu ilk moment ve iistel azalma kosullarin1 saglamasi durumunda bu operatoriin sonlu
sayida spektral tekilligi oldugu ispatlanmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, spectral analysis of non-selfadjoint Sturm-Liouville operator with operator
coefficient is investigated. The domain of the operator is defined and some special solutions
of the Sturm-Liouville equation with non-selfadjoint operator coefficient are obtained. In
particular, Jost solution is found and its properties are investigated. The point spectrum of
this operator is obtained and it is proved that this operator has a finite number of eigenvalues
if the potential function satisfies the first finite moment and exponential decay conditions.
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as long as the potential function satisfies the first finite moment and exponential decay
conditions.
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

A° A kiimesinin i¢i

A A kiimesinin kapanisi

A* A lineer operatdriiniin adjointi

B(H) H Hilbert uzayinda sinirli operatorlerin ailesi
D(A) A lineer operatoriiniin tanim kiimesi

I Birim operator

o, (H) H uzayinda tanimli kompakt operatdrlerin ailesi
C_ Acik kompleks alt yar1 diizlemi

R, Pozitif reel sayilar kiimesi

u(Aa) A kiimesinin Lebesgue dl¢iisii



1. GIRIS

Matematik ve fizikteki cogu problemin ¢oziimiinde diferensiyel ve fark denklemleri
kullanilir. Bu denklemlerin ve bu denklemler yardimiyla olusturulan diferensiyel ve fark
operatorlerinin spektral analizi yliz yildan uzun zamandir matematikg¢ilerin ilgisini
cekmektedir. Spektral teori, bir karesel matrisin 6zdeger ve 6zvektorlerinin bulunmasindan
ortaya ¢ikan ve sonra pek cok matematiksel uzaydaki operatorlerin yapisini ve 6zelliklerini
anlamaya yarayan ¢ok genis bir teoridir. Spektral teorinin temelleri ilk olarak Hilbert
tarafindan Hilbert uzaylar1 teorisini gelistirirken ortaya atilmistir. Hilbert’in ilk
caligmalarindan sonra von Neumann tarafindan fiziksel uygulamalara paralel olarak bir
normal operatOriin spektral analizi incelenmistir. Daha sonra bu teori Banach cebirlerini

kapsayacak sekilde genellestirilmistir.

Spektral teori kimyada atomlar ve molekiillerin lokal titresimlerini ve fizikte akustik dalga
yonlerindeki engelleri incelemek i¢in kullanilir. Kuantum mekanigi, Schrodinger denklemi
sayesinde formiile edilmis ve bu denklemin yardimiyla olusturulan Schrédinger
operatdriinlin spektral analizi bu konudaki ¢alismalarda ¢cok 6nemli yer tutmustur. Ayrica
fiziksel uygulamalara sahip Sturm-Liouville, Dirac ve Klein-Gordon diferensiyel
denklemleri yardimiyla {iretilen operatorlerin spektral analizi yapilmistir. Adi gegen
operatorler kendine es operatorlerdir. Ancak bazi fiziksel problemlerde kendine es olmayan
operatdrlerle karsilasilmis ve bu operatorlerin spektral analizi ile ilgili ¢aligmalar baslamig

ve giiniimiizde de devam etmektedir.

Kendine es olmayan operatorler genel olarak enerji korunumlu olmayan sistemlerde
karsimiza ¢ikar. Sirtinme kuvveti iceren sistemler, agik rezonatorler teorisi ve esnek
olmayan sagilma teorisi bu operatdrlerin karsimiza ¢iktig1 alanlara 6rnek olarak verilebilir.
Ayrica lineer olmayan bir spektral parametreye bagli operator degerli fonksiyonlar igeren
kendine es operatorlerin teorisinde de kendine es olmayan operatdrlerle karsilariz. Kendine
es olmayan operatorlerle ilgili ilk ¢calismalar adi diferensiyel denklemlerin incelenmesi i¢in
yapilmistir. Ozel olarak kendine es olmayan Sturm-Liouville operatdriiniin spektral analizi

M.A. Naimark ve B.S. Pavlov tarafindan yapilmistir [1-3].

L,(R,) uzaymda



lL(y):=—y"+q(x)y,0 <x <o

diferensiyel ifadesi ve

y'(0) —hy(0) =0

sinir kosulu yardimiyla tiretilen Sturm-Liouville operatoriinii ele alalim. Burada g kompleks
degerli fonksiyon ve h € C dir. Bu operatoriin kendine es olmayan ve singiiler oldugu agiktir.
Bu operatoriin spektral analizi M.A. Naimark tarafindan yapilmistir [1-2]. Bu operatoriin
stirekli spektrumunun [0, c0) araligi oldugu ve 6zdegerleri kiimesinin sinirl ve sayilabilir

oldugu gosterilmistir. Ayrica

sup e®*|q(x)| < 0, >0
X

kosulu altinda bu operatoriin sonlu sayida 6zdegeri bulundugu gosterilmistir [1-2]. B.S.

Paviov

sup e®*|q(x)| < 0, >0
X

kosulu altinda bu operatoriin sonlu sayida ve sonlu katliliga sahip 6zdegeri ve spektral
tekillikleri bulundugunu gostermistir [3]. V.E. Lyance spektral tekilliklerin bu operatoriin
esas fonksiyonlar1 cinsinden spektral agilimindaki onemini gostermistir [4]. Kendine es
matris katsayili Sturm-Liouville diferensiyel ve fark operatérlerinin spektral analizi [5-7] de

yapilmistir.

E, n boyutlu (n < o) Oklid uzay1 ve L,(Ry, E), vektor degerli ve karesi integrallenebilir

fonksiyonlarin Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayda

L)=—y"+Q(x)y,0 <x <o

diferensiyel ifadesi ve

y(0)=0



sinir kosulu yardimiyla tiretilen Sturm-Liouville operatoriinii ele alalim. Burada Q(x)
kendine es olmayan matris degerli fonksiyondur. Bu operatoriin ayrik spektrumu [8-9] da
incelenmistir. Ayrica [10-12] de kendine es olmayan matris katsayili Sturm-Liouville

diferensiyel operatorlerinin sonlu sisteminin spektral 6zellikleri incelenmistir.

H ayrilabilir Hilbert uzay1 olmak tizere L, (R, H), [0, o) araliginin her sonlu alt araliginda

Bochner-integrallenebilir ve

f IF GO Idx < oo
0

kosulunu saglayan vektor degerli F(x) (0 < x < o) fonksiyonlarin uzayi olsun. Bu uzayda
LY)==-Y"+Q0x)Y,0<x <

diferensiyel ifadesi yardimiyla iiretilen Sturm-Liouville operatoriinii ele alalim. Burada
Q(x) her x > 0 igin H de taniml kendine es ve kompakt operatordiir. Bu operatoriin ayrik

spektrumu [13-17] de incelenmistir.

Bu tez ¢aligmasinda [13-17] deki ¢alismalarin aksine kendine es olmayan, kompakt operator
katsayili Sturm-Liouville operatoriiniin spektral 6zellikleri incelenmis ve [10-12] deki
sonuglar operator katsayili duruma genellestirilmistir. Dolayisiyla bu ¢aligmada L, (R, H)

uzayinda
L(Y)==Y"4+Q(x)Y,0<x <
diferensiyel ifadesi ve

Y(0) =0

sinir  kosulu yardimiyla {iretilen Sturm-Liouville operatoriiniin spektral 6zellikleri
incelenmistir. Burada Q(x) her x > 0 i¢in H de tanimli kendine es olmayan ve kompakt

operatordiir.



Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim Giris kismina ayrilmistir. Ikinci béliimde
ise tez boyunca kullanilan temel kavram ve teoremler ifade edilmistir. Uciincii béliimde L
operatdriiniin tanimi ve temel 6zellikleri verilmis ve Jost ¢6zlimii de dahil olmak iizere bazi
0zel ¢ozimleri ve bu c¢oziimlerin Ozellikleri incelenmistir. Dordiincii boliimde L
operatoriiniin nokta spektrumu bulunmus ve Q(x) potansiyel fonksiyonu iizerindeki bazi
kosullar altinda L operatoriiniin sonlu sayida 6zdegeri bulundugu gosterilmistir. Besinci
bolimde ise Q(x) potansiyel fonksiyonunun quasi-selfadjoint olmasi durumunda L
operatoriiniin rezolvent operatorii hesaplanmis ve spektral tekillikleri elde edilmistir. Ayrica,
Q(x) potansiyel fonksiyonu tizerindeki bazi kosullar altinda L operatoriiniin sonlu sayida
spektral tekilligi oldugu ispatlanmistir. Son bdliimde ise ileriki ¢alismalar i¢in sonug ve

Oneriler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Tanim

X bir K cismi tizerinde vektor uzayi olsun.

- X = Ry, x = [[x]]

doniistimii her x,y € X ve her a € K igin

x| =0 & x=0

i) |lax|| = |af||x|

i) [l + yll < [lx]l + Iyl

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde bir norm adini alir ve (X, ||.||) ikilisine bir normlu uzay
denir. Eger X uzayindaki her Cauchy dizisi bu norma gore yakinsaksa X uzayina tam uzay

veya Banach uzay1 denir [18].

2.2. Tamim

K = R veya C olmak iizere X, K {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
(,.):XxXX->K

doniistimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (,) ye X lizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X,(.,.))

ikilisine de i¢ ¢arpim uzayi denir.
i) Her x € X i¢in (x,x) =2 0ve (x,x) =0 ©x =0

i) Her x,y € X igin (x,y) = (y,x)



iii) Her x,y € X ve 1 € K i¢in (Ax,y) = A(x,y)
iV)Her x,y,z€ X igin (x +y,2) = (x,2) + (y,2).

(X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 ve x € X olsun. x vektoriiniin normu

Xl = v/ (x, %)

olarak tamimlanir. Bu durumda X i¢ ¢arpim uzayi bir normlu uzay olur. Eger bu uzay ||. ||

normuna gore tam ise X uzayina Hilbert uzay1 denir [18].
2.3. Tanim

X ve Y ayni K cismi iizerinde iki vektor uzay1 ve A: X — Y doniisiimii verilsin. Eger D(4),

X in bir alt uzay1, her A € K ve her x,y € D(A) igin;
Alx + dy) = A(x) + 1A(y)

esitligi saglaniyorsa A ya lineer operatdr veya kisaca operator denir. D(A) kiimesine A

operatdriiniin tanim kiimesi denir [18].
2.4. Tanim

X Hilbert uzay1 ve A, tanim kiimesi D (A4) olan X de tanimli bir operatdr olsun. D(A), X in

yogun bir alt uzay1 olsun. z € X ve her x € D(A) igin;

(Ax,y) = (x,2)

esitligini saglayan biitiin y vektorlerinin kiimesini D* ile gosterelim. Tanim kiimesi D (A*) =

D* olan A* operatoriinii;
A'y = z,Vy € D*

olarak tanimlayalim. A* operatoriine A operatoriiniin adjointi denir. Eger A = A* ise A ya

kendine es operator aksi halde ise kendine es olmayan operator denir [1].



2.5. Tanim

H Hilbert uzayinda sinirli kiimeleri kompakt kiimelere doniistiiren bir operatére kompakt
veya tamamen siirekli operatdr denir. H uzayinda tanimli biitiin kompakt operatorlerin ailesi

0 (H) ile gosterilir [1].

2.6. Tanim

A, H Hilbert uzayinda tanimli operator olsun. (A — Al)x = 0 denklemini saglayan sifirdan
farkli en az bir x € D(A) vektorii varsa, 1 kompleks sayisina A operatoriiniin bir 6zdegeri
ve x vektoriine de A operatoriiniin bir 6zvektorii denir. A operatdriiniin biitliin 6zdegerlerinin

olusturdugu kiimeye A nin nokta ya da diskret spektrumu denir ve g, (A) ile gosterilir [18].

2.7. Tanim

H Hilbert uzaymnda tanimli A operatérii verilsin. A € C olmak iizere R;(4):= (A — AI)~?!
operatdriine A nin rezolvent operatdrii denir. R; (A) mevcut, sinirli ve tanim kiimesi H de
yogun olacak bi¢imdeki biitiin kompleks sayilarin kiimesine A nin rezolvent kiimesi denir
ve p(A) ile gosterilir. R, (A) mevcut, sinirsiz ve tanim kiimesi H de yogun olacak bigimdeki

biitiin kompleks sayilarin kiimesine A stirekli spektrumu denir ve o, (A) ile gosterilir [18].

2.8. Tanim

H Hilbert uzayinda tanimli A operatérii verilsin. A nin rezolventinin g¢ekirdeginin kutup
noktasi olup, siirekli spektrumda bulunan ve A operatoriiniin 6zdegeri olmayan kompleks
saytya A operatoriiniin bir spektral tekilligi denir. A operatdriiniin biitiin spektral

tekilliklerinin kiimesi a4 (A) ile gosterilir [1].

2.9. Tanim

X ve Y Banach uzaylar1 ve lineer olmayan bir f: D € X = Y doniisiimii verilsin. Eger her

x € D° i¢in

f(x) = f(x0) + A(x = xo) + w(x = Xo)



kosulunu saglayan A: X — Y sinirh operatorii ve

lw(x —x0)ll _

lim =0

x=x0 |l = Xo|

olacak sekilde w: D — Y doniisimii varsa, f donlisimii x, € D° noktasinda Fréchet-

tirevlenebilirdir denir [18].

2.10. Tanim

X bir Banach uzay1 olsun. s: A € R — X fonksiyonu verilsin. Eger her t € A4 i¢in

SO =) xaOx

olacak bigimde A; ayrik kiimeleri ve farkli x4, x5, ..., x,, vektorleri mevcut ise s fonksiyonu

basit fonksiyondur denir. Burada y 4, karakteristik fonksiyonu

1,t € A
Xa(B) = {O,t ¢ A

bigiminde tanimhidir. f: A € R — X fonksiyonu verilsin. Eger hemen hemen her yerde
lim [I£(8) = 5Dl = 0

olacak bi¢imde (s, ) basit fonksiyon dizisi varsa f fonksiyonu Bochner-6l¢iilebilirdir denir.

Eger f fonksiyonu Bochner-6lgiilebilir ve

tim [ 7@ = s (©)lde = 0

olacak bi¢cimde (s,,) basit fonksiyon dizisi varsa f fonksiyonu Bochner-integrallenebilirdir
denir [18].



2.1. Teorem

Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bélgesi icindeki sifirlart

(eger varsa) ayriktir [19].
2.2. Teorem

Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bélgesi i¢indeki sifirlarinin

y1gilma noktalari (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirindadir [19].
2.3.Teorem (Privalov)

Acik st diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, reel eksendeki

sifirlarinin Lebesgue ol¢iisi sifirdir [19].
2.4. Teorem

f € L{(—o0, ) i¢in f nin Fourier doniistimii
fey=——[ e
V21 J_»

olsun. Bu durumda lim]:(x) = 0 olur [20].
X—00

2.5. Teorem

(g, (x)) olgiilebilen fonksiyonlar dizisi ve
lim (g, (x)) = g(x)
V79

olsun. Eger her v i¢in | g, (x)| < G (x) olacak bigimde bir G € L;(—0, 00) varsa

lim gy (x)dx =f g(x)dx
R R

e )



10

olur [20].

2.6.Teorem (Bolzano-Weierstrass)

Sonsuz elemanli ve sinirli her kiimenin en az bir yigilma noktas1 vardir [21].
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3. L OPERATORUNUN OZELLIKLERI VE JOST COZUMU

Bu boliimde operator katsayili kendine es olmayan Sturm-Liouville operatdriiniin tanima,
ozellikleri ve Jost ¢oziimii de dahil olmak {izere bazi1 6zel ¢oziimleri ve bu 6zel ¢éziimlerin

ozellikleri verilecektir.
3.1. L Operatériiniin Tanim ve Ozellikleri

H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun. H;: = L, (R, H) kiimesi asagidaki 6zellikleri saglayan

f fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

i) f:(0,0) = H vektor degerli bir fonksiyondur

i) f fonksiyonu [0, o) araliginin her sonlu alt araliginda Bochner-integrallenebilirdir
i) f,"11f GOl dx < o0

H, lizerinde asagidaki i¢ ¢arpimi tanimlayalim.

f, 91 = fo (F (1), g () dx

H, bu i¢ carpimla bir Hilbert uzayidir [22].
H; uzayinda
I(y)i=—y"+0(x)y,0 < x < (3.2)

diferensiyel ifadesini ele alalim. Burada her x > 0 igin Q(x), H de tamimli kendine es

olmayan ve kompakt operatordiir. (3.1) diferensiyel ifadesi ve

y(0)=0

sinir kosulu yardimiyla {iretilen L operatoriinii tanimlayalim. L operatoriiniin tanim kiimesi

D(L), Hy uzaymnin asagidaki 6zellikleri saglayan elemanlarindan olusur.
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i) y ikinci mertebeden Fréchet-tiirevlenebilirdir
i) I(y) € Hy

i) y(0) =0

Asagidaki notasyonlari kullanalim.

dm=f|wamm

[oe]

m@=jmmmm

Asagidaki denklemin bazi 6zel ¢oziimlerini elde edecegiz.

—y" +Qx)y = A%y 3.2)
Kabul edelim ki
J, el dt < oo (33)

kosulu saglansin.

3.1.1. Teorem

(3.3) kosulu altinda, (3.2) denkleminin

S(0,0) =0,5'(0,1) =1 (3.4)

smir kosullarini saglayan S(x, 1) ¢oziimii vardir. Ustelik S(x, 1) operatdr degerli fonksiyonu

A nin tam fonksiyonudur.
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fspat
1 X
S(x,A) = 1 [sin()lx) I+ f sin(/'l(x — t)) Q(t)S(t,A)dt
0

esitligiyle tanimlanan S(x, 1) fonksiyonunun (3.2)denkleminin (3.4) sinir kosullarini
saglayan bir ¢oziimii oldugu kolaylikla goriilmektedir. S(x, 1) fonksiyonunun varligini ve 4

nin tam fonksiyonu oldugunu ardisik yaklasimlar yontemi ile gosterelim.
Ik olarak ImA < 0 durumunu ele alalim.
S(x, 1) = xe*™Z(x, 1)

diyelim. Bu durumda
- —idx . _ .
Z(x,2) =By f —S‘“(’fjj D) e-idx=00(£)Z(t, D)t
0
Olur. Bu esitligin

200) = ) Ze(nA)

bigiminde bir ¢oziimiinii ardisik yaklasimlar yontemi ile arayalim. Bu yonteme gore

sin(Ax)e ¥

Zo(x, 1) = ————1

ve
Xsin(A(x — t ]

Ze(x,2) = j wew-tw(t)qu(t.A)dt
0

bigiminde tanimlanir. ImA < 0ve 0 <t < x i¢in
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. X
in(A —iAx 1 '
sm(# = ;fe‘zmds <1
0
ve
in( 1 —t —iA(x—t) t
sm( (x ))e c1-toq
Ax X

oldugundan Z(x,1) = ). ,O:: o Zr(x, 1) serisi, Y. :; o S () serisi tarafindan Gstten

sinirlanir. Burada

G =1, &) = [ tlQON G-1 (Dt k = 1,2,..

seklindedir.

1
0< §(x) <+

x k
=7 jo tllQ(t)Ildtl k=12, ..

oldugundan )’ :; o S (%) serisi 0 < x < a seklindeki her sonlu aralikta diizgiin yakinsaktir.
Dolayisiyla Z(x,A) = Z:Z o Zr(x,2) serisi 0 < x < a araliginda diizgiin yakinsak olup
Z(x,A) ¢oziimii mevcuttur. Dolayisiyla S(x, 1) = xe**Z(x,1) esitliginden S(x,1) da
mevcuttur. Ayrica Z:): o2k (x,A) serisi diizgiin yakinsak oldugundan ve bu serinin her

terimi ImA < 0 bolgesinde analitik oldugundan bu serinin toplami olan Z(x,1) ve
dolayisiyla S(x, 1), ImA < 0 bolgesinde analitiktir. Benzer sekilde S(x, 1) fonksiyonun
ImA > 0 bolgesinde analitik oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla S(x,1), A4 nin tam

fonksiyonudur.
3.2. Jost Coziimii

Bu boliimde (3.2) denkleminin Jost ¢oziimii ve bu ¢oziimiin 6zelliklerini verilecektir.
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3.2.1. Teorem
(3.3) kosulu altinda, (3.2) denkleminin

lim eME(x,A) =1,ImA <0 (3.5)
kosulunu saglayan E (x, 1) operator degerli fonksiyonu vardir.

fspat

E(x,A) = e ¥ + %fxm sin(A(t — x))Q(t)E(t, A)dt (3.6)

fonksiyonunu tanimlayalim. E (x, A) fonksiyonunun (3.5) sinir kosulunu sagladig: agiktir.

Ayrica bu fonksiyonun tiirevlerini alirsak

%E(x, ) = —ite W] 4 %Lmj—xsin(l(t —x)) Q(OE(t, Adt

= —ile~M¥] — foocos(/l(t —x)) Q()E(t, A)dt

2

d—E(x 1) = —A2e ] — fwicos(l(t —x))Q)E(t, 1)dt + Q(x)E(x, 1)
dx?" " . dx ' ’

— — emit¥[ ) J sin(A(t — x))Q(OE(t, Ddt + Q(x)E(x, A)

elde ederiz. Bu esitliklerden E(x,4) fonksiyonunun (3.2) denklemini sagladigi kolayca

goriilmektedir.

3.2.1. Tamim

E(x, A) operator degerli fonksiyonuna (3.2) denkleminin Jost ¢dztiimii ad1 verilir [23].
3.2.2. Teorem

(3.3) kosulu altinda E (x, 1) Jost ¢6ziimii asagidaki gosterime sahiptir.
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E(x,1) = e"™[ + [ e K (x,t)dt,ImA < 0 (3.7)
Burada K (x, t) ¢ekirdek fonksiyonu

1 t
1K (D)l < 5 exp(o;())a () (3.8)

esitsizligini saglar. Ayrica E (x, A) operator degerli fonksiyonu ImA < 0 bolgesinde analitik

ve ImA < 0 bolgesinde stireklidir.
fspat

(3.7) ifadesini (3.6) esitliginde yazarsak

© 1r® 2s—x )
f e MK (x, t)dt = —f Q(s)dsf e tdt
X 2 X X

1 %) [es} u+s—x )
+—f Q(s)dsf K (s, u)duf etdt
2 X S u+x-—s

esitligini elde ederiz. Bu esitlikteki integralleri hesaplar ve Fourier gdsteriminin tekligini

kullanirsak 0 < x < t i¢in

X+t

t+s—x
K(x,t) :% éQ(s)ds+%fxTQ(s)dsf K(s,u)du +
2 t+x-s

~ f2Q(s)ds [T K (s,w) du (3.9)

esitligini elde ederiz. Bu esitlige ardisik yaklagimlar yontemi uygularsak bu esitligi saglayan

K (x, t) nin mevcut oldugunu ve (3.8) esitsizligini sagladigin1 gosterebiliriz. Bunun i¢in
Ko(x,t) = ; re Q(s)ds
2

ve

+t
e t+s—x

Km(o,t) =2 [ Q(S)ds [ Koy (s,w)du + - f% Q(s)ds [ Kyoa (s, 1) du
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fonksiyonlarini tanimlayalim. x < t oldugundan

X+t

1Ko, Ol < 3 F2 Q) lds = 059
ve

X+t
S+u

t+s—x
1Ky e 0l <5 [2 1Q0)llds [0 5050 du + 5 fe l0(s) s f ~0(3%) du

x+t

2 (—)f s[|Q(s)llds

<200 (x)

esitsizlikleri elde edilir. Tiimevarim metodu kullanilarak

e, )1 < 5 oCry 2D

,m=20,1,2,...

oldugu gosterilebilir. Bu esitsizlik yardimiyla

zzzoxm(x, £

serisinin keyfi a > 0 i¢in 0 < a < x < t araliginda diizgiin yakinsak oldugu gosterilebilir.

Gergekten o ve g; azalan oldugundan

x+t og™(x) 1 0,"™(0)
I1Km (e, Ol = 5 0(—) <500 ——, m=012,...

olur. Ayrica

(o) m
z ™) _ oo
m=0 m!

oldugundan karsilastirma testinden
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szoxm(x, £

serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

K(x,t) = ZOO_OKm(x, t)

oldugundan

KON lKn( O

<

Zw la(x +t o;™(x) _ la(x -ZI- t)z:m o™ (x) _ la(x -2|— t

o1(x)
2020V 2 T 2 e ml 2 )e

olup (3.8) esitsizligi saglanir. Son olarak

[ee] [ee] %) co t [}
fa(u)du=f duf ||Q(t)||dt=f ||Q<t)||dtfdu=f (¢ - VIO lldt <oy (x)
esitsizliginden

x+t @
S—)dt = effﬂx)f o(w)du < e Wg, (x)

X

o0 1 [oe]
f IK (x,t)||dt < Ee(fﬂx)f a(
X X

bulunur. Buradan E(x,A) operatér degerli fonksiyonu ImA < 0 bdlgesinde analitik ve

ImA < 0 bolgesinde siireklidir.

3.2.3. Teorem

K(x,t) cekirdek fonksiyonunun x ve t degiskenlerine gore kismi tilirevleri mevcut olup

¢ > 0 olmak tizere

1 +t +t
1K (e, 0l < 710N + o)
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ve

x+t
2

1
1K Ce DIl < 105N+ esC— )

esitsizliklerini saglar.
fspat

(3.9) esitliginden K (x, t) ¢ekirdek fonksiyonunun x ve t degiskenlerine gore stirekli kismi

tirevlere sahip oldugu goriilmektedir. (3.9) esitliginde

t+s—x

A(s,x,t) = j K(s,u)du

t+x—s

ve
t+s—x
B(s,x,t) = f K(s,u)du
N

olarak tanimlayalim. (3.9) esitliginden

x+t
2

x+th+t 1r® B p
OB w0 + 5 [ 0B 5 0ds

2

1 x4+t 1 x+t 1
K@, t) = =700 + Q=A% 0 —5 QM)A x, £)

x+t

1 (= 1
+§fx Q(s)Ax(s,x,t)ds—ZQ(

bulunur. Burada

3t—x

A ) = [ ()

ve
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Ae(s,x,t) = —K(s,t+s—x)—K(s,t+x—5)
Be(s,x,t) = —K(s,t + s — x)

A(x,x,t) =0

oldugundan 0 < x < t i¢in

x+t 1 x4+t x4+
)+ 7 QC5IA

K, (x,t) = ——Q( ,x,t) —%Q(x)A(x,x, t)

x;t 2 d X+t x+t 1r”
+Efx Q(s)A,(s,x, 1) s—ZQ(T)B(T,x,t)+§jx+tQ(s)Bx(5,x,t)ds

_ 1 (x+t

=3 ——j Q(s)K(st+x—s)ds——j Q(s)K(s,t +s—x)ds

elde edilir. (3.8) esitsizligini kullanirsak son esitlikten

||Kx(x,t)||<1||Q("“)||+ exp(02 (1) o () [7 10(s)llds
+3 exp(al(x))f 1o(s)llo (25” *)ds

x+t

—IIQ(—)II t3 eXp(Ul(x))U(—)U(O)

x+t

” IIQ(—)II + ;eXp(%(O))G(—) (0)

x+t x+t

ZIIEDN + co(59)

olup ||K,(x, t)] i¢in istenen esitlik elde edilir. Burada

1
¢ = exp(01(0))a(0)

sabittir. ||K;:(x, t)]| i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
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3.2.4. Teorem

(3.3) kosulu altinda (3.2) denkleminin ImA <0 (1+#0) i¢in E(x,1) ve E;(x,4)
fonksiyonlarindan olusan temel ¢6ziimler sistemi vardir ve bu ¢oziimler asagidaki asimptotik
esitlikleri saglar.

NE(,A) =e *[I+0(1)], Im1<0, x> o0

ii) E;(x,A) = e[l + 0(1)], ImA < 0, x - o0

i) E(x,A) = e" ™[I+ 0(1)], Im1 <0, |1] > o

iv) Ex(x,A) = —ile ™[I + 0(1)], ImA < 0, x - o0

Ayrica ImA < 0 i¢in bu ¢oziimler asagidaki gibi ifade edilebilirler.

E(x,2) = e ¥ 1 +— [ Q()dt + A(x, 1)

1

_ _i1,—lAx T °
E,.(x,A) = —ile ll + ZiAL Q(t)dt + B(x,/l)l

Ei(x A)—eiAX[l—iwa(t)dHA(x ,1)]
S 2i1 ), 1

Burada A(x, 1), B(x,A) ve A;(x, 1) operator degerli fonksiyonlar: (3.3) kosuluna benzer

kosullart saglar.
fspat

Teorem 3.2.2. den (3.3) kosulu altinda (3.2) denkleminin ImA < 0 i¢in E(x,A) ¢oziimii

vardir ve (3.6) esitligini saglar. (3.6) esitliginin x e gore tiirevini alirsak
E.(x,2) = —ide™**] — [ cosA(t — x)Q()E(t, A)dt (3.10)

elde ederiz. (3.7) esitliginden



22

e E(x,A) =1+ f e M =DK (x, t)dt, ImA < 0
X
elde edilir. ImA < 0 oldugundan |e**~=9| < 1 ve dolayisiyla

f e A=K (x, t)dt

X

< [ fereolik e ol
X

sf|mmﬂwt
X

esitsizligi elde edilir. | Ooo [|K(x,t)||dt < oo oldugundan

foo”K(X, t|ldt = o(1), x > o
0

bulunur. Sonug olarak ImA < 0, x — oo igin
E(x,A) = e ™[I + 0(1)]

ve (3.10) esitligi, (3.3) kosulu ve e*E(x,1) fonksiyonunun smirli oldugu gbz Oniine

alinirsa
E.(x,1) = —idle ™ ™[I + 0(1)], ImA < 0, x >

elde edilir. (3.6) ve (3.7) esitliklerinden

. 1 2w
E(x,A) = e™* 1+—,f eMQ(OE(t, D)dt — — e MQ(OE(t, )dt
2id ), 2iA
X
= e x| +ifooQ(t)dt + A(x, 1)
21 ), ’

bulunur. Burada



23

1 (@  _
Alx, 1) = ﬂf Q(t)dtf e A=K (¢ s)ds
X t

2iAx

2iA

f e 2t (t) ll +f e A=K (¢, s)dsl dt
X t

olarak elde edilir. Benzer sekilde (3.7) ve (3.10) esitlikleri yardimiyla

1

E.(x,1) = —ile™i* ll + mL Q(t)dt + B(x,/l)l

esitligi elde edilir. Burada
B(x, 1) = —] Q(t)dtj e A=K (¢, s)ds
2iA ), "

eZL/'lx

+—,f e 20 (t) I+f e~ AG-K (¢, 5)ds | dt
2iA ), ¢

seklindedir. Simdi —u: = ImA < 0 olsun. (3.8) esitsizliginden

o0
t

me(t)dtf e A=K (¢, 5)ds

1 co co

< -en® f ||Q(t)||a(t)dtf e *=tds
2 x t

< leol(x)o'z(x)

=2

esitsizligi elde edilir. Ayrica a > 0 olmak iizere

ooa(u)du= " du c>oIIQ(t)IIdt= wIIQ(t)IIdt du = Oo(t—a)IIQ(t)lldtS o(a) <o
[ o= [ | voonee = hocoar - |

esitsizligi ve (3.3) kosulu g6z oniine alinirsa

fooxaz(x)dx = fma(x)dxfootIIQ(t)IIdt <

X

bulunur. Ayrica 0 < a < b igin
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- 2ux o
f:xez“xdx fx e 2o (D)||ldt = xezﬂ |Z| fx e 2H|Q(D)|ldt —

L ["ermx [ et ldt ~ xl1Q() ]

eZub

<
2p

foo 2t Q(O)1dt + — fb 10Colld
e —_— X X X
b 2“ a

—2ub

2p

1 2b b . 1 b
<50, towlae+ == [ jowiidr + o [ xllo@llax

bulunur. Bu esitsizlik ve (3.3) kosulu goz oniine alinirsa
| xemweax [ e 0@t < .0 >0
a X
bulunur. Bu esitsizliklerden
f x||A(x, A)||dx < 00,a >0
a
ve
f x||B(x,A)||dx < o0,a >0
a

elde edilir. Simdi E; (x, 1) ¢oziimiinii elde edelim. ImA = 0, 1 # 0 i¢in
Ei(x,A) = E(x,=2)

olarak tanimlayalim. ImA < 0 ve yeterince biiyiik x > 0 degerleri icin E; (x, 1)

—ilx

el
2iA

, iX o , ,
Ei(x,1) = e[ — e—fx e MQ(E,(t, Ddt — f:e_l’“Q(t)El(t, Adt

2

denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanir.

(3.11)
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E (x, 1) = e**F(x, 1)
degisken degistirmesinden sonra (3.11) esitliginden

—2ilx

2iA

F(x,A)=1-— %LmQ(t)F(t, Adt — fherWQ(t)F(t, A)dt

bulunur.

ifoo Hlidt=qg<1
7). 1e@lde =g

kosulunu saglayan pozitif h sayisi i¢in Teorem 3.2.3 e benzer olarak ardigik yaklagimlar
yontemi kullanilarak h < x < oo araliginda (3.11) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu

gosterilebilir. Bu kosul altinda

IFCaDI < =) (= h)

olup buradan x > 2h

—2ux rx

2(a1 Jy

e IQOINIF(E, Dlldt

IFCx, ) =1l < ﬁLwIIQ(t)IIIIF(t,A)IIdt +

< cﬁ IIQ(t)IIdt+e‘“xf2IIQ(t)|Idt
X h

2
< Clo(5) + 7]
elde edilir. Bu esitsizlik ve (3.3) kosulundan
Ei(x,2) = e[ +0(1)], ImA <0, x >

elde edilir. (3.11) esitliginin x e gore tiirevini alirsak
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E (x, 1) = e [1 - %fchz(t)dt + A, (x, ,1)]

bulunur. Burada

-
2

A D) = - [ elF@e) - nd il e F(t,Dd
@) =~ 2 | Q@IF@D) ~ e =" | ePQOF (& Dt

seklindedir. Son olarak iii) esitligini ispatlayalim. (3.7) esitliginden
eME(x, 1) =1+ f e M=K (x, t)dt, Im1 < 0
X

olup Teorem 2.4. ve Teorem 2.5. kullanilarak iii) esitligi ispatlanir.
3.2.5.Teorem

(3.3) kosulu altinda

Y'=Qx)Y

denkleminin E(x,0) ve E;(x) fonksiyonlarindan olusan bir temel ¢oziimler sistemi vardir

ve bu ¢oziimler asagidaki asimptotik esitlikleri saglar.
i)E(x,0) =14+ 0(1), x > o

i) Ey(x) =x[I +0(1)], x - o

fSpat

E(x,0) ¢oziimii (3.6) esitliginden
E(x,0) =1+ f (t—x)Q(t)E(t,0)dt
X

integral denklemini saglar. Bu esitlik ve (3.3) kosulundan i) asimptotik esitligi elde edilir.
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f (o dt < 1
h

olacak bi¢imdeki h pozitif sayisi ve h < x < oo i¢in

Ey(x) =xI —x f OoQ(t) E,(t)dt — f xtQ (O E, (t)dt
x h

olarak tanimlayalim. Teorem 3.2.2. ye benzer olarak ardisik yaklagimlar metodu yardimiyla
E,(x) ¢oziimiiniin varligi ve Y" = Q(x)Y denklemini sagladigi kolayca gosterilebilir.

Ayrica kismi integrasyon uygulayarak

fhxtQ(t)El(t)dt =— ftoo sQ(s)dsE;(t) |;Cl + fhx UtoosQ(s)ds] E, (t)dt

bulunur. (3.3) kosulu, x 1E; (x) ve E;’(x) operatorlerinin sinirli olmasindan

—f sQ(s)ds E{(t) |;Cl =0(1), x 5>
t

bulunur. Ayrica

fnx UthQ(S )dsl Ey'(t)dt

Scf dtf s|lQ(s)|lds
h t
:cfh S||Q(s)||dsfhdt+cf sllQ(s)IIdsfh dt
< ’ 2 d B d
<cfhs o)l s+cxfx s1Q(s)ds

1 VX ©
< cx [x‘%f s||Q(s)||ds+f SIIQ(S)IIdS‘

h Vx

=0(1), x >
bulunur. Buradan ve E; (x) in tanimindan
Ei(x)=x[I +0(1)], x > o0

elde edilir.
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4. L OPERATORUNUN NOKTA SPEKTRUMU

Bu boliimde L operatoriiniin nokta spektrumu bulunarak, Q(x) potansiyel fonksiyonu
iizerindeki bazi kosullar altinda L operatriiniin sonlu sayida o6zdegeri bulundugu

gosterilecektir.

4.1. Teorem

L operatoriiniin nokta spektrumu igin

o4(L) = {A%: ImA < 0, E(1): = E(0, ) tersinir degildir}
esitligi gerceklenir.

fspat

Kabul edelim ki ImA < 0 ve E(4) tersinir olmasin. Bu durumda en az bir u € H vardir dyle
kiu+#0ve E(Q)u = 0 dir. y(x): = E(x, A)u vektor degerli fonksiyonu (3.2) denkleminin
bir ¢ozliimiidiir ve y(0) = E(A)u = 0 esitligi saglanir. Ayrica

limy(x) = imE(x, H)u = [lmE(x,A)]Ju=0u=0
X—00 X—00 X— 00

oldugundan y € H; gerceklenir. Dolayisiyla 2L operatoriiniin bir 6zdegeridir.

Karsit olarak 2%, L operatdriiniin bir 6zdegeri ve ImA < 0 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

—y" +Q(x)y = %y, y(0) =0

baslangi¢ deger problemini saglayan bir y € H; vardir. Teorem 3.2.4. den (3.2) denkleminin

her ¢6ziimii

y(x,A) = E(x,A)a+ E;(x,)b
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bigiminde yazilabilir. Burada a ve b sabit vektorlerdir. Teorem 3.2.4. deki (ii) asimptotik

esitliginden lim E; (x,A) = oo olup y € H; olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ImA # 0 ve
X—00

ImA < 0 6zel durumunda ise y(x,A1) = E(x,A)a olmasidir. y(0) =0 olmasi E(A) nin

tersinir olmadigini ispatlar.

Simdi L operatoriiniin 6zdegerlerinin 6zelliklerini inceleyelim. Bunun igin [24] deki

sonuglar kullanilacaktir.
M;:= {A:ImA < 0, E(A) tersinir degildir}

diyelim. Bu durumda o4(L) = {A4%: 1 € M,} olur.

o)

E) =1 +f e MK (0,t)dt, ImA <0
0

oldugunu hatirlatalim. Burada

AN = f e MK (0,t)dt, ImA <0
0

olarak tanimlayalim. 0 < t < o0 i¢in

t+s

K(0,t) =%f£°°Q(s)ds+%f§Q(s)dsf K(s,u)du +

t—s

%f;o Q(s)ds fst+s K(s,u) du (4.1)

esitligi vardir. Ayrica, her x >0 icin Q(x) € 0, oldugundan (4.1) esitliginden her
0 <t <o igin K(0,t) € g, oldugu kolayca elde edilir. Her ImA < 0 i¢in A(A1) kompakt
operatorlerin  integrali  olarak  tanimlandigindan  kompakttir.  Ayrica  E(4),
ImA < 0 bolgesinde analitik oldugundan A(A) da ImA < 0 bolgesinde analitik operator

fonksiyonudur.
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4.1. Tanim

A operatorii verilsin. Eger

(I+R)(I—-A4)=1

esitligi saglantyorsa A operatdriiniin rezolventi R operatoriidiir denir [24].

Simdi [24] deki sonuglari E' (1) operator fonksiyonuna uygulayarak L operatoriiniin nokta

spektrumunu Teorem 4.1. den farkli olarak elde edebiliriz.

4.2 Teorem

R(A), —A(4) nin rezolventi olsun. Bu durumda

o4(L) = {A2:ImA < 0, A, I + R(A) nin kutbudur}.

fspat

R(A), —A(4) nin rezolventi oldugundan

[+RA) = +AN)) L = (E())?

elde edilir. [24] den eger I + R(A) bir 2 = A, i¢in mevcutsa yani E (1) tersinirse, I + R(4)
izole noktalar haric C_ yar1 diizleminin tamaminda mevcuttur ve A nin meromorfik
fonksiyonudur. M; # C_ oldugundan I + R(A) mevcut olacak bigimde en az bir 1 = 4,
vardir. Sonug olarak I + R(A), L operatoriiniin 6zdegerlerini olusturan izole noktalar harig

C_ yar diizleminin tamaminda mevcuttur ve A nin meromorfik fonksiyonudur. Dolayisiyla

1 S
(E@) =1+RQ) =755, A €C.

gosterimi vardir. Burada S(4), C_ yar1 diizleminde analitik operator fonksiyonu ve d(4), C_
yar1 diizleminde analitik skaler fonksiyondur. Ayrica bu izole noktalar I + R(A) nin kutup

noktalari olup d(4) analitik fonksiyonunun sifirlarindan ibarettir. Dolayisiyla
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M; ={1:ImA <0, [+ R(A) nin kutbudur} = {A:ImA <0, d(1) = 0}

olup ispat tamamlanir.

Simdi Q(x) potansiyel fonksiyonu iizerindeki bazi kosullar altinda L operatoriiniin

0zdegerlerinin yapisini inceleyelim.

4.3. Teorem

(3.3) kosulu altinda M; kiimesi sinirh ve sayilabilirdir. Ayrica, yigilma noktalar1 (eger varsa)

reel eksenin sinirlt bir alt araligindadir.

fspat

Teorem 3.2.4. deki iii) asimptotik esitliginden

E() =1+0(1), ImA<0, [A| >

bulunur. Buradan kapali alt yar1 diizlemdeki yeterince biiyilk A kompleks sayilari igin

E(A) = I olup E(A) tersinirdir. Dolayisiyla M, kiimesi sinirlidir. Ayrica

M, ={A:ImA <0, d(%) = 0}

gosteriminden ve Teorem 2.1. den d(4) analitik fonksiyonunun sifirlar ayrik oldugundan
M, kiimesi sayilabilirdir. Son olarak, Teorem 2.2. den M, kiimesinin yigilma noktalar1 (eger

varsa) reel eksenin sinirl bir alt araligindadir.

Sonuc¢

(3.3) kosulu altinda o4(L) kiimesi siirli ve sayilabilirdir. Ayrica, yigilma noktalar1 (eger

varsa) reel eksenin sinirli bir alt araligindadir.

fSpat

oa(L) = (A2 :1 € M;}



oldugundan ve Teorem 4.3. den ispat agiktir.

Simdi,

J, el dt < oo, £>0

kosulunun saglandigini kabul edelim.

4.4. Teorem

(4.2) kosulu altinda L operat6riiniin sonlu sayida 6zdegeri vardir.
fspat

(3.8) esitsizliginden

x+t @ B _e(ith @
IKGe 0l < o () = [ e lo()lds < ce™ [ e=lio(s)lds

2 2

X+t © X+t
< ce(%) j e510(s)|lds < Ce~(Z)
0
elde edilir. Burada

1 [0/0)
c= Ee"l(o) veC = ] e*1Q(s)llds
0

pozitif sabitlerdir. Ayrica

. x+t
1K (x, t)|||le" | < Ce ¥ etImA vt € (x, 00)

olup, buradan

33

(4.2)
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o x+t. x o € oo e
f etimle=e(5) gp = e_sif etmA=2) gt < f et mA=3) gt
X X

P

bulunur. Son integralin sonlu olmasi igin gerek ve yeter sart ImA —S < 0 olmasidir.

Dolayistyla integraller i¢in diizgiin yakinsaklik testinden
f e MK (x,t)dt
X

integrali ImA < % bolgesinde A ya gore diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla asagidaki tiirevi

hesaplayabiliriz.

iE(x ) = —ixe ] + ifooe‘i’“l((x t)dt
an i), :

(0]

. d .
= —ixe ¥ + ﬁe‘l’“l((x, t)dt

X
= —ixe ] —f ite "MK (x, t)dt
X

Buradan E (x, A) fonksiyonunun ImA < g bolgesine bir analitik devaminin oldugu sonucu
cikar. Analitik devamin tekliginden, Teorem 4.2. nin ispatinda oldugu gibi
-1 S(A) £
E(1 =]+R(A)=—=,IMmIl< =
(EW) ™ =1+RW) =355, mA <
gosterimi  elde edilir. M; = {1:ImA <0, d(A) =0}, o4(L) ={A?*:1€ M;} ve M,
kiimesinin sinirli oldugunu hatirlatalim. Kabul edelim ki M; sonlu olmasin. Bu durumda

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nden M, in en az bir yigilma noktasi vardir. Teorem 4.3. den
M; in yigilma noktalar1 reel eksen iizerinde bulunabilir. d(4) fonksiyonu ImA < 2
bolgesinde analitik oldugundan Teorem 2.2. den d(A1) fonksiyonunun sifirlarinin yigilma
noktalar: ImA < g bolgesinin siirinda olmalidir. Bu ise € > 0 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla

M, ve o4(L) kiimeleri sonludur.
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5. L OPERATORUNUN REZOLVENT OPERATORU VE SPEKTRAL
TEKILLIiKLERI

Bu boliimde ilk olarak L operatoriiniin rezolvent operatorii hesaplanacaktir. Bu amagla tezin
bundan sonraki kisminda Q(x) potansiyelinin quasi-selfadjoint oldugu kabul edilecektir.
Ayrica L operatoriiniin siirekli spektrumu ve spektral tekillikleri elde edilecek (4.2) kosulu

altinda L operatoriiniin sonlu sayida spektral tekilligi oldugu ispatlanacaktir.

5.1. Rezolvent Operatorii

L operatdriiniin rezolvent operatdriinii bulmak i¢in

-y"+Qx)y—-2y=g (5.1)

denkleminin genel ¢dziimiinii bulmalyiz. Burada g € Hy, u = A% € p(L) ve ImA < 0 dur.

(5.1) denkleminin homojen kisminin genel ¢6ziimii

y(x,A) =S(x,)a+ E(x,A)b

seklindedir. Burada a ve b sabit vektorlerdir. (5.1) denkleminin genel ¢6ziimiinii bulmak

icin parametrelerin degisimi yontemini kullanalim. (5.1) denkleminin genel ¢dziimiinii

y(x,A) =S, Da(x) + E(x,1)b(x) (5.2)

seklinde arayalim. Burada a(x) ve b(x) vektor degerli fonksiyonlardir. (5.2) esitliginin her

iki yaninin tiirevini alirsak

y'(x,A) =S5"(x,DNalx)+S(x,a’(x) + E'(x,))b(x) + E(x, )b (x)

elde ederiz. Kabul edelim ki

S(x,a’'(x) + E(x, )b'(x) =0

olsun. Tekrar tiirev alip (5.1) denkleminde yerine yazarsak
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S'(x,a"(x) +E'(x,)b'(x) = —g(x)
elde ederiz. Dolayisiyla

S(x,Na’'(x) + E(x,A)b'(x) =0
{S’(x, Aa' (x) + E'(x, )b (x) = —g(x)

(5.3)
sistemini elde ederiz.

5.1.1. Not

(5.3) sisteminden a'(x) ve b'(x) fonksiyonlarini elde etmek miimkiin olmadigindan Q(x)
potansiyeli tlizerine ek bir kosul koymamiz gerekmektedir. Bundan sonra Q(x)
potansiyelinin quasi-selfadjoint oldugu varsayilacaktir. Bu kosul sadece rezolvent
operatoriinii elde etmek icin degil quasi-selfadjoint potansiyeller kuantum mekaniginde daha

yaygin oldugu i¢in de kabul edilmistir.
5.1.1. Tanim

Eger her x > 0 igin Q*(x) = PQ(x)P~! olacak bigimde pozitif, sinirh ve tersi simrh P

operatorii varsa Q (x) potansiyeli quasi-selfadjointtir denir [25].
5.1.2. Tanim

Y (x) ve Z(x) operator degerli fonksiyonlari (3.2) denkleminin iki ¢6ziimii olsun. Y (x) ve

Z(x) operator degerli fonksiyonlarinin p-Wronskiyani
WolY, Z](x): = Z'(x)PY (x) + Z(x)PY'(x)

olarak tanimlanir [26].

5.1.1. Lemma

Y(x) ve Z(x) operator degerli fonksiyonlari (3.2) denkleminin iki ¢dziimii ve ImA? = 0

olsun. Bu durumda W, [Y, Z*](x), x degiskeninden bagimsizdir.
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fspat

Y(x) ve Z(x) fonksiyonlar1 (3.2) denklemini sagladiklari i¢in veQ*(x) = PQ(x)P1,

ImA? = 0 oldugundan

—-Y" +Q(x)Y = 2%
—Z" + Z*PQ(x)P™t = A2Z

esitlikleri saglanir. Ilk esitligi soldan Y*P ve ikinci esitligi sagdan PY ile carpar ve iki esitligi

taraf tarafa ¢ikarirsak

d d
—Ww,[Y,z* =—(Z"'PY+Z*PY) =Z"PY +Z*PY" =0

esitligi elde edilir. Buradan W, [Y, Z*](x) sabit olup x degiskeninden bagimsizdur.
Simdi L operatdriiniin rezolventini elde ettigimiz teoremi verelim.

5.1.1. Teorem

L operatdriiniin rezolvent kiimesi

p(L) ={A%:ImA < 0, ImA? = 0 ve E()\) tersinirdir}

ve ImA < 0 igin Rz (L): = (L — A%I)~? rezolvent operatdriiniin ¢ekirdegi

E(x, DE~Y(A)P1S*(¢, 1),
R(x,t;12)={ oD WP 3@ ostsx (5.4)
—S(x, )PH(E*(D)) E*(t, )P, x <t <o
bi¢imindedir.
fspat

ImA? = 0, ImA < 0 ve E(A) tersinir olsun. Bu bdliimiin basindaki sonuglardan
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{ S, Na’'(x) + E(x,A)b'(x) =0
S'"(x,a'"(x) + E'"(x,A)b"(x) = —g(x)

sistemini elde ederiz. Ilk esitligi soldan S*'(x, )P ve ikinci esitligi soldan S*(x, )P ile
carpip iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak

Wp[S,5*]1(x) a’(x) +W,[E,S*](x) b'(x) = S*(x,A)PG(x) (5.5)

elde ederiz. Lemma 5.1.1. den W, [S, S*](x) veW,[E,S*](x), x degiskeninden bagimsizdir.
Dolayisiyla x = 0 alirsak S(0,4) = 0 ve §'(0,1) = I oldugundan

W,[S,S*1(x) = S*'(x, )PS(x, 1) — $*(x, )PS’ (x, 1)
= $*'(0,A)PS(0,1) — S*(0,1)PS’ (0, 1)
= [P0 — OPI
=0

ve

W, [E, S*](x) = S*'(x, )PE(x, ) — S*(x, )PE'(x, 1)
= $*'(0,)PE(0,1) — §*(0,)PE’'(0,2)
= IPE(X) — OPE'(0,)
= PE(4)
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri (5.5) esitliginde yazarsak

PE(A)D'(x) = S*(x, )PG (x)

bulunur. Buradan E () tersinir oldugundan
X

b(x) = f E"Y(D)P1S*(t, 1) PG(t)dt + B
0

bulunur. Burada B sabit bir vektordiir. Benzer sekilde W,[S,E"](x), x degiskeninden

bagimsiz oldugundan x = 0 alirsak S(0,4) = 0 ve S'(0,4) = I oldugundan
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W,[S, E*](x) = —E*(1)P (5.6)

bulunur. W, [E, E*](x), x degiskeninden bagimsiz oldugundan x — oo igin Teorem 3.2.4.

deki asimptotik bagintilardan
W,[E,E*](x) = 0 (5.7)

bulunur. (5.3) sistemindeki ilk esitligi soldan E*'(x, )P ve ikinci esitligi soldan E*(x, 1)P
ile ¢arpip iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak

W, [S,E"|(x)a'(x)+W,[ E,E"](x) b'(x) =E"(x,4) PG(x) (5.8)
bulunur.(5.6), (5.7) ve (5.8) den
—E*(A)Pa’(x) = E*(x,A)PG(x)

bulunur. Buradan E (A) tersinir oldugundan E™*(A) da tersinir olup
a(x) =a —] P YE*(D))LE*(t, )PG()dt
X

bulunur. Burada «a sabit bir vektordiir. a(x) ve b(x) fonksiyonlarimi (5.2) esitliginde yerine

yazarsak

y(x, A) = S(x, D — S(x, 1) j “p1(B ) B (6.0) PG(DdE

+E(x, A) [, ETH(A)P7IS™(t, 1) PG(t)dt + E(x, D)

elde edilir. y(0) = 0 kosulu 8 = 0 olmasini ve s € H; oldugundan y € H; kosulu @ = 0

olmasini gerektirir. Dolayisiyla

y(x, 1) = —S(x, 1) f mP‘l(E*(A))_lE*(t, 1) PG(t)dt

+E(x, ) [ ETL(DP7LS™(t, 1) PG(D)dt
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bulunur. Sonugta

Riz(L)g(x) = [,” R(x,t; 12) g(t)dt
olmak iizere (5.4) elde edilir.
5.1.2. Lemma

Her r > 0 i¢in en az bir ¢, > 0 sayis1 vardir dyle ki ImA < 0, |A| = r bolgesindeki her A

i¢in

IRz (LIl =

Cr
IE(IV—ImA

esitsizligi gerceklenir. Ozel olarak A, herhangi negatif olmayan reel say! ve e p(L),
A2 > 1y > 0ise ||Ryz(L)|| = oo olur.

fspat

_(P71S(x, 1), 0<x<b
fb(x)_{ 0, b<x<oo

fonksiyonunu tanimlayalim. f;, € L,(R,, H) olup

Ry fo(x) = IIPIPIlf6I?ECe, DET (P!, b<x < oo

bulunur. Dolayisiyla

IR2full = [, IRz2fy NI dx = IPIPIIfIMIETT DI, IE (x, )% dx
bulunur. b < x < 0, ImA < 0, |A| = § olmak iizere

IE CGx, )| > 5 e*ImA
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esitsizligi saglanacak sekilde yeterince biiyiik b = bs segelim. (Bkz. Teorem 3.2.4.) Bu

durumda

o 2 >l ®© xImA - _ 1 2bImA
J, NIE(x, D] dx_4fb e dx ——e
olup

- 1
1Rz foll = IP NI IZIE " (]| s €201

bulunur. Ayrica
b .o
Ifull? = Jy IPTHIZNIS G, DII? dx > 0

olup son integrallmA < 0, |A] <r bolgesindeki her yari ¢emberde A nin siirekli

fonksiyonudur ve pozitif bir sabit tarafindan alttan sinirl olup ispat tamamlanir.
Simdi bu lemma yardimiyla L operatoriiniin siirekli spektrumunu elde edelim.
5.1.2. Teorem

L operatdriiniin stirekli spektrumu o.(L) = R, dir.

fspat

Gostermemiz gereken yalnizca A >0 i¢in R(L — AI) gorlinti kiimesinin L,(R,, H)

uzayinda yogun olmasidir. Buna esdeger olarak
[R(L — AD]*+ = ker(L* — AI) = {0}

oldugunu gostermek yeterlidir. A, L* operatoriiniin 6zdegeri olamaz [4] Dolayisiyla

ker(L* — AI) = {0} olup ispat tamamlanuir.
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5.2. L Operatoriiniin Spektral Tekillikleri

Bu boliimde L operatoriiniin spektral tekillikleri elde edilecek ve (4.2) kosulu altinda L

operatoriiniin sonlu sayida spektral tekilligi oldugu ispatlanacaktir.
Tanim 2.8. den L operatdriiniin spektral tekillikleri kiimesi

o.(L) = {A?: 2 € R\ {0}, E(A) tersinir degildir}

seklindedir.

M,:={1:1 € R, E(A) tersinir degildir}

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda

0ss(L) = {A%: 1 € M} \ {0}

Olur. Boliim 4 den

(EQ)) " =1+R@) = % e C. (5.9)

gosterimi vardir. Burada S(4), C_ yar1 diizleminde analitik operator fonksiyonu ve d(4), C_

yar1 diizleminde analitik skaler fonksiyondur. (5.9) dan

E(A)S)l—l)l C
Ay M =hret

olup eger E(4) tersinir yani d(4) # 0 ise S(4) da tersinirdir ve

o _EWX
SN =g A EC

bulunur. Dolayisiyla eger 1 € C_ i¢in d(4) # 0 ise

EQD) =d)(SA)™, 1€ C_ (5.10)
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elde edilir. Teorem 3.2.2. den E(x, 1) operator degerli fonksiyonu ImA < 0 boélgesinde
analitik ve ImA < 0 bolgesinde siirekli oldugundan, (5.10) esitliginden dolay1 d(4) ve S(4)

fonksiyonlar1 da reel eksende siireklidir. Dolayisiyla

-1 2 N
(EQ) = % 1eTo (5.11)

gosterimi vardir.
N, ={A€eR: d(4) =0}

kiimesini tanimlayalim. (5.11) esitliginden agik olarak A € R igin E(A) tersinirdir ancak ve

ancak d(A) # 0 dir. Sonug olarak

M, ={A:1 € R, E(A) tersinir degildir} = N,

bulunur.

5.2.1. Teorem

(3.3) kosulu altinda M, kiimesi kompakt ve u(M,) = 0 dir.
fspat

M, = {1: 1 € R, E(A) tersinir degildir} = N, dir. Teorem 4.3. den M, kiimesi sinirlhdir.
Dolayisiyla M, kiimesinin kompakt olmasi i¢in kapali oldugunu gdstermemiz yeterlidir.
Ay c M, ve A, - A, olsun. (4,) € M, oldugundan her n€N igin A, ER
ve E(A,) tersinir degildir. A, = A, ve 1,, € R oldugundan 4, € R dir.

E () reel eksende siirekli ve A,, = A, oldugundan E(4,,) = E(A,) dir. Buradaki yakinsama

operatdr normuna goredir.
GL(H) = {A € B(H) : A operatori tersinirdir}

kiimesini tanimlayalim. GL(H) kiimesi B(H) uzaymin agik bir alt kiimesi oldugundan

B(H) \ GL(H) kiimesi kapalidir. Bu durumda her n € N i¢in E(4,,) tersinir olmadigindan
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E(1,) € B(H)\ GL(H) olur. Ayrica E(4,) - E(1y), E(4,) € B(H)\ GL(H) ve
B(H) \ GL(H) kiimesi kapali oldugundan E(A,) tersinir degildir. Dolayisiyla A, € M, elde
edilir. Son olarak

M, =N, ={A€R: d(1) =0}

oldugundan Privalov Teoremi’nden u(M,) = 0 bulunur.

Sonuc¢

(3.3) kosulu altinda o4 (L) kiimesi sinirli ve u(ogs(L)) = 0 dir.

fspat

0ss(L) = {4*: 1 € My} \ {0}

oldugundan ve Teorem 5.2.1. den ispat agiktir.

5.2.2. Teorem

(4.2) kosulu altinda L operatoriiniin sonlu sayida spektral tekilligi vardir.

fspat

Teorem 4.4. {in ispatindan E (x, 1) fonksiyonunun ImA < % bdlgesine bir analitik devaminin
oldugu bilinmektedir. Analitik devamin tekliginden, Teorem 4.2. nin ispatinda oldugu gibi
EQ) " =1+ R = -2 ima<

(EQO)™ =1 +R() = 755, 1mA <3

bulunur. M, = N, = {1 € R: d(1) =0}, 04(L) ={A%2:1€ M,} \ {0} ve M, kiimesi
sinirlt oldugunu hatirlatalim. Kabul edelim ki M, sonlu olmasin. Bu durumda Bolzano-

Weierstrass Teoremi’nden M, nin en az bir yigilma noktas1 vardir. d(4) fonksiyonu

ImA < % bolgesinde analitik oldugundan Teorem 2.2. dan d(A) fonksiyonunun sifirlarinin
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y1gilma noktalar1 ImA < 2 bolgesinin siirinda olmalidir. Bu ise € > 0 olmasiyla gelisir.

Dolayisiyla M, ve o4(L) kiimeleri sonludur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, yarim eksende operator katsayili, kendine es olmayan Sturm-Liouville
operatdriiniin spektral teorisi incelenmistir. Bu amagla ilk olarak yarim eksende kendine es
olmayan operator katsayili Sturm-Liouville denkleminin baz1 6zel ¢oziimleri elde edilmis
ve Jost ¢oziimiiniin 6zellikleri detayli olarak ele alinmistir. Son olarak bu operatoriin
0zdegerleri ve spektral tekillikleri bulunmus ve potansiyel fonksiyonu iizerine konulan bazi
sartlar altinda bu operatoriin sonlu sayida 6zdeger ve spektral tekillige sahip oldugu
gosterilmistir. Bu sonuglar [26] da yaymnlanmustir. ileriki asamalarda bu operatdriin esas
fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin o&zellikleri aragtirilabilir. Bu tezde tanimlanan
operatoriin tam eksene genislemesi ele alinarak tamamen farkli bir problem iizerinde
caligilabilir. Ayrica, siirekli olmayan durumda operator katsayili diskrete Sturm-Liouville

operatoriiniin spektral teorisi incelenebilir.
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