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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Tlk boliim giris kismima ayrilmistir. Ikinci béliimde ana
konu ile ilgili temel kavram ve teoremlere yer verilmistir. Uglincii boliim dort kisimdan
olugmaktadir. Bu bolimde smir kosullu Dirac sistemi ele alinmistir. Bu sistemin Jost
coziimleri ile Jost Fonksiyonlar1 bulunmus ve Jost Fonksiyonlarmin 6zellikleri
incelenmistir. Buna ek olarak, ele alinan sistemin sagilim fonksiyonu ve sagilim
fonksiyonunun 6zellikleri bulunmustur. Son kisimda ise bu sisteme ait Levinson Formiili
elde edilmistir. Son boliimde ise 6nceki boliimde elde edilen sonug ve Oneriler verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

R

R-

R*

C

C,

C_

Im(%)
Re(A)
arg(e(4))
L;(0, ; C3)

Aciklamalar

Gergel sayilar kiimesi
Negatif gercel sayilar kiimesi
Pozitif gercel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Kapali iist-yar1 diizlem
Kapali alt-yar1 diizlem

A sayisinin sanal kismi

A sayisinin gercel kismi

e(A) sayisinin argiimenti

Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi



1. GIRIS

Fizikte maddenin yapisinda 6nemli rolii olan sagilim problemleri ve problemlerin analizi,
matematiksel fizigin 6nemli bir arastirma konusudur. Bu problemler ile ilgili ilk ¢alismalar
stirekli Schrodinger denklemleri igin incelenmistir [1,2]. Marchenko 1986 yilinda reel
degerli q fonksiyonu igin L, (0, ©) uzaymda tanimli sinir kosuluna sahip Sturm-Liouville
denklemini detayli olarak incelemistir. Bu sinir deger problemine ait Jost Fonksiyonunu
e(A) olarak gostermistir. Jost Fonksiyonunun agik iist diizlemde sonlu adette basit sifirlar
oldugunu ispatlamistir. Ayrica incelenen problemin sagilim fonksiyonu, Jost Fonksiyonunun
esleniginin Jost Fonksiyonuna orani ile tarif edilip, S(4) seklinde gosterilmistir.
Kaynaklarda A € R i¢in, sagilim fonksiyonu, Jost Fonksiyonunun agik iist diizlemdeki
sifirlart ve Jost Fonksiyonunun sifirlarinin normlari ile elde edilen kiime, problemin sagilim
verileri olarak adlandirilmaktadir. Potansiyel fonksiyonu verilerek sacilim verilerinin elde
edilmesi ve bu sacilim verilerinin 6zelliklerinin arastirilmasi sagilim teorisinde diiz problem
olarak adlandirilirken tersine olarak sagilim verilerine gore potansiyel fonksiyonun elde
edilmesi ters problem olarak isimlendirilir. Sturm-Liouville, Schrédinger ve Dirac
denklemleri i¢in siirekli ve diskre durumlarda, diiz ve ters sac¢ilim problemlerini kapsayan
bir ¢ok ¢alisma mevcuttur [3, 4]. Marchenko, ters problem i¢in ¢ok 6nemli olan Levinson
Formiiliinii Sturm-Liouville problemi i¢in ispatlamigtir. Bulunan sagilim verileri Levinson

Formiiliinii sagladiginda, tek bir g potansiyel fonksiyonunun varligi elde edilebilir.

Bu ¢alismada L, (0, o, C,) uzayinda

iy (x, 1) + g1 () uz(x, 1) = Auy (x, 1)

—iuy(x,A) + g2 ()u(x, ) = Auy(x, 1) ,  x €[0,0)

diferansiyel denklem sistemi ve

u,(0,4) —u4(0,4) =0

sinir kosulu ile tanimlanan Dirac sistemi gézoniine alinmistir. Burada. q;, i = 1, 2 potansiyel
fonksiyonlar1

Iqi(x)ISce‘g‘/; , c>0 , >0, i=1,2

kosulunu saglayan reel degerli fonksiyonlardir.

Bu sistemin Jost ¢oziimleri ve Jost Fonksiyonlar1 elde edilip, Jost Fonksiyonlarinin

ozellikleri elde edilmistir. Ayrica problemin sacilim fonksiyonu tanimlanarak sagilim



fonksiyonunun o&zellikleri incelenmistir. Son olarak Levinson Formiilii elde edilmistir.
Sacilim verilerinin, denklemin veya problemin sacilim verilerinin kiimesini meydana

getirebilmesi i¢in Levinson Formiiliinii gergeklemesi gerekir.

Guseinov yarim eksen ve tiim eksende bir boyutlu diskre Schrodinger denklemi igin ters

sa¢ilim probleminin ¢éziimiiniin bulunabilmesi igin gerek ve yeter sartlar1 vermistir [5].

[6, 7] ¢aligmalarinda sinir kosulunda kuadratik spektral parametre barindiran sinir deger

problemlerine ait Levinson Formiiliinii vermislerdir.

Diger yandan, E. Bairamov, Y. Aygar ve D. Karshoglu calismalarinda [8] diskre

Schrédinger denkleminin spektrumunu incelemis ve sacilim teorisini yapmiglardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. (Lineer Uzay)

L bos olmayan bir ciimle ve K, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa L ye K tizerinde lineer uzay (veya vektor uzayi) denir.

A) L, +islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl) Her x,y € L i¢in x + y € L dir (kapalilik 6zelligi).

G2) Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir (birlesme 6zelligi).

G3) Herx € Liginx + 6 = 6 + x = x olacak sekilde 6 € L vardir (6zdes elemanin varligi).
G4) Herx € Ligin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardir (ters elemanin
varligy).

G5) Herx,y € Ligin x + y = y + x dir (degisme 6zelligi).

B) x,y € L ve a, B € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

L1) a.x € L dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).

L2) a.(x +y) = a.x + a.y dir.

L3) (a + B).x = a.x + [.x dir.

L4) (aB).x = a.(Bx) dir.

L5) 1.x = x dir (Burada 1, KK nin birim elemanidir) [9].

Tanim 2.2.

Eger V, R cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) ise, V uzayma reel lineer uzay (vektor
uzay1); eger, C cismi tlizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) ise de V uzayimna, kompleks

lineer uzay (vektor uzayi) adi verilir [3].

Tanim 2.3.

H, K cismi lizerinde bir vektor uzay olsun.
(,): Hx H - K fonksiyonu

1 (x+vy,2)=(xy)+(x,2)

2. (ax,y) =al{x,y) (a€K)

3. (x,y)= (y,x)



4, (x,x)=0;{x,x)=0
sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢arpim fonksiyonu) denir. Uzerinde i¢
¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ carpim uzayi denir. I¢ ¢arpim uzay:

(H,(,)) veya kisaca H ile gosterilir [9].

Tanim 2.4.

H, bir lineer uzay olsun. ||-]| : H - R

fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in
Lx[|=0;|lxl=0ex=0

2. |lax|l = lalllx]l  (a € K)

3. llx + yll < llxll + Iyl (Uggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna H de (veya H {izerinde) norm denir. Normlu uzaylar

genellikle (H, || |]) ile gosterilir [9].

Tanim 2.5.

Herhangi bir vektér uzay1 ya da normlu uzay iizerinde tanimli olan déniisiimlere operator

ad1 verilir [10].

Tanim 2.6.

L ve L' aym bir K cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T: L — L' operatorii her x,y € L,
a € Kigin

1L.Tx+y)=Tx)+T()

2. T(ax) = aT(x)

sartlarini sagliyorsa T ye lineer operator denir [9].

Tanim 2.7.

H Hilbert uzay1 ve L bu uzayda lineer operatdr olmak iizere L nin tanim kiimesi D (L)
seklinde gosterilir. C kompleks sayilar kiimesi, X topolojik vektor uzayi, L(X), X de tanimh

lineer operatdrlerin uzay1 olsun.



L€eL(X)vel, € Cigin

(L—=2Dx=0

denkleminin x = 0 asikar ¢oziimiinden baska bir x # 0 ¢6ziimii bulunursa, 4, € C sayisina
L operatoriiniin 6zdegeri, bu denklemin her bir x # 0 ¢6ziimiine ise L operatoriiniin A,

ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir [11].
Tanim 2.8.

Ac R, f:A - Rbirfonksiyonve a € A olsun.

lim f(x) = f(a)

xX—a

ise f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her

noktasinda stirekli ise fonksiyon A tizerinde siireklidir denir [12].

Tanim 2.9.

IMQ@={ﬁfVQNM<wI
0

seklinde tanimlanan L,(0, o) uzay lizerindeki i¢ ¢arpim ve norm f, g € L;(0, ) igin

sirasiyla

f,9) :=ff(x)@dx ve
0

HK@W=]V@NM
0

olarak tanimlanir. Burada, keyfi bir f € L;(0,00) fonksiyonu reel degiskenli, ancak

kompleks degerli bir fonksiyondur [10].

Tanim 2.10.

Lz(0:°°)={f=jlf(X)|2dx<00}
0

seklinde tanimlanan L, (0, ) uzay1 iizerindeki i¢ ¢arpim ve norm, f,g € L,(0, ) igin

sirastyla



(f.9) = [ f@gEdx ve
0
1

° 2
If COll == {flf(x)lzdxl

olarak tanimlanir. Burada, keyfi bir f € L,(0,) fonksiyonu reel degiskenli, ancak

kompleks degerli bir fonksiyondur [10].
Tanim 2.11.

Bir z, € C noktasinin & — komsulugu,
D(zp,€) ={z:|z -z < ¢}
olarak tanimlanan kiimedir. Buradaki z, noktasina komsulugun merkezi, € sayisina da

komsulugun yarigap1 denir [13].
Tanim 2.12.

Bir f karmagik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(zy, §) komsulugundaki biitiin
noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir, denir. Eger bir f karmasik
fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse, f, S iizerinde analitiktir, denir
[13].

Tanim 2.13.

f € L;(R) olmak tizere

g = j £ ()e % dx

olarak tanimlanan g fonksiyonuna f fonksiyonunun Fourier doniigiimii denir ve

9D = F(HHD)
olarak gosterilir. Eger g € L, (R) ise

1 .
F) =5 j g(De* d

doniisiimiine ters Fourier doniisiimii denir ve F~1 ile gsterilir [3].



Teorem 2.1. (Riemann-Lebesgue Teoremi)

fila, b] = C fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. Eger f, [a, b] tizerinde integrallenebilir ise,

b
lim J.f(x)ei’lx dx =0
a

|A]—>c0

olur. Integrasyon aralig1 sinirsiz olabilir [14].
Teorem 2.2. (Lebesgue Yakinsaklik Toremi)

(X, A, ) bir dlgii uzay, g : X — [0, 0]
integrallenebilen bir fonksiyon ve f, fi, f5, ... de X lizerinde A- dlgiilebilir [—oo, o] - degerli

fonksiyonlar olsun. Eger hemen hemen her x i¢in
2) lim £,(0) = £(x)
b) vn € N igin | f,(x)| < g(x)

ise f ve f,, fonksiyonlar1 integrallenebilirdir ve
im [ fudu= | £ du
X X

olur [15].
Tanim 2.14.

a) [a,b] c R olmak tizere siirekli bir

v:la,b] » R

fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarna sirasiyla
egrinin baslangig¢ ve bitis noktalar1 denir.

b) Bir y egrisi verildiginde y(a) = y(b) ise y egrisine kapali egridir, denir

c) Biry egrisi sadece t; = t, igin y(t;) = y(t,) oluyorsa basit egridir, denir. Bazen basit
egrilere Jordan egrisi de denir. y basit bir egri ve y(a) = y(b) ise basit kapali egri (kapal
Jordan egrisi) denir.

d) Biry egrisi verildiginde y' tiirevi var ve siirekli ise y diferensiyellenebilir egri (yay) diye

adlandirilir.



e) y diferensiyellenebilir bir egri olsun. Eger y'(t) # 0 ise y egrisine diizgiin egri (regiiler
egri) denir [13].

Teorem 2.3.

Eger f bir B bdlgesinin i¢inde analitikse ve sinirinda sifir olmuyorsa, B deki sifir yerlerinin

sayist sonludur [13].
Teorem 2.4.

f, bir B bolgesinde analitik fonksiyon, y ise B de bulunan ve f nin higbir sifir yerinden
gecmeyen basit kapali egri olsun. f nin y nin i¢ kismindaki sifir yerleri zy, z,, ... , z, Ve
katliliklar1 da sirasiyla m;, m,, ..., m, ise

1 (f'@), ~\
o) o @ _Z i
Y

esitligi saglanir [13].
Teorem 2.5. (Argiiment Prensibi)

f, bir B bolgesinde analitik fonksiyon, y ise B de bulunan ve f nin higbir sifir yeri ve kutup

yerinden gegmeyen basit kapali egri olsun. Eger f nin y igindeki sifir yerlerinin sayis1 Z ve

kutup yerlerinin sayis1 Pr ise (sifir yerleri ve kutup yerleri katliliklari ile sayiliyor),

1 (f'@

2ni ) f(2)
Y

dir [13].

Tanim 2.15. (Argliment Degisimi)

y kapali bir egri ve zy, y lizerinde bulunmayan herhangi bir nokta olsun. Eger z, y egrisini
tararsa (z — zy) sayisinin argiimentinde, meydana gelen degisme
Ayarg(z — zp)

simgesi ile gosterilir ve buna argiiment degisimi denir [13].



3. SINIR KOSULLU DIRAC SiSTEMi

L,( 0, 0; C,) uzaymda
uy(0,1) —u4(0,4) =0
sinir kosulu altinda olusturulan

iug(x, ) + g1 ()uy(x, A) = Auqy(x, 1)

—iuy(x, ) + g, (O)uy (x, A) = Auy(x, 1), x

diferensiyel denklem sistemini goz oniine alalim. Bu sistemi 6zel olarak Dirac sistemi olarak

adlandirilir [16]. Bu sistemde A kompleks parametre ve g;, i = 1, 2 potansiyel fonksiyonu

€ [0, )

q(x)<ce™* | >0, >0, i=12

kosulunu saglayan reel degerli bir fonksiyondur.

()

10,0, €;) 5= {f= f0=(Ra) [ ARP+15@P) dr < e
0

uzayinda L operatorii agagidaki sekilde tanimlansin.

Vu € L, (0, o0; C,) diferensiyellenebilen u(x, ) fonksiyonu igin

. d
LTt (x, ) + g1 ()uy(x, A)

l(u) :=

diferensiyellenebilen ifadesini gézoniine alalim.

. d
—lgs U (x, A) + g2, Duy(x, 1)

1.u mutlak siurekli
D(L) ={u:u€Ly(0,00,Cy) , 2.l(w) €L,
3u2(0,/1) - ul(O,/l) =0

olmak {izere Vu € D(L) igin

L(u) :=l(u)

seklinde tanimlayabiliriz.

(3.2) — (3.3) denklem sistemini

d

[m—+Q&}J}MmD=O
dx

bi¢ciminde yazalim. Burada

0=((i) —Ol) ’ Q(x)=(q2(()x)

q1(x)
0

) , M%M=(

u(x, 4)
Uy (x, 1)

)
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bigiminde tanimlanir.

Bu kisimda Dirac sisteminin Jost ¢oziimleri ile Jost Fonksiyonlar1 bulunarak bunlara ait
ozellikler verilmistir. Ayrica sistemin sagilim fonksiyonu ile sacilim fonksiyonunun
ozellikleri verilmistir. Netice olarak sisteme ait Levinson Formiilii elde edilmistir. Sistemin

Jost ¢oziimiine gegmeden Once asagidaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 3.1.

(3.2) — (3.3) diferensiyel denklem sisteminin her bir ¢6ziimii

X
uy (2, 1) = uy (0, )e ™ i f e~ =g (Ou,(t, 1) dt (3.5)

0
X

u, (x, 1) = u,(0,1)e** — ife”(x_t)qz (tu, (t, Ddt (3.6)
0

(3.5) — (3.6) integral denklem sistemininde bir ¢6ziimiidiir. Bunun karsit1 da dogrudur [16].
fspat

(3.2) denkleminin bir ¢oziimiiniin (3.5) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in parametrelerin
degisimi yontemini kullanalim. (3.2) nin homogen denklemi

iu;(x,A) — Auy(x,A) =0

olup bu homogen denklemin genel ¢6ziimii,

ii(x, 1) = c;e” ¥

olup c; keyfi sabittir. O halde (3.2) denkleminin genel ¢6ziimii,

u (6, 1) = c;(x)e”* 3.7
seklindedir. (3.7) genel ¢6zlimiinde x degiskenine gore tiirev alinarak
uj(x, 1) = cj(x)e ™™ —iAc, (x)e~* (3.8)

esitligi elde edilir. (3.7) ve (3.8) esitlikleri (3.2) denkleminde yerine yazarsak
c1(x) = ie™q; (Du, (%, 4)

elde edilir ve buradan

X

ci(x) = ¢, (0) +i f eMtq, (Ouy(t,A) dt
0
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olarak bulunur. (3.7) genel ¢oziimiinde x = 0 olarak alinarak elde edilen
Uq (0! /1) =G (0)

esitligi ¢, (x) fonksiyonunda dikkate alinarak (3.7) genel ¢6ziimii,

X
uy (x, 1) = u;(0,1)e™* + if e~ x=Dg (Hu,(t, 1) dt
0

formuna doniiserek istenilen bulunur.
Simdi karsit olarak (3.5) esitligini kullanarak (3.2) diferensiyel denklemini elde edelim.

(3.5) esitliginin x e gore tiirevini alalim.

X
u(x, 1) = —iduy (0, )e™* + /1] e~ =D (Ou,(t, 1) dt + iy (x)u,(x, 1)
0

X
= —iA [ul(O, Ne x4 ije‘m(x‘t)ql(t)uz(t, D dt |+ iq()uy(x, 1)
0

= —idu(x, 1) + ig()uy(x,A)
saglanir, buradan da
iu (x5, 1) + q1 ()uz(x, 1) = Auy (x,2)
denklemi bulunmus olur.
Benzer sekilde (3.3) denkleminin bir ¢oziimiiniin (3.6) oldugu ve karsit1 olarak (3.6) esitligi
kullanilarak (3.3) diferensiyel denkleminin elde edildigi ispatlanabilir.

3.1. Dirac Sisteminin Jost Coziimleri

(3.2) — (3.3) Dirac sisteminin Jost ¢oziimlerini elde etmek igin parametrelerin degisimi
yontemini kullanalim.

Ilk olarak u, (x, 1) y1 elde edelim. (3.2) nin homogen denklemi

iug(x,A) — Auy;(x,A) =0

olup homogen denklemin genel ¢6ziimii

iy (x, 1) = cpe™

seklindedir. Burada c; keyfi sabittir. Oyleyse (3.2) denkleminin genel ¢dziimii

u (%, 1) = ¢y (x)e™* (3.9)
seklindedir. (3.9) genel ¢6ziimiiniin x degiskenine gore tlirevini alirsak

w(x, 1) = cj(x)e ™ —idc, (x)e (3.10)
esitligi elde edilir. (3.9) ve (3.10) esitlikleri (3.2) denkleminde yerlerine yazilirlarsa
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c1(x) = iemx‘h ()uz(x, 1)
tirevi

A=limci(e) , (A€ER)
E—00

olmak Uzere

c(x)=A —i.f et (Ouy(t,A) dt
X

olarak bulunur. Elde edilen ¢, (x) fonksiyonu (3.9) genel ¢6ziimiinde dikkate alinirsa (3.9)

¢Ozimil
uy(x, 1) = Ae ¥ — if e~ =Dg (Ou,(t, 1) dt
X

formunda elde edilir.

Benzer islemler yapilarak u,(x, 1) y1 elde edelim. (3.3) denkleminin homogen denklemi
—iuy(x,A) — Auy(x,A) =0

olup homogen denklemin genel ¢oziimii

iy (x, 1) = ce*

seklindedir. Burada c, keyfi sabittir. O halde (3.3) denkleminin genel ¢6ziimii

uy(x, 1) = cy(x)e* (3.11)
bi¢cimindedir. (3.11) genel ¢oziimiiniin x degiskenine gore tlirevi alinirsa

uy(x, 1) = cy(x)e™ + idc, (x)er™ (3.12)
esitligi elde edilir. (3.11) ve (3.12) esitlikleri (3.3) denkleminde yerlerine yazilirlarsa

c3(x) = —ie"*qy(X)uy (x, 1)

tiirevi

B = gl_)rg c,(e) , (BER)

olmak Uzere

[00]

c;(x) =B+ ij e Mg, (Ou,(t,A) dt
X

olarak bulunur. Elde edilen ¢, (x) fonksiyonu (3.11) genel ¢oziimiinde dikkate alinirsa (3.11)

¢Ozumil
uy(x, 1) = Be*™ + if et =g, (Hu,(t, 1) dt
X

formunda elde edilir.



Ae—i)lx
) = (o )

fonksiyonu (3.2) — (3.3) Dirac sisteminin g,(x) = g,(x) = 0 igin ¢ozimidiir.

Tanim 3.1.1.

13

q1 ve q, reel degerli fonksiyonlari (3.4) kosulunu gergeklesin. (3.2) — (3.3) sisteminin her

A€ C icin

C(w(x D) [AemH
u(x,/l)—(uz(x’ A))_<Bem)+o(1) , x - oo

kosulunu saglayan ¢6ziimiine Jost Coziimii denir ve e(x, A) ile gosterilir [1].

(3.2) — (3.3) sistemini
u(x,1) = h(x, 1) +f Q(x,t; Du(t,A) dt

bi¢iminde yazabiliriz. Burada

0 —igy(t)e= A
een=( 0. T®
iq,(t)e 0

gibi tanimlanir. A € C i¢in (3.13) integral denkleminin ¢6éziimii

[00]

u(x, 1) = h(x, A) + ] H(x,s)h(s,A) ds

gosterimine sahiptir, burada

_( Hii(x,s) Hix(x,s)
109 = () Haes) )

coziimlerin ¢ekirdegidir ve (3.4) kosulunu sagladigindan

+
|Hij(x,s)| < ce_gV%

kosulunuda saglar.

,¢c>0, >0, 4,j =1,2

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.14) ile tanimlanan u(x, A) ¢oziimii yardimi ile (3.2) — (3.3) sisteminin Jost ¢ozlimlerini

asagidaki gibi olusturabiliriz.

(o8] (°9)

u (x, 1) = Ae +Af Hi(x,8)e s ds + BJ Hi,(x,5)e*Sds , 1€C

X X

(3.16)
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uy(x,1) = Be** +Af Hy,(x,5)e "5 ds +Bf Hy,(x,5)e*ds , 1€C (3.17)
X X

bi¢iminde yazabiliriz.

I. durum. 4 = 0, B = 1 olmak lizere,

o

uy(x, 1) = f Hi,(x,s)es ds = e (x, 1)

X

o)

u,(x,1) = e?* + f H,,(x,s)es ds = eél)(x, A
X

ile tanimlansi. Bu durumda (3.16) ve (3.17) ifadelerinden

/ j Hy,(x,5)es ds
[ x

= . | (3.18)
kei’lx + szz(x,s)eMS ds/

X

e (x, A))

D(x 1) =
e(x, 1) (62(1)(%/1)

yazilabilir.

I. durum. A = 1, B = 0 olmak tizere,
uy(x, 1) = e™ +j Hiy(x,s)e™ 5 ds = e (x, 2)

X

oo

u,(x,1) = f Hyi(x,8)e™ 5 ds = ez(z)(x, )
X

ile tanimlansin. Bu durumda (3.16) ve (3.17) ifadelerinden

o)

el(z)(x,)l)> (e‘i’lx+ !Hll(x,s)e‘i’ls ds\
|

852) (.X', A) = o) '
fHZl(x, s)e s ds

X

e@(x,1) = ( (3.19)

yazilabilir.
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Teorem 3.1.1.

H;j(x,s), i,j = 1,2 fonksiyonlar i¢in H;;(x,.) € L;1(0,), H;;(.,s) € L1(0, ) saglanir
[16].

fspat

X+Ss
|Hij(x,s)|§ce_£\/; ,c>0,e>0, i,j=1,2

esitsizligini kullanalim.

0 0 . ¥s o) _g\/g
f|Hij(x,s)ds|Sfce 2 dsScfe 2ds < o

0 0 0
oldugundan H;;(x,.) € L;(0, o) gerceklenir. Benzer sekilde,
j|Hij(x,s)dx|Sfce 2 decfe 2dx < o

0 0 0

oldugundan H;;(.,s) € L;(0, ®) gerceklenir.
Teorem 3.1.2.

(3.18), (3.19) ile tammlanan e (x, 1) ve e® (x, 1) ¢oziimleri sirastyla C, ve C_ iizerinde

analitik ve reel eksen tizerinde stireklidirler [16].
fspat

e (x, 1) fonksiyonunun analitikligini gostermek icin Oskut Teoremini kullanalim.

e™ (x, 2) fonksiyonunda

co

J Hi, (x,8)e™ds

X

< f|H12(x,s)eMS|ds SJIHlZ(x,S)I ds<ow , 1€C,
X X

gerceklendiginden diizgiin yakinsak,

eV (x, 1) fonsiyonunda

o)

f H,,(x,s)e*Sds

X

SfIsz(x,s)Ids<oo , L€ C,
X
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gerceklendiginden diizgiin yakinsak ve e** fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan
e (x, 1) fonksiyonu A ya gore C, :={1: 1 € C, ImA > 0} yan diizleminde taniml ve

C, da A ya gore analitiktir. Ayrica

(0]

{ f Hy,(x,5)es ds \‘

P

/1lim eW(x, 1) = lim o | = eW(x, 1)
Ao —Ag
kei’lx + szz(x,s)ei’ls ds/

X

saglandigindan reel eksende siireklidir.
Benzer bicimde e (x, 1) fonksiyonunun C_ iizerinde analitik ve reel eksen iizerinde

stirekli oldugu gosterilebilir.

Bununla birlikte e® (x, 1) ve e®(x, 1) fonksiyonlar igin

/ j‘ole(x,s)ei’ls ds \
x oo | . Aec, (3.20)
J

|
\e‘lx + | Hyp(x,8)eS ds

/e‘l’”+ JHll(x,s)e‘MS ds\

)

e (x, 1

e@(x,1) = }2)( ) - , AEC (3.21)
e, (x, ) .

jHZl(x,s)e‘”ls ds

X

formu gegerlidir. Cekirdek fonksiyonun sagladigi (3.15) kosulu altinda (3.2) — (3.3) Dirac

e (x, A))

D(x 1) =
eM(x, 1) <e2(1)(x, P

sisteminin e(x, A) Jost ¢oziimii (3.20) ve (3.21) bigimindedir.
Teorem 3.1.3.

Jost ¢oziimii olan e ™ (x, 1) ve e (x, 1) fonksiyonlar1 asagidaki asimptotik esitlikleri saglar
[16].

1.eM(x, 1) = e (1 i(ol()1)> x>0 , ImAl=0
1+0(1)
o(1)
o(1)
1+0(1)

2.e(2)(x,)l)=e"i’1x< ) , x>0 , ImA< 0

3.e(1>(x,/1):eW( ) , A2, ImA =0
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1+0(1)

4. e@(x,1) = e‘“x< o(1)

) , A2 0 , ImMA<O

fspat

1. (i) ImA = 0 olsun.

/ Jo.ole(x, s)es ds \
eM(x, 1) = | . |
J

\ei’lx + fHZZ(x,s)eMS ds
X

olarak bulunmustu. Buradan

/ j-oH:(x,s)eu(sx) ds \i
J

|

| .

\1 + fHZZ(x,s)e‘MS_x)ds
X

eMW(x, e = x

yazilabilir.

o)

f Hij(x,s)e*=2)ds

X

Sf|Hij(x,s)ei’1(S‘x)|ds , (|e*e ] =1)
X
< f|Hl-j(x,s)|ds

X
(00}
g [xEs
<c f e 2 ds< o
X
olur. Sonuncu esitsizlikten
oo
lim f Hij(x,5)e*s)ds = 0
X—00
X

veya

j H;j(x, $)et ds =o(1) , Im(A) =0 , x>
X

bulunur. Buradan

eW(x, 1) = et (1 i((l))(l)) C Im(A) =0, x> »
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elde edilir.
(if) ImA > 0 olsun.

f Hy,(x,5)e =) ds

e(l)(x’ A)e—ilx — ( X \l

1+ J‘sz(x,s)em(s‘x) ds
X

yazilabilirdi.

[00]

f Hij(x,s)eMs2ds

X

Sf|Hij(x,s)| le=mDE=|ds | ImA>0
X

c¢ikar. Sonuncu esitsizlikten

lim | H;j(x,s)e ™) ds = o(1)
xX—00
X

olur. Buradan

e(l)(x, A) = eidx (1 j-((l))(l)> , Im(A) >0 , x>

bulunur.
(i) ve (ii) den

e(l)(x, A) = eidx (1 j-((l))(l)> , Im(A) =0 , x> oo

ispatlanmis olur.
2. 1. ispata benzer olarak yapilir.

3. (i) ImA = 0 olsun.

/ J Hy,(x,5)e* =0 ds \

eM(x, e W = X

1 +fH22(x,s)ei’1(S‘x)ds
X

yazilabilirdi.
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1

H’(Fc“s)z{z,r Hij(x,s) , s € [x,0)
1\

0 , S € (—o0,x)

olmak tlizere
— 1 1
H,(x,s) =5 le-j(x,s)e‘ Sl

integraline H;;(x,s) fonksiyonunun ters Fourier Doniisiimii denir. H;j(x,.) € L;(0, o)
oldugundan ters Fourier doniisiimii olan H,,(x,.) fonksiyonuda L;(—o0, o) uzayma aittir.

O halde Fourier doniigiimleri i¢cin Riemann-Lebesgue Lemmasina gore

oo (0]

j Hyj(x,5)e*¢ 0 ds = f H,(x,5) e ds =0(1) , ImA=0 , |A] >
x —

yazilabilir ve buradan

o(1)

(€Y — Lilx
et =e (1+0(1)

) , |[A]>2 0 , ImA=0
elde edilir.

(it) ImA > 0 olsun.

|Hij(x,5)e* 60| < |H;;(x, s)|

ve H;j(x,s) € L1(0, ) oldugundan Lebesgue Teoreminden

A, | iy G et ds = j Jim_ Hyj(x,5)eC™ds = J Hy(x, ) Jim e#¢™ds
X X :
=o0(1)
olur ve
eW(x, 1) = e ( : i((l))(l)> Moo . Imiso0
elde edilir.
(i) ve (ii) den
o(1)

e(l)(x,/l):eux( ) L A= 0 , ImA=0

1+0(1)
ispatlanmis olur.

4. 3. ispata benzer olarak yapilir.
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3.2. Dirac Sisteminin Jost Fonksiyonlari

Tanim 3.2.1. (Coztimlerin Wronskiyeni)

Inceledigimiz (3.1) — (3.2) Dirac sisteminin rastgele iki ¢6ziimii y ve y®) olsun. Buradan

Wy®,y®] = 3P0, 1) 332 (6, 1) = 357, 1) 32 (x, )

ile taniml1 ifadeye y ve y@ ¢éziimlerinin Wronskiyeni denir [16].

@1(x,4) = 1 ve @,(x,4) = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak tizere,
P1(x, A)) (1)
x,A) = =
oot <<pz(x,z) 1
seklinde bir gosterime sahip olsun. Buradan
W[ o(x,1),eD(x,2) ] = ez(l) (x,1) — el(l) (x,1) = D, (x, 1)

W[e(Z)(x’ )l),(p(x, /1)] — 61(2)(x, /1) _ 62(2)()(, /1) = D_(x, /1)

olarak bulunur [16].

Teorem 3.2.1.

D, (x,A) ve D_(x, A) fonksiyonlar1 agagidaki asimptotik bagintilar1 saglar.

1.D,(x,)) =e*™(1+4+0(1)) , x>0 , ImAl=>0
2.D_(x,)=e " *™1 +0(1)) , x>0 , ImI<O0

3. (D) (x, ) =e**(iA+0(1)) , x>0 , ImA=>0

4. (D),(x, ) = e ¥ (—=id+0(1)) , x>0 , IMmA<0

fspat

1Dy (x,2) = e + f[sz(x, s) = Hip(x,5)]e™ ds

X

DG e = 1= [ [Hy,06,5) = Hual, )1e 6~ ds
X

yazilir. Buradan

(3.22)
(3.23)



f [Hpo(x,5) — Hyp(x, $)]26) ds
X

SfIHZZ(x,s)—le(x,s)||ei’1(s_x)|ds
X

(0]

< f IHZZ(er) _le(x,S)Ile_Iml(s_x)lds

P

< f |Hyy (x, ) — Hip(x,5)| ds
pe

olup H;j(x,s) € Ly (0, ) oldugundan [H,(x,s) — Hy(x, s)] € L;(0, ) olur. Buradan

lim f|H22(x» s) — Hiz(x,5)|ds =0
X—00
X

yazilir. O halde,
Di(x,)=e**1+0(1) , x>0 , IMA=>0

asimptotik esitligi bulunur.

[0e]

2. D_(x, A) = e—i)lx + j[Hll(xr S) — H21(X, S)]e—ils ds

X
D_(x,)e™ —1 = f[Hn(x, $) — Hypy1(x,8)]e 679 g5
X

yazilir. Buradan

(o] [0e]

[ 111G 5) = Haa G, 5312670 ds| < [ 110 ,5) = i G )16 ds

X X

Sf”‘lll(x,s) —H21(x,s)||elml(s—x)|ds
X

=< j |Hy1(x,s) — Hp1(x,5)| ds
X
olup H;(x,s) € L;(0, ) oldugundan [Hy;(x,s) — Hy;(x,s)] € L;(0, ) olur. Buradan
lim j |Hy1(x,s) — Hp1(x,5)|ds = 0
X—00
X

yazilir. O halde,
D_(x,)=e ™1 +0(1)) , x>0 , IMA<0
bulunur.

3. D, (x, A) Jost Fonksiyonu kullanilarak

21
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(D4)x(x, e —id = _(sz (x,x) — Hy5 (x, X))
x

yazilir. Buradan

|(D+)x(x, e~ — Ml < [Hpp(x,x) — Hiz(x, x)|
+ f |[H22(X, S) - le(x, S)]xeu'(s_x)l ds
X
olup her 0 < x < s i¢in

|(D)x(x, e~ —iA| < |Hpp(x, x) — Hip (%, 0)| + f [[Hz2(x, 5) — Hi2(x, $)]x| ds

xX+s
esitsizligi saglanir. Diger yandan (3.15) esitsizliginden e Nz fonksiyonu azalan
fonksiyon oldugundan x — oo igin |H,,(x,x) — Hi5(x,x)| = 0 saglanir. Benzer sekilde

[sz(x, S) - le(x, S)]x € Ll (O, OO) Oldugundan

911—{2:_[ [[H2(x,5) — Hyi2(x,8)]lds = 0
X

olur. O halde,
lim [(D,),(x, De ™ —iA| =0 , ImA1=0
X—00

yazilacagindan ispat tamamlanir.

4. 3. ispata benzer olarak yapilir.
Lemma 3.2.1.

A € R i¢in asagidaki esitlikler saglanir.
1. W[D,(x,4), Dy (x,—2)] = —2iA

2. W[D_(x,A),D_(x,—A)] = 2iA

fspat

1. (3.22) esitliginine gore

D,(x,A) = eél)(x, A — 61(1)(96, 1) = e 4 J [Hy, (x,5) — Hyy(x,5)]e?Sds
X



Dy(x, =) = eV (x, =) —eP(x, —2) = e7i2x 4 f [Hy,(x,5) — Hip(x,5)]e"ds
X
olur. Wronskiyen x degiskeninden bagimsiz oldugu igin
W[D+ (x, A), D+ (x, _/1)] = lim W[ D+ (xr A); D+ (xl _/1)]
X—00

esitligi yazilabilir. Asimptotik bagintilar kullanilarak,
w [D+ (X, /1)! D, (X, _/1)] = ;i_glo{D+ (X, /1) (D+)x (x' _/1) - (D+)x (X, A)D+ (X, _/1)}

= lim {(D, (x, De™ ™) ((D,)x(x, —A)e™)

— ((D+)x(x’ A)e_ilx)(D_'_ (x’ _A)eilx) }
= —2il
olarak bulunur.

2. (3.23) esitligine gore

D_(x,A) = 61(2)(x’ A — 62(2)(96, A) = e 4 f [Hyy(x,5) — Hyy(x,5)]e™ ds
X

D_(x, —A) = efZ)(x, _/1) _ egz)(x, _/1) = eilx + J [Hll(x' S) _ HZl(xr S)]ei/ls ds
X
olarak yazilir. Asimptotik bagintilar yardimiyla,
W[D— (X, A), D_ (X, _/1) ] = ;11’2}{1)_ (X, /1) (D—)x(x' _/1) - (D—)x(xr A)D— (X, _A)}
= lim {(D_(x, )e™) (D) (x, —D)e ™)
—((D)x(x, e ) (D_(x, —)e~ )}
= 2iA
oldugu bulunur.

Teorem 3.2.2.

Her A € R igin asagidaki esitlikler saglanir.
1.D,(x,—1) = D,(x,A)
2.D_(x,—A) = D_(x,2) [16].

fspat

qi, (i = 1, 2) potansiyel fonksiyonu reel degerli oldugundan H;;, (i,j = 1, 2) gekirdek
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fonksiyonuda reel degerlidir. Dolayisiyla

1.D,(x, 1) = e " + f [Hyp(x,8) — Hyp(x,5)]e"*5ds = D, (x,—2)
X
elde edilir.
2.D_(x, 1) = e + f [Hy1(x,8) — Hy1(x,5)]e**ds = D_(x,—2)
X

elde edilir.
Tanim 3.2.2.

(3.22) — (3.23) ifadelerinde x = 0 alinmasiyla elde edilen
DL(0,1) =Dy () = e (0,1) —eP(0,) =P (D) —eP(D) . A€,
D_(0,2) = D_(2) := e?(0,1) —e{?(0,1) = eP () —eP) | 2ecC.

fonksiyonlara Dirac sisteminin Jost Fonksiyonlar1 denir [16].
Sonug 3.2.1.

Her A € R i¢in Teorem 3.2.2 den
1.Dy(=2) = D4+(A)
2.D_(—A) =D_(4)

saglanir.
Teorem 3.2.3.

D, (A) ve D_(A) Jost Fonksiyonlar1 sirasiyla C, ve C_ iizerinde analitik ve reel eksen

tizerinde suireklidir.
fspat

D, (A) Jost Fonksiyonunun analitikligini gostermek ig¢in Oskut Teoremini kullanalim.

D, (4) Jost fonksiyonunda u(z) = 1, (0, o0) araliginda tam fonksiyon ve
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f [Hz(0,5) — Hy»(0,5)]e®ds
0

integrali (0, ) araliginda diizgiin yakinsak oldugundan D, (4) fonksiyonu C, iizerinde
analitiktir. Simdi ise D, (1) fonksiyonunun reel eksen {izerinde siirekliligini gosterelim. Her

o € Ricin

lim D,(1) = lim | 1+ f [H,,(0,5) — H;,(0,5)]et*Sds | = D, (A,)
A-’Ao l*lo
0

oldugundan D, (1) fonksiyonu siireklidir.
D_(A) Jost Fonksiyonunun C_ {izerinde analitik ve reel eksende siirekli oldugunu gostermek

icin benzer ispat yapilabilir.
Teorem 3.2.4.

D, (A) ve D_(4) fonksiyonlari
1.D,(AH)=14+01) , |[A]| >0 , IMA=0
2.D_(AH)=14+01) , |[A| > , ImA<O0
asimptotik esitliklerini saglar [16].

fspat

1. D, (4) Jost Fonksiyonu
— @ _,® — _ iAs
D,(A) =e,7(0,1) —e;7(0,4) = 1+f[H22(0,s) H;,(0,s)]e"*Sds
0

olarak yazilir.

(i) ImA = 0 olsun.

Fourier doniistimleri i¢in Riemann — Lebesgue Lemmasindan,
Di(A)=1+001) , |A|>

bulunur.

(if) ImA > 0 olsun. Bu durumda Lebesgue Y akinsaklik Teoreminden
D,(A)=1+0(1) , |A]|>

bulunur.

2. 1. ile benzer ispat D_(4) fonksiyonu i¢in yapilabilir.
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Teorem 3.2.5.

Her 1 € R\{0} icin
D,(A)#0veD_(A) #0

saglanir.

fspat

Her 1 € R igin W[D,(x,4),D,(x,—A)] = 2i1 oldugu gosterilmisti. Wronskiyen x
degiskeninden bagimsiz oldugundan

Dy (D)(D+)x(0,=24) = (D4)x(0,) D, (=4) = —2id

yazilir. D, (—2) = D, (1) oldugundan

D, (A)(D:)x(0, =) = (D1)x(0, D, (A) = —2iA

saglanir. O halde en az bir 4, € R\{0} i¢cin D, (4y) = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan
D, (A0)(D4)x(0,=20) = (D4)x (0, 40) D+ (Ao) = —2iAo

yazilip, kabul geregince —2iAd, = 0 olup A, = 0 bulunur. Ancak bu 1, € R\ {0} olmasi ile
celigir. Dolayisiyla D, (1) # 0 olmalidur.

Benzer sekilde D_(A) # 0 oldugu ispatlanir.

Teorem 3.2.6.

Dirac sisteminin 6zdegerler climlesi o4 olsun.
og={1:12€Cy , D,(AH)=0}uf{a: A1eC_ , D_(1) =0}
gergeklenir [16].

fspat

M}f={1: 1€eC, , D,(AH)=0}veM; ={A: 2€C_ , D_(1) =0}
olmak iizere

M = M{ U My ciimlesidir.

() M c g, gergeklenir.

(if) 04 € M oldugunu gosterelim.

Ao € C,ImAy, > 0 ve 44 € a,(L) olsun.
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Sistemin A = 1, i¢in asikar olmayan u(x,Ay) € L,(0,0;C,) ve u, —u; =0 sartim
saglayan

(1)
u =

Uz

ile gosterilen u(x, A) ¢ozlimii vardir. u, A, sayisina karsilik gelen 6zfonksiyondur.
Wlp,ul = p1u; — pouy =u; —u; =0
oldugundan ¢ # 0 i¢in u = ce esitligi yazilabilir. Bu durumda
W(u, e®] = cW|p, e®] =cD,
olarak yazilabilir. u, e g L, ve siirekli diferensiyellenebilir olduklarindan

lim u = lim e® = 0 olur.

X—00 X—00
Wlw,e®] = lim Wlu,e®] = ;i_r)rc}o[ulez(l) — uzel(l)] =0
elde edilir.

Wlu,e®]=cD, =0

esitliginde ¢ # 0 oldugundan D, (4¢) = 0 olmalidir. Boylece
Ao € C, ImAy > 0ve Ay € ay(L) i¢in Ay, € Mf

olarak bulunur.

Ao € C, ImA, < 0ve Ay € oy(L) olsun. A, € M7 elde edilir.

Kabul edelim ki A, € (—0, o) olsun. c; ve ¢, var ve u = c;e® + c,e® olsun.

Cle_ilox
u=< CeMOx +0(1)I X >0, AOE(_OOiOO)
2

asimptotigi saglanir. u(x,4y) € L, olmasii¢in ¢; = ¢, = 0 olmalidir.
04(L) U (—o0,0) = @ ve 1, € M{ oldugundan o; € M olur. Boylece o;(L) = M oldugu

ispatlanmis olur.
Teorem 3.2.7.

D, (1) Jost Fonksiyonu agik iist yar1 diizlemde, D_(A) Jost Fonksiyonu ag¢ik alt yar1

diizlemde sonlu sayida sifirlara sahiptir.
fspat

D, (A) Jost Fonksiyonu agik iist yar1 diizlemde analitik oldugundan, analitik fonksiyonun

ozelliklerinden, sifirlarinin limit noktasi analitiklik bolgesinin sinirindadir. O halde D, (1)
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Jost Fonksiyonu Teorem 3.2.6 uyarinca reel eksende sifira sahip degildir. Diger taraftan
Teorem 3.2.1 uyarinca

D,(A)=140(1) , x> , ImA=0

asimptotik esitliginden D,(1) # 0 olup D,(4) Jost Fonksiyonunun sifirlar1 C, yar1
diizleminin smirli bir bdlgesindedir. Bolzano-Weierstrass Teoremi geregince sinirli ve
sonsuz elemanli her kiime en az bir yigilma noktasina sahiptir. Dolayisiyla D, (1) Jost
Fonksiyonu sonsuz ¢oklukta sifira sahip olamaz. Oyleyse D, (1) Jost Fonksiyonu C, yari
diizleminde sonlu sayida sifira sahiptir.

Benzer ispatt D_(A) Jost Fonksiyonu i¢in yapalim. D_(4) Jost Fonksiyonu agik alt yari
diizlemde analitik oldugundan, analitik fonksiyonun 6zelliklerinden sifirlarinin limit noktasi
analitiklik bolgesinin simirindadir. O halde D_(A) Jost Fonksiyonu Teorem 3.2.6 uyarinca
reel eksende higbir sifira sahip degildir. Diger taraftan Teorem 3.2.1 geregince
D_(A)=140(1) , x> , ImA<O0

asimptotik esitliginden D_(1) # 0 olup D_(A) Jost Fonksiyonunun sifirlar1 C_ yar1
diizleminin smirli bir bolgesindedir. Bolzano-Weierstrass Teoremi geregince sinirli ve
sonsuz elemanli her kiime en az bir yigilma noktasina sahip olacagindan D_(A1) Jost
Fonksiyonu sonsuz ¢oklukta sifira sahip olamaz. O halde D_(A4) Jost Fonksiyonu C_ yari

diizleminde sonlu sayida sifira sahiptir.

3.3. Dirac Sisteminin Sacilim Fonksiyonu ve Ozellikleri

Tanim 3.3.1.

Jost Fonksiyonlarini kullanarak A € R igin

D_(4)

D,(M)
bi¢ciminde tanimlanan S fonksiyonuna (3.2) - (3.3) Dirac sisteminin sag¢ilim fonksiyonu
denir [16].

S(A) :=

Teorem 3.3.1.

lim S(41) =1

|A|> 0

esitligi saglanir [16].
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fspat

. .. DA 1+01)
A S = i T Tr o)

elde edilir.
Lemma 3.3.1.

Jost Fonksiyonunun tanimi olan D, (4) ve D_(A) esitliklerinde A = 0 i¢in D, (0) # 0 ve
D_(0) # 0 ise sa¢ilim fonksiyonu

D_(0)

D, (0)
seklinde yazilir.

S5(0):=

Lemma 3.3.2.

Jost Fonksiyonunun tanimi olan D, (A1) ve D_(A) esitliklerinde A = 0 i¢in D, (0) = 0 ve

D_(0) =0 ise
Ki (s) = f [Hy,(0,6) — Hyy(0,0)]dt . Ki(s) = f [Hy1(0,6) — Hyy (0, 0)]dt

A,QQ) = j Ki(s)eds , A_(A) = J K (s) e 55
0 0
olmak tizere, sacilim fonksiyonu
A_(Q)
AL (A)

S = —

seklinde tanimli olup A = 0 alinarak
A_(0)
A4(0)
olarak elde edilir.

S(0) = —

fSpat

D,(0,1) = e”(0,1) —e™(0,1) ifadesinde A=0 igin D,(0)=0 oldugundan
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[ 12200,9) = Hyp(0,)1ds = ~1

0

olur.

_ ,@ _ M _ _ iAs

Do) = 0,0 = e (0,2 = 1+ [ [H5(0,5) = Hya(0,5)]e™ ds
0

ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

D=2 [ [[200,6) ~ Hiz(0,)e et ds

0 s

olup H;; € L;1(0, o) oldugundan

D,(A) =irA, (A1) (3.24)
seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde D_(0,4) = e?(0,1) —e{?(0,2) ifadesinde 1 =0 igin D_(0) =0

oldugundan

o

f [Hy1(0,5) — Hyy (0, 5)]ds = —1
0

olur.
_,@ _,@ _ _ —ils
D_(0,1) = e;(0,4) —e,”(0,1) = 1+f[H11(x,s) Hyq(x,s)]e " ds
0
ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa
D_(A) = —i/’l] j[Hn(o, t) — Hy;(0,t)]e"sdt ds
0 s

olup H;; € L,(0, %) oldugundan
D_(A) = —ilA_(A) (3.25)
seklinde yazilabilir. O halde (3.24) ve (3.25) esitlikleri sagilim fonksiyonununda yerine

yazilirsa

D) -irA_(A) B A_(Q)
D=5 aw - 4w
bulunup A = 0 alinarak

_ A_(0)
SO="T o

olarak elde edilir.



Burada A, (0) # 0 ve A_(0) # 0 olmalidir. Gergekten Wronskiyen tanimindan
WD, (x,4), D (x,=M)] = D (A)Di(=2A) — D4+ (=) D1 (1)
olacagindan

iAAL ()DL (—A) + iAA . (=1)DL(A) = =2iA

olarak yazilabilir. Burada

Ay (DDL(=A) + A (=DDi (D) = -2

olup 2 = 0 igin

A,(0)D;(0) + A, (0)D;(0) = -2

A, (0)Di(0) = -1

esitligi elde edilir. Bu esitlikten A, (0) # 0 oldugu asikardir.
Benzer sekilde

WI[D_(x,4), D_(x,—21)] = D_(A)D_(=A) — D_(—A)DL(A)
olacagindan

—iAA_(A)DL(=A) —idA_(—A)DL(A) = 2iA

olarak yazilabilir. Burada

—A_(A)DL(—=A) —A_(—A)DL(A) =2

olup 1 = 0 i¢in

—A_(0)D.(0) —A_(0)D.(0) =2

A_(0)DL(0) = -1

esitligi bulunur. Dolayisiyla A_(0) # 0 oldugu agiktr.

Lemma 3.3.3.

31

Jost Fonksiyonunun tanimi olan D, (A1) ve D_(A) esitliklerinde A = 0 i¢in D, (0) # 0 ve

D_(0) = 0ise S(0) = 0 olur.
fspat

D_(0,2) = e®(0,2) — e{?(0,2)

ifadesinde A = 0 i¢in D_(0) = 0 ve

Di() = e§”(0,2) — (Y (0,)

ifadesinde A = 0 i¢in D_(0) # 0 olsun. Bu durumda
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D_(0) _
D.(0)
kolayca bulunur.

S(0) =

O halde Lemmalar sonucu olarak

D_(0)
D,(A) # 0,D_(1) # 0
S(0) = A_(0)
- D,(1) = 0,D_(4) =0
0 Ney )
0 D,(A) # 0,D_(4A) =0
seklinde ifade edilir.
3.4. Dirac Sistemi I¢in Levinson Formiilii
Lemma 3.4.1.
Dy (A) =1y €01 (3.26)
Dy(=A) = rye i
Ve
D_(2) = ryef2 (3.27)

D_(—2) = rye"10™W
esitlikleri gerceklenir. Burada 6,(41) = argD, (1), 0,(4) = argD_(1) ve r; = |D,(A)],

r, = |D_(1)| olarak tanimlanur.
fspat

Kompleks fonksiyonlarin 6zelliginden |D+ (/1)| = |D,(1)| yazilabileceginden ve Sonug
3.2.1 kullanilarak |D, (—A)| = |D,(4)| olarak yazilir. Benzer sekilde |D_(—A)| = |D_(4)]
yazilabilir. Bu ise D, (1), Dy(—A4), D_(A), D_(—A) fonksiyonlarinin (3.26) ve (3.27)

seklinde yazilabilecegini gosterir.
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Lemma 3.4.2.

argD,(A) = 6,(1) ve argD_(A) = 6,(4) seklinde tanimhi olan 6;(4) ve 6,(1)

fonksiyonlar1 tek fonksiyondur.
fspat

0,(4) ve 6,(A) fonksiyonlarinin tanim kiimesi simetrik kiimedir. Sonu¢ 3.2.1 geregince
A € C, i¢in D, (2) ve D, (—2) fonksiyonlarinin modiilleri birbirine esit olacagindan (3.26)
esitliklerinden

ralle=0:®] = pry |19

oldugundan i¢in —6;(A) = 8;(—A) olmalidir. Dolayisiyla 8; fonksiyonu tek fonksiyon
olarak bulunur.

Benzer sekilde 8, fonksiyonunun tek oldugu gosterilebilir.
Teorem 3.4.1.

Sirasiyla C, ve C_ iizerinde tanimli Jost Fonksiyonlari i¢in agsagidaki esitlikler elde edilir.

o) =0, _ [ PR OFO
T 1 > D(0)=0

0:(2) =6, _ [ PO
T 2 =5 D_(0)=0

fspat

[ egrisini
1—'1 : (—OO,—g] U Cs U [S'OO)

olacak sekilde
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A
v

alalim. Teorem 3.2.7 uyarinca ist yar1 diizlemde olan D, (A) Jost Fonksiyonu, sonlu adette
sifirlara sahip olacagindan Jost Fonksiyonunun sifirlarinin sayisint N; ile gosterelim.
Teorem 3.2.3 geregince D, (A) Jost Fonksiyonu iist yar1 diizlemde analitik oldugundan
Argliment prensibinden

D} ()
2ni ) Dy (D)

d/l=Nl

yazilabilir. Burada I3 egrisi géz 6niinde bulundurularak

| O SR A S e S
o _J RO j DAt J | =M (3.28)

esitligi elde edilir. Arttk D,(0) #0 ve D,(0) =0 durumlan icin (3.28) esitligini
inceleyelim.
(1) D, (0) # 0 olsun.

. Di(d) .. . B
mjD+(A)d,1_1(91(0)—91(0)) =0

&

ve

2miNy = lim{i[0,(—¢) — 01(—0)] + i[61 () — 6, ()]} = 2i[6, () — 6,(0)]
&£-0

olup

61(0) — 61(0)

=N
- 1

sonucu bulunur.

(it) D, (0) = 0 olsun.

(3.24) esitliginde A yerine - A yazarak

D,(—1) = —ilA,(—A) (3.29)



elde edelim. Simdi (3.24) ve (3.29) esitliklerinden
6,(2) = argD, () =+ ¢, +argA,(2)

6.(~2) = argDy(—A) =+ @1 +argA,(-2)

olup
_(Di() .
iy | Boy 4 = I — o)) = i
ve

{i[0:(—¢) — 0,(—0)] — im + i[6;(o0) — 6,(e)]} = 2miN,;

olmalidir. Buradan

6,(0) —06,(0 1
CORTACNINE
s 2
sonucu elde edilir. Sonug olarak
D
0,(0)—6,(0) _ (O D:(0)#0
=N, +41
T 5 Dy 0)=0
yazilabilir.
Benzer ispat yapilarak
6,(c0) = 0,(0) _ 0.,D-(0)#0
=N, + 1
T - E, D_ (O) =0

oldugunu gosterelim.
I, egrisini
I—'Z : (—OO,—g] U _Cs U [8' Oo)

olacak sekilde

[;: A

A

v

35
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olarak alalim. Teorem 3.2.7 uyarinca alt yar1 diizlemde olan D_(A) Jost Fonksiyonu, sonlu
adette sifirlara sahip olacagindan Jost Fonksiyonunun sifirlarinin sayisini N, ile gosterelim.
Teorem 3.2.3 geregince D_(A) Jost Fonksiyonu alt yar1 diizlemde analitik oldugundan
Argiliment prensibinden

1 (DL

2mi ) D_(D)

I

d/‘l:Nz

yazilir. Burada ise I, egrisi gozoniinde bulundurularak

1 fD’_(/l) e IM‘” +f°°D'_(,1)

2ni| J D-@™ " ) D-() o_ =N (3-30)

elde edilir. Simdi D_(0) # 0 ve D_(0) = 0 durumlari i¢in (3.30) esitligini inceleyelim.
(1) D_(0) =+ 0 olsun.

N A B ~
i | 5o dA =1i(6,(0) —6,(0)) =0
ve
2miN, = Ej‘(}{in(_S) — 02(=00)] + i[62(0) — 62 ()]} = 2i [62(0) — 62(0)]
olup
0, (o) —6,(0) — N,

Vs

sonucu bulunur.

(if) D_(0) = 0 olsun.

(3.25) esitliginde A yerine — A yazarak

D_(=2) =idA_(—A) (3.31)
elde edelim. Simdi (3.25) ve (3.31) esitliklerinden

0,(1) =argD_(1) = 3;” + @, +argA_(4)

0,(=2) = argD_(=2) =~ + @, + argA_(=4)

olup

lim l g:gg dA=1imi[8,(e) = 6,(—#)] = im

ve
{i[02(—¢) — 65(—00)] + im + i[6;(0) — B, (e)]} = 2miN,

olmalidir. Buradan
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T )

sonucu elde edilir. Sonug olarak

6, () — 6,(0) - N 1

D
0, () — 6,(0) s (1), +(0)=#0
™ 2 —5 D.(0)=0
yazilabilir.
Teorem 3.4.2.

Potansiyel fonksiyonun sagladigi (3.2) - (3.3) sisteminin Levinson Formiilii

InS@ —InS() _ ?' D,(0) #0 0, D+(0) #0
i = ()t 2 D+(O)=0_ o D,(0)=0

bi¢iminde verilir.
fspat

i6,(1)
sy =2XH et T ogw-inw

D.(1) 1 el®

yazilabilir. Buradan logaritma fonksiyonunun 6zelliginden

InS(A) =Inr, —Inr, +i0,(1) —i6,(1)

olup

InS(0) =Inr, —Inr, +i6,(0) —i6,(0) (3.32)
Ve

InS(0) =Inr, —Inr; +i6,(0) —i6; () (3.33)

esitlikleri elde edilir. (3.32) ve (3.33) esitliklerinden

InS(0) —InS(e0) _ i(B:1(0) = 6:(0)) i(B2(0) — 6,(0))
/s B Vs Vs

yazilabilir ve buradan

In $(0) — In S(o) 0, D.(0) #0 0,D,(0)#0
- =N, —Ny)+ 41 - 1
m {5, D.(0) =0 {—E,DJ,(O):O

ifadesi elde edilip ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez hazirlanirken Marchenko tarafindan 1986 yilinda yazilmis olan “Sturm-Liouville
Operators and Applications” baslikli kitap, Mamedov ve Menken tarafindan 2008 yilinda

basilan makale, Bairamov ve Celebi tarafindan 1999 yilinda basilan makale esas alinmistir.

1999 yilinda Bairamov ve Celebi tarafindan yayinlanan makalede Dirac sisteminin spektral
ozellikleri incelenmistir. Bu incelemede denklemin ¢oziimleri elde edilmis, ¢oziimlerin
yapisindan bahsedilmis, denklem ve sinir kosulu yardimiyla iiretilen operatoriin 6zdeger ve
spektral tekilliklerin sonlulugu arastirilmistir. Biz de bu makaleden esinlenerek ve kaynak
gostererek, denklemin ¢ozlimlerini, bu ¢éziimlerin yapisini tekrar ele alip, diskret spektrumu
elde ettik. Ayrica Marchenko’ nun tanimini kullanarak Bairamov ve Celebi den esinlenerek
mevcut problemimiz i¢in sagilim fonksiyonu tanimladik. Sagilim fonksiyonunun

Ozelliklerini inceledik.

Marchenko’nun ele aldigr Levinson Formiiliinii anlayip, son kisimda bu formiilii kendi
problemimiz i¢in elde ettik. Sonug olarak, elde edilen Levinson Formiilii benzer yontemler
izlenerek elde edilmistir. Ters problemlerde, potansiyel fonksiyonun elde edilisi i¢in ¢ok

onemli olan Levinson Formiilii Dirac operatorii i¢in bulunmustur.

Bu alanda calisanlar i¢in bu tezin 6zellikle operator sistemler i¢in esin kaynagi olabilecegini

diistinmekteyiz.
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