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Bu tezde kullanilmis, simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida verilmistir.

Simgeler

12:1(G)

SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklamalar

G grafinin spektral yaricap1

n noktali devir

Iki parcali tam graf

n noktali tam graf

n noktal1 star graf

1 noktasinin derecesi

i vej noktalar arasindaki agirlik
Ozvektodr

G grafinin en biiyiik 6zdegeri

G grafinin komsuluk matrisi

G grafinin Distance matrisi
Kenarlar kiimesi

Graf

Noktalar kiimesi

I vej noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik
Grafin kenar sayis1

1 ve j noktalarmin komsulugu

Grafin nokta sayis1






1. GIRIS

Graf, giinliik hayatta karsilastigimiz problemlerin sekilsel bir gdsterimi ve bir modellemesi

olup bu problemlerin ¢6ziimii i¢in bize gorsel olarak kolaylik saglayan bir yapidir.

Temel olarak noktalar ve bu noktalar1 birlestiren ¢izgilerden olusmaktadir. Noktalarin ve
cizgilerin durumlarina gore ¢esitli yapilar meydana gelmektedir. Meydana gelen bu yapilara
0zel graflar denilmistir. Bunlar arasinda tam graf, regiiler graf, star graf, devir graf,
sayilabilir. Bu yapilar farklilik gosterdiginden iizerinde yapilan islemler de farklidir.
Glinlimiize kadar graf teori lizerine yapilan ¢alismalar artarak devam etmis ve farkli yapilar

olusturulmustur.

1736 yilinda Leonard Euler, "Kdnisberg’in yedi kopriisii” adli makalesini yayimlayarak graf

teorisinin baglangicini olusturmus ve topoloji ile iligkisini gostermistir[1].

Graf teori 1700 yillarda birgok matematikgi tarafindan ilgi konusu olan "Kd&nisberg’in yedi
kopriisii” problemi ile ortaya ¢ikmistir. Bu problemde belirtilen Konisberg, 7 ayr1 koprii ile

birbirine baglanmis 4 farkli béliimden olusan Pregel nehrinin kenaria kurulmus bir sehirdir.

Amag ise kopriileri yalnizca bir kez kullanarak tiim sehri dolagsmaktir. Bunun miimkiin olup

olmadig1 matematikgiler dahil bir ¢ok kisi tarafindan aragtirilmistir.
Bu konuda ¢alisma yiiriiten donemin meshur matematikgilerinden Leonard Euler dahil
kimse boyle bir rota ¢izememistir. Fakat ¢alismalarina devam eden Euler bunun miimkiin

olamayacagini teoremiyle ispatlamistir.

Euler bu problemin ispatin1 gorsellestirerek su sekilde agiklamistir. Kopriileri nokta ile

belirtmis, kopriileri birbirine baglayan kisimlar1 da ¢izgi ile gostermistir.

Bu gorseli asagidaki sekilde verildigi gibi ifade etmistir.
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Sekil 1.1. Konisberg’in yedi kopriisiiniin Euler gosterimi

Euler belirtilen gezintiyi yapabilmemiz igin her noktaya ulasan ¢izgilerin toplam sayisinin
cift sayida olmas1 gerektigini savunmustur. Boylelikle bir noktaya ulagsmak i¢in kopriilerden
birisi girmek i¢in digeri ise ¢gikmak i¢in kullanilacakti. Fakat bu durumda baslangig ve bitis
noktalar1 bu durumun diginda kalmaliydi. Bu sekilde iki durum ortaya ¢ikmistir. Bunlar
baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayn1 ya da farkli olabilir durumlaridir. Eger baslangic ve bitis
noktalar1 farkli ise bu iki nokta yalnizca tek bir ¢izgi ile diger noktalara yani kopriilere
baglanmalidir. Fakat baslangic ve bitis noktalar1 ayni ise biitiin noktalara ulasan nokta sayisi
cift sayida olmasi gerekir. Bunun tizerine Euler kendi ismiyle bilinen teorimini ortaya

cikarmistir.

Bu teoremi Konigsberg problemine uygulayan Euler sekildeki noktalara ulasan c¢izgi
sayilarint 3, 3, 3 ve 5 tane olarak gostermistir. Yani teoremde belirtildigi gibi ¢ift sayida
degildir. Diger durumda ise en fazla iki noktaya ulagan ¢izgi sayisi tek sayida olmaliydi.
Ancak biitiin noktalara ulasim tek sayida olmustur. Bu sebeple Euler ispatiyla bu gezintinin

yapilamayacagini gostermistir [2].

Graf sozctigii ilk kez 1822 yilinda J. J. Silvester tarafindan kullanilmistir [1].

1845 yilinda Gustav Kirchhoff, elektrik devrelerinde akim ve gerilimleri hesaplamaya
yardimci olan ve kendi ismiyle anilan iinlii devre kuramlarimmi graf gosterimiyle
yayimlamugtir [1]. 1852 yilinda Francis Guthrie, yanitlanmasi zor olan grafta dort renk

problemini ortaya atmistir [1]. 1927 yilinda Pontryagin, 1930 yilinda ise K. Kuratovski VLSI



teknolojisinde 6nemli kullanim alani bulunan diizlemsel graflarin 6zelliklerini bulmuslardir

[1]. 1936 da D. Konig, graf teorisine iliskin ilk kitab1 yayimlanmistir [1].

Graf Teori biinyesine daha birgok problemi dahil eder. Bunlar arasinda pazarlamaci
problemi, labirent problemleri, tesisat problemi, network problemleri, el sikisma problemi,
el kaldirmadan c¢izebilme problemi, postact problemleri gosterilebilir. Graf teori ile bu

problemlere farkli agidan bakilmistir.

Ayni zamanda graf teorinin genis bir kullanim alani vardir. Matematik disinda Fizik, Kimya
gibi temel bilim dallarinda problemin basit bir sekilde gosterilmesine veya ¢Oziimiine
yardimci olur. Ulasimda otoyollarin ve havayollarinin giizergahinin gdsterilmesinde;
elektrik-elektronik miihendisliginde devrelerin gosterilmesinde; bilgisayar bilimlerinde

aglari, dosya dizinleri, internet, veri tabani gibi alanlarda da graf teoriden yararlanilir.

Uzaklik matrisi ilk olarak 1969 yilinda Frank Harary tarafindan tanimlanmigtir. Randic
index ise 1975 yilinda Milan Randi¢ tarafindan tanimlanmistir. Sonrasinda iizerine yapilan
caligmalar giin gectikge artmistir. Uzaklik, ¢esitli mesafe olciileri kullanilarak hesaplanabilir.
Boylece uzaklik matrisi sadece metre olarak bilinen 6klid mesafelerini degil ayn1 zamanda
ornegin topolojik mesafeleri veya ilintili mesafeleri de i¢erebilir. Uzaklik matrisi basit olarak
bir kiimenin elamanlari arasinda ¢ift olarak alinan en kisa mesafeleri iceren bir kare matristir.
Ilgili uygulamaya bagl olarak bu matrisi tanimlamak igin kullanilan mesafe metrik olabilir

veya olmayabilir. N eleman varsa bu matrisin boyutu NxN boyutunda olacaktir.

Uzaklik kavraminin giiniimiizde bir¢ok kullanim alan1 mevcuttur. Mobil hesaplamanin
yaygin olarak benimsenmesinden 6nce, bir uzaklik matrisinin ana uygulamasi, seyahatlar ve
tagimaciligin planlanmasina yardimci olmak i¢in sehirlerarasindaki en kisa mesafeyi graf'ile
gostermekti. Veri analizinde uzaklik matrisleri temel olarak hiyerarsik kiimeleme ve ¢ok
boyutlu 6rnekleme yapilirken veri formati olarak kullanilir. Veriler toplama sirasinda bir
uzaklik matrisine kaydedilebilir. Ornegin, bazi algilama ¢alismalarinda, insanlardan nesne
ciftleri arasindaki psikolojik mesafeyi derecelendirmeleri istenir ve bu uzakliklar bir uzaklik

matrisine kaydedilir. Bu sekilde veriler daha kolaylikla yorumlanabilir.

Bir biitiin olarak bakildiginda graf teori verilerin toplanmasi ve yorumlanmasinda bizlere

kolayliklar saglamaktadir.



Bu tezdeki amacimiz ise Randic index ve Uzaklik matrisi i¢in sinirlar bulmaktir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Graf tizerine temel kavramlar ve grafin bazi temel 6zellikleri ile bazi lineer cebir bilgileri bu

boliimde verilmistir.

2.1. Genel Bilgiler

2.1. Tanim

A, bir nxn kare matris ve x # 0 bir nx1 tipinde matris olmak tizere,

Ax = Ax (2.1)

olacak bigimde A skaleri mevcut olsun. (2.1) denklemi, I ,nxn birim matris olmak {izere,

(A—ADx =0 (2.2)

seklinde yazilabilir. (2.2) denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimii,

det(A — A) = |A— Al =0 (2.3)

olmasi halinde mevcuttur.

det(A — Al) ’nin hesaplanmasi ile A 'ya bagl n-inci dereceden monik bir polinom elde

edilir. Bu polinoma A’nin karakteristik polinomu denir ve K4 (A1) seklinde gosterilir. Yani

K4(A) = det(A — Al)’drr.

Bu karakteristik polinomun kdklerine A matrisinin 6z degerleri denir.

K,(4) = 0, n-inci dereceden bir denklem oldugundan cebirin esas teoreminden n- tane

koke sahiptir. Bu koklerin hepsinin farkli olma zorunlulugu yoktur.

Ax = Axveya(A — ADx =0 (2.4)



denkleminde sifirdan farkli olan x ¢ozlimlerine A’nin A 6zdegerlerine karsilik gelen

ozvektorleri denir. Ozdeger ve dzvektdrlerin bu tanimindan

Ax; = Ax; (i = 1,2,...,n) (2.5)

temel formiilii elde edilir [3].

2.2. Tanim

A bir matris, A matrisine ait 6z degerler 14,4, ...,4, olmak iizere bu matrise ait 6z

degerlerin kiimesi,

spek(A) = {14, A3, ..., A, } seklinde gosterilir.

p(A) = max{[Aq], ..., [Anl} (2.6)

ifadesine ise A matrisinin spektral yarigap1 denir [3].

2.3. Tanim

A ve B nxn tipinde iki matris olmak iizere

B=P 4P 2.7)

olacak sekilde tekil olmayan (yani detP # 0) bir P matrisi varsa, 0 zaman A ve B matrislerine

benzerdir denir.

Benzer matrisler denk matrislerin 6zel bir halidir ve determinantlar1 aynidir. Benzer

matrisler ayni1 karakteristik polinoma sahiptir ve dolayistyla ayn1 6zdegerlere sahiptir [3].



2.4. Tanim

A = (a;;) matrisi elemanlar1 karmagik sayilar olan kare matris olmak tizere,

AT =4 (2.8)

esitligi saglaniyorsa, A matrisine hermityen matris denir [3].

2.5. Tanim

A, n X n Hermityen matris olsun. Sifirdan farkli tim x € C" igin

x"Ax >0 (2.9)

esitsizligi saglaniyorsa A matrisi pozitif tanimli matristir. Eger

x"Ax =0 (2.9)

esitsizligi saglantyorsa A matrisi pozitif yar1 tanimli matristir. Pozitif tanimli bir matris ayni
zamanda pozitif yar1 tanimli matristir. Eger A tekil olmayan pozitif yar1 tanimli matris ise

pozitif tanimli matristir [4].
2.6. Tanim

Bir A = (a;;)nxn matrisinin her eleman1 negatif olmayan bir reel say1 ise A matrisine negatif
olmayan matris denir. Yani her i,j i¢in a;; > 0 dir. Negatif olmayan matrisler bu nedenle

pozitif matrislerin bir {ist kiimesidir [5].
2.7. Tanim

Herhangi bir n xn boyutunda A matrisi icin PT AP matrisi iist blok iiggen olacak sekilde ayn
boyutta bir P matrisi varlig1 s6z konusu ise A matrisine indirgenebilir matris adi verilir.

Indirgenebilirligin varhgindan sz edemedigimiz bir matrise ise indirgenemez matris denir

[5].



2.2. Graf Kavram
2.8. Tanim

Elemanlarinin nokta olarak belirlendigi sayilabilir sayida, bostan farkli V = {1,2, ..., n}
noktalar kiimesi ve elemanlarinin kenar olarak isimlendirildigi sayilabilir sayida E kenarlar
kiimesinden olusan (V, E) ikili yapisina graf denir ve G = (V, E) ya dakisaca G ile gosterilir.
Bu da

E={{ij}:i,j€V}yada E={ij:i,j€EV}
seklinde tanimlanir [6].

Graf bakildiginda noktalar ve bu noktalarin birbirine baglayan kenarlardan olusan bir

yapidir.

5 4
G, G,

Sekil 2.1. Graf 6rnekleri

Sekil 2.1 ile verilen G, ve G, graflari sirasiyla 5 nokta 7 kenar ve 4 nokta 2 kenar igerir.

2.9. Tanim

G grafinin herhangi iki noktasi i ve j olsun. Bu noktalar arasinda en az bir kenar varsa i ve j

noktalarina komsudur denir ve i~j ile gosterilir [6].



2.10. Tanim

Bir grafin herhangi bir i noktasina bagli kenar sayisina i noktasinin derecesi denir ve d;

seklinde gosterilir [6].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi i¢in d,=4, d,=3, d3=2, d,=2ve d;=3 ve

GZ grafl 1(;11’1 dlzl, dZ:O, d3:1,Ve d4:2 dll‘

2.11. Tanim

Baslangic ve bitis noktas1 ayni olan kenara ilmek(loop) denir [6].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi i¢in eg bir ilmektir.

Bir grafta herhangi bir noktaya bagl kenar sayis1 0 (sifir) ise bu noktaya izole nokta, 1 (bir)
ise bu noktaya pendant nokta denir [6].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi i¢in e, bir izole nokta, e; ve e; bir pendant noktadir.

2.12. Tanim

Bir G grafinda en az sayida komsuya sahip olan noktaya minimum dereceli nokta denir ve
bu noktanin derecesi 8(G) ile gosterilir. En fazla sayida komsuya sahip olan noktaya ise

maksimum dereceli nokta denir ve A(G) ile gosterilir [7].

2.13. Tanim

Bir graf sayilabilir sayida nokta ve kenara sahip ise sonlu graf, aksi durumda sonsuz graf
olarak adlandirilir [6].

Bir G grafinin m tane kenar1 ve vy, v, .... v, ile gosterilen n tane noktasi olsun. Bu grafin

noktalarinin dereceleri toplam1 kenar sayisinin iki katina esittir. Matematiksel olarak
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Yicideg(vy) =X, d(v) = XiL, d; =2m
seklinde ifade edilebilir [6].
Bu tez ¢alismamizda basit ve sonlu graflar1 kullanacagiz.

2.14. Tanim

Bir G=(V, E ) grafinin i ve j noktalar1 arasindaki en kisa yolun uzunluguna i ve j noktalari

arasindaki uzaklik (distance, mesafe) denir ve d(i, j) ya da d;; seklinde gosterilir [8].

2.15. Tanim

Bir grafin biitiin kenarlarina pozitif reel say1 yada pozitif tanimli matris verilerek meydana

getirilen grafa agirlikli graf denir. Kenar agirhigi w;; seklinde gosterilir.
Bir noktanin agirligi ise;
Wi= Y~ jWij

bi¢iminde ifade edilir [6].
8 7
25 36
3 2
; i

L]

Sekil 2.2. Agirlikli graf
2.16. Tanim

G grafinin her nokta ikilisi arasindaki maksimum uzakliga G grafinin ¢ap1 (diameter) denir

ve ¢cap (G) veya diam(G) ile gosterilir [6].
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2.17. Tanim

G grafinin her nokta ikilisi arasindaki minimum uzaklia G grafinin yarigapi (radius) denir

ve rad(G) ile gosterilir [6].
2.18. Tanim

Bir grafin noktalar kiimesi V(G)= {vl’vz, ...,vn} olsun. Grafin herhangi v; noktasindan

baslayip ardi ardina p kenarin dizilmesiyle olusan
V1V3, U3Vsy, UpVq, «uvve y Up_1Vp

formuna G’de p-uzunlugundaki bir yiiriime denir. Eger bir yiiriimede i# j i¢in v; # v; sarti
saglaniyorsa bu 6zel yiiriimeye yol denir. Herhangi bir G grafinda herhangi bir noktadan
baslayip yine ayni noktada sonlanan yiirimeye kapali yiiriime, baslangi¢ ve bitis noktalari

disinda kalan tiim noktalar1 farkli olan kapali yiirimeye de devir denir [9].
2.3. Baz1 Ozel Graflar
2.19. Tanim

Bir G grafinda rastgele segilen iki noktasi arasinda kath kenar veya ilmek (loop) yoksa bu

grafa basit graf denir [6].

2
/.
n @ 3

.

4

Sekil 2.3. Basit graf

Sekil 2.3 ile verilen grafta rastgele se¢tigimiz iki noktasi arasinda katli kenar ve ilmek (loop)

bulunmadigindan basit graftir.
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2.20. Tanim

Bir G grafi i¢in V(G)= {vl'vz, s vn} noktalar kiimesi olsun. G grafinin v; ve v; noktalar
arasinda bir yol var ise v; ve v; noktalarma baglantilidir denir. Eger G grafindaki biitiin
nokta ikilileri arasina bir yol ¢izilmis ise G grafina baglantili graf denir. Baglantililik
bagintis1 V iizerinde bir denklik bagintisidir. V;, V5, Vs ..., Vi,V nin denklik smiflari olmak
tizere G[V;], G[V,],...,G[V}] alt graflarina G grafinin bilesenleri denir. r = 1 durumunda G

grafi baglantilidir, aksi durumda ise G grafi icin r tane bilesene sahip baglantisiz bir graftir

denir [9].

Sekil 2.4. Baglantili graf

Sekil 2.4 ile verilen G grafi i¢in 1e,2e,3e35e,4¢e53e,2 bir yiiriime, 1e,2e,3e35e, bir yol ve
2e,3es4e2 kapali bir yoldur.

2.21. Tanim

Bir G grafinda tiim noktalarin dereceleri birbirine esit ise yani Vv; € V(G) i¢in d(v;)=r ise

G grafina r-regiiler graf denir [6].

Sekil 2.5. 2-Regiiler graf
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Sekil 2.5 ile verilen graflarin her bir noktasinin derecesi 2 oldugundan bu graflar 2- dereceli

regiiler graflardir.

2.22. Tanim

V1 Vy, ..., Uy birbirinden farkli noktalar1 olsun.

Ardisik vy V3, V3V,, UV, ....,Un_1V, kenarlarina sahip olan bir grafa yol graf denir.
n tane noktaya sahip bir yol grafi P, ile gosterilir.

P, grafinda n nokta ve n-1 kenar bulunmaktadir. v; ve v, noktalarina P, yol grafinin ug

noktalar1 veya uglari, kenar sayisina da P, yol grafinin uzunlugu denir [9].

& 2 3 1 2
9 @ @ .

Sekil 2.6. Yol graf

oW
@

2.23. Tamim

Bir grafta segilen bir noktadan baglayip tekrar ayni noktada bitirilen yola devir denir ve n

tane noktaya sahip bir devir C,, ile gosterilir [6].

Sekil 2.7. Devir graf
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2.24. Tanim

Bir merkezi nokta ile her biri sadece bu noktay1 birlestirilen u¢ noktalardan olusan grafa
yildiz (star) graf denir. Nokta sayisi n olan bir yildiz grafi S,, ile gosterilir ve kenar sayisi da
n-1"dir [6].

S, grafinda merkezdeki kosenin derecesi n-1, diger kdselerin derecesi 1 olur.

|

Sekil 2.8. Star graf
2.25. Tanim

Bir grafta her bir nokta ikilisi birbirine komsu olarak belirtilmigse bu tam graf olarak

isimlendirilir.

n noktaya sahip bir tam graf K,, ile gosterilir. n noktali bir tam grafin kenar sayisi nn-1)

ve nokta derecesi de n-1’dir [6].

VaN
&

|

Sekil 2.9. Tam graf
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2.26. Tanim

Bir grafin nokta kiimesi V; ve V, seklinde iki kiimeye ayrilmis olsun. Eger kenarlar1 V; deki
noktalarla V, deki noktalarin birlestirilmesiyle olusuyorsa, bu grafa iki parcali graf denir. V;
ve V, deki tiim noktalar karsilikli olarak birbirleriyle birlestirilmis ise bu tiir graflara iki
parcali tam graf denir. |Vi| =m ve |V,| =nolan iki parcali tam graf, K, seklinde

gosterilir. Ozel olarak K ,, grafina da star graf denir [6].

L

Sekil 2.10. iki Parcali Graf Ornekleri

2.27. Tamim

Bir baglantili graf icerisinde hi¢ devir yoksa buna aga¢ graf denir. Agac graflar T ile

gosterilir. Bir T agag¢ grafinin kose sayisi n iken kenar sayisi n-1’e esittir [6].

Sekil 2.11. Agag Graf Ornekleri
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2.28. Tanim

Biitiin noktalar1 sadece iki dereceye sahip olan graflara bidegreed graf (iki dereceli) denir

[6].

Gy G,

Sekil 2.12. iki dereceli Graf Ornekleri

Sekil 2.12. de G, grafinda dort noktasinin derecesi 2 birinin derecesi 4’tiir. G, grafinda ise

dort noktasinin derecesi 3, iki noktasinin derecesi 5’tir.
2.4, Graflar I¢in Bazi Matrisler ve Randic Indeksi
2.4.1. Komsuluk matrisi

G, n tane noktaya sahip bir graf ise komsuluk matrisi A(G)

A(G) = (a;j)nxn biciminde ifade edilir. Elemanlar: ise;

G = {1 ; i~j
Y 0; aksi durumlarda

biciminde ifade edilir. Komsuluk matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tim 6z

degerleri reeldir [6].

Ornegin;
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N\

ow

4

Sekil 2.13. G grafi

Sekildeki G grafinin komsuluk matrisi;

[0 1 10 0
[1 0 o1 1|
AG)=l1 0 o0 0 ol
10100 1J
01 01 0

Goriildigi gibi A(G) komsuluk matrisi nxn boyutunda reel simetrik bir matristir.

2.4.2. Uzaklik (distance) matris

Uzaklik matrisi 1969 yilinda Frank Harary tarafindan tanimlanmastir.

G, baglantili bir graf noktalar kiimesi V(G)={v,, vy, .... v, } Ve d;;, i ve j noktalar1 arasindaki

Jjo

en kisa yolun uzunlugu ise G grafinin uzaklik matrisi D(G) asagidaki gibi tanimlanir [8].

_ dl] ) l:/:]
v@={ § 7
Ornegin;

2
3
1
5 4

Sekil 2.14. G grafi
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Sekildeki G grafinin uzaklik matrisi;

[0122 1]
[1 0 11 2|
D(G)=|2 1 01 2|
2 110 1J
1 2 21 0

Gorildigi gibi D(G) uzaklik matrisi nxn boyutunda reel simetrik bir matristir.
2.4.3. Agirhikh uzaklik (distance) matrisi

G agirlikl grafin uzaklik matrisi su seklide tanimlanir.

Pj) ; i#j
[Dew]ij ={W0( U) ; il.dj

W(P;;), G agirlikli grafinda i ve j noktalar1 arasindaki yol boyunca agirliklarin minimum

olacak sekilde toplanmasiyla elde edilir [8].

Ornegin;

5

Sekil 2.15. Agirlikhi G grafi

Sekildeki G agirlikli grafinin uzaklik matrisi;

[0235 2]
12 0 13 4|
[De,],=[3 1 02 5
l5320 3J
2 4 53 0

Gorildiigi gibi [Dew]ij matrisi nxn boyutunda kare simetrik bir matristir.
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2.4.4. Randi¢ index

Randi¢ indeksi ilk olarak 1975 yilinda Milan Randi¢ tarafindan branching (dallanma)
indeksi altinda tanitildi. Ilk olarak doymus hidrokarbonlarin karbon-atom iskeletinin

dallanma derecesini 6l¢mek ic¢in kullanilmistir.

G = (V, E) baglantili grafinda R(G) Randi¢ indeksi su sekilde tanimlanir:

R(G) = Zi~j\/d;i—dj

Burada d;ve d; sirasiyla i ve j noktalarinin dereceleridir. Derece ise noktanin kendisini diger

noktalarla birlestiren kenar sayisina esittir [6].

Ornegin;

3

Sekil 2.16. G grafi

Sekildeki G grafinin Randi¢ indeksi agsagidaki gibi hesaplanir.

1

R=R(G) =), ——

©) =i T

1 1 1 1
+ + +

Jdidz Jdids Jdzd3 Jdzdy

1 1
= T T s L8938

E

+

N

Goriildugii tizere Randi¢ indeksi noktalarin dereceleri ile ilgilidir.
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Kimya dalinda ¢ok defa yararlanilan Randi¢ indeksi bize ozellikle karbon atomlarinin

doymusluk durumu hakkinda bilgi vermektedir.
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3. YARDIMCI TEOREM VE LEMMALAR
Bu boliimde 6nce bazi temel lemmalar1 ve sonuglari belirtip ardindan teoremleri verecegiz.
3.1. Ozellik

G, n tane nokta ve e tane kenara sahip basit yonsiiz bir graf olsun. G grafinin nokta kiimesi
V =(vy,vy ..,v,) Ve Vi=12,..,n i¢gin v; noktasinin derecesi d; = deg(v;) olarak
gosterilsin. A(G), G grafinin komsuluk matrisi oldugunu diisiinelim. Her nxn boyutunda A
matrisi i¢in g (A) spektrumu A nin biitiin 6zdegerlerinin ve 6zdegerlerinin mutlak degerce
en biiyiigii olan 7 (A) spektral yarigapinin kiimesidir. Reel ve simetrik bir matris olan A(G)

nin n tane reel 6zdegeri vardir. Yani,
Ai(G) = 4i41(G) ,i=1,2,...,n— 1dir.
21(G), G nin spektral yarigapidir. Yani,
A1(G) = r;(A) dir.

W (A) olarak ifade edilen, nxn boyutlu reel simetrik A matrisinin sayisal agirligi su sekilde

gosterilir:
W(A) = {xtAx:x = (x1, x5, ., X)) eR™, Y | |2 = 1} (3.1)

Her Y™, x;|1? = Lile x € R™ igin 1,(G) < x*A(G)x < A,(G) dir. Ayrica

n
A (G) = sup {xtAx:x = (xq, X5, ...,xn)te]Rn,z |x;]2 = 1}
i=1

ve

1,(G) = {xtAx: x = (x4, X5, .., X)L eR™, Y |x;|% = 1} dir [10].
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3.2. Lemma

A, nxn boyutlu negatif olmayan bir matrisi ve en biiyiik 6zdegeri p(4) igin,

min 7; < p(A) < max r; (3.2
1<isn 1<isn

dir. Eger A indirgenemezse, esitligin saglanmasi sadece her bir satir toplaminin yani her r;

nin birbirine esit olmas1 durumunda saglanir [11].
3.3. Lemma

En biiyiik 6z degeri (mutlak olarak) p; olan nxn boyutlu Hermityen bir matris olsun. Her

¥ € R"(x # 0), y € R*(¥ # 0) icin spektral yaricap |p;| olmak iizere

|X*By| < |p: VX% ¥ty (3.3)

dir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in p; e karsilik gelen B matrisinin bir 6zdegeri

olmasi ve bazi ¢ € R leri¢in y = ax olmasidir [12].
3.4. Lemma

Bi, B,, ..., B, n mertebeli pozitif taniml matrisler ve B = Y, B; olsun. Her i i¢in &, p; (B;)
en biiylik 6zdegerine karsilik gelen her B; nin 6zvektorii ise, X ayn1 zamanda p, (B) en biiyiik

0zdegerine karsilik gelen B nin de bir 6zvektoridiir [13].
3.5. Teorem

G basit, baglantili ve agirlikli bir graf ve p;, G nin en biiylik 6zdegeri (mutlak olarak) olsun.
p1, G nin spektral yarigapidir. Oyleyse,

p1 < r?~a]?({\/2k:k~ip1 (Wir) 2k~ P1(Win) } (3.4)
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seklindedir. Burada w;j, ij kenarinin p mertebeli pozitif tanimli agirlik matrisidir. Ayrica

esitligin saglanmasi igin sadece;

(i) G nin regiiler-agirlikli veya G nin iki pargali semiregiiler-agirlikli bir graf olmasidir.

(i) Vi, j icin, wyj nin p; (w;;) en biiyiik 6zdegerine karsilik gelen ortak bir 6zvektore sahip
olmasi durumlarinda saglanir [13].

3.6. Lemma

G , n tane nokta ve e kenara sahip bir graf olsun. G nin komsuluk matrisinin bir 6zdegeri A

oldugunu diisiinelim. Bu A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektdr x = (xy, X3, X3, ..., X5, )* iS€;
Axi:Zj,viij xji=12,..,nigin (3.5)
seklindedir [10].

3.7. Teorem

G , n noktal1 e kenarli basit bir graf oldugunu diistinelim. 14, (G), A(G) komsuluk matrisinin

en biiylik 6zdegeri ve d;, v; noktasinin derecesi ise;

24(6) < J max ¥, . d (36)

seklindedir [10].
3.8. Teorem

G, n noktali ve dereceleri d; = d, = --- > d,, olan basit baglantili bir graf oldugunu

diistinelim. G nin spektral yarigap1 p(G) ise;

di—1+/(d;+1)2+4(i-1)(d,—d;)
2

p(G) < (3.7)



24

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Burada i i¢in iki durum s6z konusudur.

(1) i = 1 ise esitlik yalnizca G nin regiiler graf olmasi durumunda saglanr.

(if) 2 < i < n ise esitlik yalnizca G nin ya regiiler graf ya da bidegreed graf

(di=dy=+--=di_1=n—1ved; =+ =d, =3§) olmasi ile saglanir [14].

3.9. Teorem

G , n noktali ve dereceleri d; = d, > +-- = d,, olan basit baglantil1 bir graf olsun.

G nin spektral yarigap1 p(G) ise;

di—1+\/(di+1)2+42f;i(dl—di)

p(G) < -

(3.8)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Burada i i¢in iki durum s6z konusudur.
(i) i = 1 ise esitlik yalnizca G nin regiiler graf olmasi durumunda saglanir.

(if) 2 < i < n ise esitlik yalnizca G nin ya regiiler graf ya da bidegreed graf

(di=dy=-=di_.;=n—1ved; =+ =d, =38) olmas ile saglanir [15].

3.10. Teorem

M = (m;;) kosegen elemanlar1 0 (sifir) olan nxn boyutunda negatif olmayan indirgenemez

bir matris, p(M), M nin en biiyiik 6zdegeri ve

S1,S2, e, Sp(S1 = 55 = -++ = s5,) satir toplamlar1 ve a = 1r<ri1?§n{mij} olsun.

Bu durumda,

si—a+y/(si+a)2+4a(i—1)(s1—s;)
2

p(M) < 3.9)
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dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Burada i i¢in iki durum s6z konusudur. (i)

i = 1 ise esitlik yalnizca M nin biitiin satir toplamlarinin esit olmasi durumunda saglanir.

(ii)2<i<niseesitliksadece s; =s, =+ =5;_;>s5;,=--=5s,vel<[<nve

1<j#1<i-1i¢inm;; = a olmasi durumlarinda saglanr[16].

3.11. Sonug

G , n noktal1 basit baglantili ve satir toplamlari s; > s, > -+ = s, 0lan bir graf olsun. G nin

cap1 d olmak iizere

si—d++/(s;+d)2+4d(i—-1)(51-5;)
2

p(D(G)) < (3.10)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Ayrica esitlik sadece G nin uzaklik regiiler

grafi olmasi ile saglanir [16].

3.12. Teorem

M = (m;;) kosegen elemanlari 0 (sifir) olan nxn boyutunda negatif olmayan indirgenemez
bir matris, p(M), M nin en biyiik 6zdegeri ve Sq,Sy,...,S, (Sy =5, =+ =5,) satir

toplamlar1 ve a = max {m;;} olsun. Bu durumda
1<i,j<n

Si—d+\/(5i+d)2+4d 2%;%(51—5})
2

p(M) < (3.12)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Burada i i¢in iki durum s6z konusudur.

(i) i = 1 ise esitlik sadece M nin satir toplamlarinin esit olmasi ile saglanir.

(i) 2 <i<niseesitlik sadece s; =s, =+ =5,_1>s;=--=s,vel <[l <nve

1<j#1<i-1iginm;; =a olmasi durumlarinda saglanir [16].
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3.13. Sonug

G , n noktali basit baglantili ve satir toplamlar1 s; = s, = -+ > s,, olan bir graf olsun.

G nin ¢ap1 d olmak {izere

Si_d+\/(si+d)2+4d 2%;%(51—50

p(M) < (3.12)

2

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligindadir. Ayrica esitlik yalnizca G nin uzaklik

regiiler grafi olmast ile saglanir [16].
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4. UZAKLIK (DISTANCE) MATRISININ EN BUYUK OZDEGERI
ICIN SINIRLAR

4.1. Ozellik

G bir agirlikli graf olsun. G nin agirlikli Uzaklik matrisi i¢in Randi¢ indeksini

1
RI,(G) =
© ZZ,.\/DW@).DW(J')

seklinde verebiliriz. Burada

Dy = ) wew
exEP(i,t)

dir. Burada w(ey),t # i olacak sekilde i ve t noktalar1 arasindaki yol boyunca kenarlarin

agirliklarinin minumum olacak sekildeki toplamidar.

Ornek

g

Resim 4.1. G basit graf

4

G grafinin uzaklik matrisi
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0 6 8 13
|6 0 4 9

D(G)w = 8 4 0 5

13 9 5 0
dir. Buradan
RI,(G) = + ! + ! + !

” =

VDw(1).Dy(2)  /Dy(1).Dy(3) /Dy (2).Dy(3) /Dy (3).D,,(4)
D, (1) = Zekep(llt) w(ey) =6+8+ 13 =27 t=234
D, (2) = Zekep(zlt) w(e,) =6+4+9=19 t=13,4
DW(S) = ZekeP(3,t) W(ek) =8 +4+ 5 =17 ; t= 1I2I4
DW(4) = ZekeP(4,t) W(ek) = 13 + 9 + 5 = 27 ; t= 11213

1 1 1

RI,(G) = = 0,012

+ + +
V2719 2717 1917 17.27

olarak bulunur.
4.2. Lemma

G, n noktali, e kenarli basit bir graf olsun. D (G), Uzaklik matrisinin A 6zdegerine karsilik

gelen 6zvektor x = (xq, x5, ..., xn)t olmak tlizere

Ax; = Yhioq1dij x; 4.2)
dir.

fspat

A, D (G), Uzaklik matrisinin 6zdegeri Ve x = (x4, X5, ..., X,)" bu 6zdegere karsilik gelen

O0zvektor olmak lizere
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Dx = Ax

xtDx = Axtx

n n
2 Z dijxl-xj = Z xiz

i,j=0,i<j i=1

Simdi her iki tarafin x; ye gore tiirevini alalim.O halde i = 1,2, ..., n i¢in

n
2 Z dl]x] = ZAxi
j=1

n
)lxl- = Z dux]
Jj=1

elde edilir. Bu da ispat1 kanitlar.
4.3. Teorem

G, n noktali e kenarli basit bir graf olsun. A1, D(G) = (d;;)nxn uzaklik matrisinin en biiyiik

0zdegeri olmak iizere

n
5~
max L% d;
1sisnz -
j=1

dir. Burada L;;, i ve j noktalar1 arasindaki en kisa mesafe d; = J=1 dyj dir,

K

fspat

A, D(G) Uzaklik matrisinin 6zdegeri ve x = (x1, X3, ..., Xp)" € R™, A 6zdegerine karsilik

gelen bir birim 6zvektor oldugunu diisiinelim. (4.1)’den

n
/1xl- = Z dUX]
j=1


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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2
n

n n
=>AZ ZZ(d%l'Fd%l‘F +d,2u)xl2+2 z xlx](dlldlj+dzld21+ +dnidnj)

i,j=1,i<j

S A2 < Zd2x2+ z (2 + x7) (dyidy; + dyidly; +

i,j=1,i<j

Yukaridaki ifadenin ikinci kismindaki x?nin kat sayisi

diidy;  + dydy  + +  dpdy
+  dipdyy + dpdy + +  dpdy
+ cee + cee + + cee
+ dyidy; + dyiqdy + +  dpi-1dy
+ dyipdy + d21+1d21 + +  dpit1dp
+ cee + + + cee
+ dlndli + danZL + + dnndni

OIUp bU t0p|am dli(al - dli) + dzi(az - dzi) + + dni(an - dTl

matrisinin tanim1 g6z oniine alindiginda;

n

-+ dnidnj)

;) e esittir. Uzaklik


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1

= A; < |max ) L%d;

1<isn y-J
j=1
elde edilir.
Ornek
1
2 ® 3
4

Resim 4.2. G star graf

G star grafi i¢in Uzaklik matrisi

01 2 2
10 1 1
D=1, 1 o 2
2 1 2 0
dir.

G grafinda A, = 4,65 ve
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https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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1<isn

n
maxZijaj =125+ 225+ 22.5=43
=

diir.

Buradan;

1<isn

n

max Z 1%,d; = V43 = 6,708
j=1

olup

A, < 6,708

dir.

Ornek

* Yam
o

g @
4 3

Resim 4.3. G devir graf

G devir grafi i¢in Uzaklik matrisi


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1

01 2 1

10 1 2
D=1, 1 o 1

121 0
dir.

G grafinda A, =4 ve

1<isn

n
maxZL%jaj =1%.4+2%4+1%.4=24
j=1

dir. Buradan;

1<isn

n
max Z ijaj =24 = 4,898
=

olup
A, < 4,898
dir.

Ornek

3 4 5

Resim 4.4. G iki pargali tam graf

33


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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G iki pargali tam grafi i¢in Uzaklik matrisi

02111
20111]
DG)=[1 1 0 2 2
112 0 2
11220

dir.

G grafinda A; = 5,645 ve

maxZde =1%2.6+12.6+2%2.6+2%2.6 =60

1<isn

dir. Buradan;

maxZLZd =60 = 7,745

1<isn

olup

A < 7,745

dir.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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Ornek

o~
o

Resim 4.5. G agag graf

G agag grafi i¢in Uzaklik matrisi

0 1 2 3 3y
[1 0 1 2 2|
D=2 1 0 1 1|
[32102J
32120

dir.

Ggrafinda A, = 7,459 ve

maxZde =12.94+22.9+4+32,94+32.9=207

1<isn

dir. Buradan;

maXZ:L2 d =207 = 14,387

1<isn

olup


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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A < 14,387
dir.
Ornek
1
6 2
5 3
4

Resim 4.6. G 6 noktali 3-regiiler graf

G 6 noktal1 3-regiiler grafi i¢in Uzaklik matrisi

D(G) =

RN P NRO
R NON RO R
N R RO RN
N RO RN R
_, O R Rk NN
SR NN

dir.

G grafinda A, =7 ve



1<isn

dir. Buradan;

1<isn

n
max Z L%,d; =77 = 8,774
j=1

olup
A, < 8,774
dir.
Ornek
3 4
2 1

7

6

Resim 4.7. G graf

G graft i¢in Uzaklik matrisi

n
maXZijaj =127+4+227+12.7+ 2274127 =77
j=1
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b(a) =

NDNDNDNO R
NDNRFR ONDN PP
NDNORFRNDNRE
R ONDNDNDNRE
QHNNNNP—I‘

NNNDNRFER O

RR R R R RO

dir.

Ggrafinda A, =9,623 ve

maXZde = 12,10 + 22.10 + 22.10 + 22.10 + 22.10 + 12.10 = 180

1<isn

dir. Buradan;

maxZLz d; = V180 = 13,416

1<isn

olup

1, < 13,416
dir.

4.4. Teorem

Bir G, n noktali grafinin uzaklik (distance) matrisi D= (dl- j) ,dy,dy,++,d,, uzakliklar toplami

(d, =X dpi) ve k = min d,, olsun. P (D), D nin en biiyiik 6zdegeri olmak izere


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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p(D)

(i-1) <2ik —2k? -3k + 2\/"7 (4i2 — 12i + 9) — ik(d; + &) + k(2d, + d,) + aka,) +2d,(k—i+1)

2 (ak — k(i — 1))
dir.
fspat

i =1 ya da d,=d;=k ise esitsizlik saglanir ve Lemma 3.3 ten esitlik sadece G’nin regiiler

olmas1 durumunda saglanir. Varsayalm ki d, # k ve d; # k olsun.

2< i < nigin,

G grafinin uzaklik matrisi D (G), (ID)H ID)12) seklinde ifade edilebilir. Burada
21 P22

Dy1,(i —1)x(i—1) ve D,,,(n — i+ 1)x(n — i + 1) boyutunda matrislerdir.

U=("I"‘1 0 )ve p-1= (it 0 x>0
0 In—i+1

I;_1,(i — 1) x (i — 1) tipinde birim matrisve I,,_;,,,(n — i + 1)x(n — i + 1) tipinde birim

matristir.

1
_ D -D
B:UIDU:( 11 X12>
XDy, Doy

D ve B benzer matrislerdir. Clinkii ayn1 karakteristik koklere sahiptirler. Bu sebeple
p(G) = 1,(D) = 4(B)

B matrisinin satir toplamlari {ry, 1y, -+, 15, } olsun.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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1<I<i-1igin,

-
1l

[y
~.
1l
~

i—1 n
re=x Y di+ zdk,
j=1 j=i
n i—-1
>= dekj + (1—x)de]
Jj=1 j=1

i—
== xak + (1 —X)de]
j=1

Buradan;

Zdljs(i—z)k, 1<i<i-1

Zk]_(L—l)k i<k<n

1<l<i-1igind, = man Ldy,

i<k <nigind, = mkinzazidka

oldugundan (3) ifadesi (1) ve (2) de yerine yazilirsa

(1)

(2)

(3)


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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1. 1

e < xd, + 1—x)({—-1)k, i<k<n

elde edilir. Buradan;

max{ry, 1y, -+, 1} < max {ial + (1 —%) (-2 kxd, + A—x)({—-1) k}

1. 1 - -
-4 +(1—;)(i—2)k,xdk= xd + A—0)G-1k

esitligi ¢coziildiigiinde,

k2, . o~ O
—kiz\/T(‘l-lz—12l+9)—lk(dk+dl)+k(2dk+d1)+dkdl
2(dy-k(i-1)

X = (14)

bulunur.

x>0vei=2igin

p(D) = k + (x — 1)(i — 1) ifadesi (14) esitliginde yerine yazilirsa

p(D)

(i-1) <2ik —2k? -3k + 2J§ (4i% — 120 +9) — ik(d, + d,) + k(2d, + d,) + akal) +2d (k- i+ 1)

2(d - k(i - D)

elde edilir.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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Ornek

L I

4 5 6

Resim 4.8. G graf

G grafi i¢in uzaklik matrisi

D(G) =

WWNN RO
_ RN O RN

NN R = O
NPFRP,ODNRFLDN
O R, FPrDNW
IOb—‘N}—\NUT)

dir.

G grafinda A, = 8,523 ve

d, =11,d, =7,d3 =7,d, = 8,ds =8 veds = 9dur.

Buradai =4, k = 7,d, = 7 ve d, = 8 igin x = 0,95 bulunur.

Bu degerler

LAk+(x—-1D3GE-1)

ifadesinde yerine yazilirsa

A =7+(095—1)(4—1) =685


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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olarak bulunur.

Egerburadai =5, k = 7,d, = 7 ve d; = 8 alimirsa x = 0,97 bulunur.

Yine bu degerler

Mek+(x—D3GE-1)

ifadesinde yerine yazilirsa

L =7+(097-1)(5—-1) =688

olarak bulunur.

Ornek

Resim 4.9. G graf

G graft i¢in uzaklik matrisi

0 1 1 2 3 4
102 12 3
112 01 2 3

PE=13 11 0 1 2
322101
4 3 3 2 1 o



https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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dir.

G grafinda A; =9,971 ve

(@]
ey

Il
0
(@R
N

Il
_
=
[@W]
w

I
X
Qe
S

I
N
(@R
ul

I

9ved, =13 dur.

Buradai =3, k =7,d, =9 ved; = 7 i¢in x = 1,4 bulunur.

Bu degerler

Mz2k+x-1D0-1)

ifadesinde yerine yazilirsa

L=7+(14-1D3B-1)=78

olarak bulunur.

Egerburadai =4, k = 7,d, = 9 ved, = 7 almirsa x = 1,1 bulunur.

Yine bu degerler

Mok+(x—-1D3GE-1)

ifadesinde yerine yazilirsa

L=7+(1L1-DA@-1)=73

olarak bulunur.

Yineburadai =5, k =7,d, = 7 ved; = 9 aliirsa x = 0,94 bulunur.
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Yine bu degerler

Azk+x—-13E-1)

ifadesinde yerine yazilirsa

L =7+(094—1)(5—-1) =676

olarak bulunur.
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5. SONUC

Bu c¢alismada agirlikli uzaklik matrisinin Randi¢ indeksi hesaplanmistir. Ayrica basit
baglantili graflarin uzaklik matrisinin en biiylik 6zdegeri i¢in alt ve iist sinirlar bulunmustur.
Daha sonra bu sinirlar bazi 6zel graflar ve genel birkag graf i¢in uygulanmistir. Ve bulunan
sinirlar, teoremlerde ifade edilen siirlart ispatlar niteliktedir. Ancak ispatlardaki bu
sinirlarin yakinliginin, farkli graf yapilarinda degisiklik gosterdigi gozlemlenmistir. Halen
uzaklik matrisinin en biiyiik (mutlak olarak) 6zdegeri i¢in sinirlarin (6zdegerinin sinirlar
icin benzer c¢alismalar tarafimizca yiiriitiilmektedir) iyilestirilme, karsilastirma ve esitlik

durumlari ile ilgili ¢aligmalarimiz devam etmektedir.
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