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Sekil

Sekil 1.1. Hermite Polinomlar1

SEKILLERIN LiSTESI



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

N Dogal sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

B(x,y) Beta fonksiyonu

I'(x) Gamma fonksiyonu

{ H# }: Genellestirilmis Hermite polinomlari
H, (X Hermite polinomlar1

. F (a, B x) Hipergeometrik fonksiyon

F (a; b; x) Konfluent hipergeometrik fonksiyon
L, k (yl; yz) Iki degiskenli Laguerre polinomlari
I, (x) Modifiye Bessel fonksiyonu

(a)n Pochhammer sembolii

M (x) Whittaker fonksiyon



1. GIRIS

Klasik ortogonal polinomlardan biri olan Hermite polinomlar1 Fransiz matematik¢i
Charles Hermite (1822-1901) tarafindan bulunmustur. Charles Hermite’in
calismalarindan en 6nemlisi, € ‘nin transandantal (askin) say1 oldugunu ispatlamasidir.
Yani dogal say1 katsayili herhangi bir polinomun kokii olmamasidir. Eliptik ve modiiler
fonksiyonlara da katkida bulunan Hermite, yavas yavas taminmis ve 1870 yilinda

Sorbonne'de Profesor olmustur [1].

Hermite, Hermite diferensiyel denklemi olarak bilinen diferensiyel denklem simifi
tizerine calismistir. Bu denklemin daha sonra basit harmonik osilatériin kuantum
mekanik isleminde ortaya ¢iktigini bulmustur. Ayrica Hermite, Hermitian matrislerin
baz1 6zelliklerini kesfetmistir. Eliptik modiiler fonksiyonlar1 kullanarak genel besinci
dereceden denklemleri ¢6zmiistiir. Diger taraftan Hermite, Abelian fonksiyonlar, cebirsel

degismezler tizerinde de ¢alismustir [2].

Hermite, diinyanin en biiyiik matematikgileri arasinda yer alan Picard, Gaston Darboux,
Paul Appel, Emile Borel, Paul Painleve ve Henri Poincare gibi birgok iinlii

matematikgiyi de yetistirmistir.
Matematigin ve fizigin 6nemli denklemlerinden olan

y"(x)—-2xy'(x)+2ny(x)=0, neN

denklemine Hermite diferensiyel denklemi adi verilir [3]. Bu denklemin ¢éziimlerinden

biri Hermite polinomlaridir.

Hermite polinomlari

@ (<1)" n1(2x)"™

Hu(x)= 2 k1(n—2K)!

seklinde tanimlanmustir [4].
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I1k birka¢ Hermite polinomu

o (X)=1

L (X)=2x

,(X)=4x> -2
8x® —12x

16x* —48x% +12
32x° —160x° +120x
64x° —480x* + 720x%* —120

Ir I T wI I I T
~ N~ /N~ T~
~— — — \>_</ ~— — ~—

Il

seklindedir [4]. Boylece ¢ift ve tek dereceli Hermite polinomlart asagidaki sekilde de
gosterilebilir [1]

n (2n+1)!

M ()= (-2 2(-1) (n—k)1(2k +1)!(2X)2k+1'

40 T T T T T T T T

35|

30

25

i
bl

15 .

10 d

Sekil 1.1. Hermite polinomlari [5]



H, (X) ile gosterilen bu polinomlar |t| <, |X| <o olmak iizere

n_ . 2xt-t?

=€

s
T
Py
=

H(xt)= D

seklinde bir dogurucu fonksiyona sahiptir [3]. Hermite polinomlar:

(HyoHy)= [ w(x)H, (x)H,(x)dx=0, m=n

I
§e——3s

olacak sekilde

agirlik fonksiyonuna gore (—OO, OO) araliginda ortogonal bir sistem teskil eder [3].
Bu polinom ailesi

N x2 d" -x?

H,(x)=(-1)"e ~ e

seklinde Rodrigues formiilii ile de gosterilmektedir [6].

Hermite polinomlarinin ii¢ terimli rekiirans bagintisi

H, () =2xH, (X) olmak iizere,

H,..(x)=2xH,(x)-2nH _,(x), n=12,...
seklinde tanimlanmistir [3]. Tiirev igeren rekiirans bagintisi ise
H/(x)=2nH,,(x), Hy (x)=0, n=12,...
seklindedir [3]. Hermite polinomlarinin integral formu
|7Z'
H, (x)= %jexp(ZxcosH—cosZH)cos(sziné’—sin 20-ng)do
0

olarak verilir [4]. Hermite polinomlarinin normu ise



Texp(—xz)an(x)dx =2"nWrz =[H,(x)[, n=012...

olarak ifade edilir [4].

Bu polinom ailesinin bir ¢ok genellemeleri tanimlanmigtir. Bunlarin en 6nemlilerinden

biri olan H' ile gosterilen genellestirilmis Hermite polinomlari, Szego [7] tarafindan

X ™ agirlik fonksiyonuna gore (—o0,00)

,u>—%, neN={0,12...} olmak izere,

araliginda ortogonal bir polinom ailesidir. Yani m #n olmak iizere

o0

J- H (x)H (x)e™ |x[* dx =0

esitligi saglanir [7].

Bu polinom ailesi Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar ve genellestirilmis Laguerre

polinomlari cinsinden de yazilabilir.

meN= {0,1, 2,.. } ve C’ler reel sabitler olmak tizere genellestirilmis Hermite polinomlari

Hg‘m(x):cmd)[—m,y+%,x2j
ve

H 3 2
Home (X) = Cyp XD (—m, ,LH'E’ X j

esitlikleri ile tanimlanmustir [8].

Chihara [9]’ da H’ polinom ailesinin x" li terimin katsayisim 2" olarak almustr.



Bu polinomlarin ¢esitli genellemelerini ¢alisan diger arastirmacilar ise Dickinson, WarskKi
[10] ve Dutta, Chatterjea, More [11] dir. [12] de ise Rosenblum bu polinom ailesinin farkli

bir genellemesi tanimlamistir. Bu yeni sinif {Hrf}: ile gosterilmistir. Bu polinom ailesinin

farkli 6zellikleri [13] te verilmistir.

Bu tezde {Hn"}: polinom ailesi ile ilgilenilecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismada kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilmistir.
2.1. Gamma Fonksiyonu

2.1.1. Tanim

0 < X < oo olmak tizere

I'(x)= Ttx‘le‘tdt (2.2

genellestirilmis integraliyle tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [14].

Ozellikleri
i.l(x+1)=x!, xeN (2.2)
ii.T(x+1)=xI'(x), x>0 (2.3)

esitlikleri saglanir [14].

2.2. Beta Fonksiyonu

2.2.1. Tanim

Re(x)>0, Re(y)>0 olmak iizere

B(xy)= [t (1) dt (2.4)

genellestirilmis integraliyle tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir [14].
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Ozellikleri

L B(xy)=B(y.x) (25)
ii. B(xY) =%£(yy)) (2.6)
iii. A(xy)= ZT(sin )" (cos)”'do (2.7)

0

esitlikleri saglanir [14].

2.3. Hipergeometrik Fonksiyon

2.3.1. Tanim
(a)n=a(a+1)(a+2)---(a+n—l), n=12,...
(), =1, a#0

seklinde tanimlanan (o) ifadesine Pochhammer sembolii denir. Bu sembol

zFl(a,ﬂ;V:X)=iM);—z, y&Z {0} (2.8)

seklinde yazilir. Bu fonksiyon genelde , F, gosterimi yerine F seklinde gosterilir ve



ii.iF(a,ﬂ;y;X) :%F(a +1,8+Ly +1Lx)
dx Y

ii. F (a,ﬂ;y;O) =1

iv. F'(a, 8;7;0) = ap
v

ozelliklerine sahiptir [14].

a ve [ reel ya da kompleks degiskenler olmak tizere

xy"+(B-x)y'—ay=0 (2.9)

seklindeki denkleme Kummer denklemi ya da Konfluent hipergometrik denklem adi

verilir.Bu diferensiyel denklemin bir ¢6zliimii ise

O (a; f;x) =,F (a; ;%) = i (2), x B e 7 u{0} (2.10)

= (8), nt

seklindedir ve bu fonksiyona Konfluent hipergeometrik fonksiyon denir. Konfluent

hipergeometrik fonksiyon ,F, veya @ seklinde gésterilir [14].

y +1>0 olmak tizere Konfluent hipergeometrik fonksiyonu

®(-m,y +1x) = i(—l)k [rj%xk

k=0

m!F(;/+1)

AL e

r(m+y+1)

seklinde genellestirilmis Laguerre polinomlari cinsinden de yazilabilir [15].

Konfluent hipergeometrik fonksiyonunun 6zellikleri i¢in [15,16] kaynaklarina bakilabilir.
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Es. 2.9°da

y = x P2e¥?7 a:%—kﬂ;ve B=1+2u

doniistimleri yapilirsa

seklinde elde edilen denkleme Whittaker denklemi adi verilir. Bu diferensiyel denklemin

bir ¢6ziimii

1
z=Mk'ﬂ(x)=xzﬂe‘X’ZlFl(%—k+y;1+2y;xj (2.11)

seklinde olup M, , (x) fonksiyonuna Whittaker fonksiyon adi verilir [14].

2.4. Modifiye Bessel Fonksiyonu
2.4.1. Tanim

Xy"+xy' = (x* +k*)y =0

denklemine k -ymci basamaktan Modifiye Bessel denklemi adi verilir. Bu diferensiyel

denklemin bir ¢oziimii ise

© X k+2p
:pz pIT (k+ p+1)( j 212

seklindedir ve bu fonksiyona Modifiye Bessel fonksiyonu denir [14].
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3. GENELLESTIiRiLMiS HERMITE POLINOMLARI

Bu bolimde, M. Rosenblum [12] tarafindan verilen genellestirilmis Hermite polinomlari

tanitilacak ve bazi dzellikleri verilecektir.
3.1 {Hrf’}: Dizisinin Tanimi

1 3 5 w
ueC,, C, C\{—E Ty T } ve meN olmak lizere {H;’}O ile gosterilen

genellestirilmis Hermite polinomlari, N ’nin ¢ift ve tek durumu igin

— (-1 @i(_ly [mjr(ﬂ—qx% (3.0)

Ve

HE L (X)= (1) (2m+1)! x 1@(—m,y+§,x2j

1
()
_( 2mJT1 | ( j—z pat (3.2)

seklinde tanimlanmustir [12].

Bu genellestirilmis Hermite polinomlarinin bir kag tanesi agsagida listelenmistir:
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HA (X)) = (1+2p) " 2x,

HE(X) = (14+2p) " 4x2 -2,

HE (X) = (14+2p) " (3+2u) " 24x° —(1+2u) '12x,

H (x) = ((L+24)(3+2u)) " 48x* —(L+24) " 48x* +12, [12].
3.2. Ustel Fonksiyonun Dunkl Genellemesi
3.2.1. Tanim

m € N olmak tizere, 7, fonksiyonunun ¢ift ve tek dogal say1 i¢in degerleri

22mm!1“(m+y+;j

7,(2m) = F(u+1j

2

:(Zm)!l“(m+y+;j F(;J

e

Ve

22m*1m!1“(m+y+2j

i

Y, (2m+1)=

(3.3)



13

3 1
(2m+l)!FE(ﬂf;j2j rErEijg) (3.4)

olup, iistel fonksiyonun Dunkl genellemesi (genellestirilmis tistel fonksiyon)

e, ()= (35)

m=0 Yy (m)

seklinde tanimlanmustir [12].
Ayrica €, (X) fonksiyonu, Es. 2.10, Es. 2.11 ve Es. 2.12 kullanilarak

e, (X)=e"d(u,2u+1,-2x)

‘F(“*ﬂ@#;['u;“)*'w;‘xﬂ

S(2x)7°M, (2%)

_E”u

seklinde sirasiyla Konfluent hipergeometrik fonksiyon, Modifiye Bessel fonksiyonu ve
Whittaker fonksiyonu yardimiyla yazilabilir [12].

7, fonksiyonunun bazi 6zel halleri asagida verilmistir.

7, fonksiyonu neN olmak iizere

7, (n+1)=(n+1+2u6,,)y,(n) (3.6)
ozelligini saglar [12]. Burada

(n+1) eger ciftise 0,,,=0

(n +1) eger tek ise 0., =1
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olarak tanimlanir [12].

Bazi dogal sayilar i¢in 7, fonksiyonunun degeri asagida verilmistir.
7. (O) =1
7, (1) =1+2p,

y,(2)=(1+24)2,

7,(3)=(1+2u)2(3+2u),

7. (4)=(1+2u)2(3+2u)4,

7, (5)=(1+2u)2(3+2u)4(5+2u), [12].

3.2.2. Tanim

neNve 7, (n) fonksiyonu Es. 3.3 ve Es. 3.4°te verilmek lizere, genellestirilmis Hermite

polinomlar1

HP s
H;‘(x)zn!kzo% 3.7)

seklinde tanimlanmustir [12].

3.2.1. Teorem
neC,neN,x,zeC olmak iizere

n

exp(—zz)eﬂ(2xz):iHn"(x)% (3.8)

n=0

esitligi saglanir [12].



fspaz‘

Es. 3.7 de H/) (X) degeri yerine yazilirsa

iy o 2

n=0 -k klj/ﬂ(n 2k)

esitligi elde edilir.

[n/2

A(k,n) =33 A(k,n+2K)

k=0 n=0 k=0

s

>
Il
[=]

2
ile verilen Es. 3.9 [3] ve Es. 3.5 ile e’ fonksiyonunun Taylor agilimindan dolay1

bulunur ve ispat tamamlanir.

15
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3.3. Cesitli Ozellikler

3.3.1. Lemma

>0, a>—%, neN ve XeC olmak iizere

; 1 i 2n |4|22 u-1 u

L ntato,u = [ (-t (1) ot
-1

1
i ﬁ(n+a+g,,u) = [ (1) 1ty dt,
-1

T U S PP Y
7,U+oc (n) ,B(a"';',ujj.l
iv. eﬂ+a(x):+jea(xt)|t|2“ (1-t)"" (1+1)" dt,
e )’

v. e, (x)= ! jle“ (1—t)”_1(1+t)” dt,

Vi. 0< u< % olmak tizere

1
e = [e, (O (1-t) (1) ot

1 -1
ﬂ(z—u.uj

H, (xt)(1-t)"" (1+t)" dt

=,
T
S x
—
~—~—
Il
7~ N\
4 [l
"
N—
Le—~

esitlikleri saglanir [12].
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fspaz‘

I, Es. 2.4 kullanilirsa

1 1
,B(n +a+%,,uj = Jtma? (1—t)’kl dt

0

olarak yazilabilir. Integralde t yerine t* doniisiimii yapilirsa
1
pln+a+—,u
2
1 syt
= [ereett (1-1)" 2t
0

_ 2jt2”t2“ (1) dt (3.10)
0

elde edilir. Diger yandan

1
[ (-t (1+t)" ot

-1

- jtz" It (1) (1)t
-1

- j.tzn |t|2a (1—t2)”71 dt + j’tznﬂ |t|2“ (1_t2)u—1 dt
% 71

olup esitligin ikinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon olup simetrik aralikta integrali

sifirdir. Boylece

1
[ (a-ty " (L) dt
-1
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- 2jt2”t2“ (1-t7 )*“l dt
0

elde edilir. Es. 3.10 ve Es. 3.11’in birlikte diisiiniilmesiyle ispat tamamlanir.

ii. Es. 2.4 kullanilirsa

1

3 L oneask 4
ﬂ(n+a+§,yj:jt 2(1-t)" dt

0

elde edilir. integralde t yerine t* doniisiimii yapilirsa
yap

ﬁ(n+a+§’ﬂj

_ jtzntzat(l—tz )" 2t
0

_ Zj‘tzmztza (1—t2 )/"1 dt

0

elde edilir. Diger yandan

1
[ (1-t) (1) dt

-1
1 -1

= [ (1-0)" (1+t)
-1

= j-t2”+1 |t|2a (1—t2 )H dt + j‘t2n+1 |t|2a (1—t2)ﬂ71 ot
2

-1

(3.11)

(3.12)

olup, esitligin birinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon olup simetrik aralikta integrali

sifirdir. Boylece
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1
JEr e (-t (1) dt

-1
L -1
=|t t -t t
J‘ 2n+2| |2a (1 2)/’ d

-1

_ 2'1[t2”+2t2“ (1-t° )”_1 dt (3.13)

0

elde edilir. Es. 3.12 ve Es. 3.13’ten ispat tamamlanir.

iii. n=2k durumu igin ispat yapilacaktir. Benzer sekilde n=2k+1 i¢in de ispat

yapilabilir.

Es. 3.3 kullanilirsa

(Zk)!F(k+a+;j F(;j

7o(n)  7.(2) F(“*ﬂ F(“;j
n 1 1
7y+a( ) 7//1+a(2k) (Zk)!r(k+ﬂ+a+2j F(zj

1 1
r —| I'lk+=
(avusy) rks])

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 1
7. (n) F(k+a+2jl“(a+y+2j (3.14)

Ve (1) F(a+;)r(k+ﬂ+a+;j

esitligi elde edilir. Diger yandan
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2

m“t [t (1-t)" (1+1)" dt}

= ;j‘t” |t|2a (1_t2)#—1 dt + j‘tn+l |t|2a (1_t2 ),u—l it
ﬁ(a + ; , Iuj -1 4

olup, n=2k i¢gin esitligin ikinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon oldugundan

simetrik aralikta integrali sifirdir. Boylece

+ Jl’t” [t (1-t)" " (1+t)" dt
larzu)

- %jt e (1-12)" at
sy

elde edilir. Burada n=2k oldugundan dolay1 esitligin sagindaki fonksiyonun cgift

fonksiyon oldugu dikkate alinirsa ve Lemma 3.3.1’in (i). 6zelliginden dolay1

+ Jl’t” [t (1-t)"" (1+t)" dt
o)
2
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[

F(k+a+

jl"(,u) F(a+;+yj

F(k+a+;+yj F(a+;}r(,u)

F(k+a+ljf(a+,u+lj
2 2

= 1 1 (3.15)
F(a+j1‘(k+y+a+j
2 2

N |

elde edilir. Es. 3.14 ve Es. 3.15’in birlikte diisiiniilmesiyle ispat tamamlanr.

iv. ;1 j e, (xt)[f (1-t)" " (1+1)" dt
ey

integralinde €, (Xt) ifadesi seri seklinde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

L je (O (1-t) " (1+1)" dt

i)

) |t| (1-t)"" (1+t)" dt

0

1 X" 2 1
= > jt [t (1-t)"7 (1+1)" dt
1 n
ﬁ(a+2 j ( )

7/,! nOya

© X" 1 r 2a 1
= t" [t (1-t) (1+1)" dt
;;/a(n) 9(6!4_;#)‘[ || ( ) ( )
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elde edilir. Lemma 3.3.1’in (iii). 6zelligi ve Es. 3.5’ten dolay1

L je (O (1-t)" " (1+1)" dt

e

=80 (X)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

v. ¢* fonksiyonunun Taylor agilimindan dolay1

" (1-t)" " (1+t)" dt

=
VR
NIF|
="
N——
L

Sl (1-t) T (Let) dt

I

7N\
-

S

N—
[
S| X
Le—n

N

olup, seri tek ve ¢ift terimlere ayrilirsa

e (1-t)"" (L+t)" dt

-
N
b

elde edilir. Lemma 3.3.1 “in (i). ve (ii). 6zelliklerinden dolay1



2n ﬂ(n+;,yj ©
+2

1 X
1 nz_;‘(Zn+1)!
2
3
X2n+1 ﬂ(n_'_z’luj

=n§;()2(n)! /3(1 #j & (2n+1)! ﬂ(

elde edilir. Es. 3.3 ve Es. 3.4°ten dolay1

1
1 e vy @y e
-1

1
’B(Z’ﬂj
x 2n x© 2n+1
:Z X +Z X
' ru(2n) &7,(2n+1)

)

23
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

vi. e, (Xt) fonksiyonunun seri agilimindan dolay1

L e, () ey ot

X tn % (L—t) 7 (L) ot

jt (7 (1) (1+t)" dt

E—M#

'B(ll jg“ o

olup, seride tek ve ¢ift indisli terimler ayr1 yazilirsa

1

e, (O @ty at)

1
[ (-t (1 t) ot

:ﬂ[1 1 jni;yﬂx(zn)l

2n+1

[),(11 j,iy#(ZnJrl

1
[ (-t (1) dt

elde edilir. Lemma 3.3.1%in (i). ve (ii). 6zelliklerinden dolay1

1
jje (O™ (1-t)" " (1+t)" dt

ﬁ(z—u U



elde edilir. Es. 3.3 ve Es. 3.4 kullanilirsa

1 1

m[eﬂ (x| ™ (2-t)" " (1+1)" dt
~ 1 i X" F(#+;jr(n+;jﬁ(n—y+%,uj

bulunur. Es. 2.6 kullanilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1 jeﬂ (O™ (1-t)" " (1+t)" dt

1 -1
ﬂ(z—u,uj

25



elde edilir ve ispat tamamlanir.

vii. H, (Xt) polinomunun agik gdsterimi yerine yazilirsa

-

j H, (xt)(1-t)"" (1+t)" dt

=

24
2
[n/2]

1 1n' MHK P ()
ﬁ( ﬂj[ kz_:? k!(n_zk)!t (1-t)" (1+t)" dt

[n/2] _1k 2 n-2k 1 )
:n!z( ) (2) 1 Jr (-t (1+) dt

& k!(n-2k)! ﬂ(;"‘j °

N |-

olup, Lemma 3.3.1’in (iii). 6zelligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

elde edilir ve ispat tamamlanir.



3.4. D,, Tiirev Operatorii

3.4.1. Tanim

¢(x)fonksiyonu i¢in D, (x) lineer tiirev operatrii

D, (X) =4 (X)+ - (#(x)-9(-x)) , xeC
olarak tanimlanir [12]. Burada

D,.x (¢(X)) = ( Dﬂ¢)(x)

27

(3.16)

seklindedir. D, tiirev operatdril ile ilgili 6zelliklere [17,18] kaynaklarindan da bakilabilir.

3.4.1. Teorem

neC;neN,xeC olmak iizere

L (D26)(x) =" () + 224 (x) = (4 () - $(-)).

X

ii. D{:X”ALH)_X”*", j=01,..,n; Dl:1-0,
’ 7ﬂ(n_J) ’

iii. ¥ fonksiyonu gift bir fonksiyon olmak tizere

D, (¢v)=D,(¢)y +¢D,(v),
iv. D, :e, (Ax)— Ze,(Ax)

esitlikleri saglanir [12].
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Ispat

i. Es. 3.16 kullantlirsa,

(D#)(x)

=D, (D,¢(x))

-0, (#(3)+ (s -(-x)|
elde edilir.

0 (x) = ¢ (X)+ £ (4 ()~ p(—x)

olmak iizere
(Dig)(x)
=D, ()

=0/ () + L (0 ()= (-x)

= 4" ()~ L5 (#(x) = #(—x))+ £(#' () + ¢ (-x))

olarak bulunup gerekli sadelestirmeler yapildiginda

(Dig)(x)



4 2 ’
=8 (0)+ 2.4 (x) = 24 (4(x) - ()
elde edilir ve ispat tamamlanir.

ii. Tiimevarim yontemi kullanilarak

74(n)
7u(n_j)

D;jz(xn): X"

oldugu gosterilecektir.

D#(1)=0+§(1—1)=o

saglanir ki boylece D /i (1)=0, j=12,...,n esitligi elde edilir. Diger taraftan

j=1 i¢in

n yﬂ(n) n-1
)"

esitliginin saglandigini gostermeliyiz. Es. 3.6” da n yerine n—1 alinirsa

7u(n)=(n+246,)7,(n-1)

7u(M) o
7ﬂ(n_1) _( Zﬂgn)

olarak yazilabilir. Es. 3.16 ve 0, ’nin tanimindan dolay1



elde edilir.

Dj—l Xn — 7y(n.) Xn—j+1
s ( ) n&n—l+ﬂ

olsun.

0, (01°(4)

_ 7/1(n) Xn—j+1
_D"[n(n—iﬂ) ]

Vu (n) ) D,u (an+1)[7/1 (n_ ] +1) anj+171

:y;l(n_j+1 yy(n_-l)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

iii. ¥ cift fonksiyon oldugundan

|



v (x) =y (-x)

esitligi saglanir.

D, (¢w) = (9w +((#9)(X) = (#9)(-¥)
=y + '+ (v ()= (-X)y (-%)
=y + '+ L ()(8(¥) - ¢(-)

v #+2(0(0-0(-x) [

=yD,¢+¢Dy
elde edilir ve ispat tamamlanir.
iv. Teorem 3.4.1’in (ii). 6zelliginden

D,&, (4x)
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= Je, (Ax)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.4.2. Teorem

neN,x,AeC ve H/(x) =0 olmak iizere
i. D, :HZ (Ax) > 2AnH (Ax),

ii. D*¢(X) = X¢(X) olmak iizere

y/l(n+1) H# _ZD H#

2nH, + o S H
C(n+Dy,(n)

esitlikleri saglanir [12].
fspat

i. Es. 3.8” de X yerine A X alinirsa

exp(-z%)e, (2Axz) =Y HY (Ax)=, ueC,
n=0 '

(3.17)
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elde edilir. Es. 3.17°nin X ’e gére D, tirevi alinir ve Teorem 3.4.1’in (iv). &zelligi

kullanilirsa

exp(-2° )e, (2Axz)24z = i D, H/ (ix)%
n=0 -

elde edilir. Es. 3.18’de Es. 3.8 kullanilirsa

ee) ZI’H—l o Zn

n=0 n! n=0 n!

N
PN
L[
:I
gy
N
<
A —
N:
Il
M8
tU
T
S
—
N
=
|N

olup, z"’nin katsayilar1 esitlendiginde
2AnHY, (/1X) = DﬂHrﬁ‘ (ix)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

ii. N=2malinirsa

2nH§_l(x)+%Hrﬁl(x)

7#(2m+l) v (x
2m+1)y, (2m) it (X)

=4mH} _1(x)+(

m

elde edilir. Es. 3.6 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

7.(n+1) o,

(1), (m 7 )

2nH/, (x)+

(3.18)
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m-1 1 k (2 )Zm—l—Zk m (_1 k (ZX)2m+l—2k
2 1)! 2 1 !
" Z 7 2m-1-2q) Y 2K

k=0 k=0

elde edilir. Ilk toplamda k yerine k —1 alinirsa

Vi (n +1)

(n+1)7,(n)

2nHY, (x)+

Hrl1u+1 (X)

m _ k-1 2m+1-2k m k 2m+1-2k
_o(myy Y () +(2m+1 'Z (1) (2
(k—l)!y#(2m+1—2k) kly,(2m+1-2k)

k=1 k=0

_ (2m+l)!(2X)2m+l . m Z(Zm)!(_l)k—l(zx)2m+1—2k . (2m+1)!(_1)k (2X)2m+1—2k
y.(2m+1) 5| (k-1)ly, (2m+1-2k) Kly, (2m+1—2k)

X)2m+l—2k (Zm +1- 2k)

" 7, (2m+1-2K)

- (2m) () (2
—kZ_; ki y,(2m-2k)

i )k (ZX)Zm—Zk

k=0 k ']/ 2m Zk)
2k, (1)
elde edilir ve ispat tamamlanir. Benzer sekilde n=2m+1 alinarakta ispat yapilabilir.

Hf icin inversiyon formiilii asagida verilmistir.



3.4.3. Teorem

H/(x) polinomlari

— 1

(23 G Hr ()
7,(n) &ki(n-2k)!

seklinde inversiyon formiiliine sahiptir [12].

fspat

€, fonksiyonunun Es. 3.5” deki tanimi kullanilirsa

bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(ZX)n _[n/Z] Hrfl—zk(x)

7y(n)_kz(;k!(n—2k)!

35
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elde edilir ve ispat tamamlanir.
H/ icin Rodrigues formiilii asagida verilmistir.
3.4.4. Teorem

HY (X) polinomlart

seklinde Rodrigues formiiliine sahiptir [12].

fspat

Tlimevarim yontemini kullanirsak n=01i¢in denklem dogru oldugu asikardir.
n=1i¢in

Hf(x)zﬁ(zv—m)wx)

esitligi bulunur ve gerekli diizenlemeler yapildiginda esitligin saglandig1 goriiliir.
Simdi ise n i¢in dogru oldugu kabul edilip, n+1 i¢in dogrulugu gosterilecektir.

Teorem 3.4.2’nin (ii). 6zelligi kullanilirsa




bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(n+1)!
}/ﬂ(n+1)

Hrl:fi-l(x) =

elde edilir ve ispat tamamlanir.

H/ i¢in Mehler formiilii asagida verilmistir.

3.4.5. Teorem

|z| <1 igin HA (X) polinomlar:

1 2 2 22
=———€exp —(x +y )1_22 e, | 2xy

ey

seklinde Mehler formiiliine sahiptir [12].

37
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3.4.6. Teorem

HY (X) polinomlart i¢in

i. exp(-y’D2)x" =}/“(n)H*‘£in”, 0-yeC, neN, [12]
o 7u()

e 4 (x") =L H#(X), [19

! ()Z“n! - (%), 19

esitlikleri saglanir.

fspat

i. Teorem 3.4.1’in (iv). 6zelligi kullanilirsa
exp(-y’D%)(e, (4x)) =exp(-2°y*)e, (1x)

elde edilir. €, (iX) fonksiyonunun Taylor serisi agilimi esitligin sol tarafinda yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

exp(-y’D; )2 jn(xr:) =exp(-2°y* e, [2/1yz—xyj
n=07pu

elde edilir. Es. 3.8 kullanilirsa

exp(-A°y*)e, (4x)

elde edilir. O halde



dir. Boylece

exp(-y°0 ) = 2y X

olup, ispat tamamlanur.

ii. Teorem 3.4.6 (i)’de y :% alinirsa

Dy (n)
e ¢ (x ): én(n!)Hn‘(x)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.4.7. Teorem

{H"(x)}nZO ve T/ :=ey(yDﬂ) olmak iizere

n 2" *nl
THHH — ﬂ—kH,u
y n(x) éyﬂ(n—k)k!y k(x)

esitligi saglanir [19].
fspat

Ty” degerini yerine yazarsak

39
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T/H/ (x)=e,(yD,)H{ ()
elde edilir. Diger taraftan Teorem 3.4.2’nin (i). 6zelligi kullanilirsa

D,H(Ax)=2AnH/, (2x)

“on

D,H (Ax)=224%n(n-1)H/, (2X)

D,‘H/ (Ax)=2A"n(n-1)---(n—k +1)H/, (2x)

olup,

T/H (x)

_ : yk kg u

_k:oyﬂ(k)D” HY(x)

3 2n(n-1)---(n—k+1)(n—k)! u

B (=t 0

noyk2kn!
= —Hﬂ
G

elde edilir. Esitligin sag tarafinda k yerine n—Kk yazilirsa

nk2nk

T/H Z y

Sy, (n—k)k! R (x)

bulunur ve ispat tamamlanir.
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4. GENELLESTIRILMi$ HERMITE POLINOMLARI ICiN YENI
DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu boéliimde Biricik ve Cekim [20] tarafindan sunulan genellestirilmis Hermite polinomlari
icin multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlar ile bu polinom ailesi i¢in bilineer ve
bilateral dogurucu fonksiyonlar verilmistir. Bu kistmda uygulanan metod igin [21-29] daki

caligsmalar incelenebilir.
4.1. Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyonlar

4.1.1. Teorem

seN\{0}, 7,y €C, a #0, Yi,...,Ys; kompleks degiskenler olmak iizere, dzdes olarak

sifir olmayan €2, (Y1s-- Y5 ) fonksiyonu

A,y (Yo Yo ¥ ) =D i (Vi Yo ) &K (4.)
k=0

0zelligini saglasin ve

I
o
=

CHRACS M AYSE ooy e (Ve V)€ (4.2)

olarak verilsin. Bu durumda p € N\{0} olmak iizere

fZ@;:Z(wp oY jt =exp(—t°)e, (2xt) A, , (YVyrm Vi) (4.3

n=0
esitligi saglanir.
fspat

Es. 4.2’ den dolay1
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olarak yazilabilir.

SorsfaniL)

n=0

Bl he(x
:Z akz_'npk()

n=0 k=0 n- pk)'

o |>

Qz’+y/k (yl’ n ys)nktn_pk

olarak bulunur. Burada n yerine n+ pk yazilirsa ve

) Hﬂ X
= Z:(;kZ:(;ak nn(l ) Qrﬂyk (yl """ ys)nktn
0 Hr/:l X ] 0
:(Zo n(! )t ](kz_(; kQT-H//k(yl’ ,ys)nkj

(4.4)
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elde edilir.

Bu teoremde a, 'nin uygun se¢imi i¢in Q_, (yl,..., ys) fonksiyonu uygun fonksiyonlarin

carpimi olarak yazildig: taktirde genellestirilmis Hermite polinomlar: i¢in multilineer ve

multilateral dogurucu fonksiyonlar bulunabilir.

4.2. Genellestirilmis Hermite ve Hermite Polinomlar: icin Dogurucu Fonksiyon

Teorem 4.1.1” de s=1 alnip, €2, , fonksiyonu da

QT*V/k (y) = Hr+<//k (y)7 T, e N

olarak segilecektir. Burada H, (y) fonksiyonlari

i Hn (Iy)tn _ e2yt—t2

n=0 n:

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [3]. Es. 4.1 ve Es. 4.2” den sirasiyla

0

A, (%:6)=2 aH..,. (y)¢"

k=0
ve
[H H# (X)
07 (% Y:¢)= R H ‘
n/,(x y ;) k:Oak (n_ pk)' r+wk(y);
olup,
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esitligi elde edilir.

Sonugta a, = % =0 Ve y =1 segilirse

'o\:s
I

{ } 1 :pk(x) kgn—pk
= H, (y)n't™
n 2 k! (n— pk)! (y)
=exp(-t*)e, (2xt)e™

olarak verilen genellestirilmis Hermite polinomlar1 ve Hermite polinomlar1 i¢in bilateral

dogurucu fonksiyon elde edilir.

4.3. Genellestirilmis Hermite Polinomlari ve Iki Degiskenli Laguerre Polinomlar: i¢in
Dogurucu Fonksiyon

Iki degiskenli Laguerre polinomlar;, Khan, Usman ve Choi tarafindan [30]’ da

tanimlanmistir. iki degiskenli Laguerre polinomlariin dzellikleri [31]’de de incelenmistir.

Teorem 4.1.1” de s=2 alnip, €2, , fonksiyonu da

Qrﬂz/k(yl’ yZ): Lr+y/k (yl’yZ) ’ T"/IEN

iki degiskenli Laguerre polinomlari alinacaktir. iki degiskenli Laguerre polinomlari

N
Z'—(yl,yz “1oya ——e, |y tl<1
2

seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [30]. Es. 4.1 ve Es. 4.2’ den dolay1

A, (VoY) = al (Y Y,) <"
k=0

ve
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H Hn{pk (x)

£ (n=pk)t Lo (¥ ¥2)¢"

®;:Z(X’ yl’yz;g)

Il
[25)
=

olup,

ZG);:Z (X’ Yo yz;t%jtn B eXp(_tz)eu (2x) A, (Yoo Yair1)
n=0

esitligi elde edilir.

Sonugta a, =1, 7=0 ve y =1 segilirse

sGheain e

—Lk(Y1’Y2)77t
n=0 k=0 (n pk)l

—n
el_y277, |y277| <1

- exp(—tz)eﬂ (2xt)1_ e
2

olarak verilen genellestirilmis Hermite polinomlar1 ve iki degiskenli Laguerre polinomlar1

icin bilateral dogurucu fonksiyon elde edilir.

4.4. Genellestirilmis Hermite Polinomlari ve Erkus-Srivastava Polinomlar icin
Dogurucu Fonksiyon

Erkus-Srivastava polinomlar1 [32]” de tamimlanmustir.

Teorem 4.1.1° de s=r alinip, Qm,k fonksiyonu da

(i

T+l//k(y11 vyr)_ r)(yl,---,yr), T,l//EN

T+ k

olarak segilecektir. Erkus-Srivastava polinomlari



k=0
ve
)
p
O3 ()= 0 (AT )2
olup,

D005 s JO = 00()8, (1) (i)
n=0

esitligi elde edilir.

Sonugta 8, =1, 7=0 ve y =1 segilirse

olarak verilen genellestirilmis Hermite polinomlar1 ve Erkus-Srivastava polinomlari igin

bilateral dogurucu fonksiyon elde edilir.



4.5. Genellestirilmis Hermite Polinomlar i¢in Bilineer Dogurucu Fonksiyon

Teorem 4.1.1” de s=1 alnp, €2, , fonksiyonu da

Q.. (y)=H:, (y), zweN

olarak secilecektir. Burada H/ (y) fonksiyonlari

. Hrfl(y) n ~t?
HZ:; St =e e, (2yt)
dogurucu fonksiyonuna sahiptir [12]. Es. 4.1 ve Es. 4.2 sirasiyla

AL (1.6)=YaH!, ()¢

Ve

.
®§Z'Z(X’y;§): & Hnipk(X) y

~ ]’”(n—pk) ‘H—y/k(y)g

olup,

0

Sec{ong e .o

n=0
esitligi elde edilir.

Sonugta a, = % =0 Ve y =1 secilirse
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=exp(-t*)e, (2xt)e e, (2yn)

olarak verilen genellestirilmis Hermite polinomlar1 i¢in bilineer dogurucu fonksiyon elde

edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde genellestirilmis iistel fonksiyon yardimiyla tanimlanan genellestirilmis Hermite
polinomlarinin 6zellikleri tizerinde durulmustur. Bu polinom ailesinin multilineer ve

multilateral fonksiyonlar1 elde edilmistir.

Bu genelleme ile literatiirde matematiksel olarak teoriksel calisma ile birlikte cesitli
uygulama alanlarinda kullanish &zellikler elde edilebilir. Ustel fonksiyonun Dunkl
genellemesi gibi yeni bir 6zelligin yardimiyla Hermite polinomlarmin birden fazla
degiskenli farkli genellemesinin rekiirans bagintilari, multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyonlari, integral gosterimleri, inversiyon formiilii, Rodrigues formiilii gibi cesitli

ozellikleri bulunabilir.
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