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ÖZET 

Bu çalışmada, ilk olarak genelleştirilmiş üstel fonksiyon yardımıyla tanımlanan 

genelleştirilmiş Hermite polinomları tanıtıldıktan sonra, bu polinom ailesinin çeşitli 

özellikleri verilmiştir. Daha sonra genelleştirilmiş Hermite polinomları için multilineer ve 

multilateral doğurucu fonksiyonlar bulunduktan sonra genelleştirilmiş Hermite polinomları 

için bilineer ve bilateral doğurucu fonksiyonlar elde edilmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler Açıklamalar 

 

                                  Doğal sayılar kümesi 

                                       Kompleks sayılar kümesi 

                                       Tam sayılar kümesi 

β(x,y) Beta fonksiyonu 

𝚪(𝒙)                                  Gamma fonksiyonu 

 
0n

H



                              Genelleştirilmiş Hermite polinomları 

( )n
H x                              Hermite polinomları 

( )2 1
, ; ;F x                       Hipergeometrik fonksiyon 

( )1 1
; ;F a b x                       Konfluent hipergeometrik fonksiyon 

( )1 2
;

k
L y y +                     İki değişkenli Laguerre polinomları 

( )k
I x                                  Modifiye Bessel fonksiyonu 

( )
n

                                     Pochhammer sembolü 

( ),k m
M x                            Whittaker fonksiyon 

 

 

 

 

 



1 

 

1. GİRİŞ 

 

Klasik ortogonal polinomlardan biri olan Hermite polinomları Fransız matematikçi 

Charles Hermite (1822-1901) tarafından bulunmuştur. Charles Hermite’in 

çalışmalarından en önemlisi, e  ‘nin transandantal (aşkın) sayı olduğunu ispatlamasıdır. 

Yani doğal sayı katsayılı herhangi bir polinomun kökü olmamasıdır. Eliptik ve modüler 

fonksiyonlara da katkıda bulunan Hermite, yavaş yavaş tanınmış ve 1870 yılında 

Sorbonne'de Profesör olmuştur [1]. 

 

Hermite, Hermite diferensiyel denklemi olarak bilinen diferensiyel denklem sınıfı 

üzerine çalışmıştır. Bu denklemin daha sonra basit harmonik osilatörün kuantum 

mekanik işleminde ortaya çıktığını bulmuştur. Ayrıca Hermite, Hermitian matrislerin 

bazı özelliklerini keşfetmiştir. Eliptik modüler fonksiyonları kullanarak genel beşinci 

dereceden denklemleri çözmüştür. Diğer taraftan Hermite, Abelian fonksiyonlar, cebirsel 

değişmezler üzerinde de çalışmıştır [2].  

 

Hermite, dünyanın en büyük matematikçileri arasında yer alan Picard, Gaston Darboux, 

Paul Appel, Emile Borel, Paul Painleve ve Henri Poincare gibi birçok ünlü 

matematikçiyi de yetiştirmiştir. 

 

Matematiğin ve fiziğin önemli denklemlerinden olan 

 

( ) ( ) ( )2 2 0, − + = y x xy x ny x n  

denklemine Hermite diferensiyel denklemi adı verilir [3]. Bu denklemin çözümlerinden  

biri Hermite polinomlarıdır.  

 

Hermite polinomları 

( )
( ) ( )

( )

  2/2

0

1 ! 2

! 2 !

−

=

−
=

−


k n kn

n

k

n x
H x

k n k
 

şeklinde tanımlanmıştır [4]. 
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İlk birkaç Hermite polinomu  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

1

2

2

3

3

4 2

4

5 3

5

6 4 2

6

1

2

4 2

8 12

16 48 12

32 160 120

64 480 720 120

=

=

= −

= −

= − +

= − +

= − + −

H x

H x x

H x x

H x x x

H x x x

H x x x x

H x x x x

 

şeklindedir [4]. Böylece çift ve tek dereceli Hermite polinomları aşağıdaki şekilde de 

gösterilebilir [1] 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2

0

2 !
1 1 2

! 2 !

n
n k k

n

k

n
H x x

n k k=

= − −
−

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 1

2 1

0

2 1 !
1 1 2

! 2 1 !

n
n k k

n

k

n
H x x

n k k

+

+

=

+
= − −

− +
 . 

 

 

 Şekil 1.1. Hermite polinomları [5] 



3 

 

( )nH x  ile gösterilen bu polinomlar ,t x    olmak üzere 

 

( )
( ) 22

0

,
!


−

=

= =
n n xt t

n

H x
H x t t e

n
 

 

şeklinde bir doğurucu fonksiyona sahiptir [3]. Hermite polinomları 

 

( ) ( ) ( ), ( ) 0,n m n mH H w x H x H x dx m n



−

= =   

 

olacak şekilde  

 

( )
2−= xw x e  

 

ağırlık fonksiyonuna göre ( ),−   aralığında ortogonal bir sistem teşkil eder [3].  

 

Bu polinom ailesi 

 

( ) ( )
2 2

1
n

n x x

n n

d
H x e e

dx

−= −  

 

şeklinde Rodrigues formülü ile de gösterilmektedir [6].  

Hermite polinomlarının üç terimli rekürans bağıntısı 

( ) ( )1 02H x xH x=  olmak üzere, 

( ) ( ) ( )1 12 2 , 1,2,n n nH x xH x nH x n+ −= − =  

şeklinde tanımlanmıştır [3]. Türev içeren rekürans bağıntısı ise 

( ) ( ) ( )1 02 , 0, 1,2,n nH x nH x H x n−
 = = =  

şeklindedir [3]. Hermite polinomlarının integral formu 

 

( ) ( ) ( )
0

!
exp 2 cos cos2 cos 2 sin sin 2= − − −n

n
H x x x n d



     


 

olarak verilir [4]. Hermite polinomlarının normu ise 
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( ) ( ) ( )
22 2exp 2 ! , 0,1,2,n

n nx H x dx n H x n


−

− = = =  

olarak ifade edilir [4]. 

Bu polinom ailesinin bir çok genellemeleri tanımlanmıştır. Bunların en önemlilerinden 

biri olan n

H  ile gösterilen genelleştirilmiş Hermite polinomları, Szego [7] tarafından 

 
1

, 0,1,2
2

n  −  =  olmak üzere, 
22 xx e

 − ağırlık fonksiyonuna göre ( ),−   

aralığında ortogonal bir polinom ailesidir. Yani m n  olmak üzere 

 

( ) ( )
2 2

0x

m nx x e x dx
 



−

−

= H H  

 

eşitliği sağlanır [7]. 

 

Bu polinom ailesi Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar ve genelleştirilmiş Laguerre 

polinomları cinsinden de yazılabilir. 

 

 0,1,2,m =  ve c ’ler reel sabitler olmak üzere genelleştirilmiş Hermite polinomları 

 

( ) 2

2 2

1
, ,

2
m mx c m x 

 
=  − + 

 
H  

 

ve 

 

( ) 2

2 1 2 1

3
, ,

2
m mx c x m x + +

 
=  − + 

 
H  

 

eşitlikleri ile tanımlanmıştır [8]. 

 

Chihara [9]’ da n

H  polinom ailesinin nx  li terimin katsayısını 2n  olarak almıştır. 
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Bu polinomların çeşitli genellemelerini çalışan diğer araştırmacılar ise Dickinson, Warski 

[10] ve Dutta, Chatterjea, More [11] dir. [12] de ise Rosenblum bu polinom ailesinin farklı 

bir genellemesi tanımlamıştır. Bu yeni sınıf  
0nH  

ile gösterilmiştir. Bu polinom ailesinin 

farklı özellikleri [13]’te verilmiştir. 

 

Bu tezde  
0nH  

polinom ailesi ile ilgilenilecektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalışmada kullanılacak olan bazı temel kavramlar verilmiştir. 

 

2.1. Gamma Fonksiyonu 

 

2.1.1. Tanım  

 

0 x   olmak üzere 

 

( ) 1

0

(2.1)x tx t e dt



− − = 

 

genelleştirilmiş integraliyle tanımlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [14]. 

 

Özellikleri 

 

i. ( )1 ! , (2.2)x x x + =   

 

ii. ( ) ( )1 , 0 (2.3)x x x x + =    

 

eşitlikleri sağlanır [14]. 

 

2.2. Beta Fonksiyonu 

 

2.2.1. Tanım 

 

( ) ( )Re 0 , Re 0x y    olmak üzere 

( ) ( )
1

11

0

, 1 (2.4)
−−= −

yxx y t t dt

 

genelleştirilmiş integraliyle tanımlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir [14]. 
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Özellikleri 

 

i. ( ) ( ), , (2.5)x y y x =  

 

ii. ( )
( ) ( )

( )
, (2.6)

x y
x y

x y


 
=

 +
 

 

iii. ( ) ( ) ( )
/2

2 1 2 1

0

, 2 sin cos (2.7)
x y

x y d



   
− −

=   

 

eşitlikleri sağlanır [14]. 

 

2.3. Hipergeometrik Fonksiyon 

 

2.3.1. Tanım  

 

( ) ( )( ) ( )

( )
0

1 2 1 , 1,2,

1, 0

n
n n    

 

= + + + − =

= 

 

 

şeklinde tanımlanan ( )
n

  ifadesine Pochhammer sembolü denir. Bu sembol  

 

i. ( )
( )

( )

 +
=

n

n



 

 

ii. ( ) ( )
1

1
n n

  
+
= +  

 

özelliklerine sahiptir [14]. Pochhammer sembolü dikkate alınarak hipergeometrik seri 

 

( )
( ) ( )

( )
 2 1

0

, ; ; , 0 (2.8)
!

n

n n

n n

x
F x

n

 
   




−

=

=  

 

şeklinde yazılır. Bu fonksiyon genelde 2 1F  gösterimi yerine F  şeklinde gösterilir ve  
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i. ( ) ( ), ; ; , ; ;=F x F x       

 

ii. ( ) ( ), ; ; 1, 1; 1;= + + +
d

F x F x
dx


     


 

 

iii. ( ), ; ;0 1=F     

 

iv. ( ), ; ;0 =F


  


 

 

özelliklerine sahiptir [14]. 

 

 ve   reel ya da kompleks değişkenler olmak üzere 

 

( ) 0 (2.9)xy x y y  + − − =

 

şeklindeki denkleme Kummer denklemi ya da Konfluent hipergometrik denklem adı 

verilir.Bu diferensiyel denklemin bir çözümü ise 

 

( ) ( )
( )

( )
 1 1

0

; ; ; ; , 0 (2.10)
!

n

n

n n

x
x F x

n


    




−

=

 = =  

 

şeklindedir ve bu fonksiyona Konfluent hipergeometrik fonksiyon denir. Konfluent 

hipergeometrik fonksiyon 1 1F  veya   şeklinde gösterilir [14]. 

 

1 0 +   olmak üzere Konfluent hipergeometrik fonksiyonu 

 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

0

1
, 1, : 1

1

! 1

1

m
k k

k

m

m
m x x

k k

m
L x

m












=

 + 
 − + = −  

 + + 

 +
=
 + +



 

 

şeklinde genelleştirilmiş Laguerre polinomları cinsinden de yazılabilir [15]. 

 

Konfluent hipergeometrik fonksiyonunun özellikleri için [15,16] kaynaklarına bakılabilir. 
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Eş. 2.9’da 

 

/2 /2 1
,

2

xy x e z k  −= = − + ve 1 2 = +  

 

dönüşümleri yapılırsa 

 

2
2

2 2

1

1 4 0
4

d z k
z

xdx x


 

− 
+ − + + = 
  
 

 

 

şeklinde elde edilen denkleme Whittaker denklemi adı verilir. Bu diferensiyel denklemin 

bir çözümü 

 

( )
1

/22
, 1 1

1
;1 2 ; (2.11)

2

x
kz M x x e F k x



  
+

−  
= = − + + 

 

 

şeklinde olup ( ),kM x  fonksiyonuna Whittaker fonksiyon adı verilir [14]. 

 

2.4. Modifiye Bessel Fonksiyonu 

 

2.4.1. Tanım 

 

( )2 2 2 0 + − + =x y xy x k y  

 

denklemine k -yıncı basamaktan Modifiye Bessel denklemi adı verilir. Bu diferensiyel 

denklemin bir çözümü ise  

 

( )
( )

2

0

1
(2.12)

! 1 2

k p

k

p

x
I x

p k p

+

=

 
=  

 + +  


 

şeklindedir ve bu fonksiyona Modifiye Bessel fonksiyonu denir [14]. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ HERMITE POLİNOMLARI 

 

Bu bölümde, M. Rosenblum [12] tarafından verilen genelleştirilmiş Hermite polinomları 

tanıtılacak ve bazı özellikleri verilecektir. 

 

3.1.  Dizisinin Tanımı 

 

0 0

1 3 5
, \ , , ,

2 2 2


 
 = − − − 

 
 ve m olmak üzere ile gösterilen 

genelleştirilmiş Hermite polinomları, n ’nin çift ve tek durumu için 

 

( ) ( )
( ) 2

2

2 ! 1
: 1 , ,

! 2

 
= −  − + 

 

m

m

m
H x m x

m

   

 

( )
( )

( ) 2

0

1

2 ! 2
1 1 (3.1)

1!

2

m
m k k

k

m m
x

km
k



=

 
 + 

   
= − −  

    + + 
 



  

ve 

 

( ) ( )
( ) 2

2 1

2 1 ! 3
: 1 , ,

1! 2

2

+

+  
= −  − + 

 +

m

m

m x
H x m x

m

 



 

 

( )
( )

( ) 2 1

0

1

2 1 ! 2
1 1 (3.2)

1!

2

m
m k k

k

m m
x

km
k





+

=

 
 + +    

= − −  
    + + 
 



 

şeklinde tanımlanmıştır [12]. 

 

Bu genelleştirilmiş Hermite polinomlarının bir kaç tanesi aşağıda listelenmiştir: 

 

 
0nH  

 
0nH  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

1

1

1 2

2

1 1 13

3

1 14 2

4

1 2 2 ,

1 2 4 2,

1 2 3 2 24 1 2 12 ,

1 2 3 2 48 1 2 48 12, [12].

−

−

− − −

− −

= +

= + −

= + + − +

= + + − + +

H x x

H x x

H x x x

H x x x













  

  

 

 

3.2. Üstel Fonksiyonun Dunkl Genellemesi 

3.2.1. Tanım 

m olmak üzere,   fonksiyonunun çift ve tek doğal sayı için değerleri 

 

( )

2 1
2 !

2
2

1

2

m m m

m







 
 + + 
 =
 

 + 
 

 

( )

1 1

2 2
2 ! (3.3)

1 1

2 2

   
 + +    
   

=
   

 +  +   
   

m

m

m





 

 

ve 

 

( )

2 1 3
2 !

2
2 1

1

2

m m m

m







+  
 + + 
 + =

 
 + 
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( )

3 1

2 2
2 1 ! (3.4)

1 3

2 2

m

m

m





   
 + +    
   = +
   

 +  +   
   

 

olup, üstel fonksiyonun Dunkl genellemesi (genelleştirilmiş üstel fonksiyon) 

 

( )
( )0

(3.5)
m

m

x
e x

m






=

=

 

şeklinde tanımlanmıştır [12]. 

 

Ayrıca ( )e x  fonksiyonu, Eş. 2.10, Eş. 2.11 ve Eş. 2.12 kullanılarak 

 

( ) ( ): ,2 1, 2xe x e x  =  + −  

           ( ) ( )

1

2

1 1

2 2

1 2

2
I x I x

x



 


−

− +

   
=  + +   

    
 

 

           ( ) ( )
1

2
1

,
2

2 2x M x




− −

−
=  

şeklinde sırasıyla Konfluent hipergeometrik fonksiyon, Modifiye Bessel fonksiyonu ve 

Whittaker fonksiyonu yardımıyla yazılabilir [12]. 

 

  fonksiyonunun bazı özel halleri aşağıda verilmiştir. 

 

  fonksiyonu n  olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )11 1 2 (3.6)++ = + + nn n n   

 

özelliğini sağlar [12]. Burada 

 

( )1n +  eğer çift ise n 1 0+ =     

 

( )1n +  eğer tek ise n 1 1+ =   
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olarak tanımlanır [12]. 

 

Bazı doğal sayılar için   fonksiyonunun değeri aşağıda verilmiştir. 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1,

1 1 2 ,

2 1 2 2,

3 1 2 2 3 2 ,

4 1 2 2 3 2 4,

5 1 2 2 3 2 4 5 2 , [12].

=

= +

= +

= + +

= + +

= + + +















 

 

  

  

   

 

 

3.2.2. Tanım 

 

n  ve ( )n  fonksiyonu Eş. 3.3 ve Eş. 3.4’te verilmek üzere, genelleştirilmiş Hermite 

polinomları 

 

( )
( ) ( )

( )

2
2

0

1 2
! (3.7)

! 2

 
− 

 

=

−
=

−


n
k n k

n

k

x
H x n

k n k





 

şeklinde tanımlanmıştır [12]. 

 

3.2.1. Teorem 

 

0 , n , x, z     olmak üzere 

 

( ) ( )2

0

exp( ) 2 (3.8)
!



=

− =
n

n

n

z
z e xz H x

n





 

eşitliği sağlanır [12]. 
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İspat 

 

Eş. 3.7’ de ( )nH x
değeri yerine yazılırsa 

 

( )
0 !



=


n

n

n

z
H x

n


 

 

( ) ( )

( )

2
2

0 0

1 2
!

! 2 !

n
k n k n

n k

x z
n

k n k n

 
−   

= =

−
=

−
   

 

eşitliği elde edilir. 

 

( )
 

( ) ( )
/2

0 0 0 0

, , 2 3.9
n

n k n k

A k n A k n k
  

= = = =

= + 

 

ile verilen Eş. 3.9 [3] ve Eş. 3.5 ile 
2ze−

fonksiyonunun Taylor açılımından dolayı  

 

( )
0 !

n

n

n

z
H x

n




=

  

 

( ) ( )

( )
2

0 0

1 2

!

k n

n k

n k

x
z

k n

 
+

= =

−
=  

 

( )

( )

( ) ( )2

0 0

12

!

 

= =

   −
  =

  
  

 

kkn

n

n k

zx
z

n k
 

 

( ) ( )22 expe xz z= −  

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 
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3.3. Çeşitli Özellikler 

3.3.1. Lemma 

1
0, ,

2
n   −   ve  x  olmak üzere 

i. ( ) ( )
1

2 12

1

1
, 1 1

2

nn t t t t dt
  

  
−

−

 
+ + = − + 

 
 , 

ii. ( ) ( )
1

2 12 1

1

3
, 1 1

2

nn t t t t dt
  

  
−+

−

 
+ + = − + 

 
 , 

iii. 
( )

( )
( ) ( )

1
2 1

1

1
1 1

1
,

2

−

+ −

= − +
 

+ 
 


n

n
t t t t dt

n

  

 




  

, 

iv. ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e x e xt t t t dt
  

  

  

−

+

−

= − +
 

+ 
 

 , 

v. ( ) ( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

xte x e t t dt
 



 

−

−

= − +
 
 
 

 , 

vi. 
1

0
2

    olmak üzere 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

xe e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

= − +
 

− 
 

  

vii. ( ) ( )( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

n nH x H xt t t dt
 

 

−

−

= − +
 
 
 

  

eşitlikleri sağlanır [12]. 
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İspat 

i, Eş. 2.4 kullanılırsa 

( )
1 1

1
2

0

1
, 1

2

n

n t t dt
 

  
+ − − 

+ + = − 
 

  

olarak yazılabilir. İntegralde t  yerine 2t  dönüşümü yapılırsa 

1
,

2
n  
 

+ + 
 

 

( )
1

1
2 2 1 2

0

1 2
−

−= −
nt t t t tdt

  

( )
1

1
2 2 2

0

2 1 (3.10)nt t t dt
 −

= −

 

elde edilir. Diğer yandan 

 

( ) ( )
1

2 12

1

1 1nt t t t dt
  −

−

− +  

( ) ( )
1

122 2

1

1 1nt t t t dt
 −

−

= − +  

( ) ( )
1 1

1 12 22 2 2 1 2

1 1

1 1n nt t t dt t t t tdt
  − −

+

− −

= − + −   

olup eşitliğin ikinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon olup simetrik aralıkta integrali 

sıfırdır. Böylece 

( ) ( )
1

2 12

1

1 1nt t t t dt
  −

−

− +  
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( )
1

1
2 2 2

0

2 1 (3.11)nt t t dt
 −

= −

 

elde edilir. Eş. 3.10 ve Eş. 3.11’in birlikte düşünülmesiyle ispat tamamlanır. 

 

ii. Eş. 2.4 kullanılırsa 

 

( )
1 1

1
2

0

3
, 1

2

n

n t t dt
 

  
+ + − 

+ + = − 
 

  

 

elde edilir. İntegralde t  yerine 2t  dönüşümü yapılırsa 

3
,

2
n  
 

+ + 
 

 

 

( )
1

1
2 2 2

0

1 2
−

= −
nt t t t tdt

  

( )
1

1
2 2 2 2

0

2 1 (3.12)nt t t dt
 −

+= −

 

elde edilir. Diğer yandan 

 

( ) ( )
1

2 12 1

1

1 1nt t t t dt
  −+

−

− +  

( ) ( )
1

122 1 2

1

1 1nt t t t dt
 −

+

−

= − +  

( ) ( )
1 1

1 12 22 1 2 2 1 2

1 1

1 1n nt t t dt t t t tdt
  − −

+ +

− −

= − + −   

olup, eşitliğin birinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon olup simetrik aralıkta integrali 

sıfırdır. Böylece 
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( ) ( )
1

2 12 1

1

1 1nt t t t dt
  −+

−

− +  

 

( )
1

122 2 2

1

1nt t t dt
 −

+

−

= −  

 

( )
1

1
2 2 2 2

0

2 1 (3.13)nt t t dt



−

+= −

 

elde edilir. Eş. 3.12 ve Eş. 3.13’ten ispat tamamlanır. 

 

iii. 2n k=  durumu için ispat yapılacaktır. Benzer şekilde 2 1n k= +  için de ispat 

yapılabilir. 

 

Eş. 3.3 kullanılırsa 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1

2 2
2 !

1 1

2 2 2

1 12

2 2
2 !

1 1

2 2

k

k

k
n k

n k
k

k

k

 

   




 

 
 

 

+ +

   
 + +    
   

   
 +  +   
   = =

   
 + + +    
   

   
 + +  +   
   

 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

( )

( )

1 1

2 2
(3.14)

1 1

2 2

k
n

n
k



 

  



  +

   
 + +  + +   
   

=
   

 +  + + +   
   

 

eşitliği elde edilir. Diğer yandan 
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( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

nt t t t dt
  

  

−

−

 
− + 

   + 
 

  

 

( ) ( )
1 1

1 12 22 1 2

1 1

1
1 1

1
,

2

n nt t t dt t t t dt
  

  

− −
+

− −

= − + −
 

+ 
 

   

 

olup, 2n k= için eşitliğin ikinci integralindeki fonksiyon tek fonksiyon olduğundan 

simetrik aralıkta integrali sıfırdır. Böylece 

 

( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

nt t t t dt
  

  

−

−

− +
 

+ 
 

  

 

( )
1

12 2

1

1
1

1
,

2

nt t t dt


  

−

−

= −
 

+ 
 

  

 

elde edilir. Burada 2n k=  olduğundan dolayı eşitliğin sağındaki fonksiyonun çift 

fonksiyon olduğu dikkate alınırsa ve Lemma 3.3.1’in (i). özelliğinden dolayı 

 

( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

nt t t t dt
  

  

−

−

− +
 

+ 
 

  

 

( )
1

1
2 2 2

0

1
2 1

1
,

2

−

= −
 

+ 
 


kt t t dt




  

 

1 1
,

1 2
,

2

k  

  

 
= + + 

   + 
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( )

( )

1 1

2 2

1 1

2 2

k

k

   

   

   
 + +   + +   
   =
   

 + + +  +    
   

 

 

1 1

2 2
(3.15)

1 1

2 2

k

k

  

  

   
 + +  + +   
   

=
   

 +  + + +   
   

 

elde edilir. Eş. 3.14 ve Eş. 3.15’in birlikte düşünülmesiyle ispat tamamlanır. 

 

iv. ( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

−

−

− +
 

+ 
 

  

 

integralinde ( )e xt  ifadesi seri şeklinde yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

−

−

− +
 

+ 
 

  

 

( )

( )
( ) ( )

1
2 1

01

1
1 1

1
,

2

n

n

xt
t t t dt

n

  

  


−

=−

= − +
 

+ 
 

  

( )
( ) ( )

1
2 1

0 1

1
1 1

1
,

2

n
n

n

x
t t t t dt

n

  

  


−

= −

= − +
 

+ 
 

   

 

( )
( ) ( )

1
2 1

0 1

1
1 1

1
,

2

n
n

n

x
t t t t dt

n

  

   


−

= −

= − +
 

+ 
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elde edilir. Lemma 3.3.1’in (iii). özelliği  ve Eş. 3.5’ten dolayı 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

−

−

− +
 

+ 
 

  

( )

( )

( )0

n

n

nx

n n



  



 



= +

=  

( )e x +=  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

v. xte  fonksiyonunun Taylor açılımından dolayı  

( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

xte t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( ) ( )
1

1

0 1

1
1 1

1 !
,

2

n
n

n

x
t t t dt

n

 

 


−

= −

= − +
 
 
 

   

olup, seri tek ve çift terimlere ayrılırsa  

( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

xte t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 12 2 1
1 12 2 1

0 01 1

1 1
1 1 1 1

1 12 ! 2 1 !
, ,

2 2

n n
n n

n n

x x
t t t dt t t t dt

n n

   

   

+ 
− −+

= =− −

= − + + − +
+   

   
   

  

 

elde edilir. Lemma 3.3.1 ‘in (i). ve (ii). özelliklerinden dolayı 
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( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

xte t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( ) ( )

2 2 1

0 0

1 1 1 3
, ,

1 12 ! 2 2 1 ! 2
, ,

2 2

n n

n n

x x
n n

n n
   

   

+ 

= =

   
= + + +   

+      
   
   

   

( ) ( )

2 2 1

0 0

1 3
, ,

2 2

1 12 ! 2 1 !
, ,

2 2

n n

n n

n n
x x

n n

   

   

+ 

= =

   
+ +   

   = +
+   

   
   

   

( )

2

0

1 1

2 2

1 12 !

2 2

n

n

n
x

n
n







=

   
 +  +   
   

=
   

 + +    
   

  

( )

2 1

0

3 1

2 2

3 12 1 !

2 2

n

n

n
x

n
n





+

=

   
 +  +   
   

+
+    

 + +    
   

  

elde edilir. Eş. 3.3 ve Eş. 3.4’ten dolayı 

( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

xte t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( ) ( )

2 2 1

0 0
2 2 1

n n

n n

x x

n n  

  +

= =

= +
+   

( )
0

n

n

x

n



=

=  

( )e x=  



24 

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

vi. ( )e xt− fonksiyonunun seri açılımından dolayı 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

− +
 

− 
 

  

 

( )
( ) ( )

1
2 1

01

1
1 1

1
,

2

n n

n

x t
t t t dt

n

  


  


− −

= −−

= − +
 

− 
 

  

 

( )
( ) ( )

1
2 1

0 1

1
1 1

1
,

2

n
n

n

x
t t t t dt

n

  


  


− −

= − −

= − +
 

− 
 

   

 

olup, seride tek ve çift indisli terimler ayrı yazılırsa 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

− +
 

− 
 

  

( )
( ) ( )

12
2 12

0 1

1
1 1

1 2
,

2

n
n

n

x
t t t t dt

n

  


  


− −

= − −

= − +
 

− 
 

   

( )
( ) ( )

12 1
2 12 1

0 1

1
1 1

1 2 1
,

2

n
n

n

x
t t t t dt

n

  


  

+
− −+

= − −

+ − +
+ 

− 
 

   

elde edilir. Lemma 3.3.1’in (i). ve (ii). özelliklerinden dolayı 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

− +
 

− 
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( )

2

0

1 1
,

1 2 2
,

2

n

n

x
n

n

  


  



= −

 
= − + 

   − 
 

  

( )

2 1

0

1 3
,

1 2 1 2
,

2

n

n

x
n

n

  


  

+

= −

 
+ − + 

+   − 
 

  

elde edilir. Eş. 3.3 ve Eş. 3.4 kullanılırsa 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

− +
 

− 
 

  

 

( )

2

0

1 1

1 12 2
,

1 1 12 ! 2
,

2 2 2

n

n

n
x

n
n

n



  

   



=

   
 − +  +   

    
= − + 

       
−  − +      

     

  

 

( )

2 1

0

1 3

1 32 2
,

1 3 12 1 ! 2
,

2 2 2

n

n

n
x

n
n

n



  

   

+

=

   
 − +  +   

    
+ − + 

+       
−  − +      

     

  

 

bulunur. Eş. 2.6 kullanılıp gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 

( ) ( ) ( )
1

2 1

1

1
1 1

1
,

2

e xt t t t dt
  



  

− −

−

−

− +
 

− 
 

  

 

( ) ( )

2 2 1

0 02 ! 2 1 !

n n

n n

x x

n n

+ 

= =

= +
+

   

 

0 !

n

n

x

n



=

=  
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xe=  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

vii. ( )nH xt  polinomunun açık gösterimi yerine yazılırsa 

 

( )( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

nH xt t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( ) ( )

( )

 

( ) ( )
21 /2

12

01

1 21
! 1 1

1 ! 2 !
,

2

k n kn

n k

k

x
n t t t dt

k n k

 

 

−

−−

=−

−
= − +

− 
 
 

  

( ) ( )

( )

 

( ) ( )
2 1/2

12

0 1

1 2 1
! 1 1

1! 2 !
,

2

k n kn

n k

k

x
n t t t dt

k n k

 

 

−

−−

= −

−
= − +

−  
 
 

   

olup, Lemma 3.3.1’in (iii). özelliği kullanılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

( )( ) ( )
1

1

1

1
1 1

1
,

2

nH xt t t dt
 

 

−

−

− +
 
 
 

  

( ) ( ) 

( )

2/2

0

1 2 1
!

! 2

k n kn

k

x
n

k n k

−

=

−
=

−
  

 

( )nH x=  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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3.4.  Türev Operatörü 

 

3.4.1. Tanım 

 

( )x fonksiyonu için ( )D x  lineer türev operatörü 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , (3.16)xD x x x x x
x




   = + − − 

 

olarak tanımlanır [12]. Burada 

( )( ) ( )( ), :xD x D x  =  

 

şeklindedir. D   türev operatörü ile ilgili özelliklere [17,18] kaynaklarından da bakılabilir. 

 

3.4.1. Teorem  

0 , n , x    olmak üzere 

i. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

2

2
 = + − − −D x x x x x

x x


 
     , 

ii. 
( )

( )
: , 0,1,..., ; :1 0j n n j j

n
D x x j n D

n j



 







−→ = →
−

, 

iii.   fonksiyonu çift bir fonksiyon olmak üzere 

( ) ( ) ( )D D D      = + , 

iv. ( ) ( ):D e x e x      

eşitlikleri sağlanır [12]. 

 

,xD
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İspat 

 

i. Eş. 3.16 kullanılırsa, 

( )( )2D x  

( )( )D D x =  

( ) ( ) ( )( ) 
= + − − 

 
D x x x

x



    

elde edilir. 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )= + − −x x x x
x


     

 

olmak üzere 

( )( )2D x  

( )D =  

( ) ( ) ( )( )= + − −x x x
x


    

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
  = − − − + + −x x x x x

x x

 
      

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )x x x x x x
x x x

  
     
 
 + + − − − − + − − 

 
 

olarak bulunup gerekli sadeleştirmeler yapıldığında 

( )( )2D x  
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( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
 = + − − −x x x x

x x

 
     

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

ii. Tümevarım yöntemi kullanılarak 

( )
( )

( )
j n j

n

n
D x x

n j










−=
−

 

olduğu gösterilecektir. 

( ) ( )1 0 1 1 0D
x




= + − =  

sağlanır ki böylece ( )1 0, 1,2, ,jD j n = =  eşitliği elde edilir. Diğer taraftan 

1j =  için 

( )
( )

( )
1

1

n n
n

D x x
n










−=
−

  

eşitliğinin sağlandığını göstermeliyiz. Eş. 3.6’ da n  yerine 1n−  alınırsa 

( ) ( ) ( )2 1nn n n   = + −  

olup, 

( )

( )
( )2

1
n

n
n

n









= +

−
 

olarak yazılabilir. Eş. 3.16 ve n  ’nin tanımından dolayı 
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( )

( )
( )1 12

1

n n
n

n
x n x

n










− −= +
−

 

1 12n n
nnx x− −= +  

( )( )11 1 1 1
nn nnx x
−− −= + + −  

( )nD x=  

elde edilir. 

( )
( )

( )
1 1

1

j n n j
n

D x x
n j










− − +=
− +

 

olsun. 

( )( )1j nD D x 
−

 

( )

( )
1

1

n j
n

D x
n j










− +
 

=  
 − + 

 

( )

( )
( )

( )

( )
1 1 1

1

1

n j n j
n n j

D x x
n j n j

 


 

 

 

− + − + −
 − +

=  
 − + − 

 

( )

( )
n j

n
x

n j









−=
−

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

iii.   çift fonksiyon olduğundan 
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( ) ( )x x = −  

eşitliği sağlanır. 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )= + − −D x x
x




     

( ) ( ) ( ) ( )( ) = + + − − −x x x x
x


        

( ) ( ) ( )( ) = + + − −x x x
x


       

( ) ( )( ) 
 = + − − + 

 
x x

x


      

D D    = +  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

iv. Teorem 3.4.1’in (ii). özelliğinden 

( )D e x    

( )
0

j j

j

x
D

j










=

 
 =
 
 
  

( )
( )

0

j
j

j

D x
j










=

=  

( )

( )

( )
1

0 1

j
j

j

j
x

j j



 



 


−

=

=
−
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( )
1

1 1

j
j

j

x
j






−

=

=
−

  

elde edilir. j  yerine 1j +  alınıp ve e  fonksiyonunun Eş. 3.5 tanımı kullanılırsa 

( )
( )

1

0

j
j

j

D e x x
j

 








+

=

=  

( )e x =  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

3.4.2. Teorem 

n , x,   ve 1( ) 0H x
− =  olmak üzere 

i. ( ) ( )1: 2n nD H x nH x 

   −→ , 

ii. ( ) ( )*D x x x =   olmak üzere 

( )

( ) ( )
*

1 1

1
2 2

1
n n n

n
nH H D H

n n

  






− +

+
+ =

+
 

eşitlikleri sağlanır [12]. 

İspat 

i. Eş. 3.8’ de x yerine x alınırsa 

( ) ( )2

0

0

exp( ) 2 , (3.17)
!

n

n

n

z
z e xz H x

n



   


=

− = 
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elde edilir. Eş. 3.17’nin x ’e göre D  türevi alınır ve Teorem 3.4.1’in (iv). özelliği 

kullanılırsa 

 

( ) ( ) ( )2

0

exp 2 2 (3.18)
!

n

n

n

z
z e xz z D H x

n



   


=

− =

 

elde edilir. Eş. 3.18’de Eş. 3.8 kullanılırsa 

( ) ( )
1

0 0

2
! !

+ 

= =

= 
n n

n n

n n

z z
H x D H x

n n

 

    

halini alır. Eşitliğin sol tarafında n  yerine 1n− alınırsa 

( )
( )

( )1

1 1

2
1 ! !

 

−

= =

=
−

 
n n

n n

n n

z z
H x D H x

n n

 

    

olup, nz ’nin katsayıları eşitlendiğinde 

( ) ( )12 − =n nnH x D H x 

    

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

ii. 2n m= alınırsa 

( )
( )

( ) ( )
( )1 1

1
2

1
n n

n
nH x H x

n n

 






− +

+
+

+
 

( )
( )

( ) ( )
( )2 1 2 1

2 1
4

2 1 2
m m

m
mH x H x

m m

 






− +

+
= +

+
 

elde edilir. Eş. 3.6 kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )
( )

( ) ( )
( )1 1

1
2

1
n n

n
nH x H x

n n

 






− +

+
+

+
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( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

2 1 2 2 1 2
1

0 0

1 2 1 2
4 2 1 ! 2 1 !

! 2 1 2 ! 2 1 2

k m k k m k
m m

k k

x x
m m m

k m k k m k  

− − + −
−

= =

− −
= − + +

− − + −
   

elde edilir. İlk toplamda k  yerine 1k −  alınırsa 

( )
( )

( ) ( )
( )1 1

1
2

1
− +

+
+

+
n n

n
n H x H x

n n

 






 

= ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2 2 1 2

1 0

1 2 1 2
2 2 ! 2 1 !

1 ! 2 1 2 ! 2 1 2

k m k k m k
m m

k k

x x
m m

k m k k m k  

− + − + −

= =

− −
+ +

− + − + −
   

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 1 1 2 1 2 2 1 2

1

2 1 ! 2 2 2 ! 1 2 2 1 ! 1 2

2 1 1 ! 2 1 2 ! 2 1 2

m k m k k m k
m

k

m x m x m x

m k m k k m k    

+ − + − + −

=

 + − + −
= + + 

+ − + − + −  
  

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
2 1 2 1 2

1

2 ! 2 ! 2 1 2
2 1 2

2 ! 2 1 2

m
m k m k

k

m m m k
x x

m k m k  

+ + −

=

+ −
+ + −

+ −
  

( ) ( ) ( )

( )

2 1 2

0

2 ! 1 2

! 2 2

k m k
m

k

m x

k m k

+ −

=

−
=

−
  

( ) ( ) ( )

( )

2 2

0

2 ! 1 2
2

! 2 2

k m k
m

k

m x
x

k m k

−

=

−
=

−
  

( )22 mxH x=  

elde edilir ve ispat tamamlanır. Benzer şekilde 2 1n m= +  alınarakta ispat yapılabilir. 

 

nH 
 için inversiyon formülü aşağıda verilmiştir. 
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3.4.3. Teorem 

 

( )nH x
 polinomları 

 

( )

( )

( )

( )

2
2

0

2

! 2 !

n
n

n k

k

x H x

n k n k





 
 
 

−

=

=
−

  

 

şeklinde inversiyon formülüne sahiptir [12]. 

 

İspat 

e  fonksiyonunun Eş. 3.5’ deki tanımı kullanılırsa 

( ) ( )
2

0

2
!

n
z

n

n

z
e xz e H x

n







=

=   

olup, ( )2e xz  ve 
2ze  fonksiyonlarının seri açılımları yerlerine yazılırsa 

 

( )

( )
( )

2

0 0 0

2

! !

n
k n

n

n k n

xz z z
H x

n k n





  

= = =

  
=   
  

    

 

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafında n  yerine 2n k−  yazılıp Eş. 3.9 kullanılırsa 

 

( )

( )

( )

( )

 /2
2

0 0 0

2

! 2 !

n nn
n k

n n k

xz H x z

n k n k





 
−

= = =

=
−

   

 

bulunur ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

( )

( )

( )

( )

 /2

2

0

2

! 2 !

n n

n k

k

x H x

n k n k





−

=

=
−
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

nH 
 için Rodrigues formülü aşağıda verilmiştir. 

 

3.4.4. Teorem 

( )nH x
 polinomları 

( )
( )

( ) ( )*

0

!
2

n

n

n
H x D D H x

n

 




= −  

şeklinde Rodrigues formülüne sahiptir [12]. 

İspat 

 

Tümevarım yöntemini kullanırsak 0=n için denklem doğru olduğu aşikardır. 

 

1=n için 

 

( )
( )

( ) ( )*

1 0

1!
2

1
= −H x D D H x 




 

 

eşitliği bulunur ve gerekli düzenlemeler yapıldığında eşitliğin sağlandığı görülür. 

 

Şimdi ise n  için doğru olduğu kabul edilip, 1+n  için doğruluğu gösterilecektir. 

 

Teorem 3.4.2’nin (ii). özelliği kullanılırsa 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

* *
0

!
2 2

n

n

n
D D H x D D H x

n

 
 



+

− = −  

 

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1
*

1 0

1 !
2

1

n

n

n n
H x D D H x

n n n

  


 



 

+

+

+
= −

+
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bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
*

1 0

1 !
2

1

+

+

+
= −

+

n

n

n
H x D D H x

n

 




 

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

nH 
için Mehler formülü aşağıda verilmiştir. 

 

3.4.5. Teorem 

 

1z   için ( )nH x
 polinomları 

i.
( )

( )
( ) ( )

2

0 2 !

n
n nn

n

n
H x H y z

n

  


=

  

( )
( )

2
2 2

1 2 2
2 2

1
exp 2

1 1
1

z z
x y e xy

z z
z


+

   
= − +   

− −  
−

 

ii.
( )

( )
( )

( ) 2

2

0

2 1

2 ! ! 2

n n

n

n

n z
H x

n n

 


=

−  
 
 

  

( )

2 2

1 2

2 2

1
exp

1
1

x z

z
z

+

 −
=  

− 
−

 

şeklinde Mehler formülüne sahiptir [12]. 
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3.4.6. Teorem  

( )nH x
 polinomları için 

i. ( )
( )2 2exp , 0 ,
! 2

 
− =    

 

n n

n

n x
y D x H y y n

n y

 




,  [12] 

ii. ( )
( )

( )

2

4

2 !

D

n

nn

n
e x H x

n



 
−

= , [19] 

eşitlikleri sağlanır. 

İspat 

i. Teorem 3.4.1’in (iv). özelliği kullanılırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2exp exp− = −y D e x y e x      

elde edilir. ( )e x   fonksiyonunun Taylor serisi açılımı eşitliğin sol tarafında yerine yazılıp 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 

( )
( )

( )2 2 2 2

0

exp exp 2
2



=

 
− = −  

 


n n

n

x x
y D y e y

n y
 




 


 

elde edilir. Eş. 3.8 kullanılırsa 

( ) ( )2 2exp y e x −  

0 2 !

n n

n

n

x y
H

y n

 

=

 
=  

 
  

elde edilir. O halde  
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( )
( )

2 2

0

exp


=

− 
n n

n

x
y D

n







 

0 2 !

n n

n

n

x y
H

y n

 

=

 
=  

 
  

dir. Böylece   

( )
( )2 2exp
! 2

 
− =  

 

n

n

n x
y D x H

n y

 




 

olup, ispat tamamlanır. 

 

ii. Teorem 3.4.6 (i)’de 
1

2
y =   alınırsa 

 

( )
( )

( )
2

4

2 !

D

n

nn

n
e x H x

n


 
−

=  

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

3.4.7. Teorem 

 

( ) 
0n n

H x   ve   ( ):=yT e yD

    olmak üzere 

( )
( )

( )
0

2 !

!

−
−

=

=
−


n kn

n k

y n k

k

n
T H x y H x

n k k

  


 

eşitliği sağlanır [19]. 

İspat 

yT 
 değerini yerine yazarsak 
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( ) ( ) ( )=y n nT H x e yD H x  

   

elde edilir. Diğer taraftan Teorem 3.4.2’nin (i). özelliği kullanılırsa 

( ) ( )12 −=n nD H x nH x 

     

( ) ( ) ( )2 2 2

22 1 −= −n nD H x n n H x 

     

 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 −= − − +k k k

n n kD H x n n n k H x 

     

olup, 

( )y nT H x 
 

( )
( )

0=

=
kn

k

n

k

y
D H x

k






 

( ) ( )( )

( )( )
( )

0

2 1 1 !

!
−

=

− − + −
=

−


k kn

n k

k

y n n n k n k
H x

k n k




 

( )( )
( )

0

2 !

!
−

=

=
−


k kn

n k

k

y n
H x

k n k




 

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafında k  yerine −n k  yazılırsa 

( )
( )

( )
0

2 !

!

− −

=

=
−


n k n kn

y n k

k

y n
T H x H x

n k k

  


 

bulunur ve ispat tamamlanır. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ HERMITE POLİNOMLARI İÇİN YENİ  

    DOĞURUCU FONKSİYONLAR 

Bu bölümde Biricik ve Çekim [20] tarafından sunulan genelleştirilmiş Hermite polinomları 

için multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyonlar ile bu polinom ailesi için bilineer ve 

bilateral doğurucu fonksiyonlar verilmiştir. Bu kısımda uygulanan metod için [21-29]’ daki 

çalışmalar incelenebilir. 

4.1. Multilineer ve Multilateral Doğurucu Fonksiyonlar 

4.1.1. Teorem 

 \ 0 , , , 0,ks a     1,..., ;sy y  kompleks değişkenler olmak üzere, özdeş olarak 

sıfır olmayan ( )1,...,k sy y + fonksiyonu 

( ) ( ), 1 2 1

0

, ,..., ; : ,..., (4.1)k

s k k s

k

y y y a y y    


+

=

 = 

 

özelliğini sağlasın ve 

( )
( )

( )
( )

,

,

1 1

0

, ,..., ; : ,..., (4.2)
!n

n

p
n pk k

s k k s

k

H x
x y y a y y

n pk



 

  

 
 
 

−

+

=

 = 
−



 

olarak verilsin. Bu durumda  \ 0p olmak üzere 

( ) ( ) ( ), 2

, 1 , 1

0

, ,..., ; exp 2 ,..., ; (4.3)


=

 
 = −  

 
 n

n s sp
n

x y y t t e xt y y
t

 

   




 

eşitliği sağlanır. 

İspat 

Eş. 4.2’ den dolayı 
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,

, 1, ,..., ;n s p
x y y

t

 



 
  

 
 

( )

( )
( )1

0

,...,
!

 
 
 

− −

+

=

= 
−



n

p
n pk k n pk

k k s

k

H x
a y y t

n pk



    

 

olarak yazılabilir. 

 

,

, 1

0

, ,..., ; n

n s p
n

x y y t
t

 





=

 
  

 
  

 

( )

( )
( )1

0 0

,...,
!

n

p
n pk k n pk

k k s

n k

H x
a y y t

n pk



  

 
 

  
− −

+

= =

= 
−

  

 

olarak bulunur. Burada n  yerine n pk+  yazılırsa ve 

 

( ) ( )
 /

0 0 0 0

, , (4.4)
  

= = = =

= + 
n p

n k n k

A k n A k n pk

 

Eş. 4.4’ ten dolayı [3] 

 

,

, 1

0

, ,..., ; n

n s p
n

x y y t
t

 





=

 
  

 
  

( )
( )1

0 0

,...,
!

n k n

k k s

n k

H x
a y y t

n



  
 

+

= =

=   

( )
( )1

0 0

,...,
!

n n k

k k s

n k

H x
t a y y

n



  
 

+

= =

  
=   

  
   

( ) ( ) ( )2

, 1exp 2 ,..., ;st e xt y y   = −   
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elde edilir.  

Bu teoremde ka ’nın uygun seçimi için ( )1,...,k sy y +  fonksiyonu uygun fonksiyonların 

çarpımı olarak yazıldığı taktirde genelleştirilmiş Hermite polinomları için multilineer ve 

multilateral doğurucu fonksiyonlar bulunabilir. 

4.2. Genelleştirilmiş Hermite ve Hermite Polinomları İçin Doğurucu Fonksiyon 

 

Teorem 4.1.1’ de 1s =  alınıp, + k   fonksiyonu da  

( ) ( ), ,+ + = k ky H y        

olarak seçilecektir. Burada ( )nH y  fonksiyonları 

( ) 22

0 !


−

=

=
n n yt t

n

H y
t e

n
 

doğurucu fonksiyonuna sahiptir [3]. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2’ den sırasıyla 

( ) ( ),

0

, k

k k

k

y a H y    


+

=

 =  

 

ve 

 

( )
( )

( )
( ),

,

0

, ;
!

n

p
n pk k

n k k

k

H x
x y a H y

n pk



 

   

 
 
 

−

+

=

 =
−

  

 

olup,  

 

( ) ( ) ( ), 2

, ,

0

, ; exp 2 ;n

n p
n

x y t t e xt y
t

 

   






=

 
 = −  

 
  

 



44 

 

eşitliği elde edilir. 

 

Sonuçta 
1

, 0
!

ka
k

= =  ve 1 =  seçilirse 

( )

( )
( )

0 0

1

! !

 
 

  
− −

= = −


n

p
n pk k n pk

k

n k

H x
H y t

k n pk



  

( ) ( )
22 2exp 2 −= − yt e xt e  


 

olarak verilen genelleştirilmiş Hermite polinomları ve Hermite polinomları için bilateral 

doğurucu fonksiyon elde edilir. 

 

4.3. Genelleştirilmiş Hermite Polinomları ve İki Değişkenli Laguerre Polinomları İçin 

       Doğurucu Fonksiyon 

 

İki değişkenli Laguerre polinomları, Khan, Usman ve Choi tarafından [30]’ da 

tanımlanmıştır. İki değişkenli Laguerre polinomlarının özellikleri [31]’de de incelenmiştir. 

Teorem 4.1.1’ de 2=s  alınıp, + k   fonksiyonu da  

( ) ( )1 2 1 2, , , ,+ + = k ky y L y y        

iki değişkenli Laguerre polinomları alınacaktır. İki değişkenli Laguerre polinomları  

( )
1

21

1 2 2

0 2

1
, , 1

1

−


−

=

= 
−


ty

y tn

n

n

L y y t e y t
y t

 

şeklinde doğurucu fonksiyona sahiptir [30]. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2’ den dolayı 

( ) ( ), 1 2 1 2

0

, ; , k

k k

k

y y a L y y    


+

=

 =  

ve 
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( )
( )

( )
( ),

, 1 2 1 2

0

, , ; ,
!

n

p
n pk k

n k k

k

H x
x y y a L y y

n pk



 

   

 
 
 

−

+

=

 =
−

  

olup,  

( ) ( ) ( ), 2

, 1 2 , 1 2

0

, , ; exp 2 , ;n

n p
n

x y y t t e xt y y
t

 

   






=

 
 = −  

 
  

eşitliği elde edilir. 

Sonuçta 1, 0ka = =  ve 1 =  seçilirse 

( )

( )
( )1 2

0 0

,
!

n

p

n pk k n pk
k

n k

H x
L y y t

n pk





 
 

  
− −

= =
−  

( ) ( )
1

212
2

2

1
exp 2 , 1

1

y

y
t e xt e y

y




 



−

−
= − 

−
 

olarak verilen genelleştirilmiş Hermite polinomları ve iki değişkenli Laguerre polinomları 

için bilateral doğurucu fonksiyon elde edilir. 

4.4. Genelleştirilmiş Hermite Polinomları ve Erkus-Srivastava Polinomları İçin 

       Doğurucu Fonksiyon 

 

Erkus-Srivastava polinomları [32]’ de tanımlanmıştır. 

Teorem 4.1.1’ de s r=  alınıp, + k   fonksiyonu da  

( ) ( ) ( )1 2, ,...,

1 1,..., ,..., , ,r

kk r ry y u y y
 

  
   

++ =    

olarak seçilecektir. Erkus-Srivastava polinomları 
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doğurucu fonksiyonuna sahiptir [32]. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2’ den dolayı 

( ) ( ) ( )1,...,

, 1 1

0

,..., ; ,...,r

k

k
r k r

k

y y a u y y
 

 
   

+



=

 =  

ve 

( )
( )

( )
( ) ( )1,...,,

, 1 1

0

, ,..., ; ,...,
!

r

k

n

p

n pk k
n r k r

k

H x
x y y a u y y

n pk  


  

  
+

 
 
 

−

=

 =
−  

olup,  

( ) ( ) ( ), 2
, 1 , 1

0

, ,..., ; exp 2 ,..., ;n
n r rp

n

x y y t t e xt y y
t

 
   






=

 
 = −  

 
  

eşitliği elde edilir. 

Sonuçta  1, 0ka = =    ve  1 =  seçilirse 
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olarak verilen genelleştirilmiş Hermite polinomları ve Erkus-Srivastava polinomları için 

bilateral doğurucu fonksiyon elde edilir. 
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4.5. Genelleştirilmiş Hermite Polinomları İçin Bilineer Doğurucu Fonksiyon 

 

Teorem 4.1.1’ de 1s =  alınıp, + k   fonksiyonu da  
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( ) ( ) ( )
22exp 2 2−= −t e xt e e y

    

olarak verilen genelleştirilmiş Hermite polinomları için bilineer doğurucu fonksiyon elde 

edilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde genelleştirilmiş üstel fonksiyon yardımıyla tanımlanan genelleştirilmiş Hermite 

polinomlarının özellikleri üzerinde durulmuştur. Bu polinom ailesinin multilineer ve 

multilateral fonksiyonları elde edilmiştir. 

 

Bu genelleme ile literatürde matematiksel olarak teoriksel çalışma ile birlikte çeşitli 

uygulama alanlarında kullanışlı özellikler elde edilebilir. Üstel fonksiyonun Dunkl 

genellemesi gibi yeni bir özelliğin yardımıyla Hermite polinomlarının birden fazla 

değişkenli farklı genellemesinin rekürans bağıntıları, multilineer ve multilateral doğurucu 

fonksiyonları, integral gösterimleri, inversiyon formülü, Rodrigues formülü gibi çeşitli 

özellikleri bulunabilir. 
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