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OZET

Bu tezde iki degiskenli Szasz operatérlerinin Schurer genellestirilmesi lizerine galisiimistir.
Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliime giris kismina yer verilmistir. ikinci
boliimde, lineer pozitif operatérlerin tanimi verilmis ve bilinen temel o6zellikleri
incelenmistir. Ayrica Korovkin teoremi verilmistir. Ugiincii boliimde, Szasz operatdrlerin
yaklagim 6zellikleri verilmistir. Ayrica Szasz operatdrleri i¢in Voronowskaja teoremi tipinde
bir teorem de ispat edilmistir. Dordiincti boliimde, siireklilik modiilii,Peetre-K fonksiyoneli
ve Lipschitz sinifi fonksiyonlar1 yardimiyla Szasz operatorlerin f fonksiyonuna yaklagim
hizinin tahmini elde edilmistir. Besinci bolimde, iki degiskenli Szasz-Schurer
operatdrlerinin tanimi, yaklasim 6zellikleri ve yaklagim hizi verilmistir. Bu yaklagim hizinin
hesaplanmasi Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar i¢in de elde edilmistir. Ayrica iki degiskenli
Szasz-Schurer operatdrii icin Voronowskaja teoremi tipinde bir teorem de ispat edilmistir.
Altinc1 boliimde ise sonug ve oneriler kismi bulunmaktadir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, acgiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

An(f;%)
B,(f;x)
C[a,b]

C[a,b]

fa (%)
f,x)3f
K(f; 8)
Lipm (o)
Sn (F;x)
Sn” (f;x)
w(f;6)

Il llcra

Il llcra,b)

Aciklamalar

n € IN olmak {izere bir operator dizisi.
Bernstein polinomlari

[a,b] araliginda tanimli ve siirekli tiim reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiime

f,f',f" € C[a,b] olan fonksiyonlar uzay1.

n € IN olmak iizere fonksiyon dizisi

{f.} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi.

f fonksiyonun Peetre’s K fonksiyoneli.

Lipschitz sinifi fonksiyonlari

Szasz operatdrleri

Genellestirilmis Szasz operatorleri

f fonksiyonun siireklilik modiilii

C[a,b] uzayindaki ||. ||cfap;=maks|. | ,a< x < b ile tanimli norm

I flc?aer = If llcraby + I [Icraby + [ llcapy ile tanmml norm



1. GIRIS

Matematigin arastirma alanlarindan biri olan yaklasim konusu, lineer pozitif operatorler
iizerinde uygulanmasiyla, 6nemli teoremler ortaya ¢ikmistir. Bu 6nemli teoremlere iliskin
Bohman (1952) ve Korovkin (1953) ¢alismalar1 6ne ¢gikmaktadir. Lineer pozitif operatdrlerin
sonlu aralikta siirekli fonksiyona yaklasimina iliskin Korovkin teoremi; bu alandaki

caligmalara biiyiik kolaylik saglamaktadir.

Tek degiskenli Szasz operatorii tanimlandiktan sonra temel 6zellikleri ele alinmistir. Tanimi
verilen Korovkin teoremi kullanarak operatoriin yaklagimi incelenmistir. Stireklilik modiilii
ve Peetre-K fonksiyoneli birlikte yaklagim hizi hesaplanmistir. Ayrica Szasz operatdrlerinin

Lipschitz sinifindaki fonksiyonlarla da yaklasim hizi da incelenmistir.

Tezimin esas konusu olan iki degiskenli Szasz-Schurer operatoriiniin genellestirmesinin
tanimint verip genel oOzelliklerini inceleyecegiz. Bir sonraki adimda kullanacagimiz
siireklilik modiiliiniin R? ‘deki 6zelliklerini verecegiz. On bilgilerden sonra bu operatdriin

yaklagim ve yaklasim hizini ele alacagiz.

Bu tezde agiklanmayan tanim ve notasyonlar i¢in (Hacisalihoglu, H., Haciyev, A. 1995, 1-
100)’ a bagli kalinacaktir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operator

2.1.1. Tanim

X veY iki fonksiyon uzayi olsun.X uzayindan alinan herhangi bir fonksiyonun Y uzayindaki

bir fonksiyona doniistiiren bagintiya ‘operator’ denir. Yani f € X ve g € Y olmak {lizere;

S:X->Y  S(f(t);x) =g(x)

ile gosterilir [9].

2.1.2. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzayi ve S: X — Y bir operator olsun. Eger her f, g € X ve her a, S reel

sayilar1 i¢in;

S(af + Bg;x) = aS(f;x) + BS(g; x)

kosulu saglaniyorsa S ye bir lineer operator denir [9].

2.1.3. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzay1 ve S: X — Y bir operator olsun. Herhangi bir f € X olsun. Eger

f =0ikenS(f;x) = 0ise S operatoriine pozitif operator denir.

Lineer ve pozitif olan operatorlere lineer pozitif operator denir [9,11].
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2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani;

f<g=5(;x)<S(gx)

esitsizligi saglanir [9,11].

2.2.2. Lemma

S bir lineer pozitif operatdr olmak tizere; |S(f)| < S(|f]) esitsizligi saglanir [9,11].
2.2.3. Tanim

X = Cla, b] fonksiyonlar uzay1 ve (f, ), X kiimesinde bir dizi olsun. n € IN icin (f;, )

dizisine bir fonksiyon dizisi denir [9].
2.2.4. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzayr ve S,:X =Y bir operator olsun. O halde n €

IN icin (S, (f;x)) dizisine bir operator dizisi denir [9].
2.2.5. Tanim

Kapali bir [a, b] aralig1 izerinde taniml1 ve siirekli tim reel degerli fonksiyonlardan olusan

kiimeye “ C[a, b] fonksiyon uzay1” denir. Bu uzaydaki norm ise

f C)lcrap) = arggégglf €3]

olarak tanimlanir [9].



2.2.6. Tanim

D, R nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere; f: D — R bir fonksiyon ve a € D olsun.
Eger her € > 0i¢in |[x —a| < oldugunda |f(x) — f(a)| < & olacak sekilde & =

d(a, ) > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir [2].
2.2.7. Tanim

K, R nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere; f: K — R bir fonksiyon olsun. Her x,y €
K olmak tizere, her € > 0 igin |x — y| < § oldugunda |f(x) — f(y)| < € olacak sekilde
& = &(¢) > 0 bulunabiliyorsa; f fonksiyonu K {izerinde diizgiin siireklidir denir [10].

2.2.8. Tanim

D, R nin bir alt kiimesi olmak tizere; (f, ) D lizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon
dizisi olsun. Her & > 0 sayis1 ve her x € D igin en az bir ny = ny(g,x) dogal sayisi

bulunabiliyor ve her n > n, oldugunda |f,,(x) — f(x)| < € oluyorsa (f,, ) fonksiyon dizisi

D kiimesi iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir ve (f;, ) A f 1ile gosterilir

[13].
2.2.9. Tanim

Bostan farkli D kiimesindeki her x elemani ve her € >0 igin n > n, oldugunda

|fn(x) — f(x)| < € olacak sekilde en az bir ng = ny(&) dogal sayisi varsa

(fp ) dizisi C[a,b] tizerinde f fonksiyonuna D {izerinde diizglin yakinsaktir denir ve
(fn ) 3 ile gdsterilir [13].

2.2.10. Lemma

C[a, b] uzay normunda yakinsaklik ile diizgiin yakinsaklik denktir. Yani

FD) 2 f o 10 = F@lican — 0

olmasidir.



Diizgiin yakinsama noktasal yakinsamay1 gerektirir. Ancak tersi dogru degildir. Gergekten;
(fn ) 3 f olsun. Buna gore her x € [a, b] ve her ¢ > 0 i¢in en az bir ny € N var 6yle ki her

n > mn, oldugunda ||f,(x) — f(x)ll¢jap) < € dir. Diger taraftan

200 = GOl < max £, = FGOI = () = F(lletap) < € olup

noktasal

|fn(x) _f(x)l <eg=> fn —>f
dir [13].
Tersine bir 0rnek verelim.

vn €N igin f, € C[0,1] olmak {izere; f,, :[0,1] = R, f,(x) = x™ seklinde tanimlanan

fonksiyon dizisi yakinsaktir ancak diizgiin yakinsak degildir.

Korovkin (1953) tarafindan [a,b] arahg flzerinde tanmimli reel degerli siirekli
f fonksiyonuna lineer pozitif operatorler dizisi ile yaklasim yapilabilecegini asagidaki

teorem ile ifade ve ispat etmistir.

2.3. P.P. Korovkin Teoremi (1953)

2.3.1. Teorem

Hern € N i¢in (L, ),Cla, b] den C[a, b] ye lineer pozitif bir operatér dizisi ve
f € Cla, b] olsun. Her x € [a, b] olmak tizere eger;

i. L, (1;x)

ii. L, (t;x)

iii. L, (t%;x) 3 x?

31
-
=3

X

kosullar1 saglaniyorsa C[a, b] deki her f i¢in [a, b] tizerinde L,, (f;x) 3 f(x) olur[1,9,11].



2.3.2. Tanim

Sonlu aralikta siirekli olan fonksiyona bu aralikta yakinsayan bir polinomun varligina 1912

yilinda matematik¢i S.N. Bernstein tarafindan x € [0,1] i¢in

n
k\ m
. — _ k _ n—k
Bu(fi0) = ) £ (=) () x4 -
k=0
seklinde oldugunu gostermistir [7,12,13].
2.3.3. Lemma

Tanim 2.3.1 de verilen Bernstein operatorii igin;

i. B, (L =1
ii. B, (t;x)=x
iii. B, (t%x) = x? + 12

dir [7,12,13].






3. SZASZ OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu boliimde kullanacagimiz Szasz operatorleri ve bir genellesmesi tanitilarak Korovkin
Teoremi yardimiyla yaklagim 6zellikleri incelenecektir. Ayrica Bernstein operatorleri i¢in
Voronowskaja’ nin verdigi teorem ifade edilerek benzer sekilde Szasz operatdrleri i¢inde

ifade ve ispat edilecektir.
3.1. Szasz Operatorlerin Diizgiin Yakinsakhgi
3.1.1. Tanim
a> 0,a € R olmak tizere
S, : C[O,oo)—>C[O,a]
f —>s,(f):[0,a] >R

x—>S,(f;x)=Su(f;x) = e‘"XZf(

[°)
k=0

K
n

(nx)"
j o (3.1)

olarak tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir [6,15].

3.1.2. Teorem

(3.1.1) ile verilen Szasz operatorleri a € R* olmak tizere [0, a] kapal araliginda siirekli ve

tiim yar1 eksende sinirli olan f fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar [7].
Yani f € C[0, a] igin;

Sn (fix) 3 f(x); x€[0,a]

dir[6]. Korovkin sartlar1 saglatilarak diizglin yakinsakligi kolayca goriilebilir.
3.1.3. Tanim

ne€Nveh: R - Rtolmaklizere h(n) > 0 olsun.
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Sn(fix) = e hmx i f(hé‘n)) (h(r;)!x)"

k=0

olarak tanimlanan lineer pozitif operatorlere genellestirilmis Szasz operatorleri denir. Dogal
olarak bu tanimda h(n) = n alinmasiyla Szasz operatorleri elde ederiz. Szasz operatdrlerde

oldugu gibi Genellestirilmis Szasz operatdrleri iginde;
S;(Lx)y=1
Sp(t;x) =x
Si(t%x) = x% + %
benzer sekilde gosterilebilir [6].

3.1.4. Sonug

(3.1.2) ile tanim1 verilen Genellestirilmis Szasz operatdrleri i¢in

lim[13.(f;2) = £ )lpo = 0

dir [6].
3.2. Voronowskaja Teoremi

1932 yilinda E. Voronowskaja; Bernstein polinomlart i¢in agagidaki teoremi ispatlamistir.

(Lorentz 1953).

3.2.1. Teorem

f fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ve (0,1) araliginda ikinci tiirevi olsun. O halde;
1

lim n[By (f;2) = ()] = 5 (= x5)f"(x)

esitligi saglanir [12].
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Simdi benzer sekilde Szasz operatorleri icin ifade edelim. Ondan 6nce Szasz operatdrleri

icin bilinen merkezi momentlerini hesaplayalim:

3.2.2. Tanim

Pns(x) = Sp((t—x)%x) , {s=0,12,..} ile tanimlanan ifadeye (S,) operator

dizisinin s-yinci merkezi momentleri denir.

3.2.3. Teorem

(3.2.2) ile tanimladigimiz merkezi momentlerin Szasz operatorleri icin ilk bes esitleri ;

<Pn,0(x) = Sn((t - x)O;x) = Sn(lix) =1 (3.2)

(pn,l(x) = Sn((t - x)l;x) = Sn(t —xx)=0 (3.3)

On2(0) = Sp((t = )%52) = Sa((E =250 = (3.4)

Prs() = S = 2)% %) = Su((t =% = = (35)
3 2

Ona(®) = Su((E =050 = Su((t =050 = =+ (3.6)

seklindedir [12].
3.2.4. Teorem
f fonksiyonu [0, a] araliginda sinirli ve (0, @) araliginda ikinci tlirevi mevcut ise

o halde;

1
limnlS,(fi) = F()] = 5 % £ ()

esitligi saglanir [12].
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4. SZASZ OPERATORLERININ YAKLASIM HIZI

Yaklagimlar teorisinin 6nemli bir problemi de yaklasma hizi problemidir. Bir 6nceki
boliimde; operatorlerin yaklasimindan bahsetmistik. Bu boliimde ise yaklasma hizindan

bahsedecegiz.
Yaklasma hizi; a,, — 0,(n — o) olmak tlizere

1S, (f;x) — f(x)| < ca, olacak sekilde a,, lerin belirlenmesiyle hesaplanir. Ancak bu
a,’ ler S, operatoriive f fonksiyonuna gore degisirler. Buradaki hiz probleminin
hesaplanmasi i¢in birden ¢ok ara¢ kullanilmakla beraber biz bu hizi; siireklilik modiili,
Peetre K fonksiyoneli ve f nin Lipschitz sinifindan olmasi ile hesaplayacagiz. O halde ilk

olarak stireklilik modiiliiniin tanimini ve bazi temel 6zelliklerini verelim.
4.1. Siireklilik Modiilii

4.1.1. Tanim

f € Cla, b] olsun.Her § > 0 i¢in;

w(;8) = sup |f(t) — f(x)| ile tamimlanan 4.1
x,t €[a,b]
|t—x|<8

w(f; 8) ifadesine f fonksiyonun siireklilik modiilii denir [1,3].
4.1.2. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri

i. w({6) =0

ii. 6; <6, isew(f;8;) < w(f;d,) dir.

iii. m € Nolmak tizere w(f;md) < mw(f; )
iv. L€ Rticin w(5A8) <A+ 1) w(f;5)

V. }sl_r)% w(8) =0

Vi [f(®) = f()] = w(f]t—x|])
Vil IF(0) = fol < (B +1) w(E:6) du.
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4.1.3. Szasz operatorlerinin siireklilik modiilii ile yaklasim hizi

Bu kisimda (3.1.1) de tanimi verilen Szasz operatorleri ile Szasz operatorlerinin
genellesmesinin  yaklasim hizim1 (4.1) ile tanmimlanan stireklilik modiilii yardimiyla

hesaplayacagiz.
4.1.4. Teorem

f € C[0,a] ise Szasz operatorlerinin siireklilik modiiliiyle yaklasim hizi;

1

15:(f32) = Flcpo,e) < (1 +Va ) (f: 75)

olarak hesaplanir [14].
4.2. Szasz Operatorlerinin Peetre-K Fonksiyoneli ile Yaklasim Hiz

Bu boliimde Szasz operatorlerinin yaklasim hizini Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla ele
alacagiz. Dolayisiyla 6nce Peetre-K fonksiyonelinin tanimini verelim(Bleimann 1980,

Butzer 1967).
4.2.1. Tanim
f € C[0,a] ve 6 = 0 olmak tizere;

K(f;6)= inf {||f—g||c[o,a] +6||g||cz[0_a]}ifadesine Peetre-K fonksiyoneli denir.
gec2[o,a]

[5,7]
4.2.2. Teorem

Eger f € C[0, a] ise;

IS, (f;0) — f(Ollc2p0.0) < 2K (f; ﬁ) dir.
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Buradaki

a
K (f; E)
Peetre-K fonksiyonelidir [5,7].

4.3. Szasz Operatorlerinin Lipschitz Stmifindaki Fonksiyonlar ile Yaklasim Hizi

Bu boliimde 6nce Lipschitz sinifi fonksiyonlarin bilinen tanimini verecegiz. Daha sonra bu

smiftaki fonksiyonlara Szasz operatdrlerinin yaklasim hizini inceleyecegiz.
4.3.1. Tanim

(Lipschitz Smifi Fonksiyonlar)

0 < a < 1 olmak tizere;

lf(t) — f(x)| < M|t —x|* kosulunu saglayan fonksiyonlar smifina Lipschitz sinifi

fonksiyonlar: denir.
M ye Lipschitz sabiti denir ve f € Lipy () ile gosterilir.
4.3.2. Teorem

f € Lipy(a),0 < a < 1olmak lizere;

a

15w (F5 ) = F)llcioa = O ((%)5> dir [6,7].



16



17

5. IKi DEGISKENLI SZASZ-SCHURER OPERATORLERININ
YAKLASIM OZELLIKLERI

Calismamizin son kismi olan bu boliimde; iki degiskenli Szasz operatdrlerin Schurer
genellestirilmesi verilip; bu operatorlerin yaklagim 6zelliklerini inceleyecegiz. Daha sonra
bu operatorler igin Voronowskaja tipi bir teorem verecegiz. Son olarak bu operatorlerin
stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizin1 hesaplayacagiz. Simdi kullanacagimiz bilinen

bazi temel tanimlar1 verelim:
D={(x,y) ER?:0<x,0<y}veD, ={(x,y) € R®:0<x<a,0<y<al}olsun.

D iizerinde taniml siirekli fonksiyon uzaymi C(D) ile , D, tzerinde tanimli siirekli

fonksiyon uzayini C (D, ) ile gosterecegiz.
Ornekl: f:[0,00) x[0,0) > R, :f € C(D)
(s,t) = f(s,t) =cos(s+1t)
Ayrica p agirhikli fonksiyon uzaymi uzayi ise; p(xy,x;) = 1+ x;2 + x,2 olmak {izere

C,(D) = {f:f € CD), |f (1, x2)| < Kp p(x1,%2), Kp >0, (x1,%,) €D }

bi¢iminde tanimhi ve

I£I = sup < |f (xq, x2)| >
€ (D) ey) ep \1 + [(xq,x2)[?

normu ile donatilmstir.
Ornek2 :  f:[0,0)x[0,00) > R, f€ C,(D)
(1, %2) = f (1, x2) = 2x,?
f(xy,x7) = 2x1% < K (14 x4 + x,%), olacak sekilde K; = 2 > 0 vardur.

Bu uzayn bir alt uzayi olan C,"(D) asagidaki gibi tanimlidur.
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|f (1, x2)

——— " vpar ve sonlu
|Cx 1x2)|eoo 1+ |(xq, x2)12 }

Cp (D)_{feC(D)

dir. Burada p fonksiyonu ise D tizerinde taniml1 siirekli bir agirlik fonksiyonu denir.
Ornek3:

f:10,00)x[0,0) > R, f € C,"(D)

(x1, %) = f(x1,x) =1+ x,%2 +x,2  secersek

lim 1+ x,2 + x,2 _
o) looo 1+ |Gy, x) 12

5.1. Tanim (iki degiskenli Szasz oparatdriiniin Schurer tip genellestirmesi)

Snp 1 Cp (D) > C(D)

f(s,0) = Sip(f(s,6); (e, x2))

= o (P) () Z Z f (n it p) ((n +kp!)x1) ((n +][!))x2)

(x1,x,) €D ve f € C(D),n € Nvep > 0; biciminde tanimlanan operatore iki degiskenli

Szasz operatoriiniin Schurer tip genellestirmesi denir.
Kolaylikla goriilebilir ki bu operatdr pozitif ve lineer bir operatordiir.

Simdi bir sonraki bolimlerde kullanacagimiz test fonksiyonlarinin bu Sy, ,, operator altindaki

goriintiilerini hesaplayalim.

e;j:D — R olmak lizere;

ej(s,t)=s'+t/ 1j=01234



olarak taniml fonksiyonlara test fonksiyonlari denir.[17]

i =j =0 icin ego(s,t) = 1 olmak lizere;

eio(s,t) =s, ep1(s,t) =t

e11(s,t) =s+t,e;0(s,t) = 5%, eg,(s,t) = t%,e;5,(s,t) = 5%+ t?
e30(s,t) = 53, eu0(s,t) = s*,e93(s,t) = t3, ep4(s,t) = t*
Simdi bu test fonksiyonlarmi Sy ,, operatoriimiize uygulayalim.

5.1.1. Lemma

Asagidaki esitlikler saglanir.

(i) Snp (e00(s,6); (1, %2))

= e~ (+p)(x1+x2) Z Z ( ) ((Tl + p)xl) ((Tl + p)xz)]
€00 n+p'n+p k! j!

=0j=0

— —(n+p)(x1+x2) z z ((Tl + p)xl) ((Tl + P)Xz)

Jj!

= e—(n+p)(x1+xz)e(n+p)x1e(n+p)y

. =1 olup

Snp (30,0(51 t); (x1, xz)) =1 bulunur.

(i) Sy (eno(s, ) (1))

— - (D) (x1+xz) z Z ero (n i p) ((n +kz:)x1) ((n +]}!9)x2)

= - (nAp)(ry+z) Z z k ((n+ p)"l) ((n+ p)xz)j

n+p k! j!

k=0j=0

19
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— o~ (Ap)(xs+12) i k ((n+ p)xl) z ((n + p)xz)-

=0n+p

= o~ (D) (x1+x7) z 1 ((n + p)xl) e (M+p)x;
—n+p (k—1)!

k — k + 1 6teleme yaparsak;

= e—(n+p)(x1+x2) (Tl + p)xl Z ((n + p)xl) (n+p)x2
n+p

= x, e~ (+p)(x1+x2) o (N+p)x1 o (N+p)x;
= x4, olup
S;i,p (el,O(s' t)l (x' 3’)) =

elde ederiz.

eo1(s,t) = ticinde benzer islemlerle

Snp (90,1(5' t); (xl,xz)) = X, bulunur.

(i) S (e1,105,6; (ry, %))

— - (n+p) (s +x2) Zo: 2 ers (n — p) ((n +kp!)x1) ((n +];!9)x2)

= o-(p) (i) i i ( j > ((n+p)x) ((n+p)xy)’

] il
= n+p n+p k! j!
© k j
— e—(n+p)(x1+x2) z z k ((Tl + p)xl) ((Tl + p)xz)
n+p k! j!

(5.2)

(5.3)



o . k j
+e—(n+p)(x1+x2) Z Z J ((Tl + p)xl) ((n + p)xz)
n+p k! Jj!

(5.2) ile (5.3) den
Snp (91,1(5' t); (xq, xz)) =X1t X3
elde ederiz.

(V) Sip (e20(5,6; (1, 75) )

_ o~ mtp) (i) Z Z o ( ) ((n+ P)xl) ((n+p)xy)’
2,0
n+p'n+p k! j!

k=0 j=0

_ o~ (D) (x14xy) Z Z ( k )2 ((n+p)x1) ((n+p)xy)
u\n+p k! j!
k=0 j=0

2

_ ok «n+ma) Un+Mh)
_ (n+p)(x1+x3)
- ¢ ’ Z (n + p)? Z

= k(k — 1) + k olarak yazabiliriz.

k
= e~ (M+P)(x1+xz )Z (k(k _ 1) k ) (@ + ) e(M+p)x2

(n + p)? (n+p)2 k!
k k
_ (P 4x;) [ oo K(k=D) ((n+p)xs) w _k  ((4+p)x1)"\  (nap)x
€ T ( k=2 (n4p)2 k! ol Zk:l (n+p)? k! € ’

k k
— o,—(M+p)(xq+x3) 1 ((n+p)x1) e 1 ((n+p)xy) (n+p)x
=€ T ( k= ((n+p)2) (k—2)! +Zk=1(n+p)2 (k—1)! € i

k- k+ 2 ile k - k + 1 6telemeleri yaparsak;

(5.4)

21
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= ()t [ o 2 Z ((n+ p)xl) Z ((n+ p)xl) o (MHp);
n +p

k=0

o k
— e—(n+p)(x1+x2) <x12 + X1 )Z ((n + p)xl) e(n+p)x2
n+p k!

k=0

_ (x12 N n’jrl p) o~ (D) (X1 +5) p (M+D)x1 o (N+D)z

n+p
Sn (ez o(s, t); (x, y)) = x12 + M buluruz.
PATS n+p

Benzer islemlerle g ,(s, t) = t% igin de

X2
n+p

S (0205, G x2)) = 2% +
bulunur.

(V) Sip (ez,z (s, 0); (X1;X2)>

© _ k j
_ o~ (tp) (i) Z Z e, ( ) ((n+p)x1)” ((n+p)xy)
n+p'n+p k! j!

k=0 j=0

® o 2 K j
(D) (x14%y) J ((n + p)x1) ((n + p)xz)
= e kZO;((n+p)2 (n+p)2> k! J!

= o~ (p)(xi4x2) i i k2 ((+p)x) ((n+p)xy)
=0

2 1 T
4 L (n+p) k! j!

(5.5)

(5.6)
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o 3 k j
pemmmen Y'Y j2__((tp)x) ((n+p)xy)
Ln+p)? K jt

(5.5) ile (5.6) den;

X1 X, X1+ Xy
Snpl€22(5,6); (6, y)) = x% + 2, + =x.2 4+ x,% +
n,p(z,z( ); ( )’)) 1 2 ntp n+p 1 2 n+p
elde ederiz.
n - ooigin Sy, (ez,z (s, t); (xpxz)) - X%+ x5° (5.7)

Vi) Snp (ea0(s, 0 (1, 2))

— e—(n+p)(x1+x2) e ( ) ((n + p)xl) ((Tl + p)xZ)
E E 3,0
n+p'n+p k! j!

k=0 j=0

o k j
= e—(n+p)(x1+x2) Z Z k3 ((n Al p)xl) ((TL t p)xz)
(n+p)3 k! J!

— ,—(n+p)(xq+x2 N k? ((Tl + p)xl) ((Tl + p)xz)
— o—(n+p)( )xlz(n z

+p)?  (k-1)!
— ((n+p)x
k = k + 1 6telemesi yaparsak ve Z((]—I?)z) e(+P)*2 den ;
Jj=0 '

> (k+ 12 ((n+p)ny)”
—~ (n + p)? k!

= e~ (M+D)(x1+x2) 5 e (n+p)xz

(k+1)? = k? + 2k + 1 olup;
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k24 2k +1 ((n+ p)xl)k
(n+p)? k!

= g~ (n+p)(x1 +xz)x1 e (n+p)x2

2

_ - k2 ((n+ p)xl) 2k ((n+p)x)"
_ (n+p)(x1+x3)
=e p xl{;(n+p)2 Z(Tl

+ p)? k!
N Z 1 ((n+p)x) S,
i (n + p)? k!

[00]

k o k
= e—(n+p)(x1+x2) X z kz ((Tl + p)xl) + 2x1 2 k ((n + p)xl)
F L (n+p)?

! !
P k! n+pk=0n+p k!

((n + P)x1) S
(n - p)z z o (n+D)

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;

_ e_(n+p>(x1+x2){ ( z ((n+P)x1) ) n+p< 2 ((n+p)x1) )

((Tl + p)xl) (n+ x5
(n + p)2 Z ’

elde ederiz.

Daha sonra,

Z ((n + P)x1)

e(*+P)x1 olup parantezini aldigimizda ;

2x,2 X1

+
n+p ((n+p)?

= e~ (M+p)(x1+x2) {x13 4+ }e(n+p)X1e(n+p)xz

2x12 X1

_ .3 n
n+p ((n+p)?

_xl




olur. Buradan;

S;;,p (33'0(5, t)! (leXZ)) = x13 + n+ p + (n + p)z

dir. Benzer islemlerle,

2%, + Xy
n+p (m+p)?’

S (€035, 0 G x2)) = x5 +
olarak buluruz.

(Vi) Sip (ea0(s 6 (1))

— o~ (M+P)(x1+x7) i i €40 (n pe p) ((n+ p)xl) ((n+ p)XZ)

I il
P! k! j!

o k j
= e—(n+p)(x1+x2) z z K ((n t p)xl) ((TL t p)xz)
(n+p)* k! J!

e . NN K (@A) (4 p)xs)’
= e ek )xlzZ(n+p)3 (k—1)! I

k — k + 1 6teleme yaparsak;

o oo k i

_ o —(n4p) (x1+x3) (k+ 13 ((n+p)x1) ((n+p)xz)
=e X1 (n T )3 k' ,'
1 p ! j!

elde ederiz.

3 k3 k2 k

1

k+1)° [ k 1
(n+p)3_<n+p+n+p)

acilimini yerine yazalim.

S wr e o Pt

(n+p)?

25
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co

_ () Ct) iz B g Kk
L2\ e

1 Y (n+p)x) ((n+p)xy)
(n+p)3 k! J!

c¢ikar. Buradan; toplamlari parantez i¢ine dagilimini yapalim.

0 o k ]
= e_(n+p)(x1+x2)x Z Z k3 ((n + p)xl) ((n + p)xz)
1 (n+p)3 k! j!

3 v k2 ((n + p)xl)k ((n + p)xz)j
+n+p;;(n+p)2 k! J!

k ((n+ p)xl) ((n+p)xy)’
(n+p)222n+p J!

((n+ p)xl) ((n +p)x;)’
(n +p)3zz j!

elde ederiz.

(5.2),(5.2),(5.5) ve (5.8) den;

2,2 x 3 x 3 1
= x {23 + —— + L4 <x12+ ! >+ X, + olup
n+p (+p)? n+p n+p (n + p)? (n+p)3

3 2

oy 5x4 N 7x4 N X1
Y ntp (n+p)? (n+p)3

(5.9)

5.1.2. Teorem: (Volkov 1957)

Her n,m € N icin,

Lpm:C([0,0) x [0,00)) = C([0,a] x [0,a]) olsun. Eger L, ,, lineer pozitif operator

dizisi asagidaki sartlar saglarsa, o zaman her bir f € C([0,a] X [0, a]) i¢in,



Ln,m (f(S, t); (x,y)) 3fxy)

olmasi i¢in gerek ve yeterli sart;

6) 11113)10 || Lnm (€0,0) — eO,O”c[o,a] x[0al) — 0
(ii) r{i_{lolo“l:n,m(el,O) - elJOHC([O,a] x[oal) 0
(iii) %i_f)'l;lo”Ln,m(eO,l) - eOJ”C([O,a] x [0,a]) =0

(@iv) Tlli_rgo”Ln,m(ez,o + 30,2) - (32,0 + eO'Z)HC([o,a] < [0al) 0
olmasidir.

fspat

Gereklilik sart1 asikardir. Yeterlilik sartinin ispatini verelim.
(s,t) €[0,a] x [0,a] ve f € C(]0,») x [0, ) olsun.

Her bir f € C([0,00) X [0, )i¢in;

Her € > 0 igin dyle bir § > 0 sayis1 vardir Ki;

15,0 = el = (s —x)2 + (t —¥)? <& oldugunda |f(s,t) — f(x,¥)| <&

Diger taraftan; eger \/(s —x)2+(t—y)%2 = &ise (x,y) € D igin

If(s,6) = fle I < Kr(L+s2 +t2) + Kp(1 4+ x2 + y2)

AV _ 2
< 2Kf (s—x) 5+2(t y)

dir. Dolayistyla;

(s—x)*+ (t—y)?
62

If(s,0) = fle,y)| < e+ 2K,

olur.

27
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fu,y) = (f = f(s,0)ep0) (x,y) + f(s,1)

feoy) = f(s,8) = (f = fs,0)e00) (x,¥)

esitsizligini yazabiliriz.

(5.1 den |f(s,t) = FGe )| = |(f — £ (5, )e00) (x,¥))]

(s—x)?+ (t—y)?
6‘2

< e+ 2K; (5.11)

L (f3 @ 3)) = FGI| = |Lnn (f = FO6YIe00 + (2 YDe00; (7)) = £(6,9)]
= | L (f = F )00 @ 3)) + £ 06 9) {Lim (€003 (1, 3)) — 1}]

< |Lam (f = FGo )00 o)) + | £ G0 9) {Lnm (€005 (6, 3)) = 1]

< Lo (If = F@ 900l @) + 1 (6| Lnm (€00 (2, ) — 1))

< L (If = F Y00l @) + Ifllcqoar x 10ap | bnm (€00 e y) = 1) (5.12)
Burada L, ,,, operatdrii igin (5.11) ile (5.12) kullanalim.

|Lnm (f; (6. 3)) = f(x, )|

< L (If = F@ )00l 6 )) + I llcqto.ar x foap | Lnm(€00; (6, ¥) = 1)]

< Ln,m(e+ 2, O (7)) ;<x,y))+ 1] L (00 G %) = 1)

= ELn,m(l; (x:y)) + %Ln,m( (s — x)z + (t — y)zi (x’y)) +

I lcas x feap | Lnm (€00 (x,¥) — 1)



2K,
=& Ln,m(li (x, y)) + 6_2f{ Ln,m( (s — x)zi (x, y)) + Ln,m((t - y)zi (x, y))}

+If lleqto,a1 x o.ap| Lnm (€0,05 (6, ) — 1)
(s—x)2=s52—2sx+x%ile (t—y)? =t% -2ty +y?

ve ego = 1 olup (5.1) dan da gerekli ifadeyi yazalim. O halde;
| Lo (f; (6, 9)) — F (2, 9)]

2K
—Zf{ Lym(s? = 2sx + x%(x,y)) + Lom(t? — 2ty + y% (x, 7))}

<&+
1)

+f leo,a) x [0,a)11 — 1

elde edilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra

|Ln,m(f; (x;J’)) _f(x;Y)l

2K
<&+ 6-_2f (Ln,m( 52; (x, y)) — 2x Ln,m(S; (x,y) )+ x? Ln,m(l; (x,y))

+ Lm(t% (63)) = 29 L (65 (6,9)) + Y% L (15 (6,)))
olur.

Hipotezin (i), (ii), (iii),(iv) den

| Lym(f; (x,3)) — f(x,¥)| < & elde ederiz. Buradan da;

7ll_r)?o” Lym(f) — f”c([o,a] oal) = 0  olup ispat biter.

29
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5.1.3. Teorem

Her f € C,"(D) igin,

Sio®) =1l .y =0

lim |
n—oo
dir.

fspat

5.1.1 Lemma ve 5.1.2 Teorem (Volkov) kullanilirsa ispat kolaylikla goriiliir.

5.2. Siireklilik Modiilii
f € C(D,) olsun.

w(f;8) = max{|f(b,b?)| : b, b? € D, ve ||bt —b?|| <& }

olarak tanimlanan w(f; &) ye siireklilik modiilii denir.

Kismu siireklilik modiilii ise;

1
w'(f;6) := max max xq,%,) — f(xs,X
(f30) 0sx,2a le_x3|sé‘|f( 1 X2) = f (%3, %2)|

ve

w?(f;6) == max max_ |f(y,y2) — f(V1,¥3)l
0<yi=a|y;-y3|<6

(5.13)

dir. Siireklilik modiilii i¢in saglanan tiim 6zellikler, kismi stireklilik modiilii de saglar.

5.2.1. Siireklilik modiiliiniin o6zellikleri

i. w(f;8)=0

ii. 8, <6, ise w(f;8) <w(f;6,)
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iii. u€N icin w(f;ud) <uw(f;s6)
iv. $ERY icin w(f;§6) < (§+ Dw(f; )

V. }Sl_r%w(f; 6)=0

Vi |f(x1,¥1) — f(x,¥2)| < o(f; (1, ¥1) — (x2,¥2) 1D

IA

(”(leyl);(xZ:yZ)” + 1) (U(f; 6) dlI‘. [11,16]

vii. |f(xq, ¥1) — f(x2, y2)l
fspat

i. Tanmimdan agikardir.

ii. 8; < 8, oldugunda;

{If(b*,b*)|: b',b?> € Dyvel|lb* —b*|| <6, } < {If(b*,b*)|: b',b* € D, ve|b' -
b2l <6, }

olup ve kiime genisledik¢e maksimum artacagindan
max{|f(b',b*)| : b*,b* € Dy ve |Ib* — b?|| < &;}
< max{|f(b*,b?)| : b, b? € D, ve ||b* — b?|| < &, }

olup,

w(f;61) < w(f;67)

elde ederiz.

iii. h pozitif bir say1 olmak lizere x, = x , x; =x + h,y, =y Vve y; =y + h alinirsa
M, =(x+hy+h), M, =(x,y)ve (51.12)den ||M; — M,|| = V2h dur.

(5.13) den
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o(f;6)= max  {IfGr+hy+h) =@yl (5.14)
hsﬁ,(x,y) EDg,

oldugu agiktir ve buradan da;

w(fiws) = max  {If(x+hy+h)—fxy)l}
hsﬁ, (x,y)EDg

elde ederiz. Buradaki h’1 ph a dontstiiriirsek;

w(f;ud) = max  {[f(x+phy+ph)—flx)} (5.15)
hs\/_i‘ (x,y)ED,

olur. Sag taraftaki ifadeyi

fGx+uphy +uh) - f(x,y)

=fx+uphy+ph) —fx+@-Dhy+@-Dh)+ flx+@—-Dhy+ (u-1h)
—fa+@=2hy+@=-2)W)+fx+@w-Dhy+@u-2)0)+f(x+hy+h)

_f(x! J’)

seklinde yazabiliriz. Buradan;

u
= Z[f(x +khy + kh) — f(x + (k= Dh,y + (k — 1)h]
k=1

O halde,

|f(x +ph,y +puh) — f(x,y)|

u
< ZIf(x+kh,y+kh) — fx+ (k= Dhy + (k — 1h]
k=1
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Esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi i¢in D, kiimesinde olan her (x, y) noktalarina

géreve h < % olan h' a gére maksimumlari alinirsa (5.14) ve (5.15) den;

w(f;ud) < uw(f;6) elde edilir.

iv. [&] ile & sayisinin tam kismini gosterirsek;

[€] < & < [€] + 1 esitsizligini yazabiliriz. Bu durumda w(f; §) monoton olduguna gore;
(i) den w(f;[£16) < w(f;§6) < w(f; ([E] + 1)6) dur.

(iii) ifadesinden w(f; ([€] + 1)6) < ([€] + Dw(f; 6) cikar. Yine (ii) den

([T + Dw(f;6) < (¢ + Dw(f; 6) elde ederiz. Dolayisiyla

w(f;&6) < (£ + Dw(f; ) olarak bulunur.

v. f, D,'dasiirekli ve D, kapali bir bolge oldugundan f, D,'da diizgiin stireklidir.
Yani her € > 0 igin dyle bir §; = §;(¢€) sayist bulunur oyle ki ||M; — M, || < 6,
oldugunda  |f(xq1,y1) — f(x2,¥,)| < edur. (5.16)
§ - 0% oldugu igin § < &, alabiliriz ve bu durumda ||M; — M,|| < & esitsizligi

|IMy; — M,|| < &; esitsizligini gerektirir ve (5.5) saglanir. Dolayisiyla

max |f(xy,¥1) — f(x2, y2)| < €

IM1—-M3ll <&
M1,M2€Dg

olurve buda w(f;d) < & anlamina gelir. Buradan da (lsirré w(f;6) = 0olur.
Vi.

w(f;6) = max |f (1, y1) — f(x2,2)|

Ce1,y1)—(x2,y2)ll <6
(x1,y1).(x2,y2)€E Dq
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olup |[(xy,y1) — f(x2, y2)ll = & segersek;

w(fillGer, y1) = fx2, 21D = max - |f(x1,y1) = f(x2,2)| olur.

[1Ce1,y1)—(x2,¥2)lI<8
(%1,¥1),(x2,y2)€ Dg

Buradan;

|f Cc,y1) — f(x2,¥2)| < max |f Ce1, y1) — f(x2v2)l

l(x1,y1)—(x2,y2)I<8
(%1,¥1),(x2,¥2)€E Dg

Dolayisiyla;

|f (1, y1) = f(x2,¥2)] < o(f5 [Cer, y10) = F(x2,¥2) 1D
olup ispat biter.

vii. (iv) ve (vi) ozelliklerinden

)
£ Geay) = FOe 2l < 0 (FillGay) = £G Il 5)

< <||(x1’3’1) — Q2 )l

5 + 1>w(f; &) olup;

”(xlﬂ yl) - f(x2' )’2)”
6

|f Ce,y1) — fx2,¥2)| < ( + 1> w(f;6)

olur ve ispat biter.

Simdi verecegimiz teorem siireklilik modiilii yardimiyla Sy, lineer pozitif operatoriin  f

fonksiyonuna yaklasim hizini verecektir.

5.2.2. Teorem

f € C(Dy) igin

Siv) =l < V2a+1) 0(f,6,), 6, =

C(Da) —
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dir.
fspat

(x1,x3) € D, olsun.

|5;§,p(fi (x1,%2)) — f (x4, x2)|

— —-(n+p)(x1+x; AN ((n+p)x1) ((n+p)x2)j
= [ )sz(n+p n+p) k! J!

k=0 j=0

—f (1, x,) e~ (FPIx1+x2) z z ((n+ p)X1) ((n +]I'9)x2)

= |p-(+p) @i +x) 22 (f (n :‘_ - i p) B f(xl,xz)) ((n +kp!)x1)k ((n +j1!9)x2)j
=0 =

dir.

<f<n-l|{-p'nip)_f(x1'x2)) = |<f<nf-p'nip)_f(xl'x2)>|

olarak yazabiliriz. Bu ifadeyi yukariya yazdigimizda;

ST*l,p(f; (x1,%2)) — f(xq, xz)l

< e~ P (r1+xz) z z |< (n T p) £y, x 2))| ((n + p)xl) ((n +]1!7)x2)

elde edilir. (5.17)

Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginden;
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||(n+p n+p2n (xl'XZ)” +1 |w(f;6,)

|f(nf—p’n-]|.—p> A

Ifadesini (5.17) ye yazip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;

Snp (f5 (x1,x2)) — f (x4, xz)l

< - — E E —
< w(f;0n) SnK"'pk 4 £ 0”(n+p'n+p) (31,%2)
= J=

My, + 1 (5.18)

elde edilir. islemlerde kolaylik saglamak icin asagidaki kisaltmalar1 kullanalim.

((n+p)x)* ((n +p)xs)’

Kn,p(le xz) — e_(n+p)(x1+x2) , Mn,p(xl' xz) = k| ]'

1
o9} o9} 2 E )
T= Z Z <||<n +p'n+ p) e x2)|| Ko Mn,P) (Kn,p Mn,p)2

k=0 j=0

olsun.T ifadesi igin p=2 i¢in Holder esitsizligi kullanilirsa;

kZ 2 ||<n +p'n+ p) B (xl’XZ) Mnp Z Z(; Knp My (5.19)

0j=0

elde edilir.

2

)
ntp ntp (x1,x2)

k? k j2 Ji
= — 2 - 2 -z
mtp? nip

ve
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z : D = n+p)lxa+ E E (n p)xl) (( ) 2).
n (x;x )Mn (X,x)—e( )(x1+x2) ( n+p)x
kz_ D2 P\ 22

J!
=1
ifadelerini (5.19) de yazildiginda;

T< ii K 2 a +x,% + /- 2 J
- (n + p)? x1n+p 1 (n + p)? x2n+p

k=0 j=0

1
2

1
+ x22> Ko (s x2) M (e, %) | (103

Ky p(x1,%2) Z Z mMn,p (x1,%7)
k=0 j=0 p
_leKn,p (xlr xz) Z Z F Mn,p (x1: xz) + X Kn,p (xl' xz) Z Z Mn,p (xl; xz)
k=0 j=0 P k=0 j=0
+Knp (x1,%2) Z Z m M, , (x1,%2) — 2x,K z z m M, , (x1,%2)
k=0 j=0 k=0 j=0

1

[ee] (00] E
+ x,° Kn,p(xpxz) Z Z Mn,p(xl:xz)
k=0 j=0

oOlup ayrica (5.1) , (5.2) , (5.3), (5.5) ile (5.6) yardimiyla

1

X1 Xy 2
T < ( + ) (5.20)
n+p n+p

elde edilir. (5.20) ifadesini (5.18) esitsizliginde yazildiginda;
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1 2
Snp(f3 (01, %2)) = f(x1,%2)| < 0 (f; 8,) (5_ <n9-cl-1p * n?p) + 1>

bulunur. Ayrica ;

(x1,x3) € D, icin;

i ( X, Xy )% 2a ldubund 5 1 L
maks = oldugundan ve 6,, = secerse
n+p n+p n+p & "o n+p ¢

1
Snp(f5 (x1,%2)) — f(xl»xz)l < w(f; ﬁ)(m + 1)

bulunur. Simdi her iki tarafin (x4,x,) € D, iizerinde supremumu alinirsa

sup |S;;,p(f; (x1,%2)) — f(xpxz)l Sw <f, ) (\/% + 1)

(x1,%2)€ Dg

1
Jn+p

bulunur. Ve buradan

elde edilir. Buda ispat: tamamlar.

1
Sap () = flle, S (V2a+1) 0 <f, m)

5.3. Lipschitz Sinifi Fonksiyonlari

Simdi bilinen Lipschitz sinifi fonksiyonlarin tanimini verip bu smiftaki fonksiyonlarin

asagidaki sonucu ispatsiz verecegiz.

5.3.1. Tanim

M > 0ve 0 < a < 1olmakiizere f € C(D,) i¢in w(f,d) < M§%,

her § > 0, olarak tanimlanan f fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa Lipschitz sinifi denir

ve Lipy(a) ile gosterilir [18].
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5.3.2. Sonug

f € C(D,) olsun. Eger f € Lipy(a)ise M > 0ve 0< a < 1 igin

Soip()—fl. < (V2a+1)Ms,* dur.

C(Da) —
5.4. Voronovskaja-tip Teorem

Bu teoreme gegmeden V;; moment fonksiyonlarm tanimini verip; 5.7 lemma da Sy,

operatorii i¢in degerlerini hesaplayalim.

Vii((s,0); (x,x0)) = (s —x)(t—x2)/,  i,j € Ng:={0,1,2,...}
dir. [18]

5.4.1. Lemma

Her (x4,x,) € D ve n € N igin;

K, = e~(Dx14x2) _ (o) (i)
n,p(xb X;) =e ’ n,p(xli Xy) = l I olsun.

o 0o k ]
n+p)x n+p)x
S (Vo,o(S. t);(xl,xz)) — e—(n+p)(x1+x2)ZZ(( kpl) 1) (( j}l?) 2) —1
k=0 j=0 | |

Snp (V1,0 (s,t); (xy, xz))

— ()1 +xy) i 2 (% B x1> ((n +kz;)x1)k ((n +j1!9)x2)j

k=0 j=0

(00} k oo oo
= Kupes,2) ) > (o Mo ey ) =1 Ko, 2) - Moy ) = 0
k=0 j=0

k=0j=0
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Ayni sekilde

Snp (Vo,l(s; t); (x1'x2)) =0

elde edilir.
iii.
) e} e} k ]
k=0 j=0

N ki k j
= n,p(xpxz) ;Z) (m — X3 n+p — X1 n+p + x1x2) Mn,p(xl;xz)
3 ]=

(0]

SV
= n,p(le xZ)Mn,p (x1,%2) — X2 Knp (x4, %2) z (n n p) M, , (x1,%2)
k=0 j=0
j [ee] [ee]
_len,p (xlr xz) Z Z <F> Mn,p (xl; xz) + X1X2K z z Mn,p (xl' xz) =0
k=0 j=0 P k=0 j=0

olup

Snp (V1,1(5; t); (x1;x2)) =0

dir.

Snp (Vz,o(S; t); (xl,xz))

co

= n,p(xll x3) z Z) Vz,o (n +p o p) Mn,p (x1,%7)
J:

k=0



(x1;xz) i i <— - x1) np (%1, %2)

k=0 j=

o

= n,p(x1;x2) Z (m) M — leKn,p(xl;xZ) ;;

k=0j=0

(e} [ee]
+x12Kn,p (x1,x7) Z Z M, , (x1,%7)
k=0 j=0

_

_n+p

olup

Sn (V (s, t); (g, x )) —
np \ V2,082 20 (A1 42 n+p

olur. Ayni1 benzer islemlerle;

Snp (Vo,z(s; t); (xl,xz)) e

elde edilir.

V.

Va2((s,0); (01, %3)) = (s — x1)%(t — x2)? olmak iizere;

Snp (Vz,z (s,t); (prz))

" i) Y3 e e L
Knp L £ n+p'n+p/ P

2

M
n+p P

J
= n,p(lexZ) Z(n+p xl) (n+p_x2) Mn,p(xpxz)

(x1,x2)

41
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J
(o33 () ) (0 33

k=0 j=0 k=0 j=0

X1X7
(n + p)?

Shap (sz(S t); (x1;x2)) (;j_;z)z

olur.
Vi.
Vao((s,0); (x,¥)) = (s —x)% = s% — 3s%x + 3sx% — x°

Snp (V3,0(S; t); (xpxz))

J
= np(x1:x2 ZZ <n+p n+p) n,p(x1,x2)
3

(00] (00] k
= n,p(xpxz) Z Z (m - x1) M, (x1,%2)

k3
= Kpp(x1,%2) z z mMn,p (%1, %2)
k=0 j=0

— 3x1 K p (%1, X2) Z Z (n_l_—)zMn,p (x4, x2)
k=0 j=0 p

[ee] [ee] k
+ 3x12Kn,p (21, x2) Z Z FMn,p (%1, x2)
k=0j=0 p
- xngn,p (x1,%2) Z Z My, (x1,%7)
k=0j=0



X ? X1
T (m+p)? “n+p

Xq 2x,2

S;;p(V3 O(S t) (Xl,XZ)) (n+p)2 n+p dir.

Benzer iglemlerle;

Xy 2x22

(n+p)2 n+p

Snp (Vos(s,6; (1, %2)) =
Vii.

Vao((s,8); (x1,x5)) = (s —x1)* = s* — 4x,3s + 63,252 — 4y 5° + x,*

) J
Sn,p (V4_'0(S, t), (xl,xz)) = Kn,p(xl,xZ Z Z (Tl T p Tl + p) n,p(xlﬁxZ)
k=0 j=0

= n,p(x1:x2) Z Z (n +p - x1) M, (x1,%7)

k=0 j=0

k4-
)
n,p(xl xz) L L (Tl + p)4 n,p (xl xz)
k=0 j=0
— 4x; Ky p (%1, x2) Z Z mMn,p (x4, x2)
k=0 j=0 p
+ 61 %K p (X1, X3) z z mMn,p (x1,%2)
k=0 j=0
3 [ee] (o] k
— 4x1 Kn,p(xll XZ) z z n+p Mn,p (xl' xZ)
k=0 j=0
+ x14Kn,p (xlf xz) Z Z Mn,p (xb xz)
k=0 j=0

3 2

6x, 3% X1
= + +
n+p (m+p)? (@m+p)

43
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. 6x,3 3x,2 X1
Sn,p (V4,0(5; t); (x1.x2)) = n+p + (n + p)? + (n+ p)3
Benzer iglemlerle;

. 6x,3 3x,2 Xy
Sn,p (V0,4(5; t); (x1'x2)) = n+p + (n + p)? + (n+p)3
elde edilir.

5.4.2. Sonug

Eger (x1,x;) €D ise;

n—-oo

dir.

fspat

lim nS;, (V40 + Vo .45 (xl,xz)) =6(x;3 + x,%)

Vao+Voa = (s —x)* + (t — x3)* olmak iizere;

Snp ((V4,0 + V0,4)(5; t); (prz))

= K p(x1,x2) Z Z(Vm + Vo,4) (
k=0 j=0

np (1, %2) Z}i {(n +p
> (e

0j=

o

M8

= Rnp (x1,x3)

=
Il
o

(5.21) ve (5.22) den

n+p'n+p

) M + Kn,p(xpxz) z

J

) Mn,p (xlﬁ xZ)

. 4
]
1) + (n +p - x2> }Mn,p(xpxz)

™

(n+p

k=0 j=0

(5.21)

(5.22)

4

2) Mn,p (x1: xz)
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Snp ((V4,0 + V0,4)(5' t); (xbxz))

3 2 3 2

6x, 3x4 X1 6x, 3x, X,
= + + + + +
n+p (m+p)? (m+p)P n+p (m+p)? m+p)

olup her iki tarafi n ile garpalim

nSnp ((V4,0 + V0,4)(5; t); (x1;x2))

6x,3 3x,2 xq 6x,3 3x,° X,
=n + + + + +
n+p (+p)? @m+p)3? n+p m+p)? ((n+p)3

lim 155, ((Vao + Vo) (5,03 (a1, %)) =6(1,° + %)
olup ispat biter.

5.4.3. Teorem

f € C?(D) ve (x,y) € D olsun.

lim 783, ((f (6 90) = FO63) = 37 6y) +5 17, (6 9)
Ispat

(x,y), (s, t) € D olsun,

f € C?(D) igin Taylor agilimini yazalim.

f,0)=fly)+f (s —x)+f (xy)(E-y)

1
o Vs =07+ 1, () (s =0 (=)

F1E =92+ o((s, 0 @G - 0F + (E—y)* dir. (5.23)
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Buradaki ¢ fonksiyonu (s,t) € D i¢in
9(C,.);(x,y)) =@ €eC(D) ve lim ) o((s,£); (x,)) = 0 dir.

(8,6)=(x,

Simdi (5.23) ifadesine Sy, ,, operatdriinii uygulayalim.

Sip(f(,8) = f(x, 1)) = Snp(fi (s, 6) = fF (6, 3)) = (6, ¥) Si o ((s = )5 (x,9))

1
+f', G )Snp((E =305 (1, 3)) + >f " Sho((s =% (x, 1))

1
+5f7 5y o3 Sap((E =% (6 9)) + £, (0, y) S35 ((5 = 2 (6 = 305 ()

+Snp ((p((s, t); (x, y))\/(s —x)*+ (t— y)4) elde edilir. (5.24)

Sp(@((s,0); M)V (s = 2)* + (t = 3)*) = Snp(@-\[Vao + Vou5 (x,¥)) yazilir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

1 1
S (@-Vao + Vous @) = (Snp (@2 @ ¥) ) (Sip(Vao + Vous (1)) )’
dir.

Burdan Teorem(5.1.2) den

lim S5, , (9% (x,¥)) =0 (5.25)
n—-oo

olur.

Sonug (5.4.2) ve (5.25) ifadelerinden
lim NS (@0.Vao + Vo (x,¥)) =0 (5.26)

Lemma 5.4.1 deki (ii),(iii) ve (iv) ile (5.26) den;

Snp(f(5,0) = f(6,9)) = Sap(f3 (5,8) = f(x, 7))



X
n+p

1
=f',(xy).0+ f’y(x,y). 0+ Ef”xx(x,y).
1 " y 1 * [
+ Ef yy(x; y) m + f xy(x, y) 0 + Sn’p ((p V4’0 + VOA-; (x, y))

- Z(nl-l- p) (f"xx(x, y)-x+ f”yy(x’ y).y) +Snp (‘P-\/ Vao + Vo (x, }’))

Her iki tarafi n ile carpip limitlerini aldigimizda;

%i_l)lgons;;,p(f; (x,y) - f(x:y)) = ;f”xx(x’ y) + %f”yy(x'y)

elde edilir ve ispat biter.
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6. SONUC VE ONERILER

Iki degiskenli Szasz operatdrlerinin Schurer tipi genellestirmesi yapilmistir. Baska farkli

parametrik tipteki genellestirmeleri ¢alisilabilir.
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