
 

 

 

 

  

 

 



 
 

 

İKİ DEĞİŞKENLİ SZASZ OPERATÖRLERİNİN SCHURER TİP 

GENELLEŞTİRMESİ 

 

 

 

 

 

Esra YURDAKUL 

 

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK ANA BİLİM DALI 

 

 

 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

 

MART 2021



 

 

 

ETİK BEYAN 

 

Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Tez Yazım Kurallarına uygun olarak hazırladığım 

bu tez çalışmasında; 

 Tez içinde sunduğum verileri, bilgileri ve dokümanları akademik ve etik kurallar 

çerçevesinde elde ettiğimi, 

 Tüm bilgi, belge, değerlendirme ve sonuçları bilimsel etik ve ahlak kurallarına uygun 

olarak sunduğumu, 

 Tez çalışmasında yararlandığım eserlerin tümüne uygun atıfta bulunarak kaynak 

gösterdiğimi, 

 Kullanılan verilerde herhangi bir değişiklik yapmadığımı, 

 Bu tezde sunduğum çalışmanın özgün olduğunu,  

Bildirir, aksi bir durumda aleyhime doğabilecek tüm hak kayıplarını kabullendiğimi beyan 

ederim.   

 

 

 

Esra YURDAKUL 

……………….. 

 

 

 





iv 

 

İKİ DEĞİŞKENLİ SZASZ OPERATÖRLERİNİN SCHURER TİP 

GENELLEŞTİRMESİ 

 (Yüksek Lisans Tezi) 

 

Esra YURDAKUL 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Mart 2021 

 

ÖZET 

Bu tezde iki değişkenli Szasz operatörlerinin Schurer genelleştirilmesi üzerine çalışılmıştır. 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüme giriş kısmına yer verilmiştir. İkinci 

bölümde, lineer pozitif operatörlerin tanımı verilmiş ve bilinen temel özellikleri 

incelenmiştir. Ayrıca Korovkin teoremi verilmiştir. Üçüncü bölümde, Szasz operatörlerin 

yaklaşım özellikleri verilmiştir. Ayrıca Szasz operatörleri için Voronowskaja teoremi tipinde 

bir teorem de ispat edilmiştir. Dördüncü bölümde, süreklilik modülü,Peetre-K fonksiyoneli 

ve Lipschitz sınıfı fonksiyonları yardımıyla Szasz operatörlerin f fonksiyonuna yaklaşım 

hızının tahmini elde edilmiştir. Beşinci bölümde, iki değişkenli Szasz-Schurer 

operatörlerinin tanımı, yaklaşım özellikleri ve yaklaşım hızı verilmiştir. Bu yaklaşım hızının 

hesaplanması Lipschitz sınıfındaki fonksiyonlar için de elde edilmiştir. Ayrıca iki değişkenli 

Szasz-Schurer operatörü için Voronowskaja teoremi tipinde bir teorem de ispat edilmiştir. 

Altıncı bölümde ise sonuç ve öneriler kısmı bulunmaktadır. 

       

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

Bilim Kodu                : 20404 

Anahtar Kelimeler    : Lineer pozitif operatörler, Bernstein polinomu, Szasz operatörleri, 

Korovkin teoremi, Voronowskaja teoremi, süreklilik modülü 

Sayfa Adedi               : 53 

 Danışman : Prof. Dr. Birol ALTIN 



v 

 

SCHURER TYPE GENERALİZATİON OF SZASZ OPERATORS OF TWO 

VARİABLES    

(M. Sc. Thesis) 

 

Esra YURDAKUL 

 
GAZİ UNIVERSTY 

GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

Mart 2021 

 

ABSTRACT 

In this thesis, Schurer type generalization of Szasz operators  of two variables is investigated. 

This thesis consists of five chapters. The first chapter is about the introduction. In the second 

chapter, definition of  linear positive operator is given and its fundamental   properties are 

obtained. Also, the Korovkin theorem is given. In the third chapter, approximation properties 

of the Szasz operatör is obtained.  Moreover a Voronowskaja type theorem is also proven 

for Szasz operators. In the fourth chapter, the estimation rate of approximation of the Szasz 

operator to the function f is obtained with the help of modulus of continuity, K functional of 

Peetre and Lipschitz functions. In the fifth chapter, Schurer type generalization of Szasz 

operators  of two variables is given and the approximation properties and the rate of 

convergence of these operators are investigated. In addition to this, the estimation is also 

obtained for the function in the Lipschitz class. Moreover, a Voronowskaja type theorem is 

also proven for, Schurer type generalization of Szasz operators  of two variables. Finally in 

the sixth chapter, there is the conclusion and recommendations part. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

Simgeler  Açıklamalar  

𝑨𝒏(𝒇; 𝒙)    n ∈ IN olmak üzere bir operatör dizisi.  

𝑩𝒏(𝒇; 𝒙)      Bernstein polinomları 

C[a,b]                     [a,b] aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel değerli 

fonksiyonlardan oluşan küme 

C2[a,b]        f, f ′, f ′′ ∈ C[a,b] olan fonksiyonlar uzayı.  

𝐟𝐧(𝐱)       n ∈ IN olmak üzere fonksiyon dizisi 

𝐟𝐧(𝐱) ⇉ 𝒇         {fn} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna düzgün yakınsaması. 

K(f; δ)        f fonksiyonun Peetre’s K fonksiyoneli. 

LipM (α)       Lipschitz sınıfı fonksiyonları 

Sn (f;x)      Szasz operatörleri 

Sn
*

 (f;x)        Genelleştirilmiş Szasz operatörleri  

𝝎(𝒇; 𝜹)        f fonksiyonun süreklilik modülü 

‖. ‖C[a,b]     C[a,b] uzayındaki ‖. ‖C[a,b]=maks|. | ,a≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ile tanımlı norm 

‖. ‖C
2
[a,b]       ‖𝒇‖C

2
[a,b]  = ‖𝑓‖C[a,b] + ‖f ′‖C[a,b] + ‖f ′′‖C[a,b]  ile tanıml norm 
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1. GİRİŞ 

Matematiğin araştırma alanlarından biri olan yaklaşım konusu, lineer pozitif operatörler 

üzerinde uygulanmasıyla, önemli teoremler ortaya çıkmıştır. Bu önemli teoremlere ilişkin 

Bohman (1952) ve Korovkin (1953) çalışmaları öne çıkmaktadır. Lineer pozitif operatörlerin 

sonlu aralıkta sürekli fonksiyona yaklaşımına ilişkin Korovkin teoremi; bu alandaki 

çalışmalara büyük kolaylık sağlamaktadır.  

Tek değişkenli Szasz operatörü tanımlandıktan sonra temel özellikleri ele alınmıştır. Tanımı 

verilen Korovkin teoremi kullanarak operatörün yaklaşımı incelenmiştir. Süreklilik modülü 

ve Peetre-K fonksiyoneli birlikte yaklaşım hızı hesaplanmıştır. Ayrıca Szasz operatörlerinin 

Lipschitz sınıfındaki fonksiyonlarla da yaklaşım hızı da incelenmiştir. 

Tezimin esas konusu olan iki değişkenli Szasz-Schurer operatörünün genelleştirmesinin 

tanımını verip genel özelliklerini inceleyeceğiz. Bir sonraki adımda kullanacağımız 

süreklilik modülünün R2 ‘deki özelliklerini vereceğiz. Ön bilgilerden sonra bu operatörün 

yaklaşım ve yaklaşım hızını ele alacağız. 

Bu tezde açıklanmayan tanım ve notasyonlar için (Hacısalihoğlu, H., Hacıyev, A. 1995, 1-

100)’ a bağlı kalınacaktır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1. Lineer Pozitif Operatör 

2.1.1. Tanım 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olsun.𝑋 uzayından alınan herhangi bir fonksiyonun 𝑌 uzayındaki 

bir fonksiyona dönüştüren bağıntıya ‘operatör’ denir. Yani 𝑓 ∈ 𝑋 ve 𝑔 ∈ 𝑌 olmak üzere; 

𝑆: 𝑋 → 𝑌        𝑆(𝑓(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥) 

ile gösterilir [9]. 

2.1.2. Tanım 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı ve S: X → Y bir operatör olsun. Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ X ve her 𝛼, 𝛽 reel 

sayıları için; 

𝑆(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔; 𝑥) = 𝛼𝑆(𝑓; 𝑥) + 𝛽𝑆(𝑔; 𝑥) 

koşulu sağlanıyorsa 𝑆 ye bir lineer operatör denir [9]. 

2.1.3. Tanım 

 X ve Y iki fonksiyon uzayı ve 𝑆: 𝑋 → 𝑌 bir operatör olsun. Herhangi bir 𝑓 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 

𝑓 ≥ 0 iken 𝑆(𝑓; 𝑥) ≥ 0 ise 𝑆 operatörüne pozitif operatör denir. 

Lineer ve pozitif olan operatörlere lineer pozitif operatör denir [9,11]. 
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2.2. Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri  

2.2.1. Lemma 

Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani; 

𝑓 ≤ 𝑔 ⇒ 𝑆(𝑓; 𝑥) ≤ 𝑆(𝑔; 𝑥) 

eşitsizliği sağlanır [9,11]. 

2.2.2. Lemma 

 𝑆 bir lineer pozitif operatör olmak üzere; |𝑆(𝑓)| ≤ 𝑆(|𝑓|) eşitsizliği sağlanır [9,11]. 

2.2.3. Tanım 

𝑋 = 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonlar uzayı ve (𝑓𝑛  ), 𝑋 kümesinde bir dizi olsun. 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑓𝑛  )  

dizisine bir fonksiyon dizisi denir [9]. 

2.2.4.Tanım 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı ve 𝑆𝑛 : 𝑋 → 𝑌 bir operatör olsun. O halde  𝑛 ∈

 𝐼𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑆𝑛  (𝑓; 𝑥)) dizisine bir operatör dizisi denir [9]. 

2.2.5. Tanım 

Kapalı bir [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel değerli fonksiyonlardan oluşan 

kümeye “ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı” denir. Bu uzaydaki norm ise 

‖𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)|  

olarak tanımlanır [9]. 
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2.2.6. Tanım 

𝐷,ℝ nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere; 𝑓: 𝐷 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑎 ∈ 𝐷 olsun. 

Eğer her 𝜀 > 0 için |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  olduğunda |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀 olacak şekilde 𝛿 =

𝛿(𝑎, 𝜀) > 0 sayısı varsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑎 noktasında süreklidir denir [2]. 

2.2.7. Tanım 

𝐾,ℝ nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere; 𝑓: 𝐾 → ℝ bir fonksiyon olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝐾  olmak üzere, her 𝜀 > 0 için |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 olduğunda |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀 olacak şekilde 

𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 bulunabiliyorsa; 𝑓  fonksiyonu 𝐾   üzerinde düzgün süreklidir denir [10]. 

2.2.8. Tanım 

𝐷,ℝ nin bir alt kümesi olmak üzere; (𝑓𝑛  )  𝐷 üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon 

dizisi olsun. Her  𝜀 > 0 sayısı ve her 𝑥 ∈ 𝐷 için en az bir  𝑛0 = 𝑛0(𝜀, 𝑥) doğal sayısı 

bulunabiliyor ve her 𝑛 > 𝑛0 olduğunda |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 oluyorsa (𝑓𝑛  ) fonksiyon dizisi 

𝐷 kümesi üzerinde 𝑓 fonksiyonuna noktasal yakınsaktır denir ve  (𝑓𝑛  )
𝑛.𝑦.
→ 𝑓     ile gösterilir 

[13]. 

2.2.9. Tanım  

Boştan farklı 𝐷 kümesindeki her 𝑥 elemanı ve her 𝜀 > 0 için 𝑛 > 𝑛0 olduğunda 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 olacak şekilde en az bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) doğal sayısı varsa  

(𝑓𝑛  ) dizisi 𝐶[𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑓 fonksiyonuna 𝐷 üzerinde düzgün yakınsaktır denir ve 

(𝑓𝑛  ) ⇉ 𝑓  ile gösterilir [13]. 

2.2.10. Lemma  

𝐶[𝑎, 𝑏] uzay normunda yakınsaklık ile düzgün yakınsaklık denktir. Yani  

(𝑓𝑛  )
𝑑.𝑦.
→ 𝑓 ⇔ ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏]  ⟶ 0 

olmasıdır. 
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Düzgün yakınsama noktasal yakınsamayı gerektirir. Ancak tersi doğru değildir. Gerçekten; 

 (𝑓𝑛  ) ⇉ 𝑓 olsun. Buna göre her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve her 𝜀 > 0 için en az bir 𝑛0 ∈ ℕ var öyle ki her 

𝑛 > 𝑛0  olduğunda  ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] < 𝜀  dır. Diğer taraftan 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = ‖𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] < 𝜀 olup 

 |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 ⇒  𝑓𝑛  
𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎𝑠𝑎𝑙
→      𝑓  

dır [13]. 

Tersine bir örnek verelim. 

∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑓𝑛  ∈ 𝐶[0,1] olmak üzere; 𝑓𝑛  : [0,1] → ℝ, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛  şeklinde tanımlanan 

fonksiyon dizisi yakınsaktır ancak düzgün yakınsak değildir.  

Korovkin (1953) tarafından [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı reel değerli sürekli 

𝑓 fonksiyonuna lineer pozitif operatörler dizisi ile yaklaşım yapılabileceğini aşağıdaki 

teorem ile ifade ve ispat etmiştir. 

2.3. P.P.  Korovkin Teoremi (1953) 

2.3.1. Teorem  

Her 𝑛 ∈ ℕ için  (𝐿𝑛  ) , 𝐶[𝑎, 𝑏] den 𝐶[𝑎, 𝑏] ye lineer pozitif bir operatör dizisi ve 

 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. Her  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] olmak üzere eğer; 

i. 𝐿𝑛  (1; 𝑥)  ⇉ 1 

ii. 𝐿𝑛  (𝑡; 𝑥)   ⇉ 𝑥 

iii. 𝐿𝑛  (𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2  

koşulları sağlanıyorsa 𝐶[𝑎, 𝑏] deki her 𝑓 için [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝐿𝑛  (𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) olur [1,9,11]. 
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2.3.2. Tanım  

Sonlu aralıkta sürekli olan fonksiyona bu aralıkta yakınsayan bir polinomun varlığına 1912 

yılında matematikçi S.N. Bernstein tarafından 𝑥 ∈ [0,1] 𝑖ç𝑖𝑛   

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
) (
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

  

şeklinde olduğunu göstermiştir [7,12,13]. 

2.3.3. Lemma  

Tanım 2.3.1 de verilen Bernstein operatörü için;   

i. 𝐵𝑛  (1; 𝑥) = 1 

ii. 𝐵𝑛  (𝑡; 𝑥) = 𝑥 

iii. 𝐵𝑛  (𝑡
2; 𝑥) = 𝑥2 + 

𝑥(1−𝑥)

𝑛
   

dır [7,12,13]. 

  



8 
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3. SZASZ OPERATÖRLERİN YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde kullanacağımız Szasz operatörleri ve bir genelleşmesi tanıtılarak Korovkin 

Teoremi yardımıyla yaklaşım özellikleri incelenecektir. Ayrıca Bernstein operatörleri için 

Voronowskaja’ nın verdiği teorem ifade edilerek benzer şekilde Szasz operatörleri içinde 

ifade ve ispat edilecektir. 

3.1. Szasz Operatörlerin Düzgün Yakınsaklığı 

3.1.1. Tanım 

𝑎 > 0 , 𝑎 ∈ ℝ olmak üzere 

   : 0, 0,nS C C a   

                ( ): 0,nf S f a ℝ    

                                           ;nx S f x 𝑆𝑛
∗(𝑓; 𝑥) = 

0

( )
 

!

k
nx

k

k nx
e f

n k






 
 
 

                         (3.1) 

olarak tanımlanan lineer pozitif operatörlere Szasz operatörleri denir [6,15]. 

3.1.2. Teorem  

(3.1.1) ile verilen Szasz operatörleri  𝑎 ∈ ℝ+ olmak üzere [0, 𝑎] kapalı aralığında sürekli ve 

tüm yarı eksende sınırlı olan 𝑓 fonksiyonuna bu aralıkta düzgün yakınsar [7].  

Yani 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎] için; 

𝑆𝑛  (𝑓; 𝑥)  ⇉  𝑓(𝑥) ;   𝑥 ∈ [0, 𝑎]            

dır[6].  Korovkin şartları sağlatılarak düzgün yakınsaklığı kolayca görülebilir. 

3.1.3. Tanım 

 𝑛 ∈ ℕ ve ℎ ∶  ℝ →  ℝ+olmak üzere  ℎ(𝑛) > 0 olsun.  
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𝑆𝑛
∗(𝑓; 𝑥) =  𝑒−ℎ(𝑛)𝑥  ∑𝑓 (

𝑘

ℎ(𝑛)
)
(ℎ(𝑛)𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

  

olarak tanımlanan lineer pozitif operatörlere genelleştirilmiş Szasz operatörleri denir. Doğal 

olarak bu tanımda ℎ(𝑛) = 𝑛 alınmasıyla Szasz operatörleri elde ederiz. Szasz operatörlerde 

olduğu gibi Genelleştirilmiş Szasz operatörleri içinde; 

𝑆𝑛
∗(1; 𝑥) = 1 

𝑆𝑛
∗(𝑡; 𝑥) = 𝑥 

𝑆𝑛
∗(𝑡2; 𝑥) = 𝑥2 + 

𝑥

ℎ(𝑛)
   

 benzer şekilde gösterilebilir [6]. 

3.1.4. Sonuç  

(3.1.2) ile tanımı verilen Genelleştirilmiş Szasz operatörleri için  

lim
𝑛→∞

‖𝑆𝑛
∗(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝑎] = 0   

dır [6]. 

3.2. Voronowskaja Teoremi  

1932 yılında E. Voronowskaja; Bernstein polinomları için aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

(Lorentz 1953). 

3.2.1. Teorem 

𝑓  fonksiyonu  [0,1] aralığında sürekli ve (0,1) aralığında ikinci türevi olsun. O halde; 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝐵𝑛  (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] =  
1

2
(𝑥 − 𝑥2)𝑓′′(𝑥) 

eşitliği sağlanır [12]. 
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Şimdi benzer şekilde Szasz operatörleri için ifade edelim. Ondan önce Szasz operatörleri 

için bilinen merkezi momentlerini hesaplayalım: 

3.2.2. Tanım 

𝜑𝑛,𝑠(𝑥) =  𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
𝑠; 𝑥)    , {𝑠 = 0,1,2, … }  ile tanımlanan ifadeye  (𝑆𝑛)  operatör  

dizisinin s-yinci merkezi momentleri denir. 

3.2.3. Teorem  

(3.2.2) ile tanımladığımız merkezi momentlerin Szasz operatörleri için ilk beş eşitleri ; 

𝜑𝑛,0(𝑥) = 𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
0; 𝑥) =  𝑆𝑛(1; 𝑥) = 1                                                                              (3.2) 

𝜑𝑛,1(𝑥) = 𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
1; 𝑥) =  𝑆𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥) = 0                                                                      (3.3) 

𝜑𝑛,2(𝑥) = 𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) =  𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) =
𝑥

𝑛
                                                                (3.4) 

𝜑𝑛,3(𝑥) = 𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
3; 𝑥) =  𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)

3; 𝑥) =
𝑥

𝑛2
                                                              (3.5) 

𝜑𝑛,4(𝑥) = 𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)
4; 𝑥) =  𝑆𝑛((𝑡 − 𝑥)

4; 𝑥) =  
𝑥

𝑛3
+
3𝑥2

𝑛2
                                                (3.6) 

şeklindedir [12]. 

3.2.4. Teorem 

 𝑓 fonksiyonu [0, 𝑎] aralığında sınırlı ve (0, 𝑎) aralığında ikinci türevi mevcut ise  

o halde; 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] =
1

2
 𝑥 𝑓′′(𝑥) 

eşitliği sağlanır [12].  
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4. SZASZ OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM HIZI 

Yaklaşımlar teorisinin önemli bir problemi de yaklaşma hızı problemidir. Bir önceki 

bölümde; operatörlerin yaklaşımından bahsetmiştik. Bu bölümde ise yaklaşma hızından 

bahsedeceğiz.  

Yaklaşma hızı;  𝛼𝑛  → 0, (𝑛 →  ∞) olmak üzere  

|𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  < 𝑐𝛼𝑛 olacak şekilde 𝛼𝑛  lerin belirlenmesiyle hesaplanır. Ancak bu 

𝛼𝑛’ ler  𝑆𝑛  operatörü 𝑣𝑒  𝑓 fonksiyonuna göre değişirler. Buradaki hız probleminin 

hesaplanması için birden çok araç kullanılmakla beraber biz bu hızı; süreklilik modülü, 

Peetre K fonksiyoneli ve 𝑓 nin Lipschitz sınıfından olması ile hesaplayacağız. O halde ilk 

olarak süreklilik modülünün tanımını ve bazı temel özelliklerini verelim. 

4.1. Süreklilik Modülü  

4.1.1. Tanım 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛. 𝐻𝑒𝑟 𝛿 > 0 için; 

 ω(f; δ)  =   𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑡 ∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

  |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|   ile tanımlanan                                                              (4.1)  

ω(f; δ) ifadesine f fonksiyonun süreklilik modülü denir [1,3]. 

4.1.2. Süreklilik modülünün özellikleri 

i. ω(f; δ)  ≥ 0 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise ω(f; 𝛿1)  ≤  ω(f; 𝛿2)  dir.  

iii. 𝑚 ∈  ℕ 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒  ω(f;mδ)  ≤  𝑚ω(f; δ)  

iv. λ ∈  ℝ+ için ω(f; λδ)  ≤ (λ + 1) ω(f; δ)  

v.  lim
𝛿→0

ω(f; δ) = 0  

vi. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|  ≤   ω(f; |𝑡 − 𝑥|)   

vii. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|  ≤  (
|𝑡−𝑥|

𝛿
+ 1)ω(f; δ)  dır. 
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4.1.3. Szasz operatörlerinin süreklilik modülü ile yaklaşım hızı   

Bu kısımda (3.1.1) de tanımı verilen Szasz operatörleri ile Szasz operatörlerinin 

genelleşmesinin yaklaşım hızını (4.1) ile tanımlanan süreklilik modülü yardımıyla 

hesaplayacağız. 

4.1.4. Teorem 

𝑓 ∈  𝐶[0, 𝑎] 𝑖𝑠𝑒   Szasz operatörlerinin süreklilik modülüyle yaklaşım hızı; 

‖𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝑎] ≤ (1 + √𝑎 )𝜔 (𝑓;
1

√𝑛
) 

olarak hesaplanır [14]. 

4.2. Szasz Operatörlerinin Peetre-K Fonksiyoneli ile Yaklaşım Hızı 

Bu bölümde Szasz operatörlerinin yaklaşım hızını Peetre-K fonksiyoneli yardımıyla ele 

alacağız. Dolayısıyla önce Peetre-K fonksiyonelinin tanımını verelim(Bleimann 1980, 

Butzer 1967). 

4.2.1. Tanım 

𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎] ve 𝛿 ≥ 0 olmak üzere;  

𝐾(𝑓; 𝛿) =  𝑖𝑛𝑓
𝑔∈𝐶2[0,𝑎]

{‖𝑓 − 𝑔‖𝐶[0,𝑎] + 𝛿‖𝑔‖𝐶2[0,𝑎]} ifadesine Peetre-K fonksiyoneli denir. 

 [5,7] 

4.2.2. Teorem  

Eğer 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎] ise; 

‖𝑆𝑛  (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶2[0,𝑎]  ≤ 2𝐾 (𝑓;
𝑎

4𝑛
)   dır. 
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Buradaki  

𝐾 (𝑓;
𝑎

4𝑛
) 

Peetre-K fonksiyonelidir [5,7]. 

4.3. Szasz Operatörlerinin Lİpschitz Sınıfındaki Fonksiyonlar ile Yaklaşım Hızı  

Bu bölümde önce Lipschitz sınıfı fonksiyonların bilinen tanımını vereceğiz. Daha sonra bu 

sınıftaki fonksiyonlara Szasz operatörlerinin yaklaşım hızını inceleyeceğiz. 

4.3.1. Tanım  

(Lipschitz Sınıfı Fonksiyonlar)   

0 <  𝛼 ≤  1 olmak üzere; 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼  koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfına Lipschitz sınıfı 

fonksiyonları denir.  

M ye Lipschitz sabiti denir ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ile gösterilir. 

4.3.2. Teorem 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) , 0 <  𝛼 ≤  1 olmak üzere; 

‖𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,𝑎] = 𝑂((
𝑎

𝑛
)

𝛼

2
)  dir [6,7]. 
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5. İKİ DEĞİŞKENLİ SZASZ-SCHURER OPERATÖRLERİNİN 

YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Çalışmamızın son kısmı olan bu bölümde; iki değişkenli Szasz operatörlerin Schurer 

genelleştirilmesi verilip; bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini inceleyeceğiz. Daha sonra 

bu operatörler için Voronowskaja tipi bir teorem vereceğiz. Son olarak bu operatörlerin 

süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım hızını hesaplayacağız. Şimdi kullanacağımız bilinen 

bazı temel tanımları verelim: 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2 ∶ 0 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝑦 } ve 𝐷𝑎 = {(𝑥, 𝑦) ∈  ℝ
2 ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎 } olsun. 

D üzerinde tanımlı sürekli fonksiyon uzayını 𝐶(𝐷) ile , 𝐷𝑎  üzerinde tanımlı sürekli 

fonksiyon uzayını 𝐶(𝐷𝑎 ) ile göstereceğiz.  

Örnek1:  𝑓: [0,∞) 𝑥[0,∞) →  ℝ ,   : 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) 

                          (𝑠, 𝑡) → 𝑓(𝑠, 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 (𝑠 + 𝑡) 

Ayrıca 𝜌 ağırlıklı fonksiyon uzayını uzayı ise;  𝜌(𝑥1, 𝑥2) =  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2  olmak üzere 

𝐶𝜌(𝐷) = {𝑓: 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷), |𝑓(𝑥1, 𝑥2)| ≤ 𝐾𝑓 𝜌(𝑥1, 𝑥2),  𝐾𝑓 > 0 , (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷 } 

biçiminde tanımlı ve  

‖𝑓‖𝐶𝜌(𝐷) = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑦) ∈𝐷

(
|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|

1 + |(𝑥1, 𝑥2)|2
) 

normu ile donatılmıştır.  

Örnek2 :    𝑓: [0,∞)𝑥[0,∞) → ℝ ,     𝑓 ∈ 𝐶𝜌(𝐷) 

                           (𝑥1, 𝑥2) → 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1
2 

  𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1
2 ≤ 𝐾𝑓 (1 + 𝑥1

2 + 𝑥2
2), olacak şekilde  𝐾𝑓 = 2 > 0  𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟. 

Bu uzayın bir alt uzayı olan  𝐶𝜌
∗(𝐷) aşağıdaki gibi tanımlıdır. 
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𝐶𝜌
∗(𝐷) = {𝑓 ∈ 𝐶𝜌(𝐷): lim

|(𝑥1,𝑥2)|→∞

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|

1 + |(𝑥1, 𝑥2)|2
 𝑣𝑎𝑟 𝑣𝑒 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢} 

dır. Burada 𝜌 fonksiyonu ise 𝐷 üzerinde tanımlı sürekli bir ağırlık fonksiyonu denir. 

Örnek3: 

𝑓: [0,∞)𝑥[0,∞) → ℝ ,  𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(𝐷) 

(𝑥1, 𝑥2) → 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2      𝑠𝑒ç𝑒𝑟𝑠𝑒𝑘 

lim
|(𝑥1,𝑥2)|→∞

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

1 + |(𝑥1, 𝑥2)|2
= 1 

5.1. Tanım (İki değişkenli Szasz oparatörünün Schurer tip genelleştirmesi) 

𝑆𝑛,𝑝
∗  ∶ 𝐶𝜌

∗(𝐷) →   𝐶(𝐷)  

𝑓(𝑠, 𝑡)  →  𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

∶=  𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑓(
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷  ve  𝑓 ∈  𝐶(𝐷) , 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑝 > 0; biçiminde tanımlanan operatöre iki değişkenli 

Szasz operatörünün Schurer tip genelleştirmesi denir.  

Kolaylıkla görülebilir ki bu operatör pozitif ve lineer bir operatördür. 

Şimdi bir sonraki bölümlerde kullanacağımız test fonksiyonlarının bu 𝑆𝑛,𝑝
∗  operatör altındaki 

görüntülerini hesaplayalım. 

𝑒𝑖,𝑗 : 𝐷 →  ℝ  olmak üzere; 

 𝑒𝑖,𝑗(𝑠, 𝑡) = 𝑠
𝑖 + 𝑡𝑗         𝑖, 𝑗 = 0,1,2,3,4  
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olarak tanımlı fonksiyonlara test fonksiyonları denir.[17] 

𝑖 = 𝑗 = 0  için  𝑒0,0(𝑠, 𝑡) = 1 olmak üzere;  

  𝑒1,0(𝑠, 𝑡) = 𝑠 , 𝑒0,1(𝑠, 𝑡) = 𝑡 

𝑒1,1(𝑠, 𝑡) = 𝑠 + 𝑡 , 𝑒2,0(𝑠, 𝑡) =  𝑠
2  ,  𝑒0,2(𝑠, 𝑡) =  𝑡

2 , 𝑒2,2(𝑠, 𝑡) =  𝑠
2 + 𝑡2    

𝑒3,0(𝑠, 𝑡) =  𝑠
3,    𝑒4,0(𝑠, 𝑡) =  𝑠

4 , 𝑒0,3(𝑠, 𝑡) =  𝑡
3 , 𝑒0,4(𝑠, 𝑡) =  𝑡

4 

Şimdi bu test fonksiyonlarını  𝑆𝑛,𝑝
∗    operatörümüze uygulayalım. 

5.1.1. Lemma  

Aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

(i) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒0,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

=  𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒0,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑒(𝑛+𝑝)𝑥1𝑒(𝑛+𝑝)𝑦  

   .  =  1   𝑜𝑙𝑢𝑝   

 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒0,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2))=1 bulunur.                                                                                       (5.1) 

(ii) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒1,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒1,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑ 
𝑘

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
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= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)  ∑  
𝑘

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!
∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥2)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

  

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)  ∑
1

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1

𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2     

𝑘 → 𝑘 + 1 öteleme  yaparsak; 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)
(𝑛 + 𝑝)𝑥1
𝑛 + 𝑝

 ∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑥1𝑒
−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑒(𝑛+𝑝)𝑥1𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑥1  olup    

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒1,0(𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) = 𝑥1                                                                                                          (5.2) 

elde ederiz. 

 𝑒0,1(𝑠, 𝑡) = 𝑡 içinde benzer  işlemlerle   

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒0,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥2 bulunur.                                                                           (5.3) 

(iii) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒1,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒1,1 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
+

𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑ 
𝑘

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
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+𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑ 
𝑗

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

(5.2) ile (5.3) den  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒1,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥1 + 𝑥2                                                                                         (5.4) 

elde ederiz. 

(iv) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒2,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒2,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
   

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
)
2 ((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
   

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!
∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥2)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

 

𝑘2 = 𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘  olarak yazabiliriz. 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑(
𝑘(𝑘 − 1)

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑘

(𝑛 + 𝑝)2
)

∞

𝑘=1

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!
𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) (∑
𝑘(𝑘−1)

(𝑛+𝑝)2

((𝑛+𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=2 + ∑

𝑘

(𝑛+𝑝)2

((𝑛+𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞
𝑘=1 ) 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2  

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) (∑ (
1

(𝑛+𝑝)2
)
((𝑛+𝑝)𝑥1)

𝑘

(𝑘−2)!

∞
𝑘=2 +∑

1

(𝑛+𝑝)2

((𝑛+𝑝)𝑥1)
𝑘

(𝑘−1)!

∞
𝑘=1 )𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2  

𝑘 → 𝑘 + 2  ile 𝑘 → 𝑘 + 1 ötelemeleri yaparsak; 
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= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) (𝑥1
2∑

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+
𝑥1
𝑛 + 𝑝

∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)((𝑥1
2 +

𝑥1
𝑛 + 𝑝

)∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= (𝑥1
2 +

𝑥1
𝑛 + 𝑝

) 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑒(𝑛+𝑝)𝑥1𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑥1
2 +

𝑥1
𝑛 + 𝑝

          

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒2,0(𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) =  𝑥1

2 +
𝑥1
𝑛 + 𝑝

  buluruz.                                                            (5.5) 

Benzer işlemlerle 𝑒0,2(𝑠, 𝑡) = 𝑡
2 için de 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒0,2(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =  𝑥2

2 +
𝑥2
𝑛 + 𝑝

                                                                                (5.6) 

bulunur. 

(v) Sn,p
∗ (e2,2(s, t); (x1, x2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒2,2 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑(
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑗2

(𝑛 + 𝑝)2
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
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+ 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
𝑗2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

(5.5) ile (5.6) den; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒2,2(𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) =  𝑥1

2 + 𝑥2
2 +

𝑥1
𝑛 + 𝑝

+
𝑥2
𝑛 + 𝑝

= 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑥1 + 𝑥2
𝑛 + 𝑝

 

elde ederiz. 

𝑛 → ∞ için   𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒2,2(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) →  𝑥1

2 + 𝑥2
2                                                               (5.7) 

(vi) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒3,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒3,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1

∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥2)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

 

𝑘 = 𝑘 + 1 ötelemesi yaparsak ve ∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥2)

𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

= 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2  den ; 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1∑
(𝑘 + 1)2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

(𝑘 + 1)2 = 𝑘2 + 2𝑘 + 1  olup; 
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= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1∑
𝑘2 + 2𝑘 + 1

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1 {∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+∑
2𝑘

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+∑
1

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

} 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) {𝑥1∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+
2𝑥1
𝑛 + 𝑝

∑
𝑘

𝑛 + 𝑝

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+
𝑥1

(𝑛 + 𝑝)2
∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

} 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra; 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) {𝑥1 (𝑥1
2∑

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

) +
2𝑥1
𝑛 + 𝑝

(𝑥1∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)

+
𝑥1

(𝑛 + 𝑝)2
∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

} 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2   

elde ederiz.  

Daha sonra, 

∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥1   olup parantezini aldığımızda ; 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) {𝑥1
3 +

2𝑥1
2

𝑛 + 𝑝
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)2

} 𝑒(𝑛+𝑝)𝑥1𝑒(𝑛+𝑝)𝑥2 

= 𝑥1
3 +

2𝑥1
2

𝑛 + 𝑝
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)2
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olur.  Buradan;  

 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒3,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥1

3 +
2𝑥1

2

𝑛 + 𝑝
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)2

                                                            (5.8) 

dır. Benzer işlemlerle, 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒0,3(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝑥2

3 +
2𝑥2

2

𝑛 + 𝑝
+

𝑥2
(𝑛 + 𝑝)2

  . 

olarak buluruz. 

(vii) 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑒4,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑒4,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
𝑘4

(𝑛 + 𝑝)4
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) 𝑥1∑∑
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=1

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

𝑘 → 𝑘 + 1 öteleme yaparsak; 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1∑∑
(𝑘 + 1)3

(𝑛 + 𝑝)3
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑘=0

  

elde ederiz. 

(𝑘 + 1)3

(𝑛 + 𝑝)3
= (

𝑘

𝑛 + 𝑝
+

1

𝑛 + 𝑝
)

3

= 
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3
+ 3

𝑘2

(𝑛 + 𝑝)3
+ 3

𝑘

(𝑛 + 𝑝)3
+

1

(𝑛 + 𝑝)3
  

açılımını yerine yazalım.  
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= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1∑∑{
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3
+ 3

𝑘2

(𝑛 + 𝑝)3
+ 3

𝑘

(𝑛 + 𝑝)3

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

+
1

(𝑛 + 𝑝)3
}
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
  

 çıkar. Buradan; toplamları parantez içine dağılımını yapalım. 

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)𝑥1 {∑∑
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3

∞

𝑗=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑘=0

       

+
3

𝑛 + 𝑝
∑∑

𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑗=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑘=0

+
3

(𝑛 + 𝑝)2
∑∑

𝑘

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑘=0

+
1

(𝑛 + 𝑝)3
∑∑

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

} 

 elde ederiz. 

(5.1),(5.2),(5.5) ve (5.8) den; 

= 𝑥1 {𝑥1
3 +

2𝑥1
2

𝑛 + 𝑝
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)2

+
3

𝑛 + 𝑝
(𝑥1

2 +
𝑥1
𝑛 + 𝑝

) +
3

(𝑛 + 𝑝)2
𝑥1 +

1

(𝑛 + 𝑝)3
}  olup 

= 𝑥1
4 +

5𝑥1
3

𝑛 + 𝑝
+

7𝑥1
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)3

                                                                                     (5.9) 

5.1.2. Teorem: (Volkov 1957) 

Her 𝑛,𝑚 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛, 

 𝐿𝑛,𝑚: 𝐶([0,∞) ×  [0,∞)) → 𝐶([0, 𝑎]  × [0, 𝑎])  olsun. Eğer 𝐿𝑛,𝑚 lineer pozitif operatör 

dizisi aşağıdaki şartları sağlarsa, o zaman her bir  𝑓 ∈  𝐶([0, 𝑎]  ×  [0, 𝑎]) için, 
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𝐿𝑛,𝑚 ( 𝑓(𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) ⇉ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

olması için gerek ve yeterli şart; 

(i)       lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0) − 𝑒0,0‖𝐶[0,𝑎] × [0,𝑎]) = 0 

(ii)       lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑒1,0) − 𝑒1,0‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎]) = 0 

(iii)       lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,1) − 𝑒0,1‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎]) = 0 

(iv)       lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑒2,0 + 𝑒0,2) − (𝑒2,0 + 𝑒0,2)‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎]) = 0 

olmasıdır. 

İspat 

 Gereklilik şartı aşikârdır. Yeterlilik şartının ispatını verelim. 

(𝑠, 𝑡) ∈ [0, 𝑎]  ×  [0, 𝑎] ve   𝑓 ∈  𝐶([0,∞)  × [0,∞) olsun.  

Her bir   𝑓 ∈  𝐶([0,∞)  × [0,∞ )için; 

Her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 > 0 sayısı vardır ki;  

  ‖(𝑠, 𝑡) − (𝑥, 𝑦)‖ =  √(𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2   < 𝛿 olduğunda |𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| < 𝜀.  

Diğer taraftan; eğer  √(𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2  ≥  𝛿 ise (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 için  

|𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤  𝐾𝑓(1 + 𝑠
2 + 𝑡2) + 𝐾𝑓(1 + 𝑥

2 + 𝑦2) 

                                   ≤ 2𝐾𝑓
(𝑠−𝑥)2+(𝑡−𝑦)2

𝛿2
   

dır. Dolayısıyla;  

|𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤  𝜀 +  2𝐾𝑓
(𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2

𝛿2
                                                            (5.10) 

olur. 
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𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑓 − 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒0,0)(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑠, 𝑡)   

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑠, 𝑡) = (𝑓 − 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒0,0)(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliğini yazabiliriz. 

(5.1) den  |𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = |(𝑓 − 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒0,0)(𝑥, 𝑦)|      

                                                       ≤  𝜀 +  2𝐾𝑓
(𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2

𝛿2
                                        (5.11) 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = |𝐿𝑛,𝑚 (𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0 + 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

= |𝐿𝑛,𝑚 (𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0; (𝑥, 𝑦)) + 𝑓(𝑥, 𝑦) {𝐿𝑛,𝑚 (𝑒0,0; (𝑥, 𝑦)) − 1}| 

≤ |𝐿𝑛,𝑚 (𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0; (𝑥, 𝑦))| + |𝑓(𝑥, 𝑦) {𝐿𝑛,𝑚 (𝑒0,0; (𝑥, 𝑦)) − 1}| 

≤ 𝐿𝑛,𝑚 (|𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0|; (𝑥, 𝑦)) + |𝑓(𝑥, 𝑦)||𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)| 

≤ 𝐿𝑛,𝑚 (|𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0|; (𝑥, 𝑦)) + ‖𝑓‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎])|𝐿𝑛,𝑚 (𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)|             (5.12) 

Burada 𝐿𝑛,𝑚 operatörü için (5.11) ile (5.12) kullanalım. 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝐿𝑛,𝑚 (|𝑓 − 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒0,0|; (𝑥, 𝑦)) + ‖𝑓‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎])|𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)| 

≤ 𝐿𝑛,𝑚 ( 𝜀 +  2𝐾𝑓
(𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2

𝛿2
; (𝑥, 𝑦)) + ‖𝑓‖| 𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)| 

=  ε 𝐿𝑛,𝑚(1; (𝑥, 𝑦)) +
2𝐾𝑓

δ2
𝐿𝑛,𝑚( (𝑠 − 𝑥)

2 + (𝑡 − 𝑦)2; (𝑥, 𝑦)) +

‖𝑓‖𝐶([𝑎,𝑏] × [𝑐,𝑑])| 𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)|  
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= ε 𝐿𝑛,𝑚(1; (𝑥, 𝑦)) +
2𝐾𝑓

𝛿2
{ 𝐿𝑛,𝑚( (𝑠 − 𝑥)

2; (𝑥, 𝑦)) +  𝐿𝑛,𝑚((𝑡 − 𝑦)
2; (𝑥, 𝑦))} 

+‖𝑓‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎])| 𝐿𝑛,𝑚(𝑒0,0; (𝑥, 𝑦) − 1)| 

(𝑠 − 𝑥)2 = 𝑠2 − 2𝑠𝑥 + 𝑥2 ile  (𝑡 − 𝑦)2 = 𝑡2 − 2𝑡𝑦 + 𝑦2  

ve  𝑒0,0 = 1 olup (5.1) dan da gerekli ifadeyi yazalım. O halde; 

| 𝐿𝑛,𝑚(𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝜀 +
2𝐾𝑓

𝛿2
{ 𝐿𝑛,𝑚(𝑠

2 − 2𝑠𝑥 + 𝑥2; (𝑥, 𝑦)) +  𝐿𝑛,𝑚(𝑡
2 − 2𝑡𝑦 + 𝑦2; (𝑥, 𝑦))} 

+‖𝑓‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎])|1 − 1|  

elde edilir. Gerekli işlemler yapıldıktan sonra 

| 𝐿𝑛,𝑚(𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝜀 + 
2𝐾𝑓

𝛿2
 ( 𝐿𝑛,𝑚( 𝑠

2; (𝑥, 𝑦)) − 2𝑥 𝐿𝑛,𝑚(𝑠; (𝑥, 𝑦) ) + 𝑥
2 𝐿𝑛,𝑚(1; (𝑥, 𝑦)) 

+ 𝐿𝑛,𝑚(𝑡
2; (𝑥, 𝑦)) − 2𝑦 𝐿𝑛,𝑚(𝑡; (𝑥, 𝑦) ) + 𝑦

2 𝐿𝑛,𝑚(1; (𝑥, 𝑦))) 

olur. 

Hipotezin (i),(ii),(iii),(iv) den 

| 𝐿𝑛,𝑚(𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| < 𝜀  elde ederiz. Buradan da;  

lim
𝑛→∞

‖ 𝐿𝑛,𝑚(𝑓) − 𝑓‖𝐶([0,𝑎] × [0,𝑎]) = 0      olup ispat biter. 



30 

 

 

5.1.3. Teorem  

 Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
∗(𝐷)  için, 

lim
𝑛→∞

‖𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓) − 𝑓‖

𝐶𝜌
∗(𝐷)

= 0 

dır.  

İspat 

5.1.1 Lemma ve 5.1.2 Teorem  (Volkov) kullanılırsa ispat kolaylıkla görülür. 

5.2. Süreklilik Modülü 

𝑓 ∈ 𝐶(𝐷𝑎)  olsun. 

 𝜔(𝑓; 𝛿) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑏1, 𝑏2)| ∶  𝑏1, 𝑏2 ∈  𝐷𝑎  ve ‖𝑏
1 − 𝑏2‖ ≤ δ  }                                    (5.13)  

olarak tanımlanan 𝜔(𝑓; 𝛿) ye süreklilik modülü denir. 

Kısmı süreklilik modülü ise; 

𝜔1(𝑓; 𝛿) ∶= max
0≤𝑥2≤𝑎

max
|𝑥1−𝑥3|≤𝛿

|𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑥3, 𝑥2)| 

ve 

𝜔2(𝑓; 𝛿) ∶= max
0≤𝑦1≤𝑎

max
|𝑦2−𝑦3|≤𝛿

|𝑓(𝑦1, 𝑦2) − 𝑓(𝑦1, 𝑦3)| 

dır. Süreklilik modülü için sağlanan tüm özellikler, kısmi süreklilik modülü de sağlar. 

5.2.1. Süreklilik modülünün özellikleri  

i. 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise  𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) 
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iii.  𝜇 ∈ ℕ   için   𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) ≤ 𝜇𝜔(𝑓; 𝛿) 

iv. 𝜉 ∈ ℝ+  için    𝜔(𝑓; 𝜉𝛿) ≤ (𝜉 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

v.    lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 

vi. |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  𝜔(𝑓; ‖(𝑥1, 𝑦1) − (𝑥2, 𝑦2)‖) 

vii. |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  (
‖(𝑥1,𝑦1)−(𝑥2,𝑦2)‖

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿) dır. [11,16] 

İspat  

i. Tanımdan aşikârdır. 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2 olduğunda; 

{|𝑓(𝑏1, 𝑏2)| ∶  𝑏1, 𝑏2 ∈  𝐷𝑎 ve ‖𝑏
1 − 𝑏2‖ ≤ 𝛿1  }  ⊆  {|𝑓(𝑏

1, 𝑏2)| ∶  𝑏1, 𝑏2 ∈  𝐷𝑎  ve ‖𝑏
1 −

𝑏2‖ ≤ 𝛿2  }   

olup ve küme genişledikçe maksimum artacağından   

𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑏1, 𝑏2)| ∶  𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐷𝑎 ve  ‖𝑏
1 − 𝑏2‖ ≤ 𝛿1} 

 ≤ 𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑏1, 𝑏2)| ∶  𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐷𝑎  ve ‖𝑏
1 − 𝑏2‖ ≤ 𝛿2 }     

olup, 

𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2)  

elde ederiz. 

iii. h pozitif bir sayı olmak üzere 𝑥2 = 𝑥 , 𝑥1 = 𝑥 + ℎ, 𝑦2 = 𝑦 ve  𝑦1 = 𝑦 + ℎ alınırsa 

𝑀1 = (𝑥 + ℎ, 𝑦 + ℎ) , 𝑀2 = (𝑥, 𝑦) ve  (5.1.12) den   ‖𝑀1 −𝑀2‖ =  √2ℎ dır. 

(5.13) den 
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𝜔(𝑓; 𝛿) =  max
ℎ≤

𝛿

√2
,(𝑥,𝑦)∈𝐷𝑎

{|𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|}                                                         (5.14) 

olduğu açıktır ve buradan da;  

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) =  max
ℎ≤

𝜇𝛿

√2
,   (𝑥,𝑦)∈𝐷𝑎

{|𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|} 

elde ederiz. Buradaki   ℎ’ı   𝜇ℎ a dönüştürürsek; 

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) =  max
ℎ≤

𝛿

√2
,   (𝑥,𝑦)∈𝐷𝑎

{|𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ, 𝑦 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|}                                                (5.15) 

olur. Sağ taraftaki ifadeyi  

𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ, 𝑦 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦) 

= 𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ, 𝑦 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥 + (𝜇 − 1)ℎ, 𝑦 + (𝜇 − 1)ℎ) + 𝑓(𝑥 + (𝜇 − 1)ℎ, 𝑦 + (𝜇 − 1)ℎ) 

−𝑓(𝑥 + (𝜇 − 2)ℎ, 𝑦 + (𝜇 − 2)ℎ) + 𝑓(𝑥 + (𝜇 − 2)ℎ, 𝑦 + (𝜇 − 2)ℎ) ∓ 𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + ℎ) 

−𝑓(𝑥, 𝑦) 

şeklinde yazabiliriz. Buradan; 

= ∑[𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ, 𝑦 + 𝑘ℎ) − 𝑓(𝑥 + (𝑘 − 1)ℎ, 𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ]

𝜇

𝑘=1

 

O halde, 

|𝑓(𝑥 + 𝜇ℎ, 𝑦 + 𝜇ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ ∑|𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ, 𝑦 + 𝑘ℎ) − 𝑓(𝑥 + (𝑘 − 1)ℎ, 𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ|

𝜇

𝑘=1
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Eşitsizliği elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı için 𝐷𝑎 kümesinde olan her (𝑥, 𝑦) noktalarına 

göre ve   ℎ ≤
𝛿

√2
 olan ℎ′ a göre maksimumları alınırsa  (5.14) ve (5.15) den; 

𝜔(𝑓; 𝜇𝛿) ≤ 𝜇𝜔(𝑓; 𝛿)      elde edilir. 

iv. ⟦𝜉⟧  ile 𝜉 sayısının tam kısmını gösterirsek; 

⟦𝜉⟧ ≤ 𝜉 ≤ ⟦𝜉⟧ + 1 eşitsizliğini yazabiliriz. Bu durumda 𝜔(𝑓; 𝛿) monoton olduğuna göre; 

(ii)  den  𝜔(𝑓; ⟦𝜉⟧𝛿) ≤ 𝜔(𝑓; 𝜉𝛿) ≤ 𝜔(𝑓; (⟦𝜉⟧ + 1)𝛿)  dır. 

(iii)  ifadesinden   𝜔(𝑓; (⟦𝜉⟧ + 1)𝛿)  ≤ (⟦𝜉⟧ + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) çıkar. Yine (ii) den 

(⟦𝜉⟧ + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) ≤ (𝜉 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) elde ederiz. Dolayısıyla 

𝜔(𝑓; 𝜉𝛿) ≤ (𝜉 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿) olarak bulunur. 

v. 𝑓 ,  𝐷𝑎′da sürekli ve  𝐷𝑎 kapalı bir bölge olduğundan 𝑓 ,  𝐷𝑎′da düzgün süreklidir.  

Yani her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿1 = 𝛿1(𝜀) sayısı bulunur öyle ki ‖𝑀1 −𝑀2‖  < 𝛿1   

olduğunda        |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)| < 𝜀 dur.                                                                                (5.16) 

𝛿 → 0+ olduğu için 𝛿 < 𝛿1 alabiliriz ve bu durumda ‖𝑀1 −𝑀2‖  < 𝛿 eşitsizliği  

‖𝑀1 −𝑀2‖  < 𝛿1  eşitsizliğini gerektirir ve (5.5) sağlanır. Dolayısıyla  

max
‖𝑀1−𝑀2‖ <𝛿
𝑀1,𝑀2∈ 𝐷𝑎

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)| < 𝜀 

olur ve bu da  𝜔(𝑓; 𝛿) < 𝜀  anlamına gelir. Buradan da   lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 olur. 

vi.   

𝜔(𝑓; 𝛿) =  max
‖(𝑥1,𝑦1)−(𝑥2,𝑦2)‖ ≤𝛿
(𝑥1,𝑦1),(𝑥2,𝑦2)∈ 𝐷𝑎

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  
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olup  ‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖ = 𝛿  seçersek; 

𝜔(𝑓; ‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖) =  max
‖(𝑥1,𝑦1)−(𝑥2,𝑦2)‖≤𝛿
(𝑥1,𝑦1),(𝑥2,𝑦2)∈ 𝐷𝑎

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|   olur. 

Buradan;  

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  max
‖(𝑥1,𝑦1)−(𝑥2,𝑦2)‖≤𝛿
(𝑥1,𝑦1),(𝑥2,𝑦2)∈ 𝐷𝑎

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)| 

Dolayısıyla; 

 |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  𝜔(𝑓; ‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖)  

 olup ispat biter. 

vii. (iv) ve (vi)  özelliklerinden  

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  𝜔 (𝑓; ‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖
𝛿

𝛿
) 

≤ (
‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿) olup; 

|𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)|  ≤  (
‖(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)‖

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿) 

olur ve ispat biter. 

Şimdi vereceğimiz teorem süreklilik modülü yardımıyla 𝑆𝑛,𝑝
∗   lineer pozitif operatörün  𝑓 

fonksiyonuna yaklaşım hızını verecektir. 

5.2.2. Teorem   

𝑓 ∈ 𝐶(𝐷𝑎) için  

‖𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓) − 𝑓‖

𝐶(𝐷𝑎)
≤ (√2𝑎 + 1) 𝜔(𝑓, 𝛿𝑛), 𝛿𝑛 =

1

√𝑛 + 𝑝
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dır. 

İspat  

 (𝑥1, 𝑥2) ∈  𝐷𝑎 olsun. 

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)| 

= |𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑𝑓(
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
 

−𝑓(𝑥1, 𝑥2) 𝑒
−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
| 

= |𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑(𝑓 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)) 

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
| 

dır. 

(𝑓 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2))  ≤  |(𝑓 (

𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2))| 

olarak yazabiliriz. Bu ifadeyi yukarıya yazdığımızda; 

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)|  

≤ |𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑|(𝑓 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2))|

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
| 

elde edilir.                                                                                                                       (5.17) 

Süreklilik modülünün (vii) özelliğinden; 
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|𝑓 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)|  ≤  (

‖(
𝑘

𝑛+𝑝
,
𝑗

𝑛+𝑝
) − (𝑥1, 𝑥2)‖

𝛿𝑛
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿𝑛) 

İfadesini (5.17) ye yazıp gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra; 

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)| 

≤ 𝜔(𝑓; 𝛿𝑛) (
1

𝛿𝑛
𝐾𝑛,𝑝∑∑‖(

𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − (𝑥1, 𝑥2)‖

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝 + 1)                             (5.18) 

elde edilir. İşlemlerde kolaylık sağlamak için aşağıdaki kısaltmaları kullanalım. 

𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒
−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) , 𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) =

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
  

Τ = ∑∑(‖(
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − (𝑥1, 𝑥2)‖

2

𝐾𝑛,𝑝 𝑀𝑛,𝑝)

1

2
∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

(𝐾𝑛,𝑝 𝑀𝑛,𝑝)
1

2 

olsun.T  ifadesi için p=2 için Hölder eşitsizliği kullanılırsa; 

≤ (∑∑‖(
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − (𝑥1, 𝑥2)‖

2∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝐾𝑛,𝑝 𝑀𝑛,𝑝)

1

2

. (∑∑𝐾𝑛,𝑝 𝑀𝑛,𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

)

1

2

          (5.19) 

elde edilir. 

‖(
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
) − (𝑥1, 𝑥2)‖

2

 

= 
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
− 2𝑥1

𝑘

𝑛 + 𝑝
+ 𝑥1

2 +
𝑗2

(𝑛 + 𝑝)2
− 2𝑥2

𝑗

𝑛 + 𝑝
+ 𝑥2

2  

ve 
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∑∑𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 =  𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

  

= 1 

ifadelerini (5.19) de yazıldığında; 

Τ ≤  (∑∑(
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2
− 2𝑥1

𝑘

𝑛 + 𝑝
+ 𝑥1

2 +
𝑗2

(𝑛 + 𝑝)2
− 2𝑥2

𝑗

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

+ 𝑥2
2)𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2))

1

2

(1)
1

2 

= (𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

−2𝑥1𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) + 𝑥1
2 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

+𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑗2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) − 2𝑥2𝐾∑∑
𝑗

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

+ 𝑥2
2 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

)

1

2

 

olup ayrıca (5.1) , (5.2) , (5.3) , (5.5) ile (5.6)  yardımıyla  

𝑇 ≤ (
𝑥1
𝑛 + 𝑝

+
𝑥2
𝑛 + 𝑝

)

1

2
                                                                                                                (5.20) 

elde edilir. (5.20) ifadesini (5.18) eşitsizliğinde yazıldığında; 
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|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)| ≤  𝜔(𝑓; 𝛿𝑛) (

1

𝛿𝑛
(
𝑥1
𝑛 + 𝑝

+
𝑥2
𝑛 + 𝑝

)

1

2
+ 1) 

bulunur. Ayrıca ; 

(𝑥1, 𝑥2) ∈  𝐷𝑎  için ; 

𝑚𝑎𝑘𝑠 (
𝑥1
𝑛 + 𝑝

+
𝑥2
𝑛 + 𝑝

)

1

2
= √

2𝑎

𝑛 + 𝑝
     𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛 𝑣𝑒 𝛿𝑛 =

1

√𝑛 + 𝑝
           seçersek 

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)| ≤  𝜔(𝑓;

1

√𝑛 + 𝑝
)(√2𝑎 + 1) 

bulunur. Şimdi her iki tarafın (𝑥1, 𝑥2) ∈  𝐷𝑎   üzerinde supremumu alınırsa 

𝑠𝑢𝑝
(𝑥1,𝑥2)∈ 𝐷𝑎

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2)| ≤ 𝜔 (𝑓;

1

√𝑛 + 𝑝
) (√2𝑎 + 1) 

bulunur. Ve buradan     

‖𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓) − 𝑓‖

𝐶(𝐷𝑎)
≤ (√2𝑎 + 1) 𝜔 (𝑓,

1

√𝑛 + 𝑝
) 

elde edilir. Buda ispatı tamamlar. 

5.3. Lipschitz Sınıfı Fonksiyonları 

Şimdi bilinen Lipschitz sınıfı fonksiyonların tanımını verip bu sınıftaki fonksiyonların 

aşağıdaki sonucu ispatsız vereceğiz.   

5.3.1. Tanım 

𝑀 > 0 ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere 𝑓 ∈  𝐶(𝐷𝑎)  için 𝜔(𝑓, 𝛿) ≤ 𝑀𝛿𝛼,  

her  𝛿 ≥ 0, olarak tanımlanan 𝑓 fonksiyonlarının oluşturduğu sınıfa Lipschitz sınıfı denir  

ve  𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ile gösterilir [18]. 
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5.3.2. Sonuç 

𝑓 ∈  𝐶(𝐷𝑎)  olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ise 𝑀 > 0 ve 0< 𝛼 ≤ 1 için 

‖𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓) − 𝑓‖

𝐶(𝐷𝑎)
≤ (√2𝑎 + 1) 𝑀𝛿𝑛

𝛼   𝑑𝚤𝑟. 

5.4. Voronovskaja-tip Teorem  

Bu teoreme geçmeden  𝑉𝑖,𝑗 moment fonksiyonların tanımını verip; 5.7 lemma da 𝑆𝑛,𝑝
∗   

operatörü için değerlerini hesaplayalım. 

𝑉𝑖,𝑗((𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =  (𝑠 − 𝑥1)
𝑖(𝑡 − 𝑥2)

𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈  ℕ0 ∶= {0,1,2, … } 

dır. [18] 

5.4.1. Lemma  

 Her (𝑥1, 𝑥2) ∈  𝐷 ve  𝑛 ∈  ℕ için;   

𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒
−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2) , 𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) =

((𝑛+𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛+𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!
    olsun. 

i.  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉0,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =  𝑒

−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑
((𝑛 + 𝑝)𝑥1)

𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

= 1 

ii.  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉1,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2))                  

= 𝑒−(𝑛+𝑝)(𝑥1+𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

((𝑛 + 𝑝)𝑥1)
𝑘

𝑘!

((𝑛 + 𝑝)𝑥2)
𝑗

𝑗!

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

  

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

− 𝑥1 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

= 0 
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Aynı şekilde  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉0,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 0  

elde edilir. 

iii.  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉1,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(

𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1) (

𝑗

𝑛 + 𝑝
− 𝑥2)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘𝑗

(𝑛 + 𝑝)2
− 𝑥2

𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1

𝑗

𝑛 + 𝑝
+ 𝑥1𝑥2)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) − 𝑥2𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

−𝑥1𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑗

𝑛 + 𝑝
)𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

+ 𝑥1𝑥2𝐾∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

= 0 

 olup  

 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉1,1(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 0  

dır. 

iv.  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉2,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑉2,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 
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= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

2∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
)
2∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀 − 2𝑥1𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

+𝑥1
2𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

=
𝑥1
𝑛 + 𝑝

     

 olup 

 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉2,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =  

𝑥1
𝑛 + 𝑝

   

olur. Aynı benzer işlemlerle; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉0,2(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =  

𝑥2
𝑛 + 𝑝

 

elde edilir. 

v.  

𝑉2,2((𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = (𝑠 − 𝑥1)
2(𝑡 − 𝑥2)

2  olmak üzere; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉2,2(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑉2,2 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

2∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

(
𝑗

𝑛 + 𝑝
− 𝑥2)

2

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 



42 

 

 

= (𝐾𝑛,𝑝∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

2∞

𝑗=0

𝑀𝑛,𝑝

∞

𝑘=0

) . (𝐾𝑛,𝑝∑∑(
𝑗

𝑛 + 𝑝
− 𝑥2)

2∞

𝑗=0

𝑀𝑛,𝑝

∞

𝑘=0

) 

=
𝑥1𝑥2

(𝑛 + 𝑝)2
 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉2,2(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =

𝑥1𝑥2

(𝑛+𝑝)2
   

olur. 

vi.  

𝑉3,0((𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) = (𝑠 − 𝑥)
3 = 𝑠3 − 3𝑠2𝑥 + 3𝑠𝑥2 − 𝑥3 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉3,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑉3,0 (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

3∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

− 3𝑥1𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

+ 3𝑥1
2𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑

𝑘

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

− 𝑥1
3𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0
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=
𝑥1

(𝑛 + 𝑝)2
− 2

𝑥1
2

𝑛 + 𝑝
  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉3,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)2

−
2𝑥1

2

𝑛 + 𝑝
  dır. 

Benzer işlemlerle;  

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉0,3(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =

𝑥2
(𝑛 + 𝑝)2

−
2𝑥2

2

𝑛 + 𝑝
    

vii.  

𝑉4,0((𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = (𝑠 − 𝑥1)
4 = 𝑠4 − 4𝑥1

3𝑠 + 6𝑥1
2𝑠2 − 4𝑥1𝑠

3 + 𝑥1
4 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉4,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) = 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑉4,0 (

𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

4∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘4

(𝑛 + 𝑝)4

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

− 4𝑥1 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑
𝑘3

(𝑛 + 𝑝)3

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

+ 6𝑥1
2𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑

𝑘2

(𝑛 + 𝑝)2

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

− 4𝑥1
3𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑

𝑘

𝑛 + 𝑝

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

+ 𝑥1
4𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

 

=
6𝑥1

3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥1
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)3
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 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉4,0(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =

6𝑥1
3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥1
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)3

                                                (5.21) 

Benzer işlemlerle; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉0,4(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =

6𝑥2
3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥2
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥2
(𝑛 + 𝑝)3

                                                 (5.22) 

elde edilir. 

5.4.2. Sonuç 

Eğer  (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷   ise; 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥1, 𝑥2)) = 6(𝑥1

3 + 𝑥2
3)  

dır. 

İspat  

𝑉4,0 + 𝑉0,4 = (𝑠 − 𝑥1)
4 + (𝑡 − 𝑥2)

4 olmak üzere; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑉4,0 + 𝑉0,4)(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(𝑉4,0 + 𝑉0,4) (
𝑘

𝑛 + 𝑝
,
𝑗

𝑛 + 𝑝
)

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑{(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

4

+ (
𝑗

𝑛 + 𝑝
− 𝑥2)

4

}

∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

= 𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑘

𝑛 + 𝑝
− 𝑥1)

4∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀 +𝐾𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2)∑∑(
𝑗

𝑛 + 𝑝
− 𝑥2)

4∞

𝑗=0

∞

𝑘=0

𝑀𝑛,𝑝(𝑥1, 𝑥2) 

(5.21) ve (5.22) den  
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𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑉4,0 + 𝑉0,4)(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

=
6𝑥1

3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥1
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)3

+
6𝑥2

3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥2
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥2
(𝑛 + 𝑝)3

 

olup her iki tarafı 𝑛 ile çarpalım 

𝑛𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑉4,0 + 𝑉0,4)(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝑛 (
6𝑥1

3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥1
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥1
(𝑛 + 𝑝)3

+
6𝑥2

3

𝑛 + 𝑝
+

3𝑥2
2

(𝑛 + 𝑝)2
+

𝑥2
(𝑛 + 𝑝)3

) 

lim
𝑛→∞

 𝑛 𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑉4,0 + 𝑉0,4)(𝑠, 𝑡); (𝑥1, 𝑥2)) =6(𝑥1

3 + 𝑥2
3) 

olup ispat biter. 

5.4.3. Teorem  

𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷  olsun. 

lim
𝑛→∞

𝑛 𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑓; (𝑥, 𝑦)) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 

𝑥

2
𝑓′′

𝑥𝑥
(𝑥, 𝑦) +

𝑦

2
𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦) 

İspat    

 (𝑥, 𝑦), (𝑠, 𝑡) ∈ 𝐷 olsun. 

 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷) için Taylor açılımını yazalım. 

𝑓(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓′
𝑥
(𝑥, 𝑦)(𝑠 − 𝑥) + 𝑓′

𝑦
(𝑥, 𝑦)(𝑡 − 𝑦) 

+
1

2
𝑓′′

𝑥𝑥
(𝑥, 𝑦)(𝑠 − 𝑥)2 + 𝑓′′

𝑥𝑦
(𝑥, 𝑦)(𝑠 − 𝑥)(𝑡 − 𝑦) 

+
1

2
𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦)(𝑡 − 𝑦)2 + 𝜑((𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦))√(𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4  𝑑𝚤𝑟.                        (5.23) 
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Buradaki 𝜑 fonksiyonu (𝑠, 𝑡) ∈ 𝐷 için 

𝜑((. , . ); (𝑥, 𝑦)) = 𝜑 ∈ 𝐶(𝐷)  ve  lim
(𝑠,𝑡)→(𝑥,𝑦)

 𝜑((𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦)) = 0 dir. 

Şimdi (5.23) ifadesine 𝑆𝑛,𝑝
∗  operatörünü uygulayalım. 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝑓; (𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑓′
𝑥
(𝑥, 𝑦) 𝑆𝑛,𝑝

∗ ((𝑠 − 𝑥); (𝑥, 𝑦)) 

+𝑓′
𝑦
(𝑥, 𝑦)𝑆𝑛,𝑝

∗ ((𝑡 − 𝑦); (𝑥, 𝑦)) +
1

2
𝑓′′

𝑥𝑥
𝑆𝑛,𝑝
∗ ((𝑠 − 𝑥)2; (𝑥, 𝑦)) 

+
1

2
𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦) 𝑆𝑛,𝑝

∗ ((𝑡 − 𝑦)2; (𝑥, 𝑦)) + 𝑓′′
𝑥𝑦
(𝑥, 𝑦) 𝑆𝑛,𝑝

∗ ((𝑠 − 𝑥)(𝑡 − 𝑦); (𝑥, 𝑦)) 

+𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝜑((𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦))√(𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4)   elde edilir.                                              (5.24) 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝜑((𝑠, 𝑡); (𝑥, 𝑦))√(𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4) = 𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝜑.√𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦)) yazılır. 

Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden; 

|𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝜑.√𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦))| ≤ (𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝜑2; (𝑥, 𝑦)))

1

2
(𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦)))

1

2
 

dır. 

Burdan Teorem(5.1.2) den   

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝜑2; (𝑥, 𝑦)) = 0                                                                                                             (5.25) 

olur. 

Sonuç (5.4.2) ve (5.25) ifadelerinden 

lim
𝑛→∞

 𝑛 𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝜑.√𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦)) =0                                                                                    (5.26) 

Lemma 5.4.1 deki (ii),(iii) ve (iv) ile (5.26) den; 

𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝑓; (𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) 
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= 𝑓′
𝑥
(𝑥, 𝑦). 0 + 𝑓′

𝑦
(𝑥, 𝑦). 0 +

1

2
𝑓′′

𝑥𝑥
(𝑥, 𝑦).

𝑥

𝑛 + 𝑝
 

+
1

2
𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦)

𝑦

𝑛 + 𝑝
+ 𝑓′′

𝑥𝑦
(𝑥, 𝑦). 0 + 𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝜑. √𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦)) 

=
1

2(𝑛 + 𝑝)
(𝑓′′

𝑥𝑥
(𝑥, 𝑦). 𝑥 + 𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦). 𝑦) + 𝑆𝑛,𝑝

∗ (𝜑.√𝑉4,0 + 𝑉0,4; (𝑥, 𝑦)) 

Her iki tarafı 𝑛 ile çarpıp limitlerini aldığımızda; 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑆𝑛,𝑝
∗ (𝑓; (𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 

𝑥

2
𝑓′′

𝑥𝑥
(𝑥, 𝑦) +

𝑦

2
𝑓′′

𝑦𝑦
(𝑥, 𝑦) 

elde edilir ve ispat biter. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

İki değişkenli Szasz operatörlerinin Schurer tipi genelleştirmesi yapılmıştır. Başka farklı 

parametrik tipteki genelleştirmeleri çalışılabilir.  
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