


SIRALI VEKTOR METRIK UZAYLARDA SABIiT NOKTA
TEOREMLERI

Cetin Cemal OZEKEN

DOKTORA TEZi
MATEMATIK ANA BiLiM DALI

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SUBAT 2022



ETiK BEYAN

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak hazirladigim

bu tez ¢alismasinda;

Tez icinde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlari akademik ve etik kurallar
cercevesinde elde ettigimi,

Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuclar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,

Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

Cetin Cemal OZEKEN
11/02/2022



iv

SIRALI VEKTOR METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI
(Doktora Tezi)

Cetin Cemal OZEKEN

GAZI UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
Subat 2022

OZET

Bu tez calismasinin temel amaci, metrik uzaylarda ve siralt metrik uzaylarda elde edilmis
olan bir ¢ok sabit nokta sonucunun literatiirde var olan yaklasimlardan farkli olarak, sirali
vektor metrik uzaylar listiinde genellemelerin yapilmasi ve bdylece elde edilen sonuglarin
daha genis fonksiyon siniflar1 i¢in uygulanabilir hale getirilmesidir. Bu genellemeler, sadece
uzayin yapisini degistirmek suretiyle degil ayni zamanda biiziilme sartlarin1 esnetmek,
fonksiyonlarin topolojik yapisin1 degistirmek ve iteratif yontemin kurulmasi esnasinda
degiskenler iizerine koyulan sartlar1 da farklilastirmak vesilesiyle elde edilmistir. Bu
caligmada ilk olarak sirali vektor metrik uzaylar iistiinde sira artan ve sira azalan
fonksiyonlar icin sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir. Sonrasinda sirali vektor metrik
uzaylar iistiinde karma monoton 6zellige sahip fonksiyonlar icin ikili sabit nokta sonuglari
verilmistir. Ayni boliimde ¢ift monoton 6zellige sahip fonksiyonlar tanimlanmis ve karma
monoton fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan sonuglar bu fonksiyonlar i¢in yeniden
yorumlanmigtir. Daha sonra herhangi bir monotonluk 6zelligine sahip olmayan fonksiyonlar
icin elde edilen sonuglar genisletilmistir. Bir sonraki boliimde sirali vektorel sdzde biiziilme
ve siral1 vektorel hemen hemen biiziilme tanim1 yapilmais, vektorel hemen hemen biiziilmeler
icin sabit nokta sonuglar1 verilmistir. Son kesimde ise sirali vektdr metrik uzaylarin sonlu
carpimlari iistiinde sirali vektorel Presic¢ biiziilmeleri i¢in sabit nokta sonucu elde edilmistir.
Her bir boliimde verilen drnekler ve notlar vesilesiyle elde edilen sonuglarin birbiriyle olan
iliskilerinin yaninda literatiirdeki diger ¢alismalar ile aralarindaki iligkiler de agik bir sekilde
vurgulanmgtir.
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ABSTRACT

The main purpose of this thesis is to generalize the fixed point results obtained in metric
spaces and ordered metric spaces with approaches different than the ones in the literature,
on ordered vector metric spaces and hence to make the obtained results applicable for wider
classes of functions. These generalizations are obtained not only by changing the space
structure but also by stretching the contraction conditions, changing the topological
structures of the functions, and altering the conditions on the variables during the
establishment of the iterative method. In this work firstly, fixed point results for order-
preserving and order-reversing functions on ordered vector metric spaces are obtained. Then,
the coupled fixed point results are obtained for functions having mixed monotone property
on ordered vector metric spaces. In the same chapter, functions having double monotone
property are defined and the results obtained for functions having mixed monotone property
are reinterpreted for these functions. Then, the mentioned results are expanded for functions
not having any type of monotonicity property. In the next chapter, the definitions of ordered
vector quasi-contraction and ordered vectorial almost-contraction are given, and fixed-point
results are presented for vectorial almost-contraction. In the last section, fixed point results
are obtained for ordered vectorial Presi¢ contractions on finite products of ordered vector
metric spaces. In each chapter the relationships between the results obtained as well as
between other studies in the literature are clearly emphasized with examples and notes.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

X, =x) Siral1 kiime

X, d) Metrik uzay

(X,d,E) Vektor metrik uzay

xVy x ve y elemanlariin supremumu

XAy x ve y elemanlarinin infimumu

a,la (a,) azalan dizi ve inf{a,:n > 1} = a

a,Ta (a,) artan dizi ve sup{a,:n =1} = a

xXsy x ve y karsilastirilabilir elemanlardir

Xp > X (x,,) dizisi x elemanina yakinsar

Xp > x (x,,) dizisi x elemanina (sira) o-yakinsar
dE

Xp > X (x,,) dizisi x elemanina (vektorel) E-yakinsar



1. GIRIS

Bagta matematik, miihendislik, ekonomi, biyoloji, kimya ve fizik olmak {izere bircok
alanda dogrusal olmayan fonksiyonel denklemlerle tanimlanan sayisiz problemin
uygun bir sabit nokta problemine indirgenilmesi suretiyle c¢oziilebilir olmasi1 sabit
nokta teorisinin biiyiik bir 6neme sahip oldugunu gdstermektedir. Ornegin,
Matematiksel Analizin bircok dalinda ortaya cikan fizibilite, varyasyonel esitsizlik,
dogrusal olmayan optimizasyon, denge, tamamlayicilik, secim ve eslestirme

problemlerinin ¢éziimiinde bu teori biiylik bir yere sahiptir.

T siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere, v’ = T(z,y); y(x0) = %o
denkleminin ¢6ziimiinii sorgulamak amaciyla ilk defa Cauchy tarafindan sabit nokta
teoremleri kullanilmigtir. Bu teoremlerin Cauchy tarafindan yapilan ispatlar
Lipschitz tarafindan sadelegtirilmistir. Peano tarafindan ise sadece siireklilik sarti
kullanilarak bahsi gegen fikirler genellestirilmigtir. Diger yandan, 1922 yilinda Banach
tarafindan elde edilen ve Banach Biiziilme Prensibi olarak adlandirilan teorem, 20.
yizyillin ortasindan sonra Onemli o6lgiide gelisme gosteren metriksel sabit nokta
teorisinin temel taglarindan biri olmugtur. Bu teorem su sekildedir: (X, d) tam metrik

uzay olmak iizere bir k € [0,1) sabiti ve her z,y € X i¢in

d(T (z),T(y)) < kd(z,y) (1.1)
biiziilme sartin1 saglayan 7' fonksiyonunun bir tek sabit noktasi (yani 7 (z*) = z*
esitligini saglayan tek z* noktasi) vardir. Ayrica xy € X herhangi bir eleman olmak
tizere her n > 1 i¢in x,, = T(x,_1) bi¢giminde tamimlanan iteratif (z,) dizisinin limiti

x* elemamdir. Yani lim,, o, x, = 2* olur [1].

Anlagilabilecegi iizere bu teorem sadece sabit noktanin varligini ve tekligini garanti
etmekle kalmayip aym zamanda bu noktanin nasil bulunabilecegine dair bir yonteme
de igaret etmektedir. Banach’tan giiniimiize bircok matematik¢i bu teoremin sayisiz
genellemesini yaparak cok cesitli sonuclar elde etmis ve bunlari farkli alanlarda
uygulamigtir. Bu gesitlilik temelde, fonksiyonlarin tanimlandigi uzaylarin 6zelliklerin

degismesi, biiziilme sartlarinin ve fonksiyonlarin topolojik 6zelliklerinin farklilagmasi



ve iteratif yontemin kurulmasi esnasinda degiskenler iizerine koyulan sartlarin
degismesi olmak iizere ii¢ farkli yontem vasitasiyla meydana gelmigtir. Bu caligmada

yer yer bu ii¢ yontemden bir veya birkac¢i ayni anda kullanilmistir.

Bircok aragtirmaciya ilham veren klasik Banach sabit nokta prensibinin zayif bir yonii
de vardir. Bu teoremdeki biiziilme garti, fonksiyonu siirekli olmaya zorlamaktadir.
Dogal olarak akla su soru gelmistir: Siirekli olmayan fonksiyonlar i¢in de sabit nokta
sonuglar1 verilebilir mi? Bu sorunun cevabini 1968 yilhinda Kannan vermigtir [2].

Kannan (1.1) sart1 yerine; bir b € [0,1/2) sabiti ve her z,y € X i¢in

d(T(x),T (y)) <bld(T (2),2) +d(T (y),y)] (1.2)

saglansin, sartini alarak bir sabit nokta teoremi elde etmistir. Bu sarti saglayan
fonksiyonlarin siirekli olmasina gerek yoktur. Kannan’in sonuclarini takiben siireklilik
gerektirmeyen bircok biiziilme smifi icin sabit nokta sonuclari elde edilmigtir.
Bunlarm en énemlilerinden biri, 1972 yilinda Chatterjea tarafindan yapilmigtir [3]. O
da (1.2) sartin1 asagidaki (1.3) sart1 ile degistirmigtir. Bu sart su sekildedir: Bir
c € [0,1/2) sabiti ve her z,y € X i¢in

d(T(x), T (y)) < cld(T (), y) +d(T(y),z)] (1.3)

saglansin. Bu arada (1.1) ve (1.2) sartlar1 birbirinden bagimsizdir. Benzer bir yorum
da (1.1) ve (1.3) sartlar icin yapilabilir. Detayh bilgi i¢in Rhoades tarafindan yapilan
caligmadan faydalamlabilir [4]. 1973 yilinda Zamfirescu ise Banach, Kannan ve
Chatterjea biiziilme sonuglarini birlegtirerek, tam metrik uzaylarda (1.1), (1.2) veya
(1.3) sartlarindan en az birini saglayan fonksiyonlar igin sabit nokta sonuclari
vermistir [5]. 1974 yilinda Ciri¢ o zamana kadar var olan birgok biiziilme sartindan
daha genel bir gart1 saglayan fonksiyonlar igin sabit nokta sonucu elde etmistir [6]. Bir

h € [0,1) sabiti ve her z,y € X i¢in

d(T(x),T(y)) < hmax{d(z,y) d(z T (z)),
d(y, T (y),d(=T(y),d(y,T ()}

(1.4)



esitsizligini saglayan fonksiyona sozde biiziilme adi verilmektedir. Ciri¢’in sozde
biiziilmeler icin verdigi sonuclar yukarida bahsi gecen tiim biiziilmeler icin verilen
sonuglarin birer genellemesidir. Ciinkii (1.1), (1.2) veya (1.3) sartlarindan birini veya
birka¢ini saglayan herhangi bir fonksiyon bir s6zde biiziilmedir. Bu calismay: takiben
Berinde, zayif biiziilme veya (9, L)-zayif biiziilme diye adlandirdigi doniigimiin
tanimini yaptigr caligmada (1.4) sarti yerine agagidaki (1.5) sartim almigtir [7]. Buna
gore bir § € (0,1), baza L > 0 sabitleri ve her x,y € X igin

d(T'(x),T(y)) < od(x,y) + Ld (y, T'(x)) (1.5)

esitsizligini saglayan bir fonksiyona (4, L)-zayif biiziilme denilmektedir. Daha sonra bu
biiziilmeler hemen hemen biiziilme adini almigtir. Berinde ¢aligmasinda herhangi bir
Kannan, Chatterjea, veya Zamfirescu doéniigiimiiniin ya da h € (0,1/2) kosulu altinda
herhangi bir stzde biiziilmenin zayif biiziilme oldugunun altini cizmistir. Ayrica bu
caligmada Berinde’nin zayif biiziilmeler icin verdigi sabit nokta teoremleri bahsi gecen
tiim sonuclarin birer genellemesidir. Zayif biiziilmeler hakkinda daha fazla sonug ve

ozellik i¢in [8-10] galigmalarindan yararlanilabilir.

1965 yilinda sonlu ¢arpim uzaylarinda Presi¢ tarafindan farkh bir biiziilme tanitilmig ve
|11,12| ¢aligmalarinda énemli sonuglar elde edilmistir. Bu ¢alismalarda X* kiimesinden
X kiimesine tanimlanan fonksiyonlar sinifinin iiyeleri i¢in sabit nokta sonuclari elde
edilmigtir. Burada verilen sonuclarin énemi, & = 1 olmasi durumunda Banach sabit
nokta teoreminin elde edilmesidir. Pre§i¢’in elde ettigi sonucglarin metrik uzaylarda ve

sirall metrik uzaylarda bir¢ok genellemesi yapilmigtir [13-16].

Diger yandan, kismi siralama ile Banach biiziilme ilkesini genigletmeye yonelik bagka
bir egilim daha vardir. Temel olarak, Banach sabit nokta teoreminde fonksiyonun
tanimh oldugu X metrik uzayindaki biitiin elemanlar i¢in fonksiyon biiziilme gartini
saglamak zorunda olmasina kargin, X kiimesinin sirali bir metrik uzay olmasi
durumunda fonksiyonun bu X kiimesi iistiinde tanimlanan kismi siralamaya gore
valnizca karsilagtirilabilir elemanlar icin biiziilme sartinin saglanmasi yeterli
olmaktadir. Bu durum da aragtirilan fonksiyon sinifinin geniglemesine sebep olmusg,

teoriye biiyiik bir esneklik ve gesitlilik katmigtir. Bildigimiz kadariyla bu egilim 2004



yihinda Ran ve Reuring [17] ile baglamig ve sayisiz caligmaya ilham kaynag olmustur.
Bu trendin en goze carpan caligmalardan biri 2005 yilinda Nieto ve Lopez tarafindan
yapilmigtir [18]. Bu galigmada monoton fonksiyonlar igin kismi sirali metrik uzaylarda
sabit nokta sonuclar1 verilmistir. 2007 yilinda Nieto ve Lopez bu caligmanin devami
olarak, ardisik terimleri karsilagtirilabilir iterasyon dizeleri vasitasiyla monoton
olmayan fonksiyonlar igin de sabit nokta teoremleri vermiglerdir [19]. Nieto ve
Lopez’in teorik bulgulari, sunduklart oOrnekler ve adi diferansiyel denklemlere
uygulama bicimleri sayisiz matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bu matematikcilerin
onciilerinden sayilan Gnana Bhaskar ve Lakshmikantham, 2005 yilinda bahsi gegen
trendi takip ederek Nieoto ve Lopez’in irdeledikleri fonksiyon siniflarini genigleten bir
caligma yapmigtir [20]. Bu ¢ahsmada karma monoton 6zellige sahip fonksiyonlar i¢in
ikili sabit nokta sonuclar1 verilmis ve bahsi gecen sonuclarin bir de periyodik sinir
deger problemine uygulamasi yapilmistir. Sonrasinda Lakshmikantham ve Ciri¢
tarafindan yapilan caliyma [21| ve Berinde tarafindan yapilan ¢aliymalarda [22-24]
sirali metrik uzaylarda bircok ikili sabit nokta sonucu elde edilmigtir. Daha 6nce de
bahsedildigi iizere, metrik uzay1 daha genel bir uzayla degistirmek siklikla bagvurulan
bir yéntemdir. Bu minvalde metrik uzaylarin genellemesi olan yar1 metrik uzaylar,
kismi metrik uzaylar, fuzzy metrik uzaylar, G-metrik uzaylar gibi bir¢ok uzayda sabit
nokta sonuclar1 elde edilmistir. Literatiirde var olan metrik uzaylarin genellemeleri
icerisinde bile en genellerinden biri olan vektor metrik uzaylarin tanimi Cevik ve
Altun tarafindan 2009 yilinda yapilmigtir [25]. Bu ¢aliymada vektor metrik tanitilmig,
bu uzaylarin o&zellikleri incelenmig ve bir de sabit nokta sonucu verilmistir. Bu
caligmay1 takiben 2011 yihinda Altun ve Cevik tarafindan vektor metrik uzaylar
tistiinde farkli sabit nokta sonuglari elde edilmigtir [26]. 2014 yilinda Cevik tarafindan
yvapilan cahisma ile bu uzaylarin topolojik yapisi daha iyi anlagilmis ve bu uzaylar
iistiinde tanimlanan fonksiyonlarin siirekligi ile ilgili kavramlar daha genis bir
perspektifle incelenebilmistir [27]|. Vektér metrik uzay ile ilgili detayh bilgi bir sonraki

boéliimde verilmigtir.

Bu tez caligmasinin temel motivasyonu, metrik uzaylar ve sirali metrik uzaylarda elde
edilmis olan bir¢ok sabit nokta sonucunun literatiirde var olan yaklagimlardan farkh
olarak kismi sirali vektér metrik uzaylarda genellemelerinin elde edilmesi ve

dolayisiyla daha genig fonksiyon smiflar1 icin uygulanabilir hale getirilmesidir. Bu



calismanin ikinci boliimiinde diger boliimlerin anlasilmasinda kolaylik saglamasi
amaciyla sirali kiime, latis, Riesz uzay1, vektor metrik uzay gibi bircok kavram ve
bunlara ait bazi 6zelliklere yer verilmistir. Uciincii béliimde sirali vektor metrik
uzaylarda sira artan ve sira azalan fonksiyonlar icin sabit nokta sonuclar1 verilmigtir.
Bu sonuglar aymi zamanda [18, 19]’da elde edilen sonuglarin birer genellemesidir.
Dordiincii boliimde, 6nce sirall vektor metrik uzaylarda karma monoton 6zellige sahip
fonksiyonlar i¢in ikili sabit nokta teoremleri verilerek [20]'de yer alan sonuglarmn
genellemeleri yapilmistir. Ardindan c¢ift monoton 06zellige sahip fonksiyon tanimi
yapilmig ve karma monoton Ozellige sahip fonksiyonlar icin verilen sonucglar cift
monoton oOzellige sahip fonksiyonlar icin yeniden yorumlanmigtir. Bu boliimiin son
kesiminde ise monoton olmayan fonksiyonlar i¢cin sabit nokta teoremleri verilmig, tiim
boliimde yer alan sonuclar ile literatiirdeki diger calismalar ve bir 6nceki boliimde
elde edilen sonuclar arasindaki iligkiler vurgulanmigtir. Beginci béliimiin ilk kesiminde
vektorel sézde biiziilme ve vektorel hemen hemen biiziilme tanimlar1 yapilmig, metrik
uzaylarda verilen benzer tanimlarla karsilagtirilmig, vektorel hemen hemen biiziilmeler
icin sabit nokta sonuclar1 elde edilmistir. Bu sonuclar vasitasiyla doérdiincii boliimde
sira artan fonksiyonlar igin verilen sonuclar ile [6-9]’da elde edilen sonuglarin sirali
vektor metrik uzaylarda genellemeleri yapilmistir. Ayni béliimiin ikinci kesiminde ise
sirali vektor metrik uzaylarin sonlu carpim uzaylan iistiinde tanimlh sirali vektorel
Presi¢ tipi biiziilmeler i¢in sabit nokta sonuclar1 verilmis ve boylece iigiincii boliimde

bahsi gecen sira artan fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuclarin genellemesi yapilmigtir.






2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Sirali Kiimeler ve Riesz Uzaylari

Bu kesimde sirali kiimeler ve Riesz uzaylar1 hakkinda genel bilgiler verilecektir. Bu
kesim, |28] ve [29] numaral kitaplardaki bilgiler derlenerek olugturulmustur. Bilindigi
iizere X bog olmayan bir kiime ve <, X iistiinde tanimh bir baginti1 iken * < y
notasyonu (z,y) €= ifadesi yerine kullamlmaktadir. X iistiinde tammh bir =<
bagintist her z,y,z € X i¢in; x < z (yansima), x < y ve y < x ise x = y (ters
simetri), <y ve y < z ise © < z (gegisme) Ozelliklerini saghyorsa, bu < bagintisina
X iistiinde (kismi) siralama bagmtisi, (X, <) ikilisine de (kismi) sirali kiime denir.
(X, =X) = X siral kiimesinden alman her iki z ve y elemani i¢in x < y veya y =< x
durumlarindan biri saglaniyorsa X kiimesine =< siralamasina gore tam sirali kiime

denir.

Bu tezde gosterimde birligi saglamak ve karisikligi onlemek amaciyla X kiimesi
iistiindeki siralama icin <, F iistiindeki sirama icin <, R iistiindeki algilmig siralama
icin <, X" iistiindeki siralama icin ise < notasyonlar1 kullanilmigtir. Ayrica X
kiimesinden alinan x ve y elemanlar1 karsilagtirilabilir ise bu durumu ifade etmek igin

r < y notasyonu kullanilmigtir.

Simdi bazi sirali kiime Ornekleri verilecektir.

Ornek

1. X = R ahgilmig siralama ile tam siral bir kiimedir.
2. X = N kiimesi her x,y € X icin

r =y < y = kx olacak sekilde k € N vardir

biciminde tamimlanan siralama bagmtisi ile kismi sirali bir kiimedir. Ancak

Y = {x|m =2k k€ N} kiimesi ayni siralama ile tam sirali bir kiimedir.



3. X = R? kiimesi her z = (1, 22) ,y = (y1,2) € X i¢in

Ty x <y very < Yo

bi¢iminde tanimlanan siralama baginti ile kismi sirali bir kiimedir. Bu siralama bagintisi

koordinat siralamast olarak bilinir.

4. X = R? kiimesi her x = (21, 23) ,y = (y1,2) € X igin

r =2y <y veya (x1 =1y ve 2y < Y)

bi¢iminde tanmimlanan siralama baginti ile tam sirali bir kiimedir. Bu siralama bagintis

sozliiksel siralama olarak bilinir.

5. X =l ={z:x=(x;), ; € R, Y 2, |z;| < oo} kiimesi her x = (z;) ,y = (y;) € X

icin

x <y < her i € NT icin 2; <y

bi¢iminde tanimlanan siralama baginti ile kismi sirali bir kiimedir.

6. X =C[0,1] = {f|f:[0,1] = R, f siirekli fonksiyon} kiimesi herhangi iki f,g € X

icin

fRg&herte|0,1] icin f(t) <g(t)

bi¢iminde tanimlanan siralama bagintisi ile kismi sirali bir kiimedir.

X = (X, X) bos olmayan siral bir kiime ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Bu ¢aligma
boyunca herhangi iki z,y € X i¢in x < y iken f (x) < f(y) oluyorsa f sira artan bir

fonksiyon, f (z) = f (y) oluyorsa f sira azalan bir fonksiyon olarak adlandirilacaktur.

(E, <) bos olmayan sirali bir kiime olmak iizere her a,b € F i¢in, sup {a,b} = a Vb



ve inf {a, b} = a Ab elemanlar E i¢inde mevcut ise, F kiimesine latis ad1 verilir. Diger
yandan FE reel vektor uzayr ayn1 zamanda < bagintisi ile sirali bir kiime olsun. Vektor
uzay1 iglemleri siralamay1 koruyorsa, yani her a,b,c € E ve A € R icin a < b iken
Aa + ¢ < Ab+ c saglaniyorsa E kiimesine sirali vektor uzayr adi verilir. Bir E sirali
vektor uzayinda sifir vektorii 0 ile gosterilmek iizere, a € E i¢in 0 < a ise a ya pozitif
eleman, F nin pozitif elemanlarinin kiimesine E kiimesinin pozitif kismi adi verilir. Bu
kiime E™ ile gosterilir, yani E* = {a : 0 < a, a € E} olur. Ayrica E siral kiimesi hem
bir sirali vektor uzay1 hem de bir latis ise bu kiimeye Riesz uzay: veya vektor latis adi

verilir.
Ornek

1. F = R kiimesi aligilmig siralama ile Riesz uzayidir.

2. E = NT kiimesi ilk 6rnekte verilen siralama ile latistir ancak Riesz uzay1 degildir,

¢iinkii N vektor uzay: degildir.

3. E = R? kiimesi koordinat siralamas ile bir Riesz uzayidir.

4. E = R? kiimesi sozliiksel siralama ile bir Riesz uzayidir.

5. ' = {; kiimesi ilk 6rnekte verilen siralama ile bir Riesz uzayidir.

6. E = C'[0, 1] kiimesi ilk 6rnekte verilen siralama ile bir Riesz uzayidir.

FE Riesz uzaymin bir (a,) dizisi her n icin a, > a,4; ifadesini saghyorsa, (a,) dizisine
sira azalan dizi denir ve a, | notasyonu ile gosterilecektir. Bu (a,) dizisinin sira
azalan ozelligine ek olarak {a, : n € N*} kiimesinin infimumu a ise, bu durum a,, | a
notasyonu kullanilarak gosterilecektir. Benzer sekilde bir (a,) dizisi her n igin
a, < any ifadesini saglyorsa, (a,) dizisine sira artan dizi denir ve a, T notasyonu ile
gosterilecektir. Beklendigi iizere bir de {a, : n € N} kiimesinin supremumu a ise, bu
durumda a,, T a notasyonu kullanilacaktir. Bir E' Riesz uzayinda herhangi bir a € E*

1
ve her n € NT icin —a | 0 saglamiyorsa E’ye Argimedyan Riesz uzay1 adi verilir.
n
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Ornek

Ik 6rnekte 2 durumunda verilen E kiimesi bir Riesz uzay1 olmadigi icin inceleme dist
tutulmustur. 4 durumu hari¢ tiim durumlarda verilen E kiimeleri birer Argimedyan
Riesz uzayidir. Ancak 4 durumunda, a = (1,1) € R? ve her n € N* i¢in (0,0) < (0,1) <
(£,4) = 1(1,1) oldugundan = (1,1) J (0,0) elde edilir. Ashnda {£(1,1) : n € NT}

kiimesinin infimumu yoktur.

Bir E Riesz uzayinda bog olmayan ve iistten sinirli her (sayilabilir) kiimenin, E iginde
supremumu varsa bu E uzayma Dedekind (o-)tam Riesz uzay1 adi verilir. Her Dedekind
tam Riesz uzay1 bir Dedekind (o-)tam Riesz uzayidir ve her Dedekind (o-)tam Riesz

uzayl da bir Argimedyan Riesz uzayidir. Ancak bu durumun tersi dogru olmayabilir.
Ornek

E = C'[0, 1] kiimesi yukarida bahsi gegen siralama ile Argimedyan Riesz uzayi olmasina

ragmen, Dedekind (o-)tam Riesz uzay: degildir. Gergekten her n € Nt ve ¢t € [0, 1] i¢in

0 , te[0,3)
o) =4 (n+2)t—In—1 , te[bi+:5)
\ 1 ’ tE[%—f—ﬁ,l}

bigiminde tammlanan f, fonksiyonlari C'[0,1] uzaymin birer elemamdir. Ayrica
{fn:n € NT} kiimesi sayilabilir ve diistten simirh olmasma karsin bu kiimenin

supremumu C' [0, 1] iginde mevcut degildir.

E bir Riesz uzay1 ve a € E olmak iizere |a| = a V (—a) bigiminde tanimlanan |a
elemanina a’nin modiilii denir. £ Riesz uzayinda bir dizi (b,) ve b € E olmak tizere her
n € Nt i¢in |b, — b| < a, ve a, | 0 olacak bi¢imde FE i¢inde bir (a,) dizisi mevcutsa,
(bn) dizisi b elemania sira yakinsak (o-yakisak) denir ve b, > b yazilir. Ayrica her
n,p € NT i¢in |b, — bnyp| < ay, ve a, | 0 olacak bigimde E icinde bir (a,,) dizisi mevcut

ise, (by,) sira Cauchy (o-Cauchy) dizisidir denir. Eger E uzayinda alinan her sira Cauchy



11

dizisi yakinsak ise, F kiimesi bir sira Cauchy tam Riesz uzayidir denir.

E Argimedyan Riesz uzayi, (b,) ve (¢,) bu uzayda birer dizi, b, ¢ € E olmak iizere;

by, S3bveb, >ciseb=c

i. by | b (veya b, 10 ) ise b, > b

ifi. by | (veya b, 1) ve b, > bise b, | b (veya b, Tb)

iv. by, = b ve ¢, = ¢ ise her A, i€ R igin Abn+ucni>>\b+uc

onermeleri saglanir.

2.2. Siral1 Vektor Metrik Uzaylar

Bu kesimde [25]de tanitilan vektoér metrik uzay ve bu uzaylarin bazi ézelliklerinden

bahsedilecektir.

X bog olmayan bir kiime, (E, <) bir Riesz uzay1 olmak iizere d : X x X — E doniigiimii
her z,y,z € X i¢in d(z,y) = 0 & = = y ve d(z,y) < d(z,2) + d(y, z) sartlarim
saghyorsa bu d doniigiimiine vektor metrik (E-metrik), (X, d, E) iigliisiine ise vektor

metrik uzay adi verilir.

Ornek

1. (E, <) bir Riesz uzay1 ve X = FE olsun. X kiimesi her xz,y € X i¢in d (z,y) = |z — y|

bi¢iminde tanimlanan d : X x X — F doniigiimii ile bir vektér metrik uzaydair.
2. X kiimesi reel degerli bir d metrigi ile metrik uzay olsun. Reel sayilar kiimesi aligilmig
siralama ile bir Riesz uzayr oldugundan, ¥ = R diigiincesiyle, X ayni zamanda bir

vektor metrik uzay olur. Yani her metrik uzay aslinda bir vektor metrik uzaydir.

3. X C R bos olmayan bir kiime olmak iizere £ = R? hem sozliiksel siralama hem de
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koordinat siralamasi ile Riesz uzayr oldugundan, E bu siralamalardan biri ile
donatilsin ve 0 < o, € R olsun. Bu durumda X kiimesi E hangi siralama ile
donatilirsa donatilsin a + 8 > 0 iken her z,y € X i¢in d(x,y) = (a|z —y|, S|z —y|)

biciminde tammmh d : X x X — R? doniisiimii ile bir vektdr metrik uzaydar.

4. Benzer sekilde X C R? bos olmayan bir kiime ve £ = R? olsun. F sozliiksel veya
koordinat siralamalarindan biri ile donatilsin ve 0 < «, 8 € R olsun. Bu durumda X
kiimesi v ve [ sabitlerinin ikisi birden sifir degil ise, her x = (z1,22) ,y = (y1,42) € X
icin d(z,y) = (a|ry — 11|, B|w2 — y2|) bigiminde tanimh d : X x X — R? doniigiimii

ile bir vektor metrik uzaydir.

5. L smirh reel sayi dizilerin kiimesi olmak iizere, X C /., bog olmayan bir kiime
olsun ve E = ¢ kesim 2.1.deki ilk O6rnekte verilen siralama ile donatilsin. X kiimesi

her z = (z,,),y = (yn) € X i¢in

() = (10 = )

biciminde tanimlanan d : X x X — ¢; doniigiimii ile bir vektdr metrik uzaydir.

6. X C C[0,1] bog olmayan bir kiime olmak iizere ve E = R? olsun. E koordinat
siralamasi ile donatilsin ve 0 < o, 8 € R olsun. O halde a ve 8 sabitlerinin ikisi birden

sifir degil ise her f, g € X igin

d(f,9) = (asupiepo ) |f (£) — g (B)], Bsupyeroy |f (8) — g (1))

bigiminde tamimlanan d : X? — C[0, 1] déniigiimii ile X bir sirali vektér metrik uzay

olur.

Bir (X,d, E) vektor metrik uzaymda her z,y,z,w € X igin agagidaki Onermeler

saglanir:

i. 0 < d(z,y),
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it. d(z,y) = d(y, ),
i |d(x,y) —d(y,2)| <d(z,y),
. |d(z,w) —d(y,2)| < d(z,y) +d(w,2).

(X, d, E) vektor metrik uzaymnm bir dizisi (z,,) ve x € X olsun. Her n € N* i¢in a,, | 0
ve d(x,,r) < a, olacak sekilde E iginde bir (a,) dizisi varsa X iginde (z,) dizisi z’e
vektorel yakinsak (E-yakinsak) denir ve x, 82 yazilir. Metrik uzaylarda oldugu gibi
vektor metrik uzaylarda da limit tektir ve vektorel yakinsak bir dizinin her alt dizisi de
aym limit degerine vektorel yakinsaktir. Ayrica z, “¥ 2 olmast icin gerek ve yeter sart
d(x,,r) > 0 olmasidir. Diger bir 6nemli kavram ise E-Cauchy dizisi kavramidir. Her
n,p € N* igin a,, | 0 ve d(xp, ,4p) < a, olacak sekilde E iginde bir (a,) dizisi varsa
(z,,) dizisine E-Cauchy dizisi denir. Ustelik (z,) dizisinin bir E-Cauchy dizisi olmasi
igin gerek ve yeter sart d(z,,,,) — olmasidir. Ayrica (z,,) ve (y,) birer E-Cauchy
dizisi ise d (x,, y,) dizisi de bir sira Cauchy dizisidir. Beklendigi iizere, X uzaynin her

E-Cauchy dizisi X iginde E-yakinsak ise X bir E-tam vektor metrik uzaydir denir.

Bir bagka 6nemli kavram da vektorel stirekliliktir. (X, d, E) ve (Y, p, F') iki vektor metrik
uzay, © € X, ve f : X — Y bir fonksiyon olmak iizere z, L f(zy) LN f(x)
oluyorsa f fonksiyonu x’de vektorel siireklidir denir. X’in her bir elemani icin f vektorel

stirekli ise f fonksiyonu X iistiinde vektorel siireklidir denir [27].

X bir vektor metrik uzay ve z = (z1,22), y = (y1,y2) € X? olmak iizere

d(l’,y) = d<x17 yl) + d(x% y2)

biciminde tanimlanan d : X2x X2 — E doniigiim ile (X2, d, E) iicliisti bir vektor metrik
uzaydir. Bu durumda 7' : X? — X fonksiyonunun vektorel siirekli olmasi icin gerek ve

veter sart d((2n, yn), (2,9)) = 0 iken d(T(zn, yn), T(z,y)) = 0 saglanmasidur.

(X, =) bos olmayan sirali bir kiime ise (X, d, E') vektor metrik uzaymma sirali vektor

metrik uzay denir. Bundan sonraki boliimlerde sirali vektér metrik uzaylarda cegitli
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biiziilmeler icin sabit nokta teoremleri incelenecektir. Her bir bolimde aksi
belirtilmedigi siirece (X, <) bog olmayan sirali bir kiime, (X, d, F) ii¢lisi (kisaca X)
bir E-tam sirali vektér metrik uzay ve (E,<) Argimedyan bir Riesz uzayin

gostermektedir.
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3. SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boéliimde 6nce sira artan ve sira azalan fonksiyonlar icin sabit nokta sonuclar:
verilmistir. Daha sonra monoton olmayan fakat karsilagtirilabilir elemanlan
kargilagtirilabilir elemanlara egleyen fonksiyonlar icin bu sonuclar genellegtirilmistir.
Elde edilen sonuglar [30| referans numaral ¢alismada yayinlanmigtir. Bu boliimde bir
f X — X fonksiyonu bir k& € [0,1) sayis1 ve kargilagtirilabilir her x,y € X elemam
i¢in

d(f(x), f(y)) < kd(z,y) (3.1)
esitsizligini sagliyorsa, bu f fonksiyonuna bir biiziilme doniisiimiidiir denilecektir.

3.1. Sira Artan Fonksiyonlarin Teoremleri

Bu kesimde sira artan fonksiyonlar i¢in sabit nokta sonuglar verilecektir.

3.1.1. Teorem

X E-tam sirali vektor metrik uzay olsun. Ayrica f: X — X (3.1) sartini saglayan, (X

tistiindeki siralamaya gore) sira artan bir fonksiyon ve
(a) f dontigiimii vektorel siirekli veya
(b) (z,) sira artan bir dizi ve z,, 28 2 iken her n icin x,, < x olsun.

Eger u = f(u) olacak sekilde u € X varsa f fonksiyonunun X icinde bir sabit noktasi

vardir.
fspat

Oncelikle u = zy olarak almsin ve (z,) dizisi her n icin x, = f(x, ) biciminde
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tanimlansin. Bu durumda her n icin
Tnir = f(an) = fP(xp-1) = ... = [M(21) = [ (20)
olur. Bir de f doniigiimiiniin sira artan oldugu kullanilirsa, herhangi bir n icin
2o = flzo) =21 2+ = f(@n1) = ["(20) = 20
saglandig goriiliir. Ayrica (x,,) dizisi sira artan oldugundan
d(n, Tni1) = d(f(€n-a), f(2n))
< kd(zp-1,20) = kd(f(zn-2), f(n-1))

g kZd(-Tn—%xn—l) = k2d(f(xﬂ—5)7 f(.flfn_z))

< k}nd($07 xl)
elde edilir. Bu yiizden her n ve p igin
d<xn7 anrp) < d(l’n, anrl) + d<xn+17 xn+2) + -+ d(l‘n+p717 anrp)

< (k?n 4kt o ]g”+p—l) d(ZEO, 1’1)

km
<
1 -k

d(l’o, $1)

saglanir. Ustelik E Arsimedyan Riesz uzay1 oldugundan (z,) dizisi E-Cauchy dizisidir.
X uzay1 E-tam oldugundan x, ¥ ¢ olacak sekilde bir x € X mevcuttur. Boylece E
icinde, a,, | 0 ve her n i¢in d(z,, z) < a, olacak sekilde bir (a,) dizisi mevcuttur. Simdi

ispatin kalan kismi her iki durum ic¢in de ayr1 ayri incelenecektir.

1. Durum: f vektorel siirekli olsun. E iginde b, | 0 ve her n i¢in d(f(x,), f(x)) < b,
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olacak gekilde bir (b,,) dizisi mecuttur. Bu yiizden her n icin

d(f(x), ) <d(f(x), f(xn)) + d(f(2n), )

< bn + d($n+17 l’) < bn + Ap41 S bn + ay

ve b, + a, } 0 oldugundan d(f(z),z) = 0 elde edilir, yani f(z) = z olur.

2. Durum: Her n i¢in z, = z olsun. Boylece

d(f(x), x) < d(f(xn), f(2)) + d(f(xn), x)

< kd(xp, z) + d(xp4q, )

< kan + An+1

< (k+ 1Day,

saglanir. Ayrica (k + 1)a, | 0 oldugundan, d(f(x),z) = 0 bulunur. Sonug olarak z, f

fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

Yukaridaki teorem sabit noktanin varligi icin yeterli olmasina karsin tekligi icin yeterli
degildir. Teklik i¢in bu teoremin hipotezinlerine ek bir kogul koyulmasi gerekir. Bu
konuya birazdan deginilecektir. X {istiindeki kismi siralamaya (<) gore, X uzaymin

herhangi = ve y elemanlar i¢in agsagidaki (1) ve (2) sartlarn birbirine denktir.

(1) Her = ve y eleman c¢iftinin iist veya alt sinir1 olsun.

(2) Her = ve y eleman cifti ile kargilagtirilabilecek bir z € X elemani var olsun.

Bu sartlar agagidakilerden daha zayiftir:

(3) Her x ve y eleman c¢ifti kargilagtirilabilir olsun.
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(4) Her = ve y eleman c¢ifti icin « V y veya x A y, X i¢inde var olsun.
(5) X bir latis olsun.
(6) X Dedekind (o-)tam olsun.

Yukaridaki sartlarin herhangi biri Teorem 3.1.1'in hipotezlerine eklenirse sabit
noktanin tekligi elde edilir. Ancak digerlerinden daha zayif olan (1) veya (2) sartlar

kullanilacaktir.
3.1.2. Teorem

Teorem 3.1.1’in hipotezlerine (1) sarti eklenirse f fonksiyonunun z sabit noktas: tek

olur. Ayrica her u € X igin f"(u) L saglanir.
fspat

Standart prosediir olarak f fonksiyonun bir diger sabit noktasinin y oldugu kabul
edilsin. Burada amac, d(z,y) = 0 oldugunun gésterilmesidir. Ancak iki durum da ayr

ayr1 diisliniilmelidir.

1. Durum: Eger x ve y kargilagtirilabilir elemanlar ise

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y)
elde edilir. Ayrica k € [0, 1) oldugundan d(z,y) = 0 bulunur.

2. Durum: Eger x ve y kargilagtirilamayan elemanlar ise, bu durumda X icinde = ve
y ile kargilagtirilabilecek bir z elemani vardir. Ayrica f fonksiyonunun monotonlugu
f™(2)’'nin de her n i¢in f"(z) = x ve f™(y) = y ile kargilagtirilabilir olmasin1 gerektirir.

Bu yiizden her n icin

d(z,y) < d(f"(x), ["(2)) + d(f"(2), ["(y)) < k"[d(z, 2) + d(z,y)]
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olur. E Argimedyan Riesz uzayr oldugundan d(z,y) = 0 elde edilir. Yani f

fonksiyonunun sabit noktas1 tektir.
Diger bir yandan herhangi bir u € X icin

(i) = ile u karsilagtinlabilir ise f"(z) = x ile f™(u) ile karsilagtirilabilirdir ve boylece

her n i¢in
d(f"(u), ) < k"d(u, z)
elde edilir.

(ii) x ile u kargilagtirilamaz ise x ve w ile kargilagtirilabilecek bir z € X eleman1 vardir

ve her n icin

d(f*(w), =) < d(f"(u), [*(2)) + d(f"(2), ["(2)) < K"[d(u, 2) + d(z,2)]
elde edilir, ¢iinkii her n igin f"(2) ile f*(z) = = ve f™(u) kargilagtirlabilirdir. E bir

Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan, (i)’de k™d(u, z) | 0 ve (ii)’de k"[d(u, 2)+d(z, x)] |

0 olur. Hem (i) hem de (ii) sayesinde f"(u) ¥ ¢ sonucuna ulagilir.
Ornek

X =1{1,2,3,4} iistiindeki siralama x,y € X olmak {izere;

r Xy < y = kx olacak sekilde k£ € N vardir

bi¢iminde tanimlansin ve £ = R? koordinat siralamasi ile donatilsin. Bilindigi iizere,

R? bu siralamaya gore Arsimedyan Riesz uzayidir. Bir d : X x X — R? doniisiimii

LA ey g {29, 4,2)})
)

(4,4) , (7,y) €{(2,4),(4,2)}
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bi¢iminde tamimlanirsa X, R?-tam sirali vektdr metrik uzay olur. Ayrica

r—1 , z#1
fz) =

1 , v=1

biciminde tanimlanan f : X — X fonksiyonu sira artan bir fonksiyondur ve u = 1 <
f(1) ve k = 2/3 degeri i¢in (3.1) sartinm saglar. Ayrica Teorem 3.1.1'deki (b) sart:
saglanir ve 1 € X eleman1 X icinden alinan her bir eleman cifti ile karsilagtirilabilirdir.
Yani (1) sart1 da saglanmig olur. Bu yiizden f fonksiyonunun sabit noktasi tektir ve bu
sabit nokta 1’dir. Fakat f, X iistiinde tanimlanan herhangi bir reel degerli metrik ile

biiziilme doniigiimii degildir. Bu yiizden [18)’deki Teorem 2.1, bu 6rnege uygulanamaz.

Bu kisimdan itibaren ele alimacak olan varlik teoremlerinde (1) gsart1 hipotezlere dahil
edilecektir. Bu sart sadece sabit noktanin tekligi ile ilgilidir. Teklik kisminin ispati

Teorem 3.1.2°de yapilan ispat ile ¢ok benzerdir.
Yukarida elde edilen sonuglarin benzerlerine sira azalan diziler vasitasiyla da ulasilabilir.

3.1.3. Teorem

X E-tam sirali vektor metrik uzay olsun ve (1) sart1 saglansm. Ayrica f : X — X (3.1)

sartin1 saglayan, sira artan bir fonksiyon ve
(a) f vektorel siirekli veya
o dE . .
(b) (x,) sira azalan bir dizi ve x, % % iken, her n icin z < 2, olsun.

Eger f(u) < u olacak bigimde bir u € X varsa, f fonksiyonunun X icinde bir tek sabit

noktasi vardir.
fspat

Oncelikle u = z¢ alinsin ve (x,,) dizisi her n icin z,, = f(x,_;) biciminde tanimlansin.
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Her n i¢in z,,1 = f""!(zg) ve f fonksiyonu sira artan oldugundan herhangi bir n i¢in

zo = flxo) =1 = -+ = f(@n_1) = fM(@0) = n

saglanir. Ispatin geri kalan kisminda sabit noktanin var oldugunu gostermek icin
Teorem 3.1.1’in ispatinda yapilanlarin benzeri, sabit noktanin tekligini gostermek igin

Teorem 3.1.2’nin ispatinda yapilanlarin benzeri yapilr.
3.2. Sira Azalan Fonksiyonlarin Teoremleri
Bu kesimde sira azalan fonksiyonlar icin sabit nokta sonuclar verilecektir.

3.2.1. Teorem

X E-tam sirali vektor metrik uzay olsun ve (1) sart1 saglansin. Ayrica f : X — X (3.1)

sartini saglayan, sira azalan bir fonksiyon ve
(a) f vektorel siirekli olsun veya

. .. . dE . ..
(b) (x,) dizisi her n igin x,, S x,,1 sartim saglasin ve z,, = z iken, her n,, i¢in z,,, S x

olacak gekilde bir (x,, ) alt dizisine sahip olsun.

Eger f(u) < u olacak bi¢imde bir v € X varsa, f fonksiyonunun X icinde bir tek sabit

noktas1 vardir.
I spat

Oncelikle u = xq alinsin ve (z,,) dizisi x,, = f(x,_1) biciminde tanimlansin. Her n igin
Tpy1 = f"(xy) oldugundan hipotez geregince her n i¢in =T, ve T,
kargilagtirilabilirdir. Genelligi bozmaksizin zy < f(zo) kabul edilsin. Fonksiyon sira

azalan oldugundan herhangi bir n igin

zo X f(zo) = 24
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= fz1) = f(m0) = 2
= f(x2) = f3(w0) = 23

= f(xs) = fH(20) = 24

saglanir. Tiimevarim yonteminden her n i¢in
d<xn+17 In) < knd(xla xO)

elde edilir, ¢iinkii (x,) dizisinin ardigik terimleri kargilagtirilabilirdir. Teorem 3.1.1%in

ispatindan goriilebilecegi gibi her n ve p icin

k’l’b

md(xo, .flfl)

d($n7 xn—i—p) <
bulunur ve bu durum, F Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan (z,) dizisinin E-Cauchy
oldugu anlamina gelir. X uzaymin E-tamligindan z, 8+ olacak sekilde bir x € X

elemaninin var oldugu sonucuna varilr.

Eger f vektorel siirekli ise Teorem 3.1.1°in ispatindan yararlanilarak x elemaninin f
fonksiyonunun sabit noktasi oldugu kolayca goriilebilir. Ancak (x,) dizisi monoton
olmasa bile ardigitk herhangi iki terimi kargilagtirilabilirdir ve dizi z’e vektorel
yakinsaktir. Simdi de (b) hipotezine gelinecek olursa, yani (x,) dizisinin her bir terimi
x ile kargilagtirlabilen bir (x,,,) alt dizisi var olsun. E iginde a, | 0 ve her n i¢in

d(x,,z) < a, olacak gekilde bir (a,,) dizisi var oldugundan her m igin
d(z, f(x)) < d(x, 2n,,,,) + d(f(2), Tn,.)
< d(@, zn,,,,) +d(f(2), f(zn,,))

<d(z, zy,,,,) + kd(z, 2,,,)
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< anm+1 + kanm
< (k+ Dap,,

elde edilir. Bu yiizden f(z) = x olur. Sabit noktanim tek oldugu da Teorem 3.1.2'nin

ispatinda yapilanlara benzer bir sekilde gosterilebilir.
Ornek

Siirli reel say1 dizilerin /, kiimesi (z,) =< (y,) < her n i¢in z, < y, bigiminde
tammmlanan < dogal siralamasi ile donatilsin. Ayni siralama ve aligilmis islemlerle ¢; =

{(an) s an € R, 77 |a,| < co} kiimesi Argimedyan Riesz uzayidir. Ayrica

(o), () = (5 b = )

bi¢iminde tanimlanan d : £, X {,, — {1 doniisiimii ile X = /, bir ¢;-tam sirali vektor

metrik uzaydir. Ek olarak, X icinde genel terimi

2 m=1

33

=¢1/2 , 2<m<n+1

—_

, m>n+1

olan (z,) = ((«},)) dizisi tanimlansin. Bu (z,,) dizisi sira azalan bir dizidir ve z, L

1=(1,1,...) olur. Bu dizinin tiim terimleri 1 sabit dizisi ile kiyaslanamadigindan (b)
sartt saglanmaz. Ancak f(z) = x/2 kural ile tamimlanan f : ¢, — {,, fonksiyonu
monoton ve vektorel siireklidir. Her z € {, i¢in, f(x) < 2z ve f fonksiyonu (3.1) sartim

k = 1/2 degeri icin sagladigindan, f’in tek sabit noktasi 0 = (0,0,...) elemanidir.

Teorem 3.1.1 (b) veya Teorem 3.1.3 (b) sartlarinmn varhg Teorem 3.2.1 (b) sartinin
da varligini gerektirir. Tersine herhangi z,y,2 € X elemanlan i¢in y < = < z iken
d(z,z) < d(y,z) ve Teorem 3.2.1 (b) gecerli ise iteratif dizinin monotonlugundan,

Teorem 3.1.1 (b) ve Teorem 3.1.3 (b) de gecerlidir. (Not 1, [19]).
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Siradaki teorem ile monoton fonksiyonlarin hangi kosul altinda sabit noktasinin var

oldugundan ve bu noktanin tekligi i¢in hangi kosullarin gerektiginden bahsedilecektir.
3.2.2. Teorem

X bir E-tam sirali vektor metrik uzay olsun ve (1) sart1 saglansin. Ayrica f: X — X

(3.1) sartin1 saglayan monoton bir fonksiyon ve
(a) f vektorel siirekli veya

. . y dE . .
(b) (z,) dizisi her n i¢in z, S z,y; kogulunu saglasin ve x,, = x iken, her n,, icin

T, S x olacak gekilde bir (x,,,) alt dizisine sahip olsun.

Eger f(u) < u olacak bi¢imde bir u € X varsa, f fonksiyonunun X i¢inde bir tek sabit

noktasi vardir.
3.3. Monoton Olmayan Fonksiyonlarin Teoremleri
Simdi de monotonluk sartindan daha zayif bir sartla sabit nokta teoremi verilecektir.

3.3.1. Teorem

X bir E-tam sirali vektor metrik uzay olsun ve (1) sarti saglansin. Ayrica f: X — X
(3.1) sartim saglayan bir fonksiyon olmak iizere her z,y € X i¢in z < y iken f(z) <

f(y) ve asagidakilerden biri
(a) f vektorel siirekli veya

. .. dE . .. )
(b) (z,,) dizisi her n i¢in x,, S z,,41 ve x,, = x iken her n,, i¢in x,,, < z olacak sekilde

bir (z,,,) alt dizisine sahip olsun.

Eger f(u) < u olacak bigimde bir u € X varsa f fonksiyonunun X i¢inde bir tek sabit

noktas: vardir.
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fspat

Oncelikle u = x¢ alinsin ve (x,,) dizisi her n icin z,, = f(x,_;) biciminde tanimlansin.
Her n igin z,,1 = f""(z9) ve f fonksiyonu kargilagtirilabilir elemanlar
karsilagtirilabilir elemanlara doniigtiirdiigiinden, hipotez geregince her n icin x, ve
Ty karsilagtirilabilirdir. Ispatin geri kalan kism Teorem 3.2.1%in ispatinda oldugu

gibi yapilir.

Ornek

X ={(z,0),(0,x) : x € [0,1]} iistiindeki siralama

(2,0) 2 (y,0) @z <yve (0,2) 2 (0,y) S x<y z#0, y#0

olmak iizere R? daha 6nce de bahsi gecen koordinat siralamasi ile donatilsin. Bununla

birlikte d : X x X — R? doniisiimii
1

A(2.0),0.5) = (20 4y +2)

bi¢iminde tamimlansin. Bu durumda d déniisiimiiyle X uzay1r R2-tam sirali vektor
metrik uzaydir. Ayrica f : X — X fonksiyonu = € [0,1] i¢in f((z,0)) = (0,2) ve
z € (0,1] i¢in f((0,2)) = (0,1 — %) olsun. Bu durumda f vektérel siireklidir, fakat
monoton degildir. Her = € [0, 1] i¢in, (0,2) = f((0,z)) olur ve f fonksiyonu (3.1)
sartin1 k = 1/2 icin saglar. Burada (0,0) ve (0,2) elemanlar1 f fonksiyonunun sabit
noktalaridir. Tipki (1,0) ve (0, 1) elemanlarmin X iginde alt ve iist sinirlart olmadigt
gibi (0,0) ve (0, %) elemanlarimin da X iginde alt ve iist sinirlar yoktur. Bu yiizden f
fonksiyonunun sabit noktas: tek degildir. Ayrica [18]'de metrik uzaylar igin verilmis
olan Teorem 7 bu &rnege uygulanamaz ciinkii X iistliindeki herhangi bir reel degerli

metrik i¢in f biiziilme doniigiimii degildir.
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4. IKILI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu bdéliimde sirali vektor metrik uzaylar iistiinde énce karma monoton 6zellige sahip
olan fonksiyonlar icin ikili sabit nokta sonuclari verilecektir. Daha sonra bu sonuclar
¢ift monoton Ozellige sahip olan fonksiyonlar i¢in tekrar yorumlanacaktir. Son olarak
bu iki monotonluk &zelligine de sahip olmayan fonksiyonlar i¢in sabit nokta sonuclari

verilecektir.

4.1. Karma Monoton Ozellige Sahip Fonksiyonlarin Teoremleri

Bu kesimde sonuclara ge¢meden 6nce karma monoton 6zellige sahip fonksiyon ve ikili
sabit nokta gibi kavramlar hatirlatilacaktir. Verilen sirall bir (X, <) kiimesindeki
siralama vasitasiyla X? distiinde bircok siralama tanimlanabilir. Ornegin her

s,r,x,y € X elemani icin

(s,7) % (zyy) & s=zxvey<r

bi¢iminde verilen bagint1 X? iistiinde tanimlanabilecek siralama bagintilarindan biridir.
Bu bagint1 bu kesimde 6nemli bir yere sahiptir. X sirali bir kiime iken aksi belirtilene
kadar X? iistiindeki siralamanin bu oldugu diisiiniilecektir. Ayrica bir T : X? — X

fonksiyonu herhangi iki s,7 € X ve her x,y € X elemanlar: icin s < r iken

T(s,y) 2 T(r,y) ve T(x,r) 2 T(z,s)

kogulunu saglarsa, bu fonksiyon karma monoton 6zelligine sahiptir denir. Diger yandan,
T : X? — X bir fonksiyon olmak iizere, bir (z,y) € X? elemani i¢in T'(z,y) = = ve
T(y,x) = y saglanmiyorsa bu elemana T fonksiyonunun ikili sabit noktasi denir [20].

4.1.1. Teorem

X E-tam swrali vektor metrik uzay ve T : X? — X karma monoton ozellige sahip

fonksiyon olsun. T" vektorel siirekli veya X asagidaki iki 6zellige sahip olsun:
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. o 4B . .
(i) (z,) sira artan bir dizi ve z,, = x iken her n i¢in z,, < z,
.. C 4dE . .
(ii) (yn) swra azalan bir dizi ve y, i y iken her n icin y < y,.

Ayrica T fonksiyonu z < z, y < w koguluyla alinan her z,w,y,z € X ve bir k € [0,1)

icin

d(T(z,y),T(z,w)) <

N | 3

[d(x, 2) + d(y, w)]

biiziilme sartim saglasin. Eger s < T'(s,r) ve r = T(r,s) olacak gekilde s,r € X

elemanlar mevcutsa T fonksiyonun X?2 icinde ikili sabit noktas1 vardir.

fspat

Oncelikle s = x ve r = g olsun. Her n icin 2, = T(2p_1, Yn—1) Ve Yn = T(Yn_1, Tn_1)

bi¢iminde tanmimlanan (x,) ve (y,,) dizileri i¢in

Tpy1 = T(-I'na yn) = T<T(xn717 yn71)> T(anla xnfl))

= T2 (xnfh ynfl) = T2 (T<xn727 yn72)7 T(ynf% xan))

= TS(fEn—m yn—Q) = TS(T(%—?” yn—?))a T(yn—?n %—3))

=T"(z1,151) = T™(T (0, y0), T (yo, x0)) = T (o, yo)

elde edilir. T" karma monoton 6zellige sahip oldugu icin

xo = T(x0,y0) = 21

< T(x1,y1) = T*(z0,y0) = T2

< T(xa,y2) = T3(z0,y0) = 3
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2T (p—1,Yn—1) = T™ (20, yo) = T,

olur. Benzer gekilde yn1 = T"(y1,21) = T"(T(yo,20), (0, %)) = T (yo, z0) ve
Yo = Y1 = -+ = yp elde edilir. Boylece her n icin

d(~Tm xn—i—l) = d(T(ajn—b yn—l)> T(xna yn))

k

< E[d(ﬂjnfl, xn) + d(ynfh yn>]

= _[d(T<xn—27 yn—Q)ﬂ T('In—ly yn—l)) + d(T(yn_z’ xn_Q)’ T(yn—b mn—l))]
k [k k

< 5 §[d(xn—27 xn—l) + d(yn—27 yn—l)] + §[d<yn—27 yn—l) + d<xn_27 In_l)]
]{32

5 [d('xn*% ‘CCn,l) + d(ynf% ynfl)]

k3
< E[d(wn_g, IL‘n_2> + d<yn—3a yn—Q)]

kn
< 7[d(x0, z1) + d(yo, y1)]

ve benzer sekilde d(y,, Yni1) < g[d(xo, x1) + d(yo, y1)] saglanir. Dolayisiyla her p ve n

icin

d<xn7 xn-l—P) < d<xn7 xn—l—l) + d(xn—i-h xn+2) +--+ d(xn—i-p—la xn—l—p)

kn Ll Jentp—1
< (?4_ 5 NI 5 ) [d(x0, 1) + d(Yo, y1)]
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ve benzer sekilde d(yy, Ynip) < %[d(mo,xl) + d(yo,y1)] elde edilir. E Argimedyan

Riesz uzay1 oldugundan (x,) ve (y,) E-Cauchy dizileridir. X uzaymin E-tamhgmdan
T L2 ve Yn s y olacak sekilde z,y € X elemanlar1 vardir. Bu yiizden a, | 0, b, | 0
ve her n igin d(z,,z) < an, d(y,,y) < b, kogullarm saglayan (a,) ve (b,) dizileri E

icinde mevecuttur. Ispatin geri kalan kismu iki durum icin ayri ayri incelenecektir.

1. Durum: T vektorel siirekli olsun. Bu durumda ¢, | 0O ve her n icgin

d(T(xn,yn), T(z,y)) < ¢, olacak sekilde bir (¢,) dizisi E i¢inde mevcuttur.
Bu yiizden her n icin
d(T(z,y), ) < d(T(2n, yn), T(2,y)) + d(T (2n, yn), )

< e+ d(xpgq, )

<cept+apyr <o tay

oldugundan d(T(x,y),z) = 0 elde edilir ki bu da T'(z,y) = x oldugu anlamina gelir.

Benzer gekilde T'(y, x) = y sonucuna varilir.
2. Durum: Her n i¢in z, < x ve y =X y, olsun. Her n i¢in

d(T(z,y),x) < (T (@0, yn), T(x,y)) + d(T (20, yn), ¥)

<

~

N |

[d(xm .%’) + d(yna y)] + d('rnJrla l’)

[an + bn] + Qp+1 < Ebn + %an

<
= 2 2

N |

saglanir ve boylece d(T'(z,y),z) = 0 elde edilir ki, bu da T'(x,y) = x oldugu anlamina

gelir. Yine benzer sekilde T'(y, z) = y sonucuna varilir.

Yukaridaki teorem sabit noktanin varligini garanti eder ve uygun bir kosul altinda
fonksiyonun vektorel siirekli olmasinin gerekmedigini gosterir. Ancak bu teorem ikili

sabit noktanin tekligi i¢in yeterli degildir.
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Ornek

X ={2,3} C N* kiimesi alinsin. X? iistiinde

(z,9) < (s,7) & s = kx ve y = Ir olacak sekilde k,l € N var

bi¢iminde tanimlanan baginti bir siralama bagintisidir. Ayrica £ = R alinsin ve
aligilmig siralama ile donatilsin. Bu durumda X bir E-tam sirali vektor metrik uzay
olur. Bununla beraber T : X? — X fonksiyonu T(2,3) = T(3,3) = 2 ve
T(3,2) = T(2,2) = 3 bigiminde tanimlandiginda Teorem 4.1.1’in biitiin hipotezleri
saglanir. T ikili sabit noktaya sahiptir, fakat bu sabit nokta tek degildir, ¢iinkii (2, 3)

ve (3,2) elemanlarinin ikisi de 7" fonksiyonun ikili sabit noktalaridir.

Bu nedenle ikili sabit noktanin tek olmasi i¢in Teorem 4.1.1’in hipotezlerine ek bir
kosul koyulmast zorunludur. Bu teoremdeki kosullara ek olarak, X? Dedekind
(0-)tam veya bir latis olursa ikili sabit noktanmn tekligi elde edilebilir. Ayrica X2
kiimesindeki herhangi iki (x,y) ve (s,r) elemanlarn kargilagtirilabilirlerse veya bu
elemanlarin supremumu olan (z,y) V (s,7) = (x V s,y A r) ve infimumu olan
(,y) A (s,7) = (x A s,y V r) elemanlardan en az biri X? kiimesi iginde mevcut olursa
ikili sabit nokta yine tek olur. Ancak, bu sartlardan daha zayif olan bir sart Teorem
4.1.1’in hipotezlerine eklenirse de ikili sabit noktanin tekligi elde edilebilir. Bu sart,

X? kiimesinin herhangi iki (x,y) ve (s,7) eleman1 igin

(1) {(x,y), (s,7)} kiimesinin bir alt sinir1 veya iist siir1 X2 iginde var olmasi veya,

(2) (z,y) ve (s,r) ile kargilagtinlabilecek bir (z,w) € X? var olmasidir. Bu yiizden bir

sonraki teoremde bu sartlardan biri kullanilacaktir.

4.1.2. Teorem

Teorem 4.1.1°in hipotezlerine (1) sart1 eklenirse, 7" fonksiyonunun ikili sabit noktas tek

olur.
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fspat

T fonksiyonun diger bir ikili sabit noktasinin (s, r) elemani oldugu kabul edilsin. Burada

d((s,r),(z,y)) = 0 oldugu iki durumda ayr1 ayr1 gosterilecektir.

1. Durum: (s,r) ve (z,y) elemanlar kargilagtirilabilir olsun. Bu durumda

d((z,y),(s,r)) = d(z,s) +d(y,r)
= d(T (2,y),T(s,r)) + d(T (y,2),T(r, s))
<kld(z,s) +d(y,r)] = kd((z,y),(s,7))

elde edilir ki k € [0, 1) oldugundan d ((z,y), (s,)) = 0 saglamr.

2. Durum: (s,r) ve (x,y) elemanlarn karsilagtirilabilir olmasin. Bu durumda
{(x,y), (s,r)} kiimesinin bir alt ya da iist sinir1 olan (21,2) € X? vardir. Bagka bir
deyisle (z,y) ve (s,r) ile kargilagtirilabilir bir (z1,22) elemam vardir. Boylece
(T (z,y),T" (y,x)) = (x,y) ve (T™(s,r), T"(r,s)) = (s,r) elemanlar1 her n i¢in

(T™ (21, 22) , T" (22, 21)) ile kargilagtirilabilirdir. Buradan her n igin
d((z,y),(s,7) = d((T" (x,y) , T" (y.2)) . (T"(s,7), T"(r, 5)))
<d((T" (2,9), T (y,2)) , (T" (21,22) , T" (22, 21)))
+d((T" (21, 22) T (22, 21)) , (T"(s,7), T" (1, 5)))
<A ([d (2, 21) + d(y, 22)] + [d (21, 8) + d (22,7)])

elde edilir. E Arsimedyan Riesz uzay1 oldugundan d (s, r), (z,y)) = 0 sonucuna varilir.

Bir sonraki teorem, Teorem 4.1.1'in hipotezlerine ek olarak X iizerine belirli bir gsart

koyuldugunda ikili sabit noktanin bilegenlerinin egit oldugunu gostermektedir.
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4.1.3. Teorem

Teorem 4.1.1’in hipotezlerine ek olarak, X icinde alinan her eleman ¢ifti icin bir alt

veya iist sinir var olursa 1" fonksiyonunun ikili sabit noktasinin bilegenleri esit olur.

jspat

Oncelikle T fonksiyonunun ikili sabit noktast (z,y) olsun. Burada iki farkli durum da

ayr1 ayri incelenmelidir.

1. Durum: Eger = ve y kargilagtirilabilir elemanlar olursa

d(z,y) = d(T(z,y),T(y,x)) < kd(z,y).

elde edilir. Bununla beraber k € [0, 1) oldugundan = = y sonucuna ulagilir.

2. Durum: Simdi de z ve y kargilagtirilamayan elemanlar ve {z,y} kiimesinin bir iist

sinir 2z olsun. Bu durumda

T(x,y) 2 T(z,y) veT(x,y) = T(x,2) ve

T(y,x) 2 T(z,x) ve T(y,x) = T(y,2)

saglanir. T' fonksiyonunun karma monoton 6zelliginden her m icin

T (2, y) = T™(T(z,y), T(y, ) < T™(T(z,y),T(y, 2)) = T (z,y),

TNz, y) = T™(T(x,y), Ty, 7)) = T™(T(x, 2), T(2,2)) = T (x, 2),

Tm+1(y7x) = Tm(T(y,ZL‘),T(I,y)) = Tm(T(Z,ZL‘),T(.I,Z>) = Tm+l(z7x)=

Ty, 2) = T™(T(y,2), T(x,y)) = T™(T(y, 2), T(2,y)) = T (y, 2)

elde edilir. Boylece
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d(z,y) = d(T™(z,y), T (y, x))

S A(T(T™(x,y), T (y, ), T(T™(x, 2), T™ (2, x)))

+d(T(T™(x, 2), T™(z,x)), T(T™(z,2), T™(x, 2)))

+d(T(T™ (2, 2), T"(x, 2)), T(T™ (y, x), T (x, y)))

olur. T fonksiyonunun ayni zamanda bir biiziilme doniisiimii olmas1 sayesinde

DO | T

d(z,y) < (T (x,y), T™(x, 2)) + d(T™(y, ), T™ (2, x))

+d(T"(z,2), T™(z,z)) + d(T™(z, ), T (z, 2))
+d(T™(z,2), T"(y, x)) + d(T™ (x, 2), T" (, y))]
= k[d(T™(2,y), T™ (2, %)) + d(T™(, 2), T™ (2, 2))) + d(T™ (2, 2), T (z,y))]

elde edilir. Boylece d(z,y) < k™™ d(x,z) + d(z,y)] olur ki, buradan da E’nin

Argimedyan Riesz uzay1 olmasi sebebiyle d(x,y) = 0 sonucu ¢ikar.
Ornek

X =l smirh reel say1 dizileri kiimesi ve E = ¢; kiimesi dogal siralama ile donatilmisg
olsun. Bu durumda /., ve ¢; Dedekind (o-)tam Riesz uzaylari olur. Ayrica her z,y € (
icin d(z,y) = (35 |, — ya|) bi¢iminde tammlanan d : (o X (s — ¢, doniigiimii bir
vektor metrik ve X = /. ise bu metrik ile bir /;-tam sirali vektér metrik uzayi olur.
Bu arada tiim terimleri 1 olan sabit dizi 1 ile gosterilecektir. T (z,y) = %x — l—lly—l— 9.1
bigiminde tanimlanan T : ({,)? — /., fonksiyonu £, iistiinde karma monoton 6zellige
sahiptir. Bu fonksiyon ayni zamanda vektorel siireklidir ve k = % sabiti i¢in biiziilme
sartim1 saglar. Ustelik (/) icinde alinan her eleman cifti icin bir iist ve alt smur
mevcuttur. Boylece son teoremin tiim hipotezlerinin saglanir. Sonu¢ olarak, 7" bir tek

ikili sabit noktaya sahiptir ki, bu da (11.1,11.1) elemanindan bagkasi degildir.
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X kiimesinin Dedekind (o-)tam olmasi durumunda z = y oldugunu gérmek zor degildir.
Ancak, daha once belirtildigi gibi Teorem 4.1.3’de kullanilan sart bundan ¢ok daha
zayiftir. X? kiimesinde alinan her eleman cifti icin bir iist veya alt smnir varsa bu X
kiimesinin bir latis olmasimi gerektirmektedir. Teorem 4.1.1’in hipotezlerine (1) sart1
eklendiginde sadece ikili sabit noktanin tekligi degil, ayn1 zamanda bilegenlerinin egitligi
elde edilir. Ancak, X kiimesinden alinan her eleman cifti icin yalnizca bir alt sinir ya
da yalmzca bir iist smir olmast durumu X? icinde aliman her eleman ciftinin en az bir
alt veya iist sinir1 olmasini gerektirmez. Ornegin, X = {1,2,3} C N* kiimesi ilk b&liim
birinci 6rnekte bahsi gecen siralama ile donatilmig olsun. Bu durumda 1 elemaninin X
icinden alman her eleman cifti icin bir alt simir oldugu kolayca goriilebilir. Ancak, X2
kiimesinden alinan (3,2) ve (2,3) eleman ¢ifti i¢in ne bir alt sinir ne de bir iist sir

vardir.

Diger yandan, Teorem 4.1.1'de bahsedilen s ve r elemanlarinin karsilagtirilabilir

elemanlar olmasi durumunda ikili sabit noktanin bilegenleri egit olur.
4.1.4. Teorem

Teorem 4.1.1 in hipotezlerine ek olarak, s ve r elemanlar1 karsilagtirilabilir ise T'

fonksiyonun (z,y) ikili sabit noktasmin bilegenleri egittir.
fspat

Theorem 4.1.1 geregince s < T'(s, ) oldugu biliniyor. Oncelikle s < r olmas1 halinde her
nicin x, = y, saglandig gosterilecektir. Bunun i¢in tiimevarim yontemi kullanilacaktir.
Eger s < rise T karma monoton 6zellige sahip oldugu i¢in 1 =T (s,7) X T'(r,s) =y

elde edilir. Simdi baz n ler i¢in z,, <y, olsun. Bu durumda
Tpt1 = Tn+1 (Sa T) = T(TH(S, T)a Tn(r7 S)) = T(xn7 yn) j T(yn7 'rn) = Yn+1,

o L e d,E d,E .
oldugundan, her bir n icin x,, = y, elde edilir. Ayrica z,, = x ve y, — y oldugundan

E i¢inde a, | 0, b, | 0 ve d(z,,x) < an, d(yn,y) < b, olacak sekilde (a,,) ve her n i¢in

(b,) dizileri mevcuttur. Boylece
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d(z,y) <d(x,T" (s, 7)) +d(T"(s,7), T (r, 5)) + d(T"F(r, 5), )
< gy + d(T(T(s,7), T (r, 5)), T(T"(r,5), T"(5,7))) + bnta
< ap + kd(T"(s,7), T™(r, s)) + by
< ap + k[d(T™(s,7),x) + d(x,y) + d(y, T™(r, s))] + by,
< (k+1)(an +b,) + kd(z,y)
ve buradan (1 — k)d(z,y) < (k + 1)(a, + b,) elde edilir. Esitsizligin sag tarafinin
infimumu 0 oldugundan d(z,y) = 0 olur. Benzer gekilde » < s olmasi halinde her bir n

i¢in y, = x, sonucuna varilir ki, bu da d(z,y) = 0 olmasim gerektirir.

Buraya kadar elde edilen sonuclarda E’nin 6zel olarak R secilmesi ve alisilmig siralama
ile donatilmasi durumunda [20]’de bashedilen sonuglar elde edilmis olur. Yani bahsi
gecen calisma bu caligmanin 6zel bir durumu haline gelmis olur. Simdi verilecek 6rnek

bunu vurgulamaktadir.
Ornek

X ={(0,z):x €[0,1]} U{(z,0) : z € [0,1]} ve E = R? ve koordinat siralamas: ile

donatilmig olsun.

Bir d : X x X — R? déniisiimii

4((@,0), (,0)) = (5 o =yl o — )

4((0,2),0,6)) = (}2 —l, 5 |2 )

1

A((@,0), 0,)) = (o +y0+ 50

biciminde tamimlansin. Bu durumda d bir vektér metriktir, X kiimesi R?-tam siral
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vektor metrik uzayidir ve E = R? bir Arsimedyan Riesz uzayidir. Ayrica

T((0,2). (0,)) = (5571~ ),0)

—~

T((va) 7<y70)) —SL’,O)

T ((x,0),(0,y)) = (0, )

biciminde tanimlanan 7' : X? — X fonksiyonu X iizerinde karma monoton ozellige
sahiptir. Ayrica T' vektorel siireklidir ve biiziilme sartin1 & = 3/4 sabiti i¢in saglar.
Bununla birlikte (0, 0) elemani X i¢inde alinan her eleman ¢ifti i¢in alt sinirdir. Béylece
yukaridaki tiim teoremlerin hipotezleri saglanmig olur. Bu yiizden T bir tek ikili sabit
noktaya sahiptir ve bu ikili sabit noktanin bilegenleri birbirine egittir. Gergekten (0, 0)
elemani 7" fonksiyonunun tek ikili sabit noktasidir. Burada en 6nemli kisim ise [20]'de
elde edilen sonuclarin bu érnege uygulanamayacak olmasidir, ¢iinkii 7" fonksiyonu X

iistiinde tanimlanacak herhangi bir reel degerli metrik ile biiziilme d6niigiimii olamaz.

Theorem 4.1.1’de yer alan s < T(s,r) ve r = T(r,s) sart1 yerine T(s,r) < s ve

T(r,s) = r sart1 koyulursa benzer sonuglar elde edilir.
4.1.5. Teorem

X (1) sartim saglasin ve T : X? — X fonksiyonu X iistiinde karma monoton 6zellige

sahip olsun. T vektorel siirekli veya X agagidaki iki 6zellige sahip olsun:
: o 4E . .

(i) (x,) swra artan bir dizi ve z,, = z iken her n i¢in z,, < z,

(ii) (yn) swra azalan bir dizi ve y, o8 y iken, her n i¢in y < y,.

Ayrica T fonksiyonu z < z, y < w koguluyla alinan her z,w,y,z € X ve bir k € [0,1)

i¢in
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d(T(z,y), T(z,w)) < 5ld(z,2) + d(y, w)]

biiziilme sartini saglasin. Eger T'(s,r) < s ve T(r,s) = r olacak gekilde s,r € X

elemanlar1 mevcutsa, T' fonksiyonunun X? icinde bir tek ikili sabit noktas: vardir.
fspat

Bu teoremin ispatinda Teorem 4.1.1’in ispatindaki adimlar takip edilecektir. Oncelikle
s = xg ve r = gy olarak belirlensin. Ayrica her n i¢in T™ (xq, yo) = =, ve T™ (yo,xo) =
Y, olsun. T fonksiyonunun karma monoton 6zellige sahip olmasi , T (zg,y0) = o ve

T (yo, xo) = Yo saglanmasi sebebiyle
Ry XXy XX 2% Ve Yo XY DY D DY o

olur. Theorem 4.1.1°in ispatina benzer gekilde

n

d(%,%ﬂ) < T[d(ﬁowl) + d(y07yl)]

A(Yns Yny1) < - [d(w0, 1) + d(yo, 1))

2
elde edilir ve buradan (x,) ve (y,) dizilerinin birer E-Cauchy dizisi oldugu goriiliir.
X’in E-tamhgindan z, L ve Yn e y olacak sekilde X icinde x ve y elemanlar
vardir. Dolaywsiyla a,, | 0, b, | 0 ve her n i¢in d(x,,z) < an, d(yn,y) < b, olacak
sekilde E i¢inde (a,) ve (b,,) dizileri vardir. Yine Teorem 4.1.1'in ispatinda oldugu gibi
T fonksiyonunun vektoérel siirekli olmasi durumunda (z,y) elemani 7" fonksiyonun bir
ikili sabit noktas1 olur. Bu yilizden diger duruma odaklanilirsa z, Y 2 ve her n icin

Tn = x oldugundan

d(T(z,y),z) < d(T(2,y), T(2n, yn)) + d(T (T, Yn), T)

<

N |

[d(2, zn) + d(y, Yn)| + d(Tn11, 7)

k 3k
[an + bn] + Ap41 < _bn + - Qn

<
2 2

o |
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elde edilir. Boylece d(T(x,y),x) = 0, yani T(xz,y) = x olur. Benzer bir sekilde.

T(y,z) = y sonucuna ulagilir.

X uzayindaki vektorel yakinsak ve karsilagtirilabilir ardigik terimlere sahip olan her
dizinin, her bir terimi dizinin limitiyle kargilagtirilabilir bir alt dizisi varsa T': X? — X
fonksiyonu bir ikili sabit noktaya sahip olur. Yani X agagidaki sart1 saglamasi halinde

bu varhktan soz edilebilir:

(iii) X uzayinda bir x elemanina vektorel yakinsak ve her n i¢in z,, < x,,; kogulunu
saglayan (x,) dizilerinin her n,, i¢in z,, < x kosulunu saglayan bir (x,, ) dizisi var

olsun.

4.1.6. Teorem

X, (1) sartim saglayan bir E-tam sirali vektor metrik uzay ve T : X? — X karma
monoton ozellige sahip olan bir fonksiyon olmak iizere, X iizerinde T" vektorel siirekli
olsun veya X (iii) sartin1 saglasin. Ayrica T fonksiyonu z < z, y < w kosuluyla alinan
her z,w,y,z € X ve bir k € [0, 1) i¢in

d(T(x,y),T(z,w)) < Sld(z, 2) + d(y, w)]

o |

biiziilme sartim saglasin. Eger T'(s,r) < s ve (r,s) = r veya s < T'(s,r) ve r = T(r, s)
olacak sekilde s,r € X elemanlar: mevcutsa T fonksiyonun X? icinde bir tek ikili sabit

noktast vardir.

fspat

Oncelikle s = 2, 7 = 7 olarak belirlensin ve her n icin 7™ (xg, yo) = 2, T™ (Yo, To) =
Y, olsun. Ayrica xo = T (zo,y0) = x1 ve yo = T (yo, o) = 1 (veya zo = T (0, Y0) = 21
ve yo = T (yo,x0) = y1) oldugu kabul edilsin. Teorem 4.1.1’in (veya Teorem 4.1.5’in)
ispatinda takip edilen prosediiriin benzeri burada uygulanirsa, her n i¢in z,,.1 < x,, ve

Ynt1 S Yn oldugundan
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n

d<xn7 anrl) g ?[d<£[}0, 1’1) + d(y(h yl)]

A(Yns Ynt1) < 7[d($0, 1) + d(yo, y1)]

elde edilir. Boylece ve (x,) (y,) dizilerinin E-Cauchy dizisi oldugu goriiliir. X uzay1
E-tam oldugundan ve z,, L 2 ve Yn oL y olacak sekilde z,y € X elemanlari mevcuttur.
Vektorel siireklilik durumu, Teorem 4.1.1’de yapilanlarla ¢cok benzer oldugundan ikinci
duruma odaklanilacaktir. Hipotez geregince (z,,) ve (y,) dizilerinin, biitiin terimleri bu

dizilerin limitleri olan y ve z ile kargilagtirilabilen (x,,,,) ve (y,,,) alt dizileri mevcuttur.

Buradan

d(T(z,y), =) < d(T(2,y), T (T, Yn,n ) + AT (20,0, Yo ), )

k
k k 3k
< Q[anm + bnm] + anm+1 < Ebnm + 70/71m

elde edilir. Ayrica a, | 0, b, | 0 oldugundan a,,, | 0, b, | O elde edilir ki, boylece
T(x,y) = x ve benzer gekilde T'(y, z) = y sonuglarina ulagilir.

Simdiye kadar elde edilen sonuclar aligilmig karma monoton 6zellige sahip fonksiyonlar
kullanarak olusturuldu. Bilindigi iizere, bu fonksiyonlar birinci degiskene gore sira artan
ve ikinci degiskene gore sira azalan fonksiyonlardir. Benzer gekilde, birinci degigskene
gore sira azalan ve ikinci degiskene gore sira artan fonksiyonlar kullanilarak benzer
sonuclar elde edilir. Sadeligi korumak adina, bu tiir fonksiyonlardan ikinci tip karma
monoton ozellige sahip fonksiyonlar olarak bahsedilecektir. Yani, bir T' : X? — X

fonksiyonu, eger herhangi s, € X ve her x,y € X icin
s 2r="T(ry) 2T(s,y) ve T(z,s) 2 T(z,r)
sartin1 saghyorsa, bu fonksiyon ikinci tip karma monoton 6zellige sahiptir denir.

Ornegin, T (x,y) = tan™' (y — ) kuralyla tanimlanan 7" fonksiyonu ikinci tip karma

monoton Ozellige sahiptir. Jimdi de Teorem 4.1.6 bu tip fonksiyonlar yardimiyla biraz
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daha esnetilecektir.

4.1.7. Teorem

X, (1) sartim saglayan bir E-tam sirali vektor metrik uzay ve T : X? — X aligilmig
veya ikinci tip karma monoton 6zellige sahip olan bir fonksiyon olsun. X iistiinde T'
vektorel siirekli olsun veya X (iii) sartim saglasin. Ayrica T' fonksiyonu z <z, y < w

koguluyla alinan her z,w,y,z € X ve bir k£ € [0, 1) i¢in

o |

d(T(z,y), T(z,w)) < Sld(z,2) + d(y, w)]
biiziilme gartini saglasin. Eger T'(s,r) < sve T(r,s) = rveyas 2 T(s,r) ver = T(r,s)
olacak sekilde s,r € X elemanlar: mevcutsa T fonksiyonun X? icinde bir tek ikili sabit

noktast vardir.

Ornek

X = R kiimesi alisilmig siralama ve mutlak deger metrigi ile donatilsin. Bu durumda
T (x,y) = § tan™! (y — z) kurali ile tammlanan T : R? — R fonksiyonu ikinci tip karma

monoton Ozelligine sahiptir ve (0,0) bu fonksiyonun tek ikili sabit noktasidur.

Anlasilacag: tizere ahgilmig veya ikinci tip karma monoton 6zellige sahip fonksiyonlar
bir degigskene gore sira artan iken diger degiskene gore sira azalandir. Bu nedenle,
yukaridaki sonuclarin benzerlerinin, her iki degiskene gére de sira artan veya azalan
fonksiyonlar icin de elde edilip edilemeyecegi sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun

cevabi bir sonraki kesimde verilecektir.

4.2. Cift Monoton Ozellige Sahip Fonksiyonlarin Teoremleri

Bu kesimde oncelikle c¢ift monoton o0zelligine sahip olan fonksiyonlar tanitilacak
ardindan bir onceki kesimde elde edilen sonuclar bu fonksiyonlar icin yeniden

yorumlanacaktir.
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4.2.1. Tanim

(X, <) sirali bir kiime olmak iizere, bir 7' : X? — X fonksiyonu her iki degigkene gore
sira artan veya sira azalan ise bu 7" fonksiyonu X {istiinde cift monoton 6zellige sahiptir

denir. Yani herhangi s,r € X ve her x,y € X elemanlar igin

T(s,y) 2 T(r,y) ve T(z,s) 2 T(x,7)
sXr= veya

T(r,y) 2 T(s,y) ve T(z,r) 2 T(z,s)
saglaniyorsa T' fonksiyonu X {istiinde ¢ift monoton &zellige sahiptir.

Ornegin X = [0,00) kiimesi ahsilmis siralama ile X? ise koordinat siralamas ile
donatilmis olsun. T (z,y) = 2% +y — 1 ve S(z,y) = 2~ kurallariyla tanimlanan 7'
ve S fonksiyonlari, X iistiinde ¢ift monoton 6zellige sahiptir. Burada T" fonksiyonu iki
degiskene gore sira artan iken S fonksiyonu sira azalandir. Cift monoton 6zellige sahip
fonksiyonlar ile sira artan veya sira azalan fonksiyonlar karigtirilmamahdir. Siradaki

ornek, kavramlar arasindaki fark: vurgulmasi yoniiyle énemlidir.

Ornek

X = [0, 00) kiimesi ahgilmig siralama, X? ise

(s,7) < (x,y) & s<zveya (s=zver <y)

sozliiksel siralama ile donatilsin ve T': X? — X fonksiyonu T (z,y) = = + y kurali ile
tanmimlansin. Herhangi dort s,r,x,y € X icin s <riken s+y<r+yves+x<r+ux
oldugundan T'(s,y) < T(r,y) ve T'(z,s) < T(x,r) elde edilir. Anlagilacag: tizere T
¢ift monoton 6zellige sahip iken dogal olarak karma monoton 6zellige sahip degildir.
Ayrica T sira artan degildir. Yani herhangi dort s, r, 2,y € X i¢in (s,7) < (z,y) olmasi
T(s,r) < T(x,y) olmasmi gerektirmez. Ozel olarak (s,7) = (1,4) ve (z,y) = (2,1)
segilirse, (1,4) < (2,1) olmasmma ragmen 7'(1,4) =5 > T'(2,1) = 3 oldugu goézlemlenir.
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Goriildiigii gibi cift monoton &zellige sahip fonksiyonlar sinifi, karma monoton 6zellige
sahip fonksiyonlar smifindan farklidir. Bu nedenle, bu yeni sinif i¢in yukaridaki
teoremlerin yeniden diizenlenmesi gerekmektedir. Boylece benzer sonuclar cift
monoton oOzellige sahip fonksiyonlar icin de elde edilecektir. Ancak bundan &nce

(X, <) siral bir kiime iken her s, 7, z,y € X icin

(s,7) < (zyy) & s=zver <y

biciminde tanimlanan bagintinin X? iistiinde bir swralama bagmtist oldugunu
hatirlatmakta fayda vardir. Bu siralama dogal siralama olarak da bilinen bir
siralamadir. Qimdi bu siralama vasitasiyla Teorem 4.1.7'nin c¢ift monoton o6zellige
sahip fonksiyonlara uyarlanmis hali verilecektir. Ancak ispati, bahsi gecen teoremin

ispatina ¢ok benzer oldugu gerekgesiyle verilmemigtir.

4.2.2. Teorem

X, (1) sartin1 saglayan bir E-tam sirali vektor metrik uzay ve T : X? — X ¢ift monoton
ozellige sahip olan bir fonksiyon olmak iizere X iistiinde T" vektorel siirekli olsun veya
X, (iii) sartim saglasin. Ayrica T fonksiyonu, x < z, y < w koguluyla alinan her
z,w,y,x € X ve bir k € [0,1) igin

d(T(z,y), T(z,w)) < Fld(x, 2) + d(y, w)]

N | 3

biiziilme gartin saglasin. Eger T'(s,7) < sve T'(r,s) < rveyas 2 T(s,r) ver 2 T(r,s)
olacak sekilde s,r € X elemanlari mevcutsa 7' fonksiyonun X? icinde bir tek ikili sabit

noktas: vardir.

Bu teorem vasitasiyla [18], [19] ve [20] c¢aliymalarinda ele alman fonksiyon
siiflarindan tamamen farkli bir simif icin sabit nokta sonucu verilmis olur. Boylece bu
calisma ile, literatiirde yer alan bircok c¢aligmanin odaklandigi problemlere de bir

cesitlilik kazandirilmistir.
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Ornek

X = E = R aligilmig siralama ve mutlak deger metrigi ile donatilsin. Bir 7' : X? — X

fonksiyonu, T’ (z,y) = $o+ 3y + o kurali ile tammlansin. Bu T iki degisken i¢in de sira

artan bir fonksiyon oldugundan cift monoton 6zellige sahip bir fonksiyondur ve k = 2

w

icin biiziilme sartin saglar. Ayrica, R? icinde alinan herhangi bir eleman ¢ifti icin bir
alt ve bir iist sinir vardir. R tam sirali oldugu i¢in, X i¢inde alinan vektorel yakinsak bir
dizinin herhangi iki terimi birbiriyle kargilagtirilabilirdir. Bu yiizden Teorem 4.2.2’nin
biitiin hipotezleri saglanmaktadir ve (1/2,1/2) elemani T fonksiyonunun bir tek ikili
sabit noktasidir. Ancak [20]’deki sonuglar bu érnege uygulanamaz, ¢iinkii 7' karma

monoton Ozellige sahip degildir.

4.3. Monoton Olmayan Fonksiyonlarin Teoremleri

Simdiye kadar, aligilmig ve ikinci tip karma monoton ve cift monoton 6zellige sahip
olan fonksiyonlar i¢in ikili sabit noktanin varlig: ile tekligi irdelendi. Ancak siradaki
teorem ikili sabit noktanin ne varligi ne de tekligi icin herhangi bir karma veya gift

monotonluk 6zelligi gerekmeyebilecegini gostermektedir.

4.3.1. Teorem

X, (1) sartim1 saglayan bir E-tam sirali vektor metrik uzay ve her z,w,y,z € X

elemanlarn icin 7 : X2 — X fonksiyonu

T (z,y) T (z,w) ve T (y,x) = T (w, z
(.9) < (z.) (0.9) 2T (z0) ve T (y,2) = T w,2)

veya
(vani z < z ve w <X y)

T(x,y) =T (z,w) ve T (y,x) < T (w, z)

kogulunu saglasin. X iistiinde T vektorel siirekli veya X, (iii) sartin1 saghyorken T'

fonksiyonu x < z, w < y koguluyla alinan her z,w,y,z € X ve bir k € [0, 1) i¢in

d(T(z,y), T(z,w)) < Sld(x, 2) + d(y, w)]

|
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biiziilme gartim saglasin. Eger T'(s,r) < sve T'(r,s) = rveya s 2 T(s,r) ver = T(r,s)
olacak sekilde s,r € X mevcutsa, T fonksiyonunun X2 icinde bir tek ikili sabit noktasi

vardir.

fspat

Her n i¢in s = xg, 7 = 4o, T" (z0,%0) = =n ve T (yo,xo) = Yy, olsun. Ayrica xy =<

T (x0,90) = x1 ve Yo = T (Yo, x0) = y1 (veya zo = T (20, 40) = x1 ve yo = T (Yo, o) =

y1) saglandigr kabul edilsin. 7' fonksiyonunun tanimi geregince ya x; = T (2, 40) =

T (z1,91) = z2 ve y1 =T (yo,z0) = T (y1,21) = y2 yada 1 =T (20, 50) = T (v1,51) =
xo ve Y1 = T (Yo,x0) = T (y1,21) = yo saglanir. Boylece her n i¢in z, < z,41 ve
Yn S Yn+1 oldugu sonucuna ulasihir. Burada, her n i¢in va z, < 41 € Ynt1 = Yn ya
da Tpi1 = Tn © Yn = Ynyr saglanir. Ispatin geri kalan kismi Teorem 4.1.6’nin ispatina

benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.3.1'in Teorem 4.1.7’yi genellediginin belirtilmesinde fayda vardir. Siradaki

ornek bu durumu aciklamasi agisindan onemlidir.

Ornek

X =10, 00) kiimesi d (z,y) = |z — y| mutlak deger metrigiyle ve

z,y €[0,1], 2 <y veya
T=Yy&
r,y € (n,n+1] (ne N, z<y.

biciminde tanimlanan siralama ile donatilmis olsun. Boylece s, r, z,y € X olmak iizere

X? iistiinde (s,7r) < (x,9) & s <z ve y < r bigiminde tamimlanan siralama i¢in

s,x €[0,1], s <z veya
s, € (nyn+1] (neNT), s<uz
(s,7) < (z,y) & ve

r,y €[0,1], r >y veya

ry € (nn+1] (neNT) r>y.

\



46

saglanir. £ = R alsilmus siralama ile donatilsin ve T : X2 — X fonksiyonu

(27 — 2
% ;LY € [07 1]
-2 10n —5
y—cw+ On , x,y € (2n—1,2n] (n € NT)
Tley) = +2( 5+1 )
‘ n5 Yo aye (2n,2n +1] (n € NT)
g , diger durumlarda
\

bi¢iminde tanimlansin. 7" fonksiyonu k& = 4/5 i¢in biiziilme sartini saglar. Boylece
Teorem 4.3.1’in biitiin hipotezleri saglanir ve T" bir tek ikili sabit noktaya sahip olur
ki bu da (1/2,1/2) dir. Ancak, T fonksiyonu X iistiinde herhangi bir karma veya ¢ift

monoton Ozellige sahip olmadigindan Teorem 4.1.7 bu 6rnege uygulanamaz.

Siradaki teorem cift monoton Ozelliginin ikili sabit noktanin ne varlhigi ne de tekligi
icin gerekmeyebilecegini gostermektedir. Bu teorem igin X? iistiinde tammlanan

siralamanin dogal siralama oldugu kabul edilecektir.

4.3.2. Teorem

X, (1) sartim1 saglayan E-tam sirali vektor metrik uzay ve her z, w,y,z € X igin

T(x,y) 2T (2,w) ve T'(y,x) 2T (w, 2
(5,9) < (2, ) (0,9) 2T (zw) ve T (y,) 2T (w, )

= veya
(yani z < z ve y < w)

T (z,y) =T (z,w) ve T (y,z) = T (w, 2)

kosulunu saglayan T : X? — X fonksiyonu tanmimlansin. X {istiinde T" vektorel siirekli
veya X, (iii) sartim1 saghyorken T fonksiyonu x =< z, y =< w koguluyla alinan her

z,w,y,x € X ve bir k € [0,1) igin

[N

d(T(x,y),T(z,w)) < Sld(z, 2) + d(y, w)]

sartii saglasin. Eger T'(s,r) = s ve T'(r,s) X r veya s < T(s,r) ve r < T(r,s) olacak

sekilde s,r € X mevcutsa T fonksiyonunun X? icinde bir tek ikili sabit noktas1 vardir.
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Siradaki iki not, bu boliimde elde edilen sonuglarla bir 6nceki bolimde ve haliyle [30]’de

elde edilen sonuclar arasindaki iligkileri vurgulamasi agisindan 6nemlidir.

Not

(a) T : X* — X fonksiyonu X iistiinde karma monoton (veya ikinci tip karma
monoton) Ozellige sahip olsun. Herhangi bir s € X ve her r € X i¢in Ty(r) = T'(r, s)
kurahyla tamimlanan 7 : X — X fonksiyonu sira artan bir fonksiyon olur. Bu se¢im
ile yukaridaki sonuglar [30]’da sira artan (veya sira azalan) fonksiyonlar i¢in elde
edilen sonuglar ile ¢akigir. Burada (z,y) € X? elemani T fonksiyonun bir ikili sabit
noktasi ise, y € X elemam T, fonksiyonunun ve z € X eleman ise T}, fonksiyonunun
sabit noktas: olur, ¢iinkii T,(y) = T'(y,x) =y ve T,(z) = T'(z,y) = « dir. Bunlara ek
olarak, eger T' fonksiyonunun ikili sabit noktas: (z,y) tek ise, T, ve T, fonksiyonlar:

cakigir ve x = y eleman1 bu fonksiyonlarin tek sabit noktasit olur.

(b) T : X? — X fonksiyonu X iistiinde karma monoton (veya ikinci tip karma monoton)
ozellige sahip olsun. Bu sonucun (a) kismindaki gibi herhangi bir s € X ve her r € X
i¢in T : X — X fonksiyonu Ts(r) = T'(s,r) bigiminde tanimlanirsa [30]’da bashi gegen

sira azalan (veya sira artan) fonksiyonlar icin elde edilen sonuglara ulagilmig olur.

(c) Eger (a) ve (b)’de karma monoton (veya ikinci tip karma monoton) 6zelligi yerine

¢ift monoton Ozelligi kullanilirsa benzer ¢ikarimlar yapilabilir.

(d) Eger (a) ve (b)’de 6zel olarak E = R alinirsa [20]'de elde edilen sonuglar ile [18]'de
elde edilen sonuglar ve [19]’da monoton fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuglar arasindaki

iligki anlagilabilir.

Not

Acikca anlasilabilecegi gibi her s, 7, z,y € X icin

(s,r) g (r,y) & x<sver =y
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biciminde tanimlanan bagint: bir siralama bagimtisidir. Ilk sekiz teoremde X2 iistiindeki
siralama bu siralama ile degistirilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa benzer sonuclar

elde edilebilir. Diger yandan her s,7,z,y € X igin
(5.,7) < (2,y) Sz < svey <7
bi¢iminde tamimlanan bagmnti da bir siralama bagmtisidir. Benzer sekilde Teorem

4.2.2’de ve Teorem 4.3.2’de X? iistiindeki siralama ile bu siralama degistirilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa benzer sonuclar elde edilir.
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5. SIRALI VEKTOREL BUZULMELER

Bu boliimiin ilk kesiminde 6nce vektorel sdzde biiziilmelerin tanimi yapilacak, metrik
uzaylarda ve sirali metrik uzaylarda yapilan tanimlarla arasindaki fark incelenecektir.
Daha sonra vektorel hemen hemen biiziilme tanimi yapilacak ve bu biiziilmeler igin
sabit nokta sonuclar verilecektir. Bu kesimde verilen tamimlar ve elde edilen sonuclar
[31] referans numarah calismada yayimlanmistir. Ikinci kesimde ise vektorel Pregié tipi
biiziilmeler i¢in sabit nokta sonuglar: verilmigtir. Bu sonuclar ise [32] referans numarali

calismada yayimlanmistir.

5.1. Sirali Vektorel Sozde ve Sirali Hemen Hemen Biiziilmeler

Daha onceden de bahsedildigi gibi Banach, Kannan, Chatterjea ve Zamfirescu
tarafindan elde edilen biiziilme tamimlarindan daha genel olan bir biiziilme tanimi

Ciri¢ tarafindan yapilmigtir [6]. Bu tanim su gekildedir:

5.1.1. Tanim

(X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olmak iizere, her z,y € X igin

d(T(x),T(y)) < hmax{d(z,y),d(z,T(z)),d(y, T(y)),d(z,T(y)),d(y, T(z))}

esitsizligini saglayan bir h € (0, 1) sabiti varsa, bu fonksiyona sozde biiziilme denir.

Bu tanim dogrultusunda herhangi bir Banach, Kannan, Chatterjea veya Zamfirescu
biiziilmesinin aslinda bir s6zde biiziilme oldugunun, ancak tersinin gecerli olmadiginin
da alt1 cizilmigtir. Bu kesimde bu tanimin daha genel bir hali sirali vektér metrik
uzaylarda yapilacaktir. Ancak gosterimde kolayligi saglamak adina MY ve SY
notasyonlar1, swasiyla {d(z,y), d(z,T(x)), d(y,T(y)), d(z,T(y)), d(y,T(x))}

kiimesinin (varsa) maksimumunu ve supremumunu gostermek i¢in kullanilacaktir.



50

5.1.2. Tanim

X bir sirali vektor metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olmak iizere, x < y olacak

sekilde secilen her x,y € X icin

d(T(x), T(y)) < hSy (5.1)

esitsizligini saglayan bir h € (0,1) varsa, bu fonksiyona sirali vektorel sozde biiziilme

denir.

Genel olarak, verilen herhangi bir kismi siralamaya gore, sonlu kiimelerde bile,
supremum ve maksimum kavramlari ¢akigmayabilir. Bir Riesz uzayinin sonlu bir alt
kiimesinin her zaman supremumu olmasina karsilik, bu kiimeden alinan herhangi iki
elemaninin  kargilagtirilabilir  olmamasi durumunda kiimenin bir maksimumu
olmayabilir. Ancak bir Riesz uzayinin, tiim elemanlari birbiriyle kargilagtirilabilen bir
sonlu kiimesinin ise maksimumu vardir ve supremumu ile cakisiktir. Ornegin, £ = R
kiimesinin alisilmig siralama ile donatildigini diigiiniiliirse, MY ve SY notasyonlarn ile
gosterilen elemanlarin ayni eleman oldugu acikca gozlemlenebilir. Bu nedenle, her
sirali sozde biiziilme bir sirali vektorel sozde biiziilmedir, ancak bunun tersi dogru
degildir (bkz. Ornek 5.1). Biraz énce de bahsedildigi iizere herhangi bir sirali Kannan,
Chattarjea ve Zamfirescu biiziilmesi de bir sirali vektorel soézde biiziilmedir.
Anlagilacag: iizere hem metrik hem de sirali metrik uzaylarda Kannan, Chattarjea,
Zamfirescu ve Ciri¢ tipi biiziilmeler icin elde edilen sonuclar siral vektdrel biiziilmeler

kullanilarak genellegtirilebilir.

Ornek

Sirasiyla X kiimesi ve bu kiime iistliinde tanimlanan 5 bagintis1 agagidaki gibi olsun:

X = {(0,0),(0,1),(1,0),(2,2)}

= {((0,0),(0,0)), ((0,0),(2,2)), ((0,1),(0,1)), ((0,1),(2,2)),
((1,0),(1,0)), ((1,0),(2,2)), ((2,2),(2,2))}
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Bu durumda her z,y € X icin

T2y (r,y) €8

bi¢iminde tanimlanan < bagintist X iistiinde bir kismi siralama bagintisidir. X kiimesi
bu siralama ile, £ = R? ise koordinat siralamasi ile donatilmig olsun. E bir Arsimedyan
Riesz uzayidir ve X, d ((z1,22), (y1,y2)) = (|x1 — y1|, |z2 — yo|) bi¢iminde tanimlanan

d: X? — FE déniisiimii ile E-tam sirali vektoér metrik uzaydir. 7' : X — X fonksiyonu

T((0,0)) =T((1,0)) = (0,1) ve

T((0,1) =T((2,2) = (1,0)

kurahyla tanimlanmig olsun. Bu durumda z =< y olacak sekildeki her x,y € X ve

h =1/2 i¢in T fonksiyonu

d(T(x), T(y)) < hS}

esitsizligini saglar. Yani T" bir sirali vektorel sozde biiziilme olur. Ancak, T" fonksiyonu
ne bir sozde biiziilmedir ne de bir sirali sézde biiziilmedir. Bu yiizden bu iki tiir biiziilme
doniigii icin elde edilen hi¢ bir sonu¢ bu érnege uygulanamaz. Gercekten, 6zel olarak

x=(0,1) ve y = (2,2) segilirse

{d(z,y),d(x, T(x)),d(y, T(y)), d(z, T(y)),d(y, T(x))} = {(2,1),(1,1),(1,2)}

olacaktir. Burada bu kiimenin MY maksimumu mevcut olmamasina ragmen, SY

supremumu (2, 2) elemanidir.

Daha o©nce de belirtildigi gibi, sirali soézde biiziilmeler, sézde biiziilmelerin
genellemesidir. Benzer sekilde sirali vektorel sozde biiziilmeler de sirali sozde
biiziilmelerin genellemesidir. Ancak bu caligmada sirali vektorel sézde biiziilmelerin
de genellemesi olan sirali vektorel hemen hemen biiziilmeler icin sabit nokta sonuclar

verilecektir.



52

Berinde, zayif biiziilme veya (0, L)-zayif biiziilme olarak adlandirdigi doniigimiin

tanimini su sekilde yapmgtir |7):

5.1.3. Tamm

(X, d) metrik uzay ve T': X — X fonksiyon olmak iizere, her z,y € X i¢in

d(T(x), T(y)) < od(x,y) + Ld (y, T(x)) (5.2)

esitsizligini saglayan bir 6 € (0,1) sabiti ve bazi L > 0 sabitleri varsa, bu fonksiyona

(0, L)-zayif biiziilme denir.

Daha sonra bu tiir biiziilmeler hemen hemen biiziilme adini almigtir. Berinde
caligmasinda herhangi bir Kannan, Chatterjee, veya Zamfirescu doniisiimii ya da
h € (0,1/2) kosulu altinda herhangi bir s6zde biiziilmenin zayif biiziilme oldugunun

altin ¢izmigtir. Ayrica zayif biiziilmeler icin sabit nokta sonuglari vermigtir [7].

5.1.4. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve T': X — X zayif biiziilme doniigiimii olmak iizere

(i) F(T) ={x € X : T(x) = x} kiimesi bog kiime degildir;

(ii) Herhangi bir zy € X elemam i¢in, (z,) Picard iterasyon dizisi bir 2* € F(T)

elemanina yakinsar;

(iii) Her n € N7 i¢in agagidaki egitsizlikler saglanir:

n

d(z,,z*) < . 6d(x0,x1)

)
d (In, I*> S md (xn—la xn)

Yine aym calismada Berinde, bu teoremin sabit noktanin varlig: i¢in yeterli olmasina
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ragmen tekligini garanti etmedigini vurgulamaktadir. Ancak yukaridaki teoremin

hipotezine ek olarak her x,y € X ic¢in

d(T(x),T(y)) < 0d(x,y) + Lid (y,T(x))

esitsizligini saglayan bir 6 € (0, 1) sabiti ve bazi L; > 0 sabitleri varsa T' fonksiyonun

bir tek sabit noktas1 vardir.

5.1.5. Tanim

X sirali vektor metrik uzay, T : X — X fonksiyon olmak iizere, x < y olacak gekilde

secilen her x,y € X icin

d(T(x),T (y)) < od(x,y) + Ld(y, T (x)) (5.3)

esitsizligini saglayan bir § € (0,1) ve bazi L > 0 sabitleri varsa, bu fonksiyona siral

vektorel hemen hemen biiziilme denir.

Siradaki Onerme sirali vektorel sozde bizilmeler ile sirali vektorel hemen hemen

biiziilmeler arasindaki iligkiyi gostermektedir.

5.1.6. Onerme

Eger SY supremumu {d(z,y), d(@,T(), dy,T(y), dT(), dyTe)}
kiimesindeki elemanlardan birine egit ise, herhangi bir A € (0,1/2) sabiti i¢in her

sirali vektorel sozde biiziilme bir sirali vektorel hemen hemen biiziilmedir.

Bu 6nermenin ispati, [23]'deki Onerme 3’iin ispati ile ¢ok benzer oldugundan
verilmeyecektir. Ancak bu onerme bu durum icin gerek ve yeter sart degildir. Bir
onceki ornek tekrar incelendiginde, x = (0,1) ve y = (2,2) alinrsa SY = (2,2)

supremumunun

{d(z,y),d(x, T(x)),d(y, T(y)), d(z, T(y)),d(y, T(x))} = {(2,1),(1,1),(1,2)}
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kiimesinin bir elemani olmadig1 acikca goriiliir. Ayrica h = 1/2 i¢in bu fonksiyon bir
sirali vektorel sézde biizlilmedir. Ancak bu fonksiyon § = 1/2 ve L > 1/2 alinmasi

durumunda bir sirali vektorel hemen hemen biiziilmedir.
Simdi sirali vektoérel hemen hemen biiziilmeler icin sabit nokta teoremi verilecektir.
5.1.7. Teorem

X E-tam sirah vektor metrik uzay, T': X — X fonksiyonu bir 6 € (0,1) ve baz1 L > 0

icin sirali vektorel hemen hemen biiziilme olmak tizere T sira artan bir fonksiyon ve
(i) T vektorel siirekli veya

. o dE . .

(ii) (z,,) swra artan bir dizi ve x,, L 2 iken her n icin z, < z olsun.

Eger u = T (u) olacak gekilde u € X varsa, T fonksiyonunun X iginde bir sabit noktasi

vardir.

fspat

Oncelikle u = z¢ olarak alnsm ve (z,) dizisi her n i¢in x, = T(z, ;) biciminde
tanimlansin. 7" sira artan bir fonksiyon oldugundan z¢ < 7' (x() ve bdyle devam edilirse
her bir n i¢in

$0jl’1 :T(l’o) j j$n+1 :T(l’n):Tn<l’0)

oldugundan (z,) sira artan dizidir. 7" fonksiyonu bir § € (0,1) sabiti ve baz1 L > 0

sabitleri icin sirali vektorel hemen hemen biiziilme oldugundan
d(zp, tpi1) = d (T (xp_1),T (x,)) < 0d(xp_1,2y) + Ld (2, T (x,-1))

esitsizligi saglanir. Ayrica z,, = T (z,—) ve dolayisiyla
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d(zp, Tpy1) = d(T (xp-1), T (z,)) < 0d(xp_1,xy)

oldugundan her n i¢in

d (Ina xn—‘rl) < o"d (xh x0>

esitsizligini saglanir. Bu yiizden herhangi n,p € X elemanlar: icin

d (xna xm—p) <d (xm xn—H) +--+d (xn+p—17 xn+p)

< (5” —+ 4 5n+p71) d([L’l,ﬁo)

571

<
1-9

d ('xla *1.0)

olur. Ayrica (6"/(1 —6)) d(x1,x0) } 0 ve E Arsimedyan Riesz uzay1 oldugundan (z,)
bir F-Cauchy dizisidir. X kiimesinin bir E-tam sirali vektor metrik uzay oldugu goz
Oniine alinirsa X icinde =z, Y ¢ olacak sekilde bir & elemaninin var oldugu sonucuna
ulagihir. Yani, F icinde a,, | 0 ve her n i¢in d (z,,z) < a, olacak sekilde bir (a,) dizisi

vardir. Ispatin kalan kisminda iki durum ayr1 ayr incelenecektir.

(i) 11k olarak 7" fonksiyonu vektérel siirekli olsun. Bu durumda E iginde b, } 0 ve her
nigin d (T (x,),T (x)) < b, olacak gekilde (b,) dizisi mevcuttur. Bu yiizden her n igin

d(z,T(x)) <d(z,T(zn)) + d(T (xn), T (2))
S d(x, 2np) +d (T (2n), T (2))
< Gpgr + by
<a,+b,
saglanir. Ayrica a,, + b, | 0 oldugundan 7' (z) = x sonucuna ulagilir.

e 1 .. dE . ..
(ii) Simdi de (x,) swra artan dizi ve x, = « iken her n i¢in x, < x olsun.
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Bu durumda her n icin
d(z,T (z)) < d(2, 2ps1) + d (24, T ()
= d(z, p1) +d (T (2n), T (2))
<d(z,xpy1) +0d(xn,x) + Ld (2, T (x,))
=d(x,2ps1) +0d (2, ) + Ld (2, 241)
<1+ L)d(x,xy1) + 0d (2, x)
=(1+L)ap1 + day,
<(I+L+9)a,
saglandigy goriiliir. Ayrica a,, | 0 ve dolayisiyla (1 + L + §) a,, | 0 oldugundan 7' (z) = x
sonucuna varilir. Yani iki durumdan da anlagilabilecegi iizere x elemani 7' fonksiyonun

sabit noktasidar.

Bu teorem sabit noktanin varligini garanti etmesine karsilik, bu noktanin tek oldugunu

sOyleyebilmek icin yeterli degildir. Siradaki 6rnek de bu durumu agikca gostermektedir.
Ornek

X = C0,1] ve < siralamasi [0, 1] {istiinde aligilmig siralama olmak iizere, herhangi iki

f,g € X icin
f=Rgeherxe|0,1] icin f(zx) <g(x)

biciminde tanimli < bagmtis1 X iistiinde bir kismi siralama bagintisidir. £ = R?

koordinat siralamasi ile donatilsin. Bu durumda her f, g € X icin

d(f,9) = (supseppq |f (@) = g (2)] . 25up,epo ) |f () — g (2)])
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bi¢iminde tammlanan d : X? — E doniisiimii ile X sirali vektor metrik uzay olur.
Ayrica T : X — X ozdeslik fonksiyonu, yani her f € X icin T(f) = f olsun. Bu
durumda T fonksiyonunun herhangi bir § € (0, 1) sabiti i¢in L > 1 — ¢ iken bir siral
vektorel hemen hemen doniigsiim oldugu acgiktir. Boylece Teorem 5.1.7’nin biitiin sartlar

saglanmis olur. Ancak T fonksiyonu sonsuz sayida sabit noktaya sahiptir.

Bu o6rnegin diger bir 6nemli yonii, herhangi bir sirali vektérel hemen hemen biiziilmenin
bir sirali vektorel s6zde biiziilme olmasinin gerekmedigini gostermesidir. Gercekten T
ozdeglik fonksiyonu oldugundan herhangi f,g € X fonksiyonlar icin d (T(f),T(g)) =
d(f,g) dir ve f < g iken

St =sup{d(f,9),d(f,T(f)),d(g.T(9)),d(f,T(g)),d(g,T(f))}
= sup{d(f,g).d(f, f),d(g,9),d(f.9),d(g, [)} = d(f.g)

elde edilir. Bu yiizden

d(T(f), T(g)) < h.5%

kogulunu saglayan hig bir h € (0, 1) sabiti yoktur. Yani 7" fonksiyonu bir sirali vektorel

sozde biiziilme olamaz.

Teorem 5.1.7'nin hipotezlerine ek bir sart eklenmesi durumunda sabit noktanin tekligi

elde edilebilir.

5.1.8. Teorem

Teorem 5.1.7in biitiin gartlar saglansin. Ayrica z < y olacak gekilde alinan her x,y € X

icin

d(T (x),T (y)) < b1d (2, y) + Lrd (2, T (z)) (5.4)

esitsizligini saglayan bir §; € (0,1) sabiti ve baz1 L; > 0 sabitleri var olsun. Eger X
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icinde alinan her eleman cifti icin X icinde onlarla kargilagtirilabilecek bir eleman varsa

T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

fspat

Oncelikle 2 ve y elemanlar1 T fonksiyonunun sabit noktalar: olsun. Burada incelenmesi

gereken iki durum vardir.

(i) Ilk olarak x ve y elemanlar1 karsilagtirilabilir olsun. Bu durumda

d(z,y)=d(T (z),T (y)) < &d(z,y) + L1d (z,T ())

oldugundan (1 — ;) d(x,y) < 0 ele edilir. Yani x = y olur.

(ii) Simdi de z ve y elemanlar1 kargilagtirilabilir olmasin. Bu durumda hipotez geregince
x ve y ile kargilagtirilabilen bir w elemani olacaktir. T fonksiyonu sira artan oldugundan

her n i¢in T" (w), w ile, dolaywsiyla = ve y ile karsilagtirilabilirdir. Buradan her n igin

d(z,y) <d(z, T" (w)) +d(T" (w) ,y)

= d(T (z),T" (w)) + d(T" (w), T (y))

< 51d (ZE, Tn_l (w>) + le (l’, T (l’)) + 51d (y7 Tn_l (’UJ)) + le (y7 T (y))

<O [d(x, T (w)) +d(y, T (w))]

< O [d (z,w) + d (y, w)]

elde edilir. Ayrica 0, € (0,1) ve E bir Argimedyan Riesz uzayr oldugundan
O [d (z,w) + d (y,w)] | 0 olur. Boylece z = y sonucuna varilir. Yani (i) ve (ii)’den, T’

fonksiyonunun sabit noktasinin biricik oldugu soylenir.
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Ornek
X ={0,1,2} ve g ={(0,0),(1,1),(2,2),(0,1)} olsun. Bu durumda
T2y (r,y) €8

bigiminde tanimlanan =< bagintis1 X {iistiinde bir siralama bagintisidir. X kiimesi bu
siralama ile, F = R? koordinat siralamasi ile donatilmis olsun. E bir Arsimedyan Riesz
uzayidir ve d (z,y) = (|r — y|, |z — y|) bigiminde tanimlanan d : X? — E doniigiimii

ile X E-tam sirali vektor metrik uzayidir. T : X — X fonksiyonu
T0)=T(1)=0veT(2)=1

kurali ile tanimlanirsa 7" bir sira artan fonksiyon olur. Bu durumda x < y olacak sekilde

alinan her x,y € X icin T fonksiyonu

d(T(x),T (y)) < od(x,y) + Ld (z, T (y))

kosulunu § = 1/3 ve her bir L > 0 sabiti icin saglar. Ustelik ayn1 T fonksiyonu
d(z,y) = d(T (), T (y)) < 0wd(z,y) + Lad (2, T (x))

kosulunu ise 6; = 1/2 ve her bir L; > 0 igin saglar. Ayrica X i¢inde aliman bir (z,,)
sira artan dizisi i¢in x,, “¥ & iken her n icin z,, X x saglanir. Goriildiigii iizere Teorem
5.1.8’in biitlin hipotezleri saglanir ve 0 eleman1 7" fonksiyonun bir tek sabit noktasidir.
Diger yandan = = 2 ve y = 1 olarak alinwrsa d (T (z),T (y)) = (1,1) iken d(x,y) =
(1,1) ve d(y, T (x)) = (0,0) oldugu gozlemlenir. Bu durumda ise (5.2)’i saglayacak hig
bir L > 0 sabiti bulunamaz. Yani Teorem 5.1.4 bu &rnege uygulanamaz. Bu 6negin
diger bir 6nemli bir yani ise, herhangi bir h € (0, 1) i¢in 7" fonksiyonunun sirali vektorel
sozde biiziilme doniisiimii olmasina karsilik, s6zde biiziilme doniisiimii olmamasidir.
Gergekten x = 2 ve y = 1 olarak alinmasi durumunda (5.1) kogulunu saglayan herhangi
bir h € (0, 1) eleman yoktur. Bu da metrik uzaylarda sézde doniigiimler i¢in elde edilen

sonuc¢larin bu 6rnege uygulanamayacagini gosterir.
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5.2. Siral1 Vektorel Presi¢é Tipi Biiziilmeler
Bu kesimde sirali vektorel Presi¢ tipi biiziilmeler icin sabit nokta sonuclari verilecektir.

Sonlu carpim uzaylarinda 6nemli bir biiziilme gart1 Presi¢ tarafindan ortaya koyulmusg

ve [11,12]'de 6nemli sonuglar elde edilmistir.

5.2.1. Teorem
(X, d) tam metrik uzay, k pozitif bir tamsay1, (i, ..., 5 negatif olmayan reel sayilari
k
icin >~ B; < 1 olmak iizere T : X* — X fonksiyonu her xq, ...,z 1,7 € X igin
i=1
k
d(T (zo, .-, xp-1), T (21,..., 7)) < Zﬁz‘d(%—h%’)
i=1
sartini saghyorsa T (z,...,z) = x olacak gekilde bir tek z € X elemani vardir. Ayrica,
X’den alman keyfi xg,...,z5_; elemanlar i¢in x,.p = T(Zn,,Tpi1,- - Tnik1)

bi¢iminde tammlanan (x,) dizisi yakmnsaktir ve bu limit degeri yani

limz, =T (limz,,,limz,q,...,limx,,,_1) olur

Burada k£ = 1 alinmasi1 durumunda klasik Banach biiziilme prensibi elde edilir. Yani
bu teorem Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesidir. PreSi¢ tipi biiziilmeler
icin elde edilen sonuglar [13-16] gibi bir¢ok c¢aliymaya ilham kaynag olmus ve hem
metrik uzaylarda hem de sirali metrik uzaylarda ¢ok sayida genellemesi yapilmigtir.
Bu béliimde ise aymi sonuglar [14, 18, 25, 30] ¢aligmalarinda yer alan fikirlerle
birlegtirilerek bunlarin sirali vektér metrik uzaylarin sonlu ¢arpim uzaylarinda bir

genellemesi yapilmig ve literatiire 6nemli bir katkida bulunulmustur.

Sirali metrik uzaylarda ve koni metrik uzaylarda yukaridaki tanima benzer tanimlar
kullanilmig ve sirali Presi¢ tipi biiziilmeler i¢in sabit nokta sonuglar1 verilmistir [14]. Bu
kesimde benzer bir tanim da sirali vektor metrik uzaylarda kullanilacaktir. X bir sirah
Vekté)]l; metrik uzay, k pozitif bir tamsay1 ve fi,...,8;r negatif olmayan reel sayilari

i¢cin > B8; < 1 olmak iizere bir T : X* — X fonksiyonu 29 < 11 < ... 2 231 =< 23
i=1
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kosuluyla alinan her xg,...,zr_1, 2 € X icin
k

d(T (z0, ... wp1), T (1, 1)) < Y Bid (w1, ;) (5.5)
=1

sartini saghyorsa, bu fonksiyon sirali vektorel Presi¢ tipi biiziilme diye adlandirilacaktir.
5.2.2. Teorem

X E-tam sirall vektor metrik uzay, k pozitif bir tam say1, T : X¥ — X fonksiyonu
bir siral vektorel Presi¢ tipi biiziilme olmak iizere T sira artan bir fonksiyon olsun ve

agagidakilerden biri saglansin:
(i) T vektorel siirekli veya
(i) (z,) swra artan dizi ve x, Y 2 iken her n icin x,, < x olsun.

Eger v 221 <X ... 251 Sz =T (x0,...,x5_1) olacak gekilde xg,...,xp_1, 25 € X
varsa F' (x) = T (z,...x) olarak tanmimlanan F iligik operatoriiniin sabit noktasi vardir.
Ustelik bu sabit noktanin tek olmasi icin gerek ve yeter sart A= {x € X : F'(z) = 2}
kiimesinin iyi sirali bir kiime olmasidir. Ayrica x bu F fonksiyonun sabit noktasi iken
wo =X x koguluyla alman her wy € X igin genel terimi w,, = F (w,_1) olan (w,,) dizisi

x’e vektorel yakinsaktir.

fspat
Verilen xg, ..., z;_1 elemanlan igin 29 = x1 <X ... X 251 X 2 = T (x,...,T_1)
saglansin ve bu elemanlar yardimiyla her n icin zg., =T (x,,...,7,1%_1) olacak

sekilde bir (z,) dizisi tanumlansin. Burada 7' fonksiyonu sira artan oldugundan
xp =T (xg,...,25-1) S T (x1,...,2) = 241 oldugu kolayca goriilebilir. Bu prosediir

takip edilirse her n icin

To X012 DT DX D D X1 S Thgn D (5.6)
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olur. Bu yiizden (z,) sira artan bir dizi olur. Ayrica, T sirali vektorel Presi¢ tipi biiziilme

oldugundan zo X x1 X ... 2 xx_1 =X 7} kosuluyla alinan her xg,...,zr_1,2r € X i¢in
k
d(T (zo, .-, xp-1), T (21,..., 7)) < Zﬁid<xi—17xi>
i=1

k

elde edilir. Bu kogulda 1 < < k arahigindaki her i igin 5; € [0,1) ve > 5; < 1 oldugu
i=1

unutulmamalidir. Benzer bir ¢ikarim & sayisindan biiyiik veya egit her n i¢in yapilabilir.

Yani her n (> k) igin
k

d (T (:En—lw s 75Bn—1) ,T (xn—k—i-la s ,Zlfn)) < Z 6zd (xn—k:—i-i—l; mn—k—‘ri)
i=1

elde edilir. Simdi de

O —

k 1/k p
B; ve S = sup M:lg;’gk
J Q]

j=1

iken her n icin d (z,,z,11) < SQ" saglandig tiimevarim yontemi ile gosterilecektir.

Oncelikle n = 1,. ..,k icin d (7, 7,11) < SQ™ oldugu acikca goriilebilir. Buna ilaveten

d (.Tn, xn+1) < SQn, d (anrl, xn+2) < SQnJrl, ce ,d (xn+k717 anrk) g SQnJrkil

oldugunu kabul edilirse, (5.5) ve (5.6)’dan dolay1

d (xn+k, xn+k+1) = d (T (.Z'n, Ce ,.%’nJrk,l) ,T (.,,Un+1’ Ce 7mn+k))
k
<Y Bid (Togio1, Tnti)
i=1

k k
< Z BZ'SQnJrFl — SQn Z ﬁiQifl

=1 =1
k
<SSO B
i=1

< SQn—f—kz
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sonucuna ulagilir ki, tiimevarim yontemi ile istenilen sonug elde edilmis olur.

Her n,p € N i¢gin

d (n, xnﬂ)) < d (T, Tpy1) +d (Tng1, Tpgo) +... 4+ d (anrp*l? $n+p)

< SO+ SO 4 SQrtrt

<SP 1+Q+ Q%+ ...+ Q1

1—-Qr

= QTZ
s 1-Q

n

QO
VeSl—Q

X kiimesi bir E-tam Riesz uzay1 oldugundan z,, 2L ¢ olacak sekilde bir z € X elemani

1 0 oldugundan (z,,) dizisinin bir E-Cauchy dizisi oldugu sonucuna varilr.

vardir. Yani, a,, | 0 ve her n icin d(x,,z) < a, olacak sekilde F i¢inde bir (a,) dizisi
mevcuttur. §imdi ' : X — X operatoriini F' (x) =T (z, ..., z) kuraliyla tanimlayahim.

Ispatin bundan sonraki kisminda iki durum ayr1 ayri incelenecektir.
(i) Ilk olarak X icinde alman bir (x,) dizisi icin ((x,,...,x,)) de X* icinde alinan bir
dizidir. Ustelik f fonksiyonu vektorel siirekli ve z, e olursa, b, | 0 ve her n icin

d(T (xp,...,x,), T (x,...,x)) < b, olacak sekilde bir (b,,) dizisi vardir.

Bu yiizden her n icin

d(F(z),z)=d(T (z,...,z),x)
Sd(T (xpy... xn),x) +d (T (Tp, ..., x,), T (z,...,2))
=d(xpi1, ) +d(T (zp,...,x,), T (z,...,2))

< An1 + bn
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elde edilir ki, a,+1 + b, | 0 oldugundan F' (z) = x sonucuna varilr.
(ii) (z,,) swra artan dizi ve z,, 4L 1 iken her n icin x,, < z olsun. Bu durumda her n i¢in

=d(x,zpsk) +d(T (Tpy .. Tpag1), T (z,...,2))

<d(x, k) +d(T (T, Tpak—1), T (Tps1, ooy Tak1,T))
+d(T (Tpi1s- - s Tngk-1,2) , T (Tps, ooy Tpyk—1,T,T))
+d (T (Tpt2, -, Togh—1,2) , T (Tpys, - o Togoo1, &, T, T))

+--+d(T(xpsg1,2,...,2), T (x,...,x))

olur ve (5.5)’den dolay1

k—1
0, F(2)) < d (2 nn) + | 5 Bid (i v, Esi) + d (Tmsn 1, x>]
=1

k-2
+ | > Bid (i, Trgit1) + d (Tpyp—1, x)}
Li=1

k—3

+ | >0 Bid (Tpyivrs Tnyiva) + d (Tpip—1, $)}
Li=1

+ ... +d(zpip_1,x)

< d(xaxn—i-k) + ﬁld (‘rnaxn-‘rl) + [il ﬁz:| d($n+laxn+2>
k—1 k
+...+ {; 51} d (Tpyp—2, Tpyr—1) + [2 ﬁi] d(Tpip-1,7)

k
elde edilir. Ayrica ) f; < 1 oldugundan

=1
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d(z, F (z)) < d(@, Znk) + d (T, Tnsr) + d (T, Tngo)
+ ...+ d(Tpik—2, Tnak—1) + d(Tpig_1,)
< Apyp + SO + SO + SO H2
o SR L
saglanir, a, | 0 ve SQ™ | 0 oldugu i¢in F' (x) = x sonucuna varilr.

Simdi de sabit noktanin tekligi gosterilecektir. Oncelikle A = {z € X : F (z) = x}
iyi sirali olsun. Bu durumda A’min her alt kiimesinin bir en kiiciik elemani vardir
ve herhangi iki s, € A karsilagtirilabilirdir. Genelligi bozmaksizin s < t olsun. Ilisik

fonksiyonu F’nin tammimdan s =7 (s,...,s) ve t =T (¢,...,t) elemanlar igin

< Brd (s,t) + Br_1d (s,t) + - -+ + [1d (s, 1)

[

k
saglandig1 goriiliir ve > §; < 1 oldugundan d (s,t) = 0 sonucuna varilir. Bu durumda

=1
s = t, yani sabit nokta tektir. Diger yandan F’nin sabit noktasi tek ise A tek nokta
kiimesi olur, yani dogal olarak A iyi swalidir. Ispatin son kismu icin z elemam F
operatoriiniin sabit noktasi olsun, (w,) dizisi her n i¢in w, = F (w,_;) kuralyla

tanimlansin ve wy <X z kosuluyla bir wy € X elemani alinsin. Bu durumda 7' sira

artan oldugu i¢in F' de sira artandir ve her n i¢in w, < x saglanir.

Béylece herhangi bir n icin
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d(wp,z) =d(T (wp—1,...,Wy—1),T (x,...,2))

{Zﬁz] (wn—1, )

elde edilir. Bu olay n kez tekrarlanirsa

d (wp, x [Z 61] d (wo, x = Qg (wo, )

saglandigi goriiliir ki, bu da (w,) dizisinin z elemanina vektorel yakinsak oldugu

anlamina gelir.

Teorem 5.2.1’de £ = 1 alinmasi1 durumunda klasik Banach biiziilme prensibinin elde
edildigi daha 6nce belirtilmigti. Benzer bir ¢ikarim da [18] ve [30] ¢aligmalarinda yer

alan sonuclar i¢in de yapilabilir.
Not

(i) Teorem 5.2.2'de k = 1 alimmasi durumunda [30]’da sira artan fonksiyonlar icin
verilen sonugclar elde edilir. Ayrica bu kogula ek olarak £ = R alinir ve ahigilmig siralama

ile donatilirsa, bu sefer [18]'de azalmayan fonksiyonlar icin verilen sonuglar elde edilir.

(ii) Teorem 5.2.2’de X E-tam sirali vektor metrik uzay ve 6zel olarak E' = R olarak
alinirsa X sirali metrik uzay olur. Bu durumda sirali metrik uzaylarda sirali Presi¢
tipi biiztilmeler igin verilen sonuglar, 6rnegin [15]’de verilmis olan Sonug 17, bu teorem

vasitasiyla elde edilebilir.

Siradaki 6rnege Teorem 5.2.2 uygulanabilir olmasina ragmen ne Teorem 5.2.1 ne de
sirali metrik uzaylarda ve metrik uzaylarda PreSi¢ tipi biiziilmeler i¢in elde edilen

sonuclar uygulanamazlar. Bu yoniiyle agagidaki 6rnek onemlidir.
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Ornek

E = R? koordinat siralamasi ile, X = {0, 1,2} kiimesi < aligilmig siralama olmak iizere

her z,y € X igin

r=y<e (z,y€{0,1} iken v < y) veya v =y = 2

biciminde tamimlanan siralama ile donatilmig olsun. Bu durumda FE Arsimedyan
Riesz uzayidir d (z,y) = (2|z — y|, 3|z — y|) kural ile tanimlanmig olan d : X? — R?

doniigiimii ile X kiimesi E-tam sirali vektér metrik uzay olur. Ayrica

2, (I,y) = (172) veya (l’,y) = (270)

T(ry)=4 1, (z,y)=(21) veya (z,9) = (0,2)

0 , diger durumlar

kurali ile tanimlanan 7' : X2 — X fonksiyonu sira artan bir fonksiyon olur. Bu arada

Xo,x1, T2 € X olmak iizere o < xy =X x5 kogulu ancak 5 durum igin saglanir ki bunlar
Tog =T1 = Ty = 0

To=x1 =0, 2o =1

.170:0, l’lzl'gzl

To =T1 = Ty = 1

Tog = T1 = Ty = 2

durumlaridir. Bu beg durumun her birisi

1
d(T (xo,21),T (z1,22)) < =d (20, 21) + §d(x1ax2)

Wl =

esitsizligini saglar. Ayrica X icinde alinan her sira artan (z,) dizisinin her bir terimi
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icin z,, = x esitsizligini saglanir. Bu yiizden Teorem 5.2.2’de k = 2, 81 = 1/3 ve
P2 = 1/2 olarak alinirsa bu teoremin biitiin hipotezlerinin saglandigi ve 0 elemaninin
T fonksiyonun tek sabit noktasi oldugu goriiliir. Ancak, Teorem 5.2.1’de 6zel olarak
zo =0, 21 = 1, z9 = 2 olarak almrsa d (T (zo, z1) , T (21, x2)) = (4,6) olmasina kargilik
3 d(zo,21) + 5 d(x1,22) = (2,2) oldugundan Teorem 5.2.1 bu drnege uygulanamaz.

Ustelik [15]’de gecen Sonug 17 gibi sirali metrik uzaylarda Pregi¢ tipi biiziilmeler igin

elde edilen sonuclar da bu 6rnege uygulanamaz.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda oncelikle sirali vektor metrik uzaylar iistiinde sira artan ve sira
azalan fonksiyonlar icin sabit nokta sonuclari elde edilmistir. Ardindan sirali vektor
metrik uzaylar iistiinde karma monoton &zellige sahip fonksiyonlar igin sabit nokta
sonuclar1 elde edilmigtir. Cift monoton o0zelligi tammmlanmig ve karma monoton
ozellige sahip fonksiyonlar icin elde edilmis olan sonuclar ¢ift monoton 6zellige sahip
olan fonksiyonlar i¢in yeniden yorumlanmigtir. Daha sonra herhangi bir monotonluk
ozelligine sahip olmayan fonksiyonlar icin elde edilen sonuclar genigletilmigir. Ayrica
tanimi yapilan sirali vektorel sézde biiziilmelerin metrik uzaylarda ve sirali metrik
uzaylarda tanimlanan soézde biiziilmelerden farki incelenmigtir. Daha sonra tanimi
yapilan sirali vektorel hemen hemen biiziilmeler i¢in sabit nokta sonuclari verilmigtir.
Son olarak sirali vektor metrik uzaylarin sonlu carpimlar iistiinde sirali vektorel
Presi¢ tipi biiziilmeler icin sabit nokta sonucu elde edilmistir. Her bir boliim 6rnekler
ile zenginlestirilmis, bu 6rnekler ve notlar vasitasiyla tez iginde elde edilen sonuclarin
birbirleriyle ve literatiirdeki diger caligmalar ile iligkileri incelenmistir. Ayrica bu
caligma metrik uzaylarda ve sirali metrik uzaylarda hali hazirda var olan sonuclarin
genellegtirilerek daha genis fonksiyon siniflari icin uygulanabilir hale getirilmesine de
vesile olmugtur. Sirali vektor metrik uzaylar iistiinde yapilan caligmalarin on yildan az
bir zaman diliminde gerceklegtirilmis olmasi g6z oOniine alindiginda bu uzaylar
iistiinde yakin gelecekte bircok calismanin yapilmasi beklenmektedir. Bu tez bu
alanda yapilacak yeni calismalara da bir zemin hazirlamasi yoniiyle literatiire 6nemli

bir katk: saglayacak ve yakin gelecekte bircok matematikginin ilgisini ¢ekecektir.
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