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ÖZET 

Bu tez çalışmasının temel amacı, metrik uzaylarda ve sıralı metrik uzaylarda elde edilmiş 
olan bir çok sabit nokta sonucunun literatürde var olan yaklaşımlardan farklı olarak, sıralı 
vektör metrik uzaylar üstünde genellemelerin yapılması ve böylece elde edilen sonuçların 
daha geniş fonksiyon sınıfları için uygulanabilir hale getirilmesidir. Bu genellemeler, sadece 
uzayın yapısını değiştirmek suretiyle değil aynı zamanda büzülme şartlarını esnetmek, 
fonksiyonların topolojik yapısını değiştirmek ve iteratif yöntemin kurulması esnasında 
değişkenler üzerine koyulan şartları da farklılaştırmak vesilesiyle elde edilmiştir. Bu 
çalışmada ilk olarak sıralı vektör metrik uzaylar üstünde sıra artan ve sıra azalan 
fonksiyonlar için sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. Sonrasında sıralı vektör metrik 
uzaylar üstünde karma monoton özelliğe sahip fonksiyonlar için ikili sabit nokta sonuçları 
verilmiştir. Aynı bölümde çift monoton özelliğe sahip fonksiyonlar tanımlanmış ve karma 
monoton fonksiyonlar için elde edilmiş olan sonuçlar bu fonksiyonlar için yeniden 
yorumlanmıştır. Daha sonra herhangi bir monotonluk özelliğine sahip olmayan fonksiyonlar 
için elde edilen sonuçlar genişletilmiştir. Bir sonraki bölümde sıralı vektörel sözde büzülme 
ve sıralı vektörel hemen hemen büzülme tanımı yapılmış, vektörel hemen hemen büzülmeler 
için sabit nokta sonuçları verilmiştir. Son kesimde ise sıralı vektör metrik uzayların sonlu 
çarpımları üstünde sıralı vektörel Prešić büzülmeleri için sabit nokta sonucu elde edilmiştir. 
Her bir bölümde verilen örnekler ve notlar vesilesiyle elde edilen sonuçların birbiriyle olan 
ilişkilerinin yanında literatürdeki diğer çalışmalar ile aralarındaki ilişkiler de açık bir şekilde 
vurgulanmıştır. 
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ABSTRACT 

The main purpose of this thesis is to generalize the fixed point results obtained in metric 
spaces and ordered metric spaces with approaches different than the ones in the literature, 
on ordered vector metric spaces and hence to make the obtained results applicable for wider 
classes of functions. These generalizations are obtained not only by changing the space 
structure but also by stretching the contraction conditions, changing the topological 
structures of the functions, and altering the conditions on the variables during the 
establishment of the iterative method. In this work firstly, fixed point results for order-
preserving and order-reversing functions on ordered vector metric spaces are obtained. Then, 
the coupled fixed point results are obtained for functions having mixed monotone property 
on ordered vector metric spaces. In the same chapter, functions having double monotone 
property are defined and the results obtained for functions having mixed monotone property 
are reinterpreted for these functions. Then, the mentioned results are expanded for functions 
not having any type of monotonicity property. In the next chapter, the definitions of ordered 
vector quasi-contraction and ordered vectorial almost-contraction are given, and fixed-point 
results are presented for vectorial almost-contraction. In the last section, fixed point results 
are obtained for ordered vectorial Prešić contractions on finite products of ordered vector 
metric spaces. In each chapter the relationships between the results obtained as well as 
between other studies in the literature are clearly emphasized with examples and notes.  
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1. G�R��

Ba³ta matematik, mühendislik, ekonomi, biyoloji, kimya ve �zik olmak üzere birçok

alanda do§rusal olmayan fonksiyonel denklemlerle tan�mlanan say�s�z problemin

uygun bir sabit nokta problemine indirgenilmesi suretiyle çözülebilir olmas� sabit

nokta teorisinin büyük bir öneme sahip oldu§unu göstermektedir. Örne§in,

Matematiksel Analizin birçok dal�nda ortaya ç�kan �zibilite, varyasyonel e³itsizlik,

do§rusal olmayan optimizasyon, denge, tamamlay�c�l�k, seçim ve e³le³tirme

problemlerinin çözümünde bu teori büyük bir yere sahiptir.

T sürekli türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere, y′ = T (x, y); y (x0) = y0

denkleminin çözümünü sorgulamak amac�yla ilk defa Cauchy taraf�ndan sabit nokta

teoremleri kullan�lm�³t�r. Bu teoremlerin Cauchy taraf�ndan yap�lan ispatlar�

Lipschitz taraf�ndan sadele³tirilmi³tir. Peano taraf�ndan ise sadece süreklilik ³art�

kullan�larak bahsi geçen �kirler genelle³tirilmi³tir. Di§er yandan, 1922 y�l�nda Banach

taraf�ndan elde edilen ve Banach Büzülme Prensibi olarak adland�r�lan teorem, 20.

yüzy�l�n ortas�ndan sonra önemli ölçüde geli³me gösteren metriksel sabit nokta

teorisinin temel ta³lar�ndan biri olmu³tur. Bu teorem ³u ³ekildedir: (X, d) tam metrik

uzay olmak üzere bir k ∈ [0, 1) sabiti ve her x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y)) ≤ kd (x, y) (1.1)

büzülme ³art�n� sa§layan T fonksiyonunun bir tek sabit noktas� (yani T (x∗) = x∗

e³itli§ini sa§layan tek x∗ noktas�) vard�r. Ayr�ca x0 ∈ X herhangi bir eleman olmak

üzere her n ≥ 1 için xn = T (xn−1) biçiminde tan�mlanan iteratif (xn) dizisinin limiti

x∗ eleman�d�r. Yani limn→∞ xn = x∗ olur [1].

Anla³�labilece§i üzere bu teorem sadece sabit noktan�n varl�§�n� ve tekli§ini garanti

etmekle kalmay�p ayn� zamanda bu noktan�n nas�l bulunabilece§ine dair bir yönteme

de i³aret etmektedir. Banach'tan günümüze birçok matematikçi bu teoremin say�s�z

genellemesini yaparak çok çe³itli sonuçlar elde etmi³ ve bunlar� farkl� alanlarda

uygulam�³t�r. Bu çe³itlilik temelde, fonksiyonlar�n tan�mland�§� uzaylar�n özelliklerin

de§i³mesi, büzülme ³artlar�n�n ve fonksiyonlar�n topolojik özelliklerinin farkl�la³mas�
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ve iteratif yöntemin kurulmas� esnas�nda de§i³kenler üzerine koyulan ³artlar�n

de§i³mesi olmak üzere üç farkl� yöntem vas�tas�yla meydana gelmi³tir. Bu çal�³mada

yer yer bu üç yöntemden bir veya birkaç� ayn� anda kullan�lm�³t�r.

Birçok ara³t�rmac�ya ilham veren klasik Banach sabit nokta prensibinin zay�f bir yönü

de vard�r. Bu teoremdeki büzülme ³art�, fonksiyonu sürekli olmaya zorlamaktad�r.

Do§al olarak akla ³u soru gelmi³tir: Sürekli olmayan fonksiyonlar için de sabit nokta

sonuçlar� verilebilir mi? Bu sorunun cevab�n� 1968 y�l�nda Kannan vermi³tir [2].

Kannan (1.1) ³art� yerine; bir b ∈ [0, 1/2) sabiti ve her x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y)) ≤ b [d (T (x) , x) + d (T (y) , y)] (1.2)

sa§lans�n, ³art�n� alarak bir sabit nokta teoremi elde etmi³tir. Bu ³art� sa§layan

fonksiyonlar�n sürekli olmas�na gerek yoktur. Kannan'�n sonuçlar�n� takiben süreklilik

gerektirmeyen birçok büzülme s�n�f� için sabit nokta sonuçlar� elde edilmi³tir.

Bunlar�n en önemlilerinden biri, 1972 y�l�nda Chatterjea taraf�ndan yap�lm�³t�r [3]. O

da (1.2) ³art�n� a³a§�daki (1.3) ³art� ile de§i³tirmi³tir. Bu ³art ³u ³ekildedir: Bir

c ∈ [0, 1/2) sabiti ve her x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y)) ≤ c [d (T (x) , y) + d (T (y) , x)] (1.3)

sa§lans�n. Bu arada (1.1) ve (1.2) ³artlar� birbirinden ba§�ms�zd�r. Benzer bir yorum

da (1.1) ve (1.3) ³artlar� için yap�labilir. Detayl� bilgi için Rhoades taraf�ndan yap�lan

çal�³madan faydalan�labilir [4]. 1973 y�l�nda Zam�rescu ise Banach, Kannan ve

Chatterjea büzülme sonuçlar�n� birle³tirerek, tam metrik uzaylarda (1.1) , (1.2) veya

(1.3) ³artlar�ndan en az birini sa§layan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar�

vermi³tir [5]. 1974 y�l�nda �iri¢ o zamana kadar var olan birçok büzülme ³art�ndan

daha genel bir ³art� sa§layan fonksiyonlar için sabit nokta sonucu elde etmi³tir [6]. Bir

h ∈ [0, 1) sabiti ve her x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y)) ≤ h.max {d (x, y) , d (x, T (x)) ,

d (y, T (y)) , d (x, T (y)) , d (y, T (x))}
(1.4)
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e³itsizli§ini sa§layan fonksiyona sözde büzülme ad� verilmektedir. �iri¢'in sözde

büzülmeler için verdi§i sonuçlar yukar�da bahsi geçen tüm büzülmeler için verilen

sonuçlar�n birer genellemesidir. Çünkü (1.1) , (1.2) veya (1.3) ³artlar�ndan birini veya

birkaç�n� sa§layan herhangi bir fonksiyon bir sözde büzülmedir. Bu çal�³may� takiben

Berinde, zay�f büzülme veya (δ, L)-zay�f büzülme diye adland�rd�§� dönü³ümün

tan�m�n� yapt�§� çal�³mada (1.4) ³art� yerine a³a§�daki (1.5) ³art�n� alm�³t�r [7]. Buna

göre bir δ ∈ (0, 1), baz� L ≥ 0 sabitleri ve her x, y ∈ X için

d (T (x), T (y)) ≤ δd (x, y) + Ld (y, T (x)) (1.5)

e³itsizli§ini sa§layan bir fonksiyona (δ, L)-zay�f büzülme denilmektedir. Daha sonra bu

büzülmeler hemen hemen büzülme ad�n� alm�³t�r. Berinde çal�³mas�nda herhangi bir

Kannan, Chatterjea, veya Zam�rescu dönü³ümünün ya da h ∈ (0, 1/2) ko³ulu alt�nda

herhangi bir sözde büzülmenin zay�f büzülme oldu§unun alt�n� çizmi³tir. Ayr�ca bu

çal�³mada Berinde'nin zay�f büzülmeler için verdi§i sabit nokta teoremleri bahsi geçen

tüm sonuçlar�n birer genellemesidir. Zay�f büzülmeler hakk�nda daha fazla sonuç ve

özellik için [8�10] çal�³malar�ndan yararlan�labilir.

1965 y�l�nda sonlu çarp�m uzaylar�nda Pre²i¢ taraf�ndan farkl� bir büzülme tan�t�lm�³ ve

[11,12] çal�³malar�nda önemli sonuçlar elde edilmi³tir. Bu çal�³malarda Xk kümesinden

X kümesine tan�mlanan fonksiyonlar s�n�f�n�n üyeleri için sabit nokta sonuçlar� elde

edilmi³tir. Burada verilen sonuçlar�n önemi, k = 1 olmas� durumunda Banach sabit

nokta teoreminin elde edilmesidir. Pre²i¢'in elde etti§i sonuçlar�n metrik uzaylarda ve

s�ral� metrik uzaylarda birçok genellemesi yap�lm�³t�r [13�16].

Di§er yandan, k�smî s�ralama ile Banach büzülme ilkesini geni³letmeye yönelik ba³ka

bir e§ilim daha vard�r. Temel olarak, Banach sabit nokta teoreminde fonksiyonun

tan�ml� oldu§u X metrik uzay�ndaki bütün elemanlar için fonksiyon büzülme ³art�n�

sa§lamak zorunda olmas�na kar³�n, X kümesinin s�ral� bir metrik uzay olmas�

durumunda fonksiyonun bu X kümesi üstünde tan�mlanan k�smî s�ralamaya göre

yaln�zca kar³�la³t�r�labilir elemanlar için büzülme ³art�n�n sa§lanmas� yeterli

olmaktad�r. Bu durum da ara³t�r�lan fonksiyon s�n�f�n�n geni³lemesine sebep olmu³,

teoriye büyük bir esneklik ve çe³itlilik katm�³t�r. Bildi§imiz kadar�yla bu e§ilim 2004
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y�l�nda Ran ve Reuring [17] ile ba³lam�³ ve say�s�z çal�³maya ilham kayna§� olmu³tur.

Bu trendin en göze çarpan çal�³malardan biri 2005 y�l�nda Nieto ve Lopez taraf�ndan

yap�lm�³t�r [18]. Bu çal�³mada monoton fonksiyonlar için k�smî s�ral� metrik uzaylarda

sabit nokta sonuçlar� verilmi³tir. 2007 y�l�nda Nieto ve Lopez bu çal�³man�n devam�

olarak, ard�³�k terimleri kar³�la³t�r�labilir iterasyon dizeleri vas�tas�yla monoton

olmayan fonksiyonlar için de sabit nokta teoremleri vermi³lerdir [19]. Nieto ve

Lopez'in teorik bulgular�, sunduklar� örnekler ve adi diferansiyel denklemlere

uygulama biçimleri say�s�z matematikçinin ilgisini çekmi³tir. Bu matematikçilerin

öncülerinden say�lan Gnana Bhaskar ve Lakshmikantham, 2005 y�l�nda bahsi geçen

trendi takip ederek Nieoto ve Lopez'in irdeledikleri fonksiyon s�n��ar�n� geni³leten bir

çal�³ma yapm�³t�r [20]. Bu çal�³mada karma monoton özelli§e sahip fonksiyonlar için

ikili sabit nokta sonuçlar� verilmi³ ve bahsi geçen sonuçlar�n bir de periyodik s�n�r

de§er problemine uygulamas� yap�lm�³t�r. Sonras�nda Lakshmikantham ve �iri¢

taraf�ndan yap�lan çal�³ma [21] ve Berinde taraf�ndan yap�lan çal�³malarda [22�24]

s�ral� metrik uzaylarda birçok ikili sabit nokta sonucu elde edilmi³tir. Daha önce de

bahsedildi§i üzere, metrik uzay� daha genel bir uzayla de§i³tirmek s�kl�kla ba³vurulan

bir yöntemdir. Bu minvalde metrik uzaylar�n genellemesi olan yar� metrik uzaylar,

k�smî metrik uzaylar, fuzzy metrik uzaylar, G-metrik uzaylar gibi birçok uzayda sabit

nokta sonuçlar� elde edilmi³tir. Literatürde var olan metrik uzaylar�n genellemeleri

içerisinde bile en genellerinden biri olan vektör metrik uzaylar�n tan�m� Çevik ve

Altun taraf�ndan 2009 y�l�nda yap�lm�³t�r [25]. Bu çal�³mada vektör metrik tan�t�lm�³,

bu uzaylar�n özellikleri incelenmi³ ve bir de sabit nokta sonucu verilmi³tir. Bu

çal�³may� takiben 2011 y�l�nda Altun ve Çevik taraf�ndan vektör metrik uzaylar

üstünde farkl� sabit nokta sonuçlar� elde edilmi³tir [26]. 2014 y�l�nda Çevik taraf�ndan

yap�lan çal�³ma ile bu uzaylar�n topolojik yap�s� daha iyi anla³�lm�³ ve bu uzaylar

üstünde tan�mlanan fonksiyonlar�n sürekli§i ile ilgili kavramlar daha geni³ bir

perspekti�e incelenebilmi³tir [27]. Vektör metrik uzay ile ilgili detayl� bilgi bir sonraki

bölümde verilmi³tir.

Bu tez çal�³mas�n�n temel motivasyonu, metrik uzaylar ve s�ral� metrik uzaylarda elde

edilmi³ olan birçok sabit nokta sonucunun literatürde var olan yakla³�mlardan farkl�

olarak k�smî s�ral� vektör metrik uzaylarda genellemelerinin elde edilmesi ve

dolay�s�yla daha geni³ fonksiyon s�n��ar� için uygulanabilir hale getirilmesidir. Bu
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çal�³man�n ikinci bölümünde di§er bölümlerin anla³�lmas�nda kolayl�k sa§lamas�

amac�yla s�ral� küme, latis, Riesz uzay�, vektör metrik uzay gibi birçok kavram ve

bunlara ait baz� özelliklere yer verilmi³tir. Üçüncü bölümde s�ral� vektör metrik

uzaylarda s�ra artan ve s�ra azalan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar� verilmi³tir.

Bu sonuçlar ayn� zamanda [18, 19]'da elde edilen sonuçlar�n birer genellemesidir.

Dördüncü bölümde, önce s�ral� vektör metrik uzaylarda karma monoton özelli§e sahip

fonksiyonlar için ikili sabit nokta teoremleri verilerek [20]'de yer alan sonuçlar�n

genellemeleri yap�lm�³t�r. Ard�ndan çift monoton özelli§e sahip fonksiyon tan�m�

yap�lm�³ ve karma monoton özelli§e sahip fonksiyonlar için verilen sonuçlar çift

monoton özelli§e sahip fonksiyonlar için yeniden yorumlanm�³t�r. Bu bölümün son

kesiminde ise monoton olmayan fonksiyonlar için sabit nokta teoremleri verilmi³, tüm

bölümde yer alan sonuçlar ile literatürdeki di§er çal�³malar ve bir önceki bölümde

elde edilen sonuçlar aras�ndaki ili³kiler vurgulanm�³t�r. Be³inci bölümün ilk kesiminde

vektörel sözde büzülme ve vektörel hemen hemen büzülme tan�mlar� yap�lm�³, metrik

uzaylarda verilen benzer tan�mlarla kar³�la³t�r�lm�³, vektörel hemen hemen büzülmeler

için sabit nokta sonuçlar� elde edilmi³tir. Bu sonuçlar vas�tas�yla dördüncü bölümde

s�ra artan fonksiyonlar için verilen sonuçlar ile [6�9]'da elde edilen sonuçlar�n s�ral�

vektör metrik uzaylarda genellemeleri yap�lm�³t�r. Ayn� bölümün ikinci kesiminde ise

s�ral� vektör metrik uzaylar�n sonlu çarp�m uzaylar� üstünde tan�ml� s�ral� vektörel

Pre²i¢ tipi büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� verilmi³ ve böylece üçüncü bölümde

bahsi geçen s�ra artan fonksiyonlar için elde edilen sonuçlar�n genellemesi yap�lm�³t�r.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. S�ral� Kümeler ve Riesz Uzaylar�

Bu kesimde s�ral� kümeler ve Riesz uzaylar� hakk�nda genel bilgiler verilecektir. Bu

kesim, [28] ve [29] numaral� kitaplardaki bilgiler derlenerek olu³turulmu³tur. Bilindi§i

üzere X bo³ olmayan bir küme ve �, X üstünde tan�ml� bir ba§�nt� iken x � y

notasyonu (x, y) ∈� ifadesi yerine kullan�lmaktad�r. X üstünde tan�ml� bir �

ba§�nt�s� her x, y, z ∈ X için; x � x (yans�ma), x � y ve y � x ise x = y (ters

simetri), x � y ve y � z ise x � z (geçi³me) özelliklerini sa§l�yorsa, bu � ba§�nt�s�na

X üstünde (k�smî) s�ralama ba§�nt�s�, (X,�) ikilisine de (k�smî) s�ral� küme denir.

(X,�) = X s�ral� kümesinden al�nan her iki x ve y eleman� için x � y veya y � x

durumlar�ndan biri sa§lan�yorsa X kümesine � s�ralamas�na göre tam s�ral� küme

denir.

Bu tezde gösterimde birli§i sa§lamak ve kar�³�kl�§� önlemek amac�yla X kümesi

üstündeki s�ralama için �, E üstündeki s�rama için 6, R üstündeki al�³�lm�³ s�ralama

için ≤, Xn üstündeki s�ralama için ise 4 notasyonlar� kullan�lm�³t�r. Ayr�ca X

kümesinden al�nan x ve y elemanlar� kar³�la³t�r�labilir ise bu durumu ifade etmek için

x ≶ y notasyonu kullan�lm�³t�r.

�imdi baz� s�ral� küme örnekleri verilecektir.

Örnek

1. X = R al�³�lm�³ s�ralama ile tam s�ral� bir kümedir.

2. X = N kümesi her x, y ∈ X için

x � y ⇔ y = kx olacak ³ekilde k ∈ N vard�r

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt�s� ile k�smî s�ral� bir kümedir. Ancak

Y =
{
x|x = 2k, k ∈ N

}
kümesi ayn� s�ralama ile tam s�ral� bir kümedir.
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3. X = R2 kümesi her x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ X için

x � y ⇔ x1 ≤ y1 ve x2 ≤ y2

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt� ile k�smî s�ral� bir kümedir. Bu s�ralama ba§�nt�s�

koordinat s�ralamas� olarak bilinir.

4. X = R2 kümesi her x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ X için

x � y ⇔ x1 < y1 veya (x1 = y1 ve x2 ≤ y2)

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt� ile tam s�ral� bir kümedir. Bu s�ralama ba§�nt�s�

sözlüksel s�ralama olarak bilinir.

5. X = `1 = {x : x = (xi) , xi ∈ R,
∑∞

i=1 |xi| <∞} kümesi her x = (xi) , y = (yi) ∈ X

için

x � y ⇔ her i ∈ N+ için xi ≤ yi

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt� ile k�smî s�ral� bir kümedir.

6. X = C [0, 1] = {f |f : [0, 1]→ R, f sürekli fonksiyon} kümesi herhangi iki f, g ∈ X

için

f � g ⇔ her t ∈ [0, 1] için f (t) ≤ g (t)

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt�s� ile k�smî s�ral� bir kümedir.

X = (X,�) bo³ olmayan s�ral� bir küme ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Bu çal�³ma

boyunca herhangi iki x, y ∈ X için x � y iken f (x) � f (y) oluyorsa f s�ra artan bir

fonksiyon, f (x) � f (y) oluyorsa f s�ra azalan bir fonksiyon olarak adland�r�lacakt�r.

(E,6) bo³ olmayan s�ral� bir küme olmak üzere her a, b ∈ E için, sup {a, b} = a ∨ b
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ve inf {a, b} = a∧ b elemanlar� E içinde mevcut ise, E kümesine latis ad� verilir. Di§er

yandan E reel vektör uzay� ayn� zamanda 6 ba§�nt�s� ile s�ral� bir küme olsun. Vektör

uzay� i³lemleri s�ralamay� koruyorsa, yani her a, b, c ∈ E ve λ ∈ R için a 6 b iken

λa + c 6 λb + c sa§lan�yorsa E kümesine s�ral� vektör uzay� ad� verilir. Bir E s�ral�

vektör uzay�nda s�f�r vektörü 0 ile gösterilmek üzere, a ∈ E için 0 6 a ise a ya pozitif

eleman, E nin pozitif elemanlar�n�n kümesine E kümesinin pozitif k�sm� ad� verilir. Bu

küme E+ ile gösterilir, yani E+ = {a : 0 6 a, a ∈ E} olur. Ayr�ca E s�ral� kümesi hem

bir s�ral� vektör uzay� hem de bir latis ise bu kümeye Riesz uzay� veya vektör latis ad�

verilir.

Örnek

1. E = R kümesi al�³�lm�³ s�ralama ile Riesz uzay�d�r.

2. E = N+ kümesi ilk örnekte verilen s�ralama ile latistir ancak Riesz uzay� de§ildir,

çünkü N vektör uzay� de§ildir.

3. E = R2 kümesi koordinat s�ralamas� ile bir Riesz uzay�d�r.

4. E = R2 kümesi sözlüksel s�ralama ile bir Riesz uzay�d�r.

5. E = `1 kümesi ilk örnekte verilen s�ralama ile bir Riesz uzay�d�r.

6. E = C [0, 1] kümesi ilk örnekte verilen s�ralama ile bir Riesz uzay�d�r.

E Riesz uzay�n�n bir (an) dizisi her n için an > an+1 ifadesini sa§l�yorsa, (an) dizisine

s�ra azalan dizi denir ve an ↓ notasyonu ile gösterilecektir. Bu (an) dizisinin s�ra

azalan özelli§ine ek olarak {an : n ∈ N+} kümesinin in�mumu a ise, bu durum an ↓ a

notasyonu kullan�larak gösterilecektir. Benzer ³ekilde bir (an) dizisi her n için

an 6 an+1 ifadesini sa§l�yorsa, (an) dizisine s�ra artan dizi denir ve an ↑ notasyonu ile

gösterilecektir. Beklendi§i üzere bir de {an : n ∈ N+} kümesinin supremumu a ise, bu

durumda an ↑ a notasyonu kullan�lacakt�r. Bir E Riesz uzay�nda herhangi bir a ∈ E+

ve her n ∈ N+ için
1

n
a ↓ 0 sa§lan�yorsa E'ye Ar³imedyan Riesz uzay� ad� verilir.
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Örnek

�lk örnekte 2 durumunda verilen E kümesi bir Riesz uzay� olmad�§� için inceleme d�³�

tutulmu³tur. 4 durumu hariç tüm durumlarda verilen E kümeleri birer Ar³imedyan

Riesz uzay�d�r. Ancak 4 durumunda, a = (1, 1) ∈ R2 ve her n ∈ N+ için (0, 0) 6 (0, 1) 6(
1
n
, 1
n

)
= 1

n
(1, 1) oldu§undan 1

n
(1, 1) 6↓ (0, 0) elde edilir. Asl�nda { 1

n
(1, 1) : n ∈ N+}

kümesinin in�mumu yoktur.

Bir E Riesz uzay�nda bo³ olmayan ve üstten s�n�rl� her (say�labilir) kümenin, E içinde

supremumu varsa bu E uzay�na Dedekind (σ-)tam Riesz uzay� ad� verilir. Her Dedekind

tam Riesz uzay� bir Dedekind (σ-)tam Riesz uzay�d�r ve her Dedekind (σ-)tam Riesz

uzay� da bir Ar³imedyan Riesz uzay�d�r. Ancak bu durumun tersi do§ru olmayabilir.

Örnek

E = C [0, 1] kümesi yukar�da bahsi geçen s�ralama ile Ar³imedyan Riesz uzay� olmas�na

ra§men, Dedekind (σ-)tam Riesz uzay� de§ildir. Gerçekten her n ∈ N+ ve t ∈ [0, 1] için

fn (t) =



0 , t ∈
[
0, 1

2

)
(n+ 2) t− 1

2
n− 1 , t ∈

[
1
2
, 1
2

+ 1
2+n

)
1 , t ∈

[
1
2

+ 1
2+n

, 1
]

biçiminde tan�mlanan fn fonksiyonlar� C [0, 1] uzay�n�n birer eleman�d�r. Ayr�ca

{fn : n ∈ N+} kümesi say�labilir ve üstten s�n�rl� olmas�na kar³�n bu kümenin

supremumu C [0, 1] içinde mevcut de§ildir.

E bir Riesz uzay� ve a ∈ E olmak üzere |a| = a ∨ (−a) biçiminde tan�mlanan |a|

eleman�na a'n�n modülü denir. E Riesz uzay�nda bir dizi (bn) ve b ∈ E olmak üzere her

n ∈ N+ için |bn − b| 6 an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi mevcutsa,

(bn) dizisi b eleman�na s�ra yak�nsak (o-yak�nsak) denir ve bn
o→ b yaz�l�r. Ayr�ca her

n, p ∈ N+ için |bn − bn+p| 6 an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi mevcut

ise, (bn) s�ra Cauchy (o-Cauchy) dizisidir denir. E§er E uzay�nda al�nan her s�ra Cauchy
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dizisi yak�nsak ise, E kümesi bir s�ra Cauchy tam Riesz uzay�d�r denir.

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (bn) ve (cn) bu uzayda birer dizi, b, c ∈ E olmak üzere;

i. bn
o→ b ve bn

o→ c ise b = c

ii. bn ↓ b (veya bn ↑ b ) ise bn
o→ b

iii. bn ↓ (veya bn ↑ ) ve bn
o→ b ise bn ↓ b (veya bn ↑ b )

iv. bn
o→ b ve cn

o→ c ise her λ, µ ∈ R için λbn + µcn
o→ λb+ µc

önermeleri sa§lan�r.

2.2. S�ral� Vektör Metrik Uzaylar

Bu kesimde [25]'de tan�t�lan vektör metrik uzay ve bu uzaylar�n baz� özelliklerinden

bahsedilecektir.

X bo³ olmayan bir küme, (E,6) bir Riesz uzay� olmak üzere d : X×X → E dönü³ümü

her x, y, z ∈ X için d(x, y) = 0 ⇔ x = y ve d(x, y) 6 d(x, z) + d(y, z) ³artlar�n�

sa§l�yorsa bu d dönü³ümüne vektör metrik (E-metrik), (X, d,E) üçlüsüne ise vektör

metrik uzay ad� verilir.

Örnek

1. (E,6) bir Riesz uzay� ve X = E olsun. X kümesi her x, y ∈ X için d (x, y) = |x− y|

biçiminde tan�mlanan d : X ×X → E dönü³ümü ile bir vektör metrik uzayd�r.

2. X kümesi reel de§erli bir d metri§i ile metrik uzay olsun. Reel say�lar kümesi al�³�lm�³

s�ralama ile bir Riesz uzay� oldu§undan, E = R dü³üncesiyle, X ayn� zamanda bir

vektör metrik uzay olur. Yani her metrik uzay asl�nda bir vektör metrik uzayd�r.

3. X ⊆ R bo³ olmayan bir küme olmak üzere E = R2 hem sözlüksel s�ralama hem de
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koordinat s�ralamas� ile Riesz uzay� oldu§undan, E bu s�ralamalardan biri ile

donat�ls�n ve 0 ≤ α, β ∈ R olsun. Bu durumda X kümesi E hangi s�ralama ile

donat�l�rsa donat�ls�n α + β > 0 iken her x, y ∈ X için d (x, y) = (α |x− y| , β |x− y|)

biçiminde tan�ml� d : X ×X → R2 dönü³ümü ile bir vektör metrik uzayd�r.

4. Benzer ³ekilde X ⊆ R2 bo³ olmayan bir küme ve E = R2 olsun. E sözlüksel veya

koordinat s�ralamalar�ndan biri ile donat�ls�n ve 0 ≤ α, β ∈ R olsun. Bu durumda X

kümesi α ve β sabitlerinin ikisi birden s�f�r de§il ise, her x = (x1, x2) , y = (y1, y2) ∈ X

için d (x, y) = (α |x1 − y1| , β |x2 − y2|) biçiminde tan�ml� d : X × X → R2 dönü³ümü

ile bir vektör metrik uzayd�r.

5. `∞ s�n�rl� reel say� dizilerin kümesi olmak üzere, X ⊆ `∞ bo³ olmayan bir küme

olsun ve E = `1 kesim 2.1.'deki ilk örnekte verilen s�ralama ile donat�ls�n. X kümesi

her x = (xn), y = (yn) ∈ X için

d((x, y) =

(
1

2n
|xn − yn|

)

biçiminde tan�mlanan d : X ×X → `1 dönü³ümü ile bir vektör metrik uzayd�r.

6. X ⊆ C [0, 1] bo³ olmayan bir küme olmak üzere ve E = R2 olsun. E koordinat

s�ralamas� ile donat�ls�n ve 0 ≤ α, β ∈ R olsun. O halde α ve β sabitlerinin ikisi birden

s�f�r de§il ise her f, g ∈ X için

d (f, g) =
(
α supt∈[0,1] |f (t)− g (t)| , β supt∈[0,1] |f (t)− g (t)|

)
biçiminde tan�mlanan d : X2 → C [0, 1] dönü³ümü ile X bir s�ral� vektör metrik uzay

olur.

Bir (X, d,E) vektör metrik uzay�nda her x, y, z, w ∈ X için a³a§�daki önermeler

sa§lan�r:

i. 0 6 d (x, y),
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ii. d (x, y) = d (y, x),

iii. |d (x, y)− d (y, z)| 6 d (x, y),

iv. |d (x,w)− d (y, z)| 6 d (x, y) + d (w, z).

(X, d,E) vektör metrik uzay�n�n bir dizisi (xn) ve x ∈ X olsun. Her n ∈ N+ için an ↓ 0

ve d(xn, x) 6 an olacak ³ekilde E içinde bir (an) dizisi varsa X içinde (xn) dizisi x'e

vektörel yak�nsak (E-yak�nsak) denir ve xn
d,E→ x yaz�l�r. Metrik uzaylarda oldu§u gibi

vektör metrik uzaylarda da limit tektir ve vektörel yak�nsak bir dizinin her alt dizisi de

ayn� limit de§erine vektörel yak�nsakt�r. Ayr�ca xn
d,E→ x olmas� için gerek ve yeter ³art

d(xn, x)
o→ 0 olmas�d�r. Di§er bir önemli kavram ise E-Cauchy dizisi kavram�d�r. Her

n,p ∈ N+ için an ↓ 0 ve d(xn, xn+p) ≤ an olacak ³ekilde E içinde bir (an) dizisi varsa

(xn) dizisine E-Cauchy dizisi denir. Üstelik (xn) dizisinin bir E-Cauchy dizisi olmas�

için gerek ve yeter ³art d(xn, xn+p)
o→ olmas�d�r. Ayr�ca (xn) ve (yn) birer E-Cauchy

dizisi ise d (xn, yn) dizisi de bir s�ra Cauchy dizisidir. Beklendi§i üzere, X uzay�n�n her

E-Cauchy dizisi X içinde E-yak�nsak ise X bir E-tam vektör metrik uzayd�r denir.

Bir ba³ka önemli kavram da vektörel sürekliliktir. (X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik

uzay, x ∈ X, ve f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere xn
d,E−→ x iken f(xn)

ρ,F−→ f(x)

oluyorsa f fonksiyonu x'de vektörel süreklidir denir.X'in her bir eleman� için f vektörel

sürekli ise f fonksiyonu X üstünde vektörel süreklidir denir [27].

X bir vektör metrik uzay ve x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ X2 olmak üzere

d̃(x, y) = d(x1, y1) + d(x2, y2)

biçiminde tan�mlanan d̃ : X2×X2 → E dönü³üm ile (X2, d̃, E) üçlüsü bir vektör metrik

uzayd�r. Bu durumda T : X2 → X fonksiyonunun vektörel sürekli olmas� için gerek ve

yeter ³art d̃((xn, yn), (x, y))
o→ 0 iken d(T (xn, yn), T (x, y))

o→ 0 sa§lanmas�d�r.

(X,�) bo³ olmayan s�ral� bir küme ise (X, d,E) vektör metrik uzay�na s�ral� vektör

metrik uzay denir. Bundan sonraki bölümlerde s�ral� vektör metrik uzaylarda çe³itli
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büzülmeler için sabit nokta teoremleri incelenecektir. Her bir bölümde aksi

belirtilmedi§i sürece (X,�) bo³ olmayan s�ral� bir küme, (X, d,E) üçlüsü (k�saca X)

bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve (E,6) Ar³imedyan bir Riesz uzay�n�

göstermektedir.
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3. SAB�T NOKTA TEOREMLER�

Bu bölümde önce s�ra artan ve s�ra azalan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar�

verilmi³tir. Daha sonra monoton olmayan fakat kar³�la³t�r�labilir elemanlar�

kar³�la³t�r�labilir elemanlara e³leyen fonksiyonlar için bu sonuçlar genelle³tirilmi³tir.

Elde edilen sonuçlar [30] referans numaral� çal�³mada yay�nlanm�³t�r. Bu bölümde bir

f : X → X fonksiyonu bir k ∈ [0, 1) say�s� ve kar³�la³t�r�labilir her x, y ∈ X eleman�

için

d(f(x), f(y)) 6 kd(x, y) (3.1)

e³itsizli§ini sa§l�yorsa, bu f fonksiyonuna bir büzülme dönü³ümüdür denilecektir.

3.1. S�ra Artan Fonksiyonlar�n Teoremleri

Bu kesimde s�ra artan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar� verilecektir.

3.1.1. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay olsun. Ayr�ca f : X → X (3.1) ³art�n� sa§layan, (X

üstündeki s�ralamaya göre) s�ra artan bir fonksiyon ve

(a) f dönü³ümü vektörel sürekli veya

(b) (xn) s�ra artan bir dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x olsun.

E§er u � f(u) olacak ³ekilde u ∈ X varsa f fonksiyonunun X içinde bir sabit noktas�

vard�r.

�spat

Öncelikle u = x0 olarak al�ns�n ve (xn) dizisi her n için xn = f(xn−1) biçiminde
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tan�mlans�n. Bu durumda her n için

xn+1 = f(xn) = f 2(xn−1) = . . . = fn(x1) = fn+1(x0)

olur. Bir de f dönü³ümünün s�ra artan oldu§u kullan�l�rsa, herhangi bir n için

x0 � f(x0) = x1 � · · · � f(xn−1) = fn(x0) = xn

sa§land�§� görülür. Ayr�ca (xn) dizisi s�ra artan oldu§undan

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn))

6 kd(xn−1, xn) = kd(f(xn−2), f(xn−1))

6 k2d(xn−2, xn−1) = k2d(f(xn−3), f(xn−2))

...

6 knd(x0, x1)

elde edilir. Bu yüzden her n ve p için

d(xn, xn+p) 6 d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p)

6 (kn + kn+1 + · · ·+ kn+p−1) d(x0, x1)

6
kn

1− k
d(x0, x1)

sa§lan�r. Üstelik E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (xn) dizisi E-Cauchy dizisidir.

X uzay� E-tam oldu§undan xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir x ∈ X mevcuttur. Böylece E

içinde, an ↓ 0 ve her n için d(xn, x) 6 an olacak ³ekilde bir (an) dizisi mevcuttur. �imdi

ispat�n kalan k�sm� her iki durum için de ayr� ayr� incelenecektir.

1. Durum: f vektörel sürekli olsun. E içinde bn ↓ 0 ve her n için d(f(xn), f(x)) 6 bn
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olacak ³ekilde bir (bn) dizisi mecuttur. Bu yüzden her n için

d(f(x), x) 6 d(f(x), f(xn)) + d(f(xn), x)

6 bn + d(xn+1, x) 6 bn + an+1 ≤ bn + an

ve bn + an ↓ 0 oldu§undan d(f(x), x) = 0 elde edilir, yani f(x) = x olur.

2. Durum: Her n için xn � x olsun. Böylece

d(f(x), x) 6 d(f(xn), f(x)) + d(f(xn), x)

6 kd(xn, x) + d(xn+1, x)

6 kan + an+1

6 (k + 1)an

sa§lan�r. Ayr�ca (k + 1)an ↓ 0 oldu§undan, d(f(x), x) = 0 bulunur. Sonuç olarak x, f

fonksiyonunun bir sabit noktas�d�r.

Yukar�daki teorem sabit noktan�n varl�§� için yeterli olmas�na kar³�n tekli§i için yeterli

de§ildir. Teklik için bu teoremin hipotezinlerine ek bir ko³ul koyulmas� gerekir. Bu

konuya birazdan de§inilecektir. X üstündeki k�smî s�ralamaya (�) göre, X uzay�n�n

herhangi x ve y elemanlar� için a³a§�daki (1) ve (2) ³artlar� birbirine denktir.

(1) Her x ve y eleman çiftinin üst veya alt s�n�r� olsun.

(2) Her x ve y eleman çifti ile kar³�la³t�r�labilecek bir z ∈ X eleman� var olsun.

Bu ³artlar a³a§�dakilerden daha zay�ft�r:

(3) Her x ve y eleman çifti kar³�la³t�r�labilir olsun.
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(4) Her x ve y eleman çifti için x ∨ y veya x ∧ y, X içinde var olsun.

(5) X bir latis olsun.

(6) X Dedekind (σ-)tam olsun.

Yukar�daki ³artlar�n herhangi biri Teorem 3.1.1'in hipotezlerine eklenirse sabit

noktan�n tekli§i elde edilir. Ancak di§erlerinden daha zay�f olan (1) veya (2) ³artlar�

kullan�lacakt�r.

3.1.2. Teorem

Teorem 3.1.1'in hipotezlerine (1) ³art� eklenirse f fonksiyonunun x sabit noktas� tek

olur. Ayr�ca her u ∈ X için fn(u)
d,E→ x sa§lan�r.

�spat

Standart prosedür olarak f fonksiyonun bir di§er sabit noktas�n�n y oldu§u kabul

edilsin. Burada amaç, d(x, y) = 0 oldu§unun gösterilmesidir. Ancak iki durum da ayr�

ayr� dü³ünülmelidir.

1. Durum: E§er x ve y kar³�la³t�r�labilir elemanlar ise

d(x, y) = d(f(x), f(y)) 6 kd(x, y)

elde edilir. Ayr�ca k ∈ [0, 1) oldu§undan d(x, y) = 0 bulunur.

2. Durum: E§er x ve y kar³�la³t�r�lamayan elemanlar ise, bu durumda X içinde x ve

y ile kar³�la³t�r�labilecek bir z eleman� vard�r. Ayr�ca f fonksiyonunun monotonlu§u

fn(z)'nin de her n için fn(x) = x ve fn(y) = y ile kar³�la³t�r�labilir olmas�n� gerektirir.

Bu yüzden her n için

d(x, y) 6 d(fn(x), fn(z)) + d(fn(z), fn(y)) 6 kn[d(x, z) + d(z, y)]
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olur. E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan d(x, y) = 0 elde edilir. Yani f

fonksiyonunun sabit noktas� tektir.

Di§er bir yandan herhangi bir u ∈ X için

(i) x ile u kar³�la³t�r�labilir ise fn(x) = x ile fn(u) ile kar³�la³t�r�labilirdir ve böylece

her n için

d(fn(u), x) 6 knd(u, x)

elde edilir.

(ii) x ile u kar³�la³t�r�lamaz ise x ve u ile kar³�la³t�r�labilecek bir z ∈ X eleman� vard�r

ve her n için

d(fn(u), x) 6 d(fn(u), fn(z)) + d(fn(z), fn(x)) 6 kn[d(u, z) + d(z, x)]

elde edilir, çünkü her n için fn(z) ile fn(x) = x ve fn(u) kar³�la³t�r�labilirdir. E bir

Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan, (i)'de knd(u, x) ↓ 0 ve (ii)'de kn[d(u, z)+d(z, x)] ↓

0 olur. Hem (i) hem de (ii) sayesinde fn(u)
d,E→ x sonucuna ula³�l�r.

Örnek

X = {1, 2, 3, 4} üstündeki s�ralama x, y ∈ X olmak üzere;

x � y ⇔ y = kx olacak ³ekilde k ∈ N vard�r

biçiminde tan�mlans�n ve E = R2 koordinat s�ralamas� ile donat�ls�n. Bilindi§i üzere,

R2 bu s�ralamaya göre Ar³imedyan Riesz uzay�d�r. Bir d : X ×X → R2 dönü³ümü

d(x, y) =


(
|x− y| ,

∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣) , (x, y) /∈ {(2, 4), (4, 2)}

(4, 4) , (x, y) ∈ {(2, 4), (4, 2)}
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biçiminde tan�mlan�rsa X, R2-tam s�ral� vektör metrik uzay olur. Ayr�ca

f(x) =


x− 1 , x 6= 1

1 , x = 1

biçiminde tan�mlanan f : X → X fonksiyonu s�ra artan bir fonksiyondur ve u = 1 �

f(1) ve k = 2/3 de§eri için (3.1) ³art�n� sa§lar. Ayr�ca Teorem 3.1.1'deki (b) ³art�

sa§lan�r ve 1 ∈ X eleman� X içinden al�nan her bir eleman çifti ile kar³�la³t�r�labilirdir.

Yani (1) ³art� da sa§lanm�³ olur. Bu yüzden f fonksiyonunun sabit noktas� tektir ve bu

sabit nokta 1'dir. Fakat f, X üstünde tan�mlanan herhangi bir reel de§erli metrik ile

büzülme dönü³ümü de§ildir. Bu yüzden [18]'deki Teorem 2.1, bu örne§e uygulanamaz.

Bu k�s�mdan itibaren ele al�nacak olan varl�k teoremlerinde (1) ³art� hipotezlere dahil

edilecektir. Bu ³art sadece sabit noktan�n tekli§i ile ilgilidir. Teklik k�sm�n�n ispat�

Teorem 3.1.2'de yap�lan ispat ile çok benzerdir.

Yukar�da elde edilen sonuçlar�n benzerlerine s�ra azalan diziler vas�tas�yla da ula³�labilir.

3.1.3. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay olsun ve (1) ³art� sa§lans�n. Ayr�ca f : X → X (3.1)

³art�n� sa§layan, s�ra artan bir fonksiyon ve

(a) f vektörel sürekli veya

(b) (xn) s�ra azalan bir dizi ve xn
d,E→ x iken, her n için x � xn olsun.

E§er f(u) � u olacak biçimde bir u ∈ X varsa, f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit

noktas� vard�r.

�spat

Öncelikle u = x0 al�ns�n ve (xn) dizisi her n için xn = f(xn−1) biçiminde tan�mlans�n.
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Her n için xn+1 = fn+1(x0) ve f fonksiyonu s�ra artan oldu§undan herhangi bir n için

x0 � f(x0) = x1 � · · · � f(xn−1) = fn(x0) = xn

sa§lan�r. �spat�n geri kalan k�sm�nda sabit noktan�n var oldu§unu göstermek için

Teorem 3.1.1'in ispat�nda yap�lanlar�n benzeri, sabit noktan�n tekli§ini göstermek için

Teorem 3.1.2'nin ispat�nda yap�lanlar�n benzeri yap�l�r.

3.2. S�ra Azalan Fonksiyonlar�n Teoremleri

Bu kesimde s�ra azalan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar� verilecektir.

3.2.1. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay olsun ve (1) ³art� sa§lans�n. Ayr�ca f : X → X (3.1)

³art�n� sa§layan, s�ra azalan bir fonksiyon ve

(a) f vektörel sürekli olsun veya

(b) (xn) dizisi her n için xn ≶ xn+1 ³art�n� sa§las�n ve xn
d,E→ x iken, her nm için xnm ≶ x

olacak ³ekilde bir (xnm) alt dizisine sahip olsun.

E§er f(u) ≶ u olacak biçimde bir u ∈ X varsa, f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit

noktas� vard�r.

�spat

Öncelikle u = x0 al�ns�n ve (xn) dizisi xn = f(xn−1) biçiminde tan�mlans�n. Her n için

xn+1 = fn+1(x0) oldu§undan hipotez gere§ince her n için xn ve xn+1

kar³�la³t�r�labilirdir. Genelli§i bozmaks�z�n x0 � f(x0) kabul edilsin. Fonksiyon s�ra

azalan oldu§undan herhangi bir n için

x0 � f(x0) = x1
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� f(x1) = f 2(x0) = x2

� f(x2) = f 3(x0) = x3

� f(x3) = f 4(x0) = x4

...

sa§lan�r. Tümevar�m yönteminden her n için

d(xn+1, xn) 6 knd(x1, x0)

elde edilir, çünkü (xn) dizisinin ard�³�k terimleri kar³�la³t�r�labilirdir. Teorem 3.1.1'in

ispat�ndan görülebilece§i gibi her n ve p için

d(xn, xn+p) 6
kn

1− k
d(x0, x1)

bulunur ve bu durum, E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (xn) dizisinin E-Cauchy

oldu§u anlam�na gelir. X uzay�n�n E-taml�§�ndan xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir x ∈ X

eleman�n�n var oldu§u sonucuna var�l�r.

E§er f vektörel sürekli ise Teorem 3.1.1'in ispat�ndan yararlan�larak x eleman�n�n f

fonksiyonunun sabit noktas� oldu§u kolayca görülebilir. Ancak (xn) dizisi monoton

olmasa bile ard�³�k herhangi iki terimi kar³�la³t�r�labilirdir ve dizi x'e vektörel

yak�nsakt�r. �imdi de (b) hipotezine gelinecek olursa, yani (xn) dizisinin her bir terimi

x ile kar³�la³t�r�labilen bir (xnm) alt dizisi var olsun. E içinde an ↓ 0 ve her n için

d(xn, x) 6 an olacak ³ekilde bir (an) dizisi var oldu§undan her m için

d(x, f(x)) 6 d(x, xnm+1) + d(f(x), xnm+1)

6 d(x, xnm+1) + d(f(x), f(xnm))

6 d(x, xnm+1) + kd(x, xnm)
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6 anm+1 + kanm

6 (k + 1)anm

elde edilir. Bu yüzden f(x) = x olur. Sabit noktan�n tek oldu§u da Teorem 3.1.2'nin

ispat�nda yap�lanlara benzer bir ³ekilde gösterilebilir.

Örnek

S�n�rl� reel say� dizilerin `∞ kümesi (xn) � (yn) ⇔ her n için xn ≤ yn biçiminde

tan�mlanan � do§al s�ralamas� ile donat�ls�n. Ayn� s�ralama ve al�³�lm�³ i³lemlerle `1 =

{(an) : an ∈ R,
∑∞

n=1 |an| <∞} kümesi Ar³imedyan Riesz uzay�d�r. Ayr�ca

d((xn), (yn)) =

(
1

2n
|xn − yn|

)

biçiminde tan�mlanan d : `∞ × `∞ → `1 dönü³ümü ile X = `∞ bir `1-tam s�ral� vektör

metrik uzayd�r. Ek olarak, X içinde genel terimi

xnm =


2 , m = 1

1/2 , 2 ≤ m ≤ n+ 1

1 , m > n+ 1

olan (xn) = ((xnm)) dizisi tan�mlans�n. Bu (xn) dizisi s�ra azalan bir dizidir ve xn
d,`1→

1 = (1, 1, . . .) olur. Bu dizinin tüm terimleri 1 sabit dizisi ile k�yaslanamad�§�ndan (b)

³art� sa§lanmaz. Ancak f(x) = x/2 kural� ile tan�mlanan f : `∞ → `∞ fonksiyonu

monoton ve vektörel süreklidir. Her x ∈ `∞ için, f(x) � x ve f fonksiyonu (3.1) ³art�n�

k = 1/2 de§eri için sa§lad�§�ndan, f 'in tek sabit noktas� 0 = (0, 0, . . .) eleman�d�r.

Teorem 3.1.1 (b) veya Teorem 3.1.3 (b) ³artlar�n�n varl�§� Teorem 3.2.1 (b) ³art�n�n

da varl�§�n� gerektirir. Tersine herhangi x, y, z ∈ X elemanlar� için y � x � z iken

d(x, z) 6 d(y, z) ve Teorem 3.2.1 (b) geçerli ise iteratif dizinin monotonlu§undan,

Teorem 3.1.1 (b) ve Teorem 3.1.3 (b) de geçerlidir. (Not 1, [19]).
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S�radaki teorem ile monoton fonksiyonlar�n hangi ko³ul alt�nda sabit noktas�n�n var

oldu§undan ve bu noktan�n tekli§i için hangi ko³ullar�n gerekti§inden bahsedilecektir.

3.2.2. Teorem

X bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay olsun ve (1) ³art� sa§lans�n. Ayr�ca f : X → X

(3.1) ³art�n� sa§layan monoton bir fonksiyon ve

(a) f vektörel sürekli veya

(b) (xn) dizisi her n için xn ≶ xn+1 ko³ulunu sa§las�n ve xn
d,E→ x iken, her nm için

xnm ≶ x olacak ³ekilde bir (xnm) alt dizisine sahip olsun.

E§er f(u) ≶ u olacak biçimde bir u ∈ X varsa, f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit

noktas� vard�r.

3.3. Monoton Olmayan Fonksiyonlar�n Teoremleri

�imdi de monotonluk ³art�ndan daha zay�f bir ³artla sabit nokta teoremi verilecektir.

3.3.1. Teorem

X bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay olsun ve (1) ³art� sa§lans�n. Ayr�ca f : X → X

(3.1) ³art�n� sa§layan bir fonksiyon olmak üzere her x, y ∈ X için x � y iken f(x) ≶

f(y) ve a³a§�dakilerden biri

(a) f vektörel sürekli veya

(b) (xn) dizisi her n için xn ≶ xn+1 ve xn
d,E→ x iken her nm için xnm ≶ x olacak ³ekilde

bir (xnm) alt dizisine sahip olsun.

E§er f(u) ≶ u olacak biçimde bir u ∈ X varsa f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit

noktas� vard�r.
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�spat

Öncelikle u = x0 al�ns�n ve (xn) dizisi her n için xn = f(xn−1) biçiminde tan�mlans�n.

Her n için xn+1 = fn+1(x0) ve f fonksiyonu kar³�la³t�r�labilir elemanlar�

kar³�la³t�r�labilir elemanlara dönü³türdü§ünden, hipotez gere§ince her n için xn ve

xn+1 kar³�la³t�r�labilirdir. �spat�n geri kalan k�sm� Teorem 3.2.1'in ispat�nda oldu§u

gibi yap�l�r.

Örnek

X = {(x, 0), (0, x) : x ∈ [0, 1]} üstündeki s�ralama

(x, 0) � (y, 0)⇔ x ≤ y ve (0, x) � (0, y)⇔ x ≤ y, x 6= 0, y 6= 0

olmak üzere R2 daha önce de bahsi geçen koordinat s�ralamas� ile donat�ls�n. Bununla

birlikte d : X ×X → R2 dönü³ümü

d((x, 0), (y, 0)) = (2 |x− y| , |x− y|)

d((0, x), (0, y)) =

(
|x− y| , 1

2
|x− y|

)

d((x, 0), (0, y)) =
(

2x+ y, x+
y

2

)
biçiminde tan�mlans�n. Bu durumda d dönü³ümüyle X uzay� R2-tam s�ral� vektör

metrik uzayd�r. Ayr�ca f : X → X fonksiyonu x ∈ [0, 1] için f((x, 0)) = (0, x) ve

x ∈ (0, 1] için f((0, x)) =
(
0, 1− x

2

)
olsun. Bu durumda f vektörel süreklidir, fakat

monoton de§ildir. Her x ∈ [0, 1] için, (0, x) ≶ f((0, x)) olur ve f fonksiyonu (3.1)

³art�n� k = 1/2 için sa§lar. Burada (0, 0) ve
(
0, 2

3

)
elemanlar� f fonksiyonunun sabit

noktalar�d�r. T�pk� (1, 0) ve (0, 1) elemanlar�n�n X içinde alt ve üst s�n�rlar� olmad�§�

gibi (0, 0) ve
(
0, 2

3

)
elemanlar�n�n da X içinde alt ve üst s�n�rlar� yoktur. Bu yüzden f

fonksiyonunun sabit noktas� tek de§ildir. Ayr�ca [18]'de metrik uzaylar için verilmi³

olan Teorem 7 bu örne§e uygulanamaz çünkü X üstündeki herhangi bir reel de§erli

metrik için f büzülme dönü³ümü de§ildir.
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4. �K�L� SAB�T NOKTA TEOREMLER�

Bu bölümde s�ral� vektör metrik uzaylar üstünde önce karma monoton özelli§e sahip

olan fonksiyonlar için ikili sabit nokta sonuçlar� verilecektir. Daha sonra bu sonuçlar

çift monoton özelli§e sahip olan fonksiyonlar için tekrar yorumlanacakt�r. Son olarak

bu iki monotonluk özelli§ine de sahip olmayan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar�

verilecektir.

4.1. Karma Monoton Özelli§e Sahip Fonksiyonlar�n Teoremleri

Bu kesimde sonuçlara geçmeden önce karma monoton özelli§e sahip fonksiyon ve ikili

sabit nokta gibi kavramlar hat�rlat�lacakt�r. Verilen s�ral� bir (X,�) kümesindeki

s�ralama vas�tas�yla X2 üstünde birçok s�ralama tan�mlanabilir. Örne§in her

s, r, x, y ∈ X eleman� için

(s, r) 4 (x, y)⇔ s � x ve y � r

biçiminde verilen ba§�nt� X2 üstünde tan�mlanabilecek s�ralama ba§�nt�lar�ndan biridir.

Bu ba§�nt� bu kesimde önemli bir yere sahiptir. X s�ral� bir küme iken aksi belirtilene

kadar X2 üstündeki s�ralaman�n bu oldu§u dü³ünülecektir. Ayr�ca bir T : X2 → X

fonksiyonu herhangi iki s, r ∈ X ve her x, y ∈ X elemanlar� için s � r iken

T (s, y) � T (r, y) ve T (x, r) � T (x, s)

ko³ulunu sa§larsa, bu fonksiyon karma monoton özelli§ine sahiptir denir. Di§er yandan,

T : X2 → X bir fonksiyon olmak üzere, bir (x, y) ∈ X2 eleman� için T (x, y) = x ve

T (y, x) = y sa§lan�yorsa bu elemana T fonksiyonunun ikili sabit noktas� denir [20].

4.1.1. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve T : X2 → X karma monoton özelli§e sahip

fonksiyon olsun. T vektörel sürekli veya X a³a§�daki iki özelli§e sahip olsun:
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(i) (xn) s�ra artan bir dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x,

(ii) (yn) s�ra azalan bir dizi ve yn
d,E→ y iken her n için y � yn.

Ayr�ca T fonksiyonu z � x, y � w ko³uluyla al�nan her z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1)

için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]

büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er s � T (s, r) ve r � T (r, s) olacak ³ekilde s, r ∈ X

elemanlar� mevcutsa T fonksiyonun X2 içinde ikili sabit noktas� vard�r.

�spat

Öncelikle s = x0 ve r = y0 olsun. Her n için xn = T (xn−1, yn−1) ve yn = T (yn−1, xn−1)

biçiminde tan�mlanan (xn) ve (yn) dizileri için

xn+1 = T (xn, yn) = T (T (xn−1, yn−1), T (yn−1, xn−1))

= T 2(xn−1, yn−1) = T 2(T (xn−2, yn−2), T (yn−2, xn−2))

= T 3(xn−2, yn−2) = T 3(T (xn−3, yn−3), T (yn−3, xn−3))

...

= T n(x1, y1) = T n(T (x0, y0), T (y0, x0)) = T n+1(x0, y0)

elde edilir. T karma monoton özelli§e sahip oldu§u için

x0 � T (x0, y0) = x1

� T (x1, y1) = T 2(x0, y0) = x2

� T (x2, y2) = T 3(x0, y0) = x3
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...

� T (xn−1, yn−1) = T n(x0, y0) = xn

olur. Benzer ³ekilde yn+1 = T n(y1, x1) = T n(T (y0, x0), T (x0, y0)) = T n+1(y0, x0) ve

y0 � y1 � · · · � yn elde edilir. Böylece her n için

d(xn, xn+1) = d(T (xn−1, yn−1), T (xn, yn))

6
k

2
[d(xn−1, xn) + d(yn−1, yn)]

=
k

2
[d(T (xn−2, yn−2), T (xn−1, yn−1)) + d(T (yn−2, xn−2), T (yn−1, xn−1))]

6
k

2

[
k

2
[d(xn−2, xn−1) + d(yn−2, yn−1)] +

k

2
[d(yn−2, yn−1) + d(xn−2, xn−1)]

]

=
k2

2
[d(xn−2, xn−1) + d(yn−2, yn−1)]

6
k3

2
[d(xn−3, xn−2) + d(yn−3, yn−2)]

...

6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

ve benzer ³ekilde d(yn, yn+1) 6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)] sa§lan�r. Dolay�s�yla her p ve n

için

d(xn, xn+p) 6 d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p)

6

(
kn

2
+
kn+1

2
+ · · ·+ kn+p−1

2

)
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

6
kn

2(1− k)
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]
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ve benzer ³ekilde d(yn, yn+p) 6 kn

2(1−k) [d(x0, x1) + d(y0, y1)] elde edilir. E Ar³imedyan

Riesz uzay� oldu§undan (xn) ve (yn) E-Cauchy dizileridir. X uzay�n�n E-taml�§�ndan

xn
d,E→ x ve yn

d,E→ y olacak ³ekilde x,y ∈ X elemanlar� vard�r. Bu yüzden an ↓ 0, bn ↓ 0

ve her n için d(xn, x) 6 an, d(yn, y) 6 bn ko³ullar�n� sa§layan (an) ve (bn) dizileri E

içinde mevcuttur. �spat�n geri kalan k�sm� iki durum için ayr� ayr� incelenecektir.

1. Durum: T vektörel sürekli olsun. Bu durumda cn ↓ 0 ve her n için

d(T (xn, yn), T (x, y)) 6 cn olacak ³ekilde bir (cn) dizisi E içinde mevcuttur.

Bu yüzden her n için

d(T (x, y), x) 6 d(T (xn, yn), T (x, y)) + d(T (xn, yn), x)

6 cn + d(xn+1, x)

6 cn + an+1 6 cn + an

oldu§undan d(T (x, y), x) = 0 elde edilir ki bu da T (x, y) = x oldu§u anlam�na gelir.

Benzer ³ekilde T (y, x) = y sonucuna var�l�r.

2. Durum: Her n için xn � x ve y � yn olsun. Her n için

d(T (x, y), x) 6 d(T (xn, yn), T (x, y)) + d(T (xn, yn), x)

6
k

2
[d(xn, x) + d(yn, y)] + d(xn+1, x)

6
k

2
[an + bn] + an+1 6

k

2
bn +

3k

2
an

sa§lan�r ve böylece d(T (x, y), x) = 0 elde edilir ki, bu da T (x, y) = x oldu§u anlam�na

gelir. Yine benzer ³ekilde T (y, x) = y sonucuna var�l�r.

Yukar�daki teorem sabit noktan�n varl�§�n� garanti eder ve uygun bir ko³ul alt�nda

fonksiyonun vektörel sürekli olmas�n�n gerekmedi§ini gösterir. Ancak bu teorem ikili

sabit noktan�n tekli§i için yeterli de§ildir.
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Örnek

X = {2, 3} ⊆ N+ kümesi al�ns�n. X2 üstünde

(x, y) 4 (s, r)⇔ s = kx ve y = lr olacak ³ekilde k, l ∈ N+ var

biçiminde tan�mlanan ba§�nt� bir s�ralama ba§�nt�s�d�r. Ayr�ca E = R al�ns�n ve

al�³�lm�³ s�ralama ile donat�ls�n. Bu durumda X bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay

olur. Bununla beraber T : X2 → X fonksiyonu T (2, 3) = T (3, 3) = 2 ve

T (3, 2) = T (2, 2) = 3 biçiminde tan�mland�§�nda Teorem 4.1.1'in bütün hipotezleri

sa§lan�r. T ikili sabit noktaya sahiptir, fakat bu sabit nokta tek de§ildir, çünkü (2, 3)

ve (3, 2) elemanlar�n�n ikisi de T fonksiyonun ikili sabit noktalar�d�r.

Bu nedenle ikili sabit noktan�n tek olmas� için Teorem 4.1.1'in hipotezlerine ek bir

ko³ul koyulmas� zorunludur. Bu teoremdeki ko³ullara ek olarak, X2 Dedekind

(σ-)tam veya bir latis olursa ikili sabit noktan�n tekli§i elde edilebilir. Ayr�ca X2

kümesindeki herhangi iki (x, y) ve (s, r) elemanlar� kar³�la³t�r�labilirlerse veya bu

elemanlar�n supremumu olan (x, y) ∨ (s, r) = (x ∨ s, y ∧ r) ve in�mumu olan

(x, y) ∧ (s, r) = (x ∧ s, y ∨ r) elemanlardan en az biri X2 kümesi içinde mevcut olursa

ikili sabit nokta yine tek olur. Ancak, bu ³artlardan daha zay�f olan bir ³art Teorem

4.1.1'in hipotezlerine eklenirse de ikili sabit noktan�n tekli§i elde edilebilir. Bu ³art,

X2 kümesinin herhangi iki (x, y) ve (s, r) eleman� için

(1) {(x, y), (s, r)} kümesinin bir alt s�n�r� veya üst s�n�r� X2 içinde var olmas� veya,

(2) (x, y) ve (s, r) ile kar³�la³t�r�labilecek bir (z, w) ∈ X2 var olmas�d�r. Bu yüzden bir

sonraki teoremde bu ³artlardan biri kullan�lacakt�r.

4.1.2. Teorem

Teorem 4.1.1'in hipotezlerine (1) ³art� eklenirse, T fonksiyonunun ikili sabit noktas� tek

olur.
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�spat

T fonksiyonun di§er bir ikili sabit noktas�n�n (s, r) eleman� oldu§u kabul edilsin. Burada

d̃ ((s, r), (x, y)) = 0 oldu§u iki durumda ayr� ayr� gösterilecektir.

1. Durum: (s, r) ve (x, y) elemanlar� kar³�la³t�r�labilir olsun. Bu durumda

d̃ ((x, y) , (s, r)) = d (x, s) + d (y, r)

= d (T (x, y) , T (s, r)) + d (T (y, x) , T (r, s))

6 k [d (x, s) + d (y, r)] = kd̃ ((x, y) , (s, r))

elde edilir ki k ∈ [0, 1) oldu§undan d̃ ((x, y) , (s, r)) = 0 sa§lan�r.

2. Durum: (s, r) ve (x, y) elemanlar� kar³�la³t�r�labilir olmas�n. Bu durumda

{(x, y), (s, r)} kümesinin bir alt ya da üst s�n�r� olan (z1, z2) ∈ X2 vard�r. Ba³ka bir

deyi³le (x, y) ve (s, r) ile kar³�la³t�r�labilir bir (z1, z2) eleman� vard�r. Böylece

(T n (x, y) , T n (y, x)) = (x, y) ve (T n(s, r), T n(r, s)) = (s, r) elemanlar� her n için

(T n (z1, z2) , T
n (z2, z1)) ile kar³�la³t�r�labilirdir. Buradan her n için

d̃ ((x, y) , (s, r)) = d̃ ((T n (x, y) , T n (y, x)) , (T n(s, r), T n(r, s)))

6 d̃ ((T n (x, y) , T n (y, x)) , (T n (z1, z2) , T
n (z2, z1)))

+ d̃ ((T n (z1, z2) , T
n (z2, z1)) , (T

n(s, r), T n(r, s)))

6 kn ([d (x, z1) + d (y, z2)] + [d (z1, s) + d (z2, r)])

elde edilir. E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan d̃ ((s, r), (x, y)) = 0 sonucuna var�l�r.

Bir sonraki teorem, Teorem 4.1.1'in hipotezlerine ek olarak X üzerine belirli bir ³art

koyuldu§unda ikili sabit noktan�n bile³enlerinin e³it oldu§unu göstermektedir.
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4.1.3. Teorem

Teorem 4.1.1'in hipotezlerine ek olarak, X içinde al�nan her eleman çifti için bir alt

veya üst s�n�r var olursa T fonksiyonunun ikili sabit noktas�n�n bile³enleri e³it olur.

�spat

Öncelikle T fonksiyonunun ikili sabit noktas� (x, y) olsun. Burada iki farkl� durum da

ayr� ayr� incelenmelidir.

1. Durum: E§er x ve y kar³�la³t�r�labilir elemanlar olursa

d(x, y) = d(T (x, y), T (y, x)) 6 kd(x, y).

elde edilir. Bununla beraber k ∈ [0, 1) oldu§undan x = y sonucuna ula³�l�r.

2. Durum: �imdi de x ve y kar³�la³t�r�lamayan elemanlar ve {x, y} kümesinin bir üst

s�n�r� z olsun. Bu durumda

T (x, y) � T (z, y) ve T (x, y) � T (x, z) ve

T (y, x) � T (z, x) ve T (y, x) � T (y, z)

sa§lan�r. T fonksiyonunun karma monoton özelli§inden her m için

Tm+1(x, y) = Tm(T (x, y), T (y, x)) � Tm(T (z, y), T (y, z)) = Tm+1(z, y),

Tm+1(x, y) = Tm(T (x, y), T (y, x)) � Tm(T (x, z), T (z, x)) = Tm+1(x, z),

Tm+1(y, x) = Tm(T (y, x), T (x, y)) � Tm(T (z, x), T (x, z)) = Tm+1(z, x),

Tm+1(y, x) = Tm(T (y, x), T (x, y)) � Tm(T (y, z), T (z, y)) = Tm+1(y, z)

elde edilir. Böylece
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d(x, y) = d(Tm+1(x, y), Tm+1(y, x))

6 d(T (Tm(x, y), Tm(y, x)), T (Tm(x, z), Tm(z, x)))

+ d(T (Tm(x, z), Tm(z, x)), T (Tm(z, x), Tm(x, z)))

+ d(T (Tm(z, x), Tm(x, z)), T (Tm(y, x), Tm(x, y)))

olur. T fonksiyonunun ayn� zamanda bir büzülme dönü³ümü olmas� sayesinde

d(x, y) 6
k

2
[d(Tm(x, y), Tm(x, z)) + d(Tm(y, x), Tm(z, x))

+ d(Tm(x, z), Tm(z, x)) + d(Tm(z, x), Tm(x, z))

+ d(Tm(z, x), Tm(y, x)) + d(Tm(x, z), Tm(x, y))]

= k[d(Tm(x, y), Tm(z, x)) + d(Tm(x, z), Tm(z, x))) + d(Tm(z, x), Tm(x, y))]

elde edilir. Böylece d(x, y) 6 km+1[d(x, z) + d(z, y)] olur ki, buradan da E'nin

Ar³imedyan Riesz uzay� olmas� sebebiyle d(x, y) = 0 sonucu ç�kar.

Örnek

X = `∞ s�n�rl� reel say� dizileri kümesi ve E = `1 kümesi do§al s�ralama ile donat�lm�³

olsun. Bu durumda `∞ ve `1 Dedekind (σ-)tam Riesz uzaylar� olur. Ayr�ca her x, y ∈ `∞
için d (x, y) =

(
1
n2 |xn − yn|

)
biçiminde tan�mlanan d : `∞ × `∞ → `1 dönü³ümü bir

vektör metrik ve X = `∞ ise bu metrik ile bir `1-tam s�ral� vektör metrik uzay� olur.

Bu arada tüm terimleri 1 olan sabit dizi 1 ile gösterilecektir. T (x, y) = 3
11
x− 1

11
y+ 9.1

biçiminde tan�mlanan T : (`∞)2 → `∞ fonksiyonu `∞ üstünde karma monoton özelli§e

sahiptir. Bu fonksiyon ayn� zamanda vektörel süreklidir ve k = 6
11

sabiti için büzülme

³art�n� sa§lar. Üstelik (`∞)2 içinde al�nan her eleman çifti için bir üst ve alt s�n�r

mevcuttur. Böylece son teoremin tüm hipotezlerinin sa§lan�r. Sonuç olarak, T bir tek

ikili sabit noktaya sahiptir ki, bu da (11.1,11.1) eleman�ndan ba³kas� de§ildir.
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X kümesinin Dedekind (σ-)tam olmas� durumunda x = y oldu§unu görmek zor de§ildir.

Ancak, daha önce belirtildi§i gibi Teorem 4.1.3'de kullan�lan ³art bundan çok daha

zay�ft�r. X2 kümesinde al�nan her eleman çifti için bir üst veya alt s�n�r varsa bu X

kümesinin bir latis olmas�n� gerektirmektedir. Teorem 4.1.1'in hipotezlerine (1) ³art�

eklendi§inde sadece ikili sabit noktan�n tekli§i de§il, ayn� zamanda bile³enlerinin e³itli§i

elde edilir. Ancak, X kümesinden al�nan her eleman çifti için yaln�zca bir alt s�n�r ya

da yaln�zca bir üst s�n�r olmas� durumu X2 içinde al�nan her eleman çiftinin en az bir

alt veya üst s�n�r� olmas�n� gerektirmez. Örne§in, X = {1, 2, 3} ⊆ N+ kümesi ilk bölüm

birinci örnekte bahsi geçen s�ralama ile donat�lm�³ olsun. Bu durumda 1 eleman�n�n X

içinden al�nan her eleman çifti için bir alt s�n�r oldu§u kolayca görülebilir. Ancak, X2

kümesinden al�nan (3, 2) ve (2, 3) eleman çifti için ne bir alt s�n�r ne de bir üst s�n�r

vard�r.

Di§er yandan, Teorem 4.1.1'de bahsedilen s ve r elemanlar�n�n kar³�la³t�r�labilir

elemanlar olmas� durumunda ikili sabit noktan�n bile³enleri e³it olur.

4.1.4. Teorem

Teorem 4.1.1 in hipotezlerine ek olarak, s ve r elemanlar� kar³�la³t�r�labilir ise T

fonksiyonun (x, y) ikili sabit noktas�n�n bile³enleri e³ittir.

�spat

Theorem 4.1.1 gere§ince s � T (s, r) oldu§u biliniyor. Öncelikle s � r olmas� halinde her

n için xn � yn sa§land�§� gösterilecektir. Bunun için tümevar�m yöntemi kullan�lacakt�r.

E§er s � r ise T karma monoton özelli§e sahip oldu§u için x1 = T (s, r) � T (r, s) = y1

elde edilir. �imdi baz� n ler için xn � yn olsun. Bu durumda

xn+1 = T n+1(s, r) = T (T n(s, r), T n(r, s)) = T (xn, yn) � T (yn, xn) = yn+1,

oldu§undan, her bir n için xn � yn elde edilir. Ayr�ca xn
d,E→ x ve yn

d,E→ y oldu§undan

E içinde an ↓ 0, bn ↓ 0 ve d(xn, x) 6 an, d(yn, y) 6 bn olacak ³ekilde (an) ve her n için

(bn) dizileri mevcuttur. Böylece
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d(x, y) 6 d(x, T n+1(s, r)) + d(T n+1(s, r), T n+1(r, s)) + d(T n+1(r, s), y)

6 an+1 + d(T (T n(s, r), T n(r, s)), T (T n(r, s), T n(s, r))) + bn+1

6 an + kd(T n(s, r), T n(r, s)) + bn

6 an + k[d(T n(s, r), x) + d(x, y) + d(y, T n(r, s))] + bn

6 (k + 1)(an + bn) + kd(x, y)

ve buradan (1 − k)d(x, y) 6 (k + 1)(an + bn) elde edilir. E³itsizli§in sa§ taraf�n�n

in�mumu 0 oldu§undan d(x, y) = 0 olur. Benzer ³ekilde r � s olmas� halinde her bir n

için yn � xn sonucuna var�l�r ki, bu da d(x, y) = 0 olmas�n� gerektirir.

Buraya kadar elde edilen sonuçlarda E'nin özel olarak R seçilmesi ve al�³�lm�³ s�ralama

ile donat�lmas� durumunda [20]'de bashedilen sonuçlar elde edilmi³ olur. Yani bahsi

geçen çal�³ma bu çal�³man�n özel bir durumu haline gelmi³ olur. �imdi verilecek örnek

bunu vurgulamaktad�r.

Örnek

X = {(0, x) : x ∈ [0, 1]} ∪ {(x, 0) : x ∈ [0, 1]} ve E = R2 ve koordinat s�ralamas� ile

donat�lm�³ olsun.

Bir d : X ×X → R2 dönü³ümü

d ((x, 0) , (y, 0)) = (
16

3
|x− y| , |x− y|)

d ((0, x) , (0, y)) = (|x− y| , 1

6
|x− y|)

d ((x, 0) , (0, y)) = (
16

3
x+ y, x+

1

6
y)

biçiminde tan�mlans�n. Bu durumda d bir vektör metriktir, X kümesi R2-tam s�ral�
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vektör metrik uzay�d�r ve E = R2 bir Ar³imedyan Riesz uzay�d�r. Ayr�ca

T ((x, 0) , (y, 0)) = (0, x (1− y))

T ((0, x) , (0, y)) = (
1

32
x(1− y), 0)

T ((0, x) , (y, 0)) = (
1

32
x, 0)

T ((x, 0) , (0, y)) = (0, x)

biçiminde tan�mlanan T : X2 → X fonksiyonu X üzerinde karma monoton özelli§e

sahiptir. Ayr�ca T vektörel süreklidir ve büzülme ³art�n� k = 3/4 sabiti için sa§lar.

Bununla birlikte (0, 0) eleman� X içinde al�nan her eleman çifti için alt s�n�rd�r. Böylece

yukar�daki tüm teoremlerin hipotezleri sa§lanm�³ olur. Bu yüzden T bir tek ikili sabit

noktaya sahiptir ve bu ikili sabit noktan�n bile³enleri birbirine e³ittir. Gerçekten (0, 0)

eleman� T fonksiyonunun tek ikili sabit noktas�d�r. Burada en önemli k�s�m ise [20]'de

elde edilen sonuçlar�n bu örne§e uygulanamayacak olmas�d�r, çünkü T fonksiyonu X

üstünde tan�mlanacak herhangi bir reel de§erli metrik ile büzülme dönü³ümü olamaz.

Theorem 4.1.1'de yer alan s � T (s, r) ve r � T (r, s) ³art� yerine T (s, r) � s ve

T (r, s) � r ³art� koyulursa benzer sonuçlar elde edilir.

4.1.5. Teorem

X (1) ³art�n� sa§las�n ve T : X2 → X fonksiyonu X üstünde karma monoton özelli§e

sahip olsun. T vektörel sürekli veya X a³a§�daki iki özelli§e sahip olsun:

(i) (xn) s�ra artan bir dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x,

(ii) (yn) s�ra azalan bir dizi ve yn
d,E→ y iken, her n için y � yn.

Ayr�ca T fonksiyonu z � x, y � w ko³uluyla al�nan her z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1)

için
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d(T (x, y), T (z, w)) 6 k
2
[d(x, z) + d(y, w)]

büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve T (r, s) � r olacak ³ekilde s, r ∈ X

elemanlar� mevcutsa, T fonksiyonunun X2 içinde bir tek ikili sabit noktas� vard�r.

�spat

Bu teoremin ispat�nda Teorem 4.1.1'in ispat�ndaki ad�mlar takip edilecektir. Öncelikle

s = x0 ve r = y0 olarak belirlensin. Ayr�ca her n için T n (x0, y0) = xn ve T n (y0, x0) =

yn olsun. T fonksiyonunun karma monoton özelli§e sahip olmas� , T (x0, y0) � x0 ve

T (y0, x0) � y0 sa§lanmas� sebebiyle

· · · � xn � · · · � x2 � x1 � x0 ve y0 � y1 � y2 � · · · � yn � · · · .

olur. Theorem 4.1.1'in ispat�na benzer ³ekilde

d(xn, xn+1) 6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

d(yn, yn+1) 6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

elde edilir ve buradan (xn) ve (yn) dizilerinin birer E-Cauchy dizisi oldu§u görülür.

X'in E-taml�§�ndan xn
d,E→ x ve yn

d,E→ y olacak ³ekilde X içinde x ve y elemanlar�

vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0, bn ↓ 0 ve her n için d(xn, x) 6 an, d(yn, y) 6 bn olacak

³ekilde E içinde (an) ve (bn) dizileri vard�r. Yine Teorem 4.1.1'in ispat�nda oldu§u gibi

T fonksiyonunun vektörel sürekli olmas� durumunda (x, y) eleman� T fonksiyonun bir

ikili sabit noktas� olur. Bu yüzden di§er duruma odaklan�l�rsa xn
d,E→ x ve her n için

xn � x oldu§undan

d(T (x, y), x) 6 d(T (x, y), T (xn, yn)) + d(T (xn, yn), x)

6
k

2
[d(x, xn) + d(y, yn)] + d(xn+1, x)

6
k

2
[an + bn] + an+1 6

k

2
bn +

3k

2
an
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elde edilir. Böylece d(T (x, y), x) = 0, yani T (x, y) = x olur. Benzer bir ³ekilde.

T (y, x) = y sonucuna ula³�l�r.

X uzay�ndaki vektörel yak�nsak ve kar³�la³t�r�labilir ard�³�k terimlere sahip olan her

dizinin, her bir terimi dizinin limitiyle kar³�la³t�r�labilir bir alt dizisi varsa T : X2 → X

fonksiyonu bir ikili sabit noktaya sahip olur. Yani X a³a§�daki ³art� sa§lamas� halinde

bu varl�ktan söz edilebilir:

(iii) X uzay�nda bir x eleman�na vektörel yak�nsak ve her n için xn ≶ xn+1 ko³ulunu

sa§layan (xn) dizilerinin her nm için xnm ≶ x ko³ulunu sa§layan bir (xnm) dizisi var

olsun.

4.1.6. Teorem

X, (1) ³art�n� sa§layan bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve T : X2 → X karma

monoton özelli§e sahip olan bir fonksiyon olmak üzere, X üzerinde T vektörel sürekli

olsun veya X (iii) ³art�n� sa§las�n. Ayr�ca T fonksiyonu z � x, y � w ko³uluyla al�nan

her z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1) için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]

büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve (r, s) � r veya s � T (s, r) ve r � T (r, s)

olacak ³ekilde s, r ∈ X elemanlar� mevcutsa T fonksiyonun X2 içinde bir tek ikili sabit

noktas� vard�r.

�spat

Öncelikle s = x0, r = y0 olarak belirlensin ve her n için T n (x0, y0) = xn, T n (y0, x0) =

yn olsun. Ayr�ca x0 � T (x0, y0) = x1 ve y0 � T (y0, x0) = y1 (veya x0 � T (x0, y0) = x1

ve y0 � T (y0, x0) = y1) oldu§u kabul edilsin. Teorem 4.1.1'in (veya Teorem 4.1.5'in)

ispat�nda takip edilen prosedürün benzeri burada uygulan�rsa, her n için xn+1 ≶ xn ve

yn+1 ≶ yn oldu§undan
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d(xn, xn+1) 6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

d(yn, yn+1) 6
kn

2
[d(x0, x1) + d(y0, y1)]

elde edilir. Böylece ve (xn) (yn) dizilerinin E-Cauchy dizisi oldu§u görülür. X uzay�

E-tam oldu§undan ve xn
d,E→ x ve yn

d,E→ y olacak ³ekilde x,y ∈ X elemanlar� mevcuttur.

Vektörel süreklilik durumu, Teorem 4.1.1'de yap�lanlarla çok benzer oldu§undan ikinci

duruma odaklan�lacakt�r. Hipotez gere§ince (xn) ve (yn) dizilerinin, bütün terimleri bu

dizilerin limitleri olan y ve x ile kar³�la³t�r�labilen (xnm) ve (ynm) alt dizileri mevcuttur.

Buradan

d(T (x, y), x) 6 d(T (x, y), T (xnm , ynm)) + d(T (xnm , ynm), x)

6
k

2
[d(x, xnm) + d(y, ynm)] + d(xnm+1, x)

6
k

2
[anm + bnm ] + anm+1 6

k

2
bnm +

3k

2
anm

elde edilir. Ayr�ca an ↓ 0, bn ↓ 0 oldu§undan anm ↓ 0, bnm ↓ 0 elde edilir ki, böylece

T (x, y) = x ve benzer ³ekilde T (y, x) = y sonuçlar�na ula³�l�r.

�imdiye kadar elde edilen sonuçlar al�³�lm�³ karma monoton özelli§e sahip fonksiyonlar

kullanarak olu³turuldu. Bilindi§i üzere, bu fonksiyonlar birinci de§i³kene göre s�ra artan

ve ikinci de§i³kene göre s�ra azalan fonksiyonlard�r. Benzer ³ekilde, birinci de§i³kene

göre s�ra azalan ve ikinci de§i³kene göre s�ra artan fonksiyonlar kullan�larak benzer

sonuçlar elde edilir. Sadeli§i korumak ad�na, bu tür fonksiyonlardan ikinci tip karma

monoton özelli§e sahip fonksiyonlar olarak bahsedilecektir. Yani, bir T : X2 → X

fonksiyonu, e§er herhangi s, r ∈ X ve her x, y ∈ X için

s � r ⇒ T (r, y) � T (s, y) ve T (x, s) � T (x, r)

³art�n� sa§l�yorsa, bu fonksiyon ikinci tip karma monoton özelli§e sahiptir denir.

Örne§in, T (x, y) = tan−1 (y − x) kural�yla tan�mlanan T fonksiyonu ikinci tip karma

monoton özelli§e sahiptir. �imdi de Teorem 4.1.6 bu tip fonksiyonlar yard�m�yla biraz
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daha esnetilecektir.

4.1.7. Teorem

X, (1) ³art�n� sa§layan bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve T : X2 → X al�³�lm�³

veya ikinci tip karma monoton özelli§e sahip olan bir fonksiyon olsun. X üstünde T

vektörel sürekli olsun veya X (iii) ³art�n� sa§las�n. Ayr�ca T fonksiyonu z � x, y � w

ko³uluyla al�nan her z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1) için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]

büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve T (r, s) � r veya s � T (s, r) ve r � T (r, s)

olacak ³ekilde s, r ∈ X elemanlar� mevcutsa T fonksiyonun X2 içinde bir tek ikili sabit

noktas� vard�r.

Örnek

X = R kümesi al�³�lm�³ s�ralama ve mutlak de§er metri§i ile donat�ls�n. Bu durumda

T (x, y) = 1
4

tan−1 (y − x) kural� ile tan�mlanan T : R2 → R fonksiyonu ikinci tip karma

monoton özelli§ine sahiptir ve (0, 0) bu fonksiyonun tek ikili sabit noktas�d�r.

Anla³�laca§� üzere al�³�lm�³ veya ikinci tip karma monoton özelli§e sahip fonksiyonlar

bir de§i³kene göre s�ra artan iken di§er de§i³kene göre s�ra azaland�r. Bu nedenle,

yukar�daki sonuçlar�n benzerlerinin, her iki de§i³kene göre de s�ra artan veya azalan

fonksiyonlar için de elde edilip edilemeyece§i sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun

cevab� bir sonraki kesimde verilecektir.

4.2. Çift Monoton Özelli§e Sahip Fonksiyonlar�n Teoremleri

Bu kesimde öncelikle çift monoton özelli§ine sahip olan fonksiyonlar tan�t�lacak

ard�ndan bir önceki kesimde elde edilen sonuçlar bu fonksiyonlar için yeniden

yorumlanacakt�r.
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4.2.1. Tan�m

(X,�) s�ral� bir küme olmak üzere, bir T : X2 → X fonksiyonu her iki de§i³kene göre

s�ra artan veya s�ra azalan ise bu T fonksiyonu X üstünde çift monoton özelli§e sahiptir

denir. Yani herhangi s, r ∈ X ve her x, y ∈ X elemanlar� için

s � r ⇒


T (s, y) � T (r, y) ve T (x, s) � T (x, r)

veya

T (r, y) � T (s, y) ve T (x, r) � T (x, s)

sa§lan�yorsa T fonksiyonu X üstünde çift monoton özelli§e sahiptir.

Örne§in X = [0,∞) kümesi al�³�lm�³ s�ralama ile X2 ise koordinat s�ralamas� ile

donat�lm�³ olsun. T (x, y) = 2x + y − 1 ve S(x, y) = 2−(x+y) kurallar�yla tan�mlanan T

ve S fonksiyonlar�, X üstünde çift monoton özelli§e sahiptir. Burada T fonksiyonu iki

de§i³kene göre s�ra artan iken S fonksiyonu s�ra azaland�r. Çift monoton özelli§e sahip

fonksiyonlar ile s�ra artan veya s�ra azalan fonksiyonlar kar�³t�r�lmamal�d�r. S�radaki

örnek, kavramlar aras�ndaki fark� vurgulmas� yönüyle önemlidir.

Örnek

X = [0,∞) kümesi al�³�lm�³ s�ralama, X2 ise

(s, r) 4 (x, y)⇔ s < x veya (s = x ve r ≤ y)

sözlüksel s�ralama ile donat�ls�n ve T : X2 → X fonksiyonu T (x, y) = x + y kural� ile

tan�mlans�n. Herhangi dört s, r, x, y ∈ X için s ≤ r iken s+ y ≤ r+ y ve s+ x ≤ r+ x

oldu§undan T (s, y) ≤ T (r, y) ve T (x, s) ≤ T (x, r) elde edilir. Anla³�laca§� üzere T

çift monoton özelli§e sahip iken do§al olarak karma monoton özelli§e sahip de§ildir.

Ayr�ca T s�ra artan de§ildir. Yani herhangi dört s, r, x, y ∈ X için (s, r) 4 (x, y) olmas�

T (s, r) ≤ T (x, y) olmas�n� gerektirmez. Özel olarak (s, r) = (1, 4) ve (x, y) = (2, 1)

seçilirse, (1, 4) 4 (2, 1) olmas�na ra§men T (1, 4) = 5 ≥ T (2, 1) = 3 oldu§u gözlemlenir.
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Görüldü§ü gibi çift monoton özelli§e sahip fonksiyonlar s�n�f�, karma monoton özelli§e

sahip fonksiyonlar s�n�f�ndan farkl�d�r. Bu nedenle, bu yeni s�n�f için yukar�daki

teoremlerin yeniden düzenlenmesi gerekmektedir. Böylece benzer sonuçlar çift

monoton özelli§e sahip fonksiyonlar için de elde edilecektir. Ancak bundan önce

(X,�) s�ral� bir küme iken her s, r, x, y ∈ X için

(s, r) 4 (x, y)⇔ s � x ve r � y

biçiminde tan�mlanan ba§�nt�n�n X2 üstünde bir s�ralama ba§�nt�s� oldu§unu

hat�rlatmakta fayda vard�r. Bu s�ralama do§al s�ralama olarak da bilinen bir

s�ralamad�r. �imdi bu s�ralama vas�tas�yla Teorem 4.1.7'nin çift monoton özelli§e

sahip fonksiyonlara uyarlanm�³ hâli verilecektir. Ancak ispat�, bahsi geçen teoremin

ispat�na çok benzer oldu§u gerekçesiyle verilmemi³tir.

4.2.2. Teorem

X, (1) ³art�n� sa§layan bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve T : X2 → X çift monoton

özelli§e sahip olan bir fonksiyon olmak üzere X üstünde T vektörel sürekli olsun veya

X, (iii) ³art�n� sa§las�n. Ayr�ca T fonksiyonu, x � z, y � w ko³uluyla al�nan her

z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1) için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]

büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve T (r, s) � r veya s � T (s, r) ve r � T (r, s)

olacak ³ekilde s, r ∈ X elemanlar� mevcutsa T fonksiyonun X2 içinde bir tek ikili sabit

noktas� vard�r.

Bu teorem vas�tas�yla [18], [19] ve [20] çal�³malar�nda ele al�nan fonksiyon

s�n��ar�ndan tamamen farkl� bir s�n�f için sabit nokta sonucu verilmi³ olur. Böylece bu

çal�³ma ile, literatürde yer alan birçok çal�³man�n odakland�§� problemlere de bir

çe³itlilik kazand�r�lm�³t�r.
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Örnek

X = E = R al�³�lm�³ s�ralama ve mutlak de§er metri§i ile donat�ls�n. Bir T : X2 → X

fonksiyonu, T (x, y) = 1
4
x+ 1

3
y+ 5

24
kural� ile tan�mlans�n. Bu T iki de§i³ken için de s�ra

artan bir fonksiyon oldu§undan çift monoton özelli§e sahip bir fonksiyondur ve k = 2
3

için büzülme ³art�n� sa§lar. Ayr�ca, R2 içinde al�nan herhangi bir eleman çifti için bir

alt ve bir üst s�n�r vard�r. R tam s�ral� oldu§u için, X içinde al�nan vektörel yak�nsak bir

dizinin herhangi iki terimi birbiriyle kar³�la³t�r�labilirdir. Bu yüzden Teorem 4.2.2'nin

bütün hipotezleri sa§lanmaktad�r ve (1/2, 1/2) eleman� T fonksiyonunun bir tek ikili

sabit noktas�d�r. Ancak [20]'deki sonuçlar bu örne§e uygulanamaz, çünkü T karma

monoton özelli§e sahip de§ildir.

4.3. Monoton Olmayan Fonksiyonlar�n Teoremleri

�imdiye kadar, al�³�lm�³ ve ikinci tip karma monoton ve çift monoton özelli§e sahip

olan fonksiyonlar için ikili sabit noktan�n varl�§� ile tekli§i irdelendi. Ancak s�radaki

teorem ikili sabit noktan�n ne varl�§� ne de tekli§i için herhangi bir karma veya çift

monotonluk özelli§i gerekmeyebilece§ini göstermektedir.

4.3.1. Teorem

X, (1) ³art�n� sa§layan bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve her z, w, y, x ∈ X

elemanlar� için T : X2 → X fonksiyonu

(x, y) 4 (z, w)

(yani x � z ve w � y)
⇒


T (x, y) � T (z, w) ve T (y, x) � T (w, z)

veya

T (x, y) � T (z, w) ve T (y, x) � T (w, z)

ko³ulunu sa§las�n. X üstünde T vektörel sürekli veya X, (iii) ³art�n� sa§l�yorken T

fonksiyonu x � z, w � y ko³uluyla al�nan her z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1) için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]
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büzülme ³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve T (r, s) � r veya s � T (s, r) ve r � T (r, s)

olacak ³ekilde s, r ∈ X mevcutsa, T fonksiyonunun X2 içinde bir tek ikili sabit noktas�

vard�r.

�spat

Her n için s = x0, r = y0, T
n (x0, y0) = xn ve T n (y0, x0) = yn olsun. Ayr�ca x0 �

T (x0, y0) = x1 ve y0 � T (y0, x0) = y1 (veya x0 � T (x0, y0) = x1 ve y0 � T (y0, x0) =

y1) sa§land�§� kabul edilsin. T fonksiyonunun tan�m� gere§ince ya x1 = T (x0, y0) �

T (x1, y1) = x2 ve y1 = T (y0, x0) � T (y1, x1) = y2 ya da x1 = T (x0, y0) � T (x1, y1) =

x2 ve y1 = T (y0, x0) � T (y1, x1) = y2 sa§lan�r. Böylece her n için xn ≶ xn+1 ve

yn ≶ yn+1 oldu§u sonucuna ula³�l�r. Burada, her n için ya xn � xn+1 ⇔ yn+1 � yn ya

da xn+1 � xn ⇔ yn � yn+1 sa§lan�r. �spat�n geri kalan k�sm� Teorem 4.1.6'n�n ispat�na

benzer ³ekilde yap�l�r.

Teorem 4.3.1'in Teorem 4.1.7'yi genelledi§inin belirtilmesinde fayda vard�r. S�radaki

örnek bu durumu aç�klamas� aç�s�ndan önemlidir.

Örnek

X = [0,∞) kümesi d (x, y) = |x− y| mutlak de§er metri§iyle ve

x � y ⇔

 x, y ∈ [0, 1] , x ≤ y veya

x, y ∈ (n, n+ 1] (n ∈ N+), x ≤ y.

biçiminde tan�mlanan s�ralama ile donat�lm�³ olsun. Böylece s, r, x, y ∈ X olmak üzere

X2 üstünde (s, r) 4 (x, y)⇔ s � x ve y � r biçiminde tan�mlanan s�ralama için

(s, r) 4 (x, y)⇔



 s, x ∈ [0, 1] , s ≤ x veya

s, x ∈ (n, n+ 1] (n ∈ N+), s ≤ x


ve r, y ∈ [0, 1] , r ≥ y veya

r, y ∈ (n, n+ 1] (n ∈ N+), r ≥ y.
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sa§lan�r. E = R al�³�lm�³ s�ralama ile donat�ls�n ve T : X2 → X fonksiyonu

T (x, y) =



2x− y + 2

5
, x, y ∈ [0, 1]

y − 2x+ 10n− 5

5
, x, y ∈ (2n− 1, 2n] (n ∈ N+)

x+ 2 (n+ 1− y)

5
, x, y ∈ (2n, 2n+ 1] (n ∈ N+)

x

5
, di§er durumlarda

biçiminde tan�mlans�n. T fonksiyonu k = 4/5 için büzülme ³art�n� sa§lar. Böylece

Teorem 4.3.1'in bütün hipotezleri sa§lan�r ve T bir tek ikili sabit noktaya sahip olur

ki bu da (1/2, 1/2) d�r. Ancak, T fonksiyonu X üstünde herhangi bir karma veya çift

monoton özelli§e sahip olmad�§�ndan Teorem 4.1.7 bu örne§e uygulanamaz.

S�radaki teorem çift monoton özelli§inin ikili sabit noktan�n ne varl�§� ne de tekli§i

için gerekmeyebilece§ini göstermektedir. Bu teorem için X2 üstünde tan�mlanan

s�ralaman�n do§al s�ralama oldu§u kabul edilecektir.

4.3.2. Teorem

X, (1) ³art�n� sa§layan E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve her z, w, y, x ∈ X için

(x, y) 4 (z, w)

(yani x � z ve y � w)
⇒


T (x, y) � T (z, w) ve T (y, x) � T (w, z)

veya

T (x, y) � T (z, w) ve T (y, x) � T (w, z)

ko³ulunu sa§layan T : X2 → X fonksiyonu tan�mlans�n. X üstünde T vektörel sürekli

veya X, (iii) ³art�n� sa§l�yorken T fonksiyonu x � z, y � w ko³uluyla al�nan her

z, w, y, x ∈ X ve bir k ∈ [0, 1) için

d(T (x, y), T (z, w)) 6
k

2
[d(x, z) + d(y, w)]

³art�n� sa§las�n. E§er T (s, r) � s ve T (r, s) � r veya s � T (s, r) ve r � T (r, s) olacak

³ekilde s, r ∈ X mevcutsa T fonksiyonunun X2 içinde bir tek ikili sabit noktas� vard�r.
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S�radaki iki not, bu bölümde elde edilen sonuçlarla bir önceki bölümde ve hâliyle [30]'de

elde edilen sonuçlar aras�ndaki ili³kileri vurgulamas� aç�s�ndan önemlidir.

Not

(a) T : X2 → X fonksiyonu X üstünde karma monoton (veya ikinci tip karma

monoton) özelli§e sahip olsun. Herhangi bir s ∈ X ve her r ∈ X için Ts(r) = T (r, s)

kural�yla tan�mlanan Ts : X → X fonksiyonu s�ra artan bir fonksiyon olur. Bu seçim

ile yukar�daki sonuçlar [30]'da s�ra artan (veya s�ra azalan) fonksiyonlar için elde

edilen sonuçlar ile çak�³�r. Burada (x, y) ∈ X2 eleman� T fonksiyonun bir ikili sabit

noktas� ise, y ∈ X eleman� Tx fonksiyonunun ve x ∈ X eleman� ise Ty fonksiyonunun

sabit noktas� olur, çünkü Tx(y) = T (y, x) = y ve Ty(x) = T (x, y) = x dir. Bunlara ek

olarak, e§er T fonksiyonunun ikili sabit noktas� (x, y) tek ise, Tx ve Ty fonksiyonlar�

çak�³�r ve x = y eleman� bu fonksiyonlar�n tek sabit noktas� olur.

(b) T : X2 → X fonksiyonuX üstünde karma monoton (veya ikinci tip karma monoton)

özelli§e sahip olsun. Bu sonucun (a) k�sm�ndaki gibi herhangi bir s ∈ X ve her r ∈ X

için Ts : X → X fonksiyonu Ts(r) = T (s, r) biçiminde tan�mlan�rsa [30]'da bashi geçen

s�ra azalan (veya s�ra artan) fonksiyonlar için elde edilen sonuçlara ula³�lm�³ olur.

(c) E§er (a) ve (b)'de karma monoton (veya ikinci tip karma monoton) özelli§i yerine

çift monoton özelli§i kullan�l�rsa benzer ç�kar�mlar yap�labilir.

(d) E§er (a) ve (b)'de özel olarak E = R al�n�rsa [20]'de elde edilen sonuçlar ile [18]'de

elde edilen sonuçlar ve [19]'da monoton fonksiyonlar için elde edilen sonuçlar aras�ndaki

ili³ki anla³�labilir.

Not

Aç�kça anla³�labilece§i gibi her s, r, x, y ∈ X için

(s, r) 4 (x, y)⇔ x � s ve r � y
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biçiminde tan�mlanan ba§�nt� bir s�ralama ba§�nt�s�d�r. �lk sekiz teoremdeX2 üstündeki

s�ralama bu s�ralama ile de§i³tirilir ve gerekli düzenlemeler yap�l�rsa benzer sonuçlar

elde edilebilir. Di§er yandan her s, r, x, y ∈ X için

(s, r) 4 (x, y)⇔ x � s ve y � r

biçiminde tan�mlanan ba§�nt� da bir s�ralama ba§�nt�s�d�r. Benzer ³ekilde Teorem

4.2.2'de ve Teorem 4.3.2'de X2 üstündeki s�ralama ile bu s�ralama de§i³tirilir ve

gerekli düzenlemeler yap�l�rsa benzer sonuçlar elde edilir.
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5. SIRALI VEKTÖREL BÜZÜLMELER

Bu bölümün ilk kesiminde önce vektörel sözde büzülmelerin tan�m� yap�lacak, metrik

uzaylarda ve s�ral� metrik uzaylarda yap�lan tan�mlarla aras�ndaki fark incelenecektir.

Daha sonra vektörel hemen hemen büzülme tan�m� yap�lacak ve bu büzülmeler için

sabit nokta sonuçlar� verilecektir. Bu kesimde verilen tan�mlar ve elde edilen sonuçlar

[31] referans numaral� çal�³mada yay�mlanm�³t�r. �kinci kesimde ise vektörel Pre²i¢ tipi

büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� verilmi³tir. Bu sonuçlar ise [32] referans numaral�

çal�³mada yay�mlanm�³t�r.

5.1. S�ral� Vektörel Sözde ve S�ral� Hemen Hemen Büzülmeler

Daha önceden de bahsedildi§i gibi Banach, Kannan, Chatterjea ve Zam�rescu

taraf�ndan elde edilen büzülme tan�mlar�ndan daha genel olan bir büzülme tan�m�

�iri¢ taraf�ndan yap�lm�³t�r [6]. Bu tan�m ³u ³ekildedir:

5.1.1. Tan�m

(X, d) bir metrik uzay ve T : X → X bir fonksiyon olmak üzere, her x, y ∈ X için

d (T (x), T (y)) ≤ hmax{d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))}

e³itsizli§ini sa§layan bir h ∈ (0, 1) sabiti varsa, bu fonksiyona sözde büzülme denir.

Bu tan�m do§rultusunda herhangi bir Banach, Kannan, Chatterjea veya Zam�rescu

büzülmesinin asl�nda bir sözde büzülme oldu§unun, ancak tersinin geçerli olmad�§�n�n

da alt� çizilmi³tir. Bu kesimde bu tan�m�n daha genel bir hâli s�ral� vektör metrik

uzaylarda yap�lacakt�r. Ancak gösterimde kolayl�§� sa§lamak ad�na My
x ve Syx

notasyonlar�, s�ras�yla {d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))}

kümesinin (varsa) maksimumunu ve supremumunu göstermek için kullan�lacakt�r.
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5.1.2. Tan�m

X bir s�ral� vektör metrik uzay ve T : X → X bir fonksiyon olmak üzere, x � y olacak

³ekilde seçilen her x, y ∈ X için

d (T (x), T (y)) 6 hSyx (5.1)

e³itsizli§ini sa§layan bir h ∈ (0, 1) varsa, bu fonksiyona s�ral� vektörel sözde büzülme

denir.

Genel olarak, verilen herhangi bir k�smî s�ralamaya göre, sonlu kümelerde bile,

supremum ve maksimum kavramlar� çak�³mayabilir. Bir Riesz uzay�n�n sonlu bir alt

kümesinin her zaman supremumu olmas�na kar³�l�k, bu kümeden al�nan herhangi iki

eleman�n�n kar³�la³t�r�labilir olmamas� durumunda kümenin bir maksimumu

olmayabilir. Ancak bir Riesz uzay�n�n, tüm elemanlar� birbiriyle kar³�la³t�r�labilen bir

sonlu kümesinin ise maksimumu vard�r ve supremumu ile çak�³�kt�r. Örne§in, E = R

kümesinin al�³�lm�³ s�ralama ile donat�ld�§�n� dü³ünülürse, My
x ve Syx notasyonlar� ile

gösterilen elemanlar�n ayn� eleman oldu§u aç�kça gözlemlenebilir. Bu nedenle, her

s�ral� sözde büzülme bir s�ral� vektörel sözde büzülmedir, ancak bunun tersi do§ru

de§ildir (bkz. Örnek 5.1). Biraz önce de bahsedildi§i üzere herhangi bir s�ral� Kannan,

Chattarjea ve Zam�rescu büzülmesi de bir s�ral� vektörel sözde büzülmedir.

Anla³�laca§� üzere hem metrik hem de s�ral� metrik uzaylarda Kannan, Chattarjea,

Zam�rescu ve �iri¢ tipi büzülmeler için elde edilen sonuçlar s�ral� vektörel büzülmeler

kullan�larak genelle³tirilebilir.

Örnek

S�ras�yla X kümesi ve bu küme üstünde tan�mlanan β ba§�nt�s� a³a§�daki gibi olsun:

X = {(0, 0) , (0, 1) , (1, 0) , (2, 2)}

β = {((0, 0) , (0, 0)) , ((0, 0) , (2, 2)) , ((0, 1) , (0, 1)) , ((0, 1) , (2, 2)) ,

((1, 0) , (1, 0)) , ((1, 0) , (2, 2)) , ((2, 2) , (2, 2))}
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Bu durumda her x, y ∈ X için

x � y ⇔ (x, y) ∈ β

biçiminde tan�mlanan � ba§�nt�s� X üstünde bir k�smî s�ralama ba§�nt�s�d�r. X kümesi

bu s�ralama ile, E = R2 ise koordinat s�ralamas� ile donat�lm�³ olsun. E bir Ar³imedyan

Riesz uzay�d�r ve X, d ((x1, x2) , (y1, y2)) = (|x1 − y1| , |x2 − y2|) biçiminde tan�mlanan

d : X2 → E dönü³ümü ile E-tam s�ral� vektör metrik uzayd�r. T : X → X fonksiyonu

T ((0, 0)) = T ((1, 0)) = (0, 1) ve

T ((0, 1)) = T ((2, 2)) = (1, 0)

kural�yla tan�mlanm�³ olsun. Bu durumda x � y olacak ³ekildeki her x, y ∈ X ve

h = 1/2 için T fonksiyonu

d (T (x), T (y)) 6 hSyx

e³itsizli§ini sa§lar. Yani T bir s�ral� vektörel sözde büzülme olur. Ancak, T fonksiyonu

ne bir sözde büzülmedir ne de bir s�ral� sözde büzülmedir. Bu yüzden bu iki tür büzülme

dönü³ü için elde edilen hiç bir sonuç bu örne§e uygulanamaz. Gerçekten, özel olarak

x = (0, 1) ve y = (2, 2) seçilirse

{d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))} = {(2, 1) , (1, 1) , (1, 2)}

olacakt�r. Burada bu kümenin My
x maksimumu mevcut olmamas�na ra§men, Syx

supremumu (2, 2) eleman�d�r.

Daha önce de belirtildi§i gibi, s�ral� sözde büzülmeler, sözde büzülmelerin

genellemesidir. Benzer ³ekilde s�ral� vektörel sözde büzülmeler de s�ral� sözde

büzülmelerin genellemesidir. Ancak bu çal�³mada s�ral� vektörel sözde büzülmelerin

de genellemesi olan s�ral� vektörel hemen hemen büzülmeler için sabit nokta sonuçlar�

verilecektir.
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Berinde, zay�f büzülme veya (δ, L)-zay�f büzülme olarak adland�rd�§� dönü³ümün

tan�m�n� ³u ³ekilde yapm�³t�r [7]:

5.1.3. Tan�m

(X, d) metrik uzay ve T : X → X fonksiyon olmak üzere, her x, y ∈ X için

d (T (x), T (y)) ≤ δd (x, y) + Ld (y, T (x)) (5.2)

e³itsizli§ini sa§layan bir δ ∈ (0, 1) sabiti ve baz� L ≥ 0 sabitleri varsa, bu fonksiyona

(δ, L)-zay�f büzülme denir.

Daha sonra bu tür büzülmeler hemen hemen büzülme ad�n� alm�³t�r. Berinde

çal�³mas�nda herhangi bir Kannan, Chatterjee, veya Zam�rescu dönü³ümü ya da

h ∈ (0, 1/2) ko³ulu alt�nda herhangi bir sözde büzülmenin zay�f büzülme oldu§unun

alt�n� çizmi³tir. Ayr�ca zay�f büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� vermi³tir [7].

5.1.4. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve T : X → X zay�f büzülme dönü³ümü olmak üzere

(i) F (T ) = {x ∈ X : T (x) = x} kümesi bo³ küme de§ildir;

(ii) Herhangi bir x0 ∈ X eleman� için, (xn) Picard iterasyon dizisi bir x∗ ∈ F (T )

eleman�na yak�nsar;

(iii) Her n ∈ N+ için a³a§�daki e³itsizlikler sa§lan�r:

d (xn, x
∗) ≤ δn

1− δ
d (x0, x1)

d (xn, x
∗) ≤ δ

1− δ
d (xn−1, xn)

Yine ayn� çal�³mada Berinde, bu teoremin sabit noktan�n varl�§� için yeterli olmas�na
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ra§men tekli§ini garanti etmedi§ini vurgulamaktad�r. Ancak yukar�daki teoremin

hipotezine ek olarak her x, y ∈ X için

d (T (x), T (y)) ≤ θd (x, y) + L1d (y, T (x))

e³itsizli§ini sa§layan bir θ ∈ (0, 1) sabiti ve baz� L1 ≥ 0 sabitleri varsa T fonksiyonun

bir tek sabit noktas� vard�r.

5.1.5. Tan�m

X s�ral� vektör metrik uzay, T : X → X fonksiyon olmak üzere, x � y olacak ³ekilde

seçilen her x, y ∈ X için

d (T (x) , T (y)) 6 δd (x, y) + Ld (y, T (x)) (5.3)

e³itsizli§ini sa§layan bir δ ∈ (0, 1) ve baz� L ≥ 0 sabitleri varsa, bu fonksiyona s�ral�

vektörel hemen hemen büzülme denir.

S�radaki önerme s�ral� vektörel sözde büzülmeler ile s�ral� vektörel hemen hemen

büzülmeler aras�ndaki ili³kiyi göstermektedir.

5.1.6.Önerme

E§er Syx supremumu {d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))}

kümesindeki elemanlardan birine e³it ise, herhangi bir h ∈ (0, 1/2) sabiti için her

s�ral� vektörel sözde büzülme bir s�ral� vektörel hemen hemen büzülmedir.

Bu önermenin ispat�, [23]'deki Önerme 3'ün ispat� ile çok benzer oldu§undan

verilmeyecektir. Ancak bu önerme bu durum için gerek ve yeter ³art de§ildir. Bir

önceki örnek tekrar incelendi§inde, x = (0, 1) ve y = (2, 2) al�n�rsa Syx = (2, 2)

supremumunun

{d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))} = {(2, 1) , (1, 1) , (1, 2)}
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kümesinin bir eleman� olmad�§� aç�kça görülür. Ayr�ca h = 1/2 için bu fonksiyon bir

s�ral� vektörel sözde büzülmedir. Ancak bu fonksiyon δ = 1/2 ve L ≥ 1/2 al�nmas�

durumunda bir s�ral� vektörel hemen hemen büzülmedir.

�imdi s�ral� vektörel hemen hemen büzülmeler için sabit nokta teoremi verilecektir.

5.1.7. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay, T : X → X fonksiyonu bir δ ∈ (0, 1) ve baz� L ≥ 0

için s�ral� vektörel hemen hemen büzülme olmak üzere T s�ra artan bir fonksiyon ve

(i) T vektörel sürekli veya

(ii) (xn) s�ra artan bir dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x olsun.

E§er u � T (u) olacak ³ekilde u ∈ X varsa, T fonksiyonunun X içinde bir sabit noktas�

vard�r.

�spat

Öncelikle u = x0 olarak al�ns�n ve (xn) dizisi her n için xn = T (xn−1) biçiminde

tan�mlans�n. T s�ra artan bir fonksiyon oldu§undan x0 � T (x0) ve böyle devam edilirse

her bir n için

x0 � x1 = T (x0) � . . . � xn+1 = T (xn) = T n (x0)

oldu§undan (xn) s�ra artan dizidir. T fonksiyonu bir δ ∈ (0, 1) sabiti ve baz� L ≥ 0

sabitleri için s�ral� vektörel hemen hemen büzülme oldu§undan

d (xn, xn+1) = d (T (xn−1) , T (xn)) 6 δd (xn−1, xn) + Ld (xn, T (xn−1))

e³itsizli§i sa§lan�r. Ayr�ca xn = T (xn−1) ve dolay�s�yla
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d (xn, xn+1) = d (T (xn−1) , T (xn)) 6 δd (xn−1, xn)

oldu§undan her n için

d (xn, xn+1) 6 δnd (x1, x0)

e³itsizli§ini sa§lan�r. Bu yüzden herhangi n, p ∈ X elemanlar� için

d (xn, xn+p) 6 d (xn, xn+1) + · · ·+ d (xn+p−1, xn+p)

6 (δn + · · ·+ δn+p−1) d (x1, x0)

6
δn

1− δ
d (x1, x0)

olur. Ayr�ca (δn/(1 − δ)) d (x1, x0) ↓ 0 ve E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (xn)

bir E-Cauchy dizisidir. X kümesinin bir E-tam s�ral� vektör metrik uzay oldu§u göz

önüne al�n�rsa X içinde xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir x eleman�n�n var oldu§u sonucuna

ula³�l�r. Yani, E içinde an ↓ 0 ve her n için d (xn, x) 6 an olacak ³ekilde bir (an) dizisi

vard�r. �spat�n kalan k�sm�nda iki durum ayr� ayr� incelenecektir.

(i) �lk olarak T fonksiyonu vektörel sürekli olsun. Bu durumda E içinde bn ↓ 0 ve her

n için d (T (xn) , T (x)) 6 bn olacak ³ekilde (bn) dizisi mevcuttur. Bu yüzden her n için

d (x, T (x)) 6 d (x, T (xn)) + d (T (xn) , T (x))

6 d (x, xn+1) + d (T (xn) , T (x))

6 an+1 + bn

6 an + bn

sa§lan�r. Ayr�ca an + bn ↓ 0 oldu§undan T (x) = x sonucuna ula³�l�r.

(ii) �imdi de (xn) s�ra artan dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x olsun.
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Bu durumda her n için

d (x, T (x)) 6 d (x, xn+1) + d (xn+1, T (x))

= d (x, xn+1) + d (T (xn) , T (x))

6 d (x, xn+1) + δd (xn, x) + Ld (x, T (xn))

= d (x, xn+1) + δd (xn, x) + Ld (x, xn+1)

6 (1 + L) d (x, xn+1) + δd (xn, x)

= (1 + L) an+1 + δan

6 (1 + L+ δ) an

sa§land�§� görülür. Ayr�ca an ↓ 0 ve dolay�s�yla (1 + L+ δ) an ↓ 0 oldu§undan T (x) = x

sonucuna var�l�r. Yani iki durumdan da anla³�labilece§i üzere x eleman� T fonksiyonun

sabit noktas�d�r.

Bu teorem sabit noktan�n varl�§�n� garanti etmesine kar³�l�k, bu noktan�n tek oldu§unu

söyleyebilmek için yeterli de§ildir. S�radaki örnek de bu durumu aç�kça göstermektedir.

Örnek

X = C [0, 1] ve ≤ s�ralamas� [0, 1] üstünde al�³�lm�³ s�ralama olmak üzere, herhangi iki

f, g ∈ X için

f � g ⇔ her x ∈ [0, 1] için f (x) ≤ g (x)

biçiminde tan�ml� � ba§�nt�s� X üstünde bir k�smî s�ralama ba§�nt�s�d�r. E = R2

koordinat s�ralamas� ile donat�ls�n. Bu durumda her f, g ∈ X için

d (f, g) =
(
supx∈[0,1] |f (x)− g (x)| , 2 supx∈[0,1] |f (x)− g (x)|

)
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biçiminde tan�mlanan d : X2 → E dönü³ümü ile X s�ral� vektör metrik uzay olur.

Ayr�ca T : X → X özde³lik fonksiyonu, yani her f ∈ X için T (f) = f olsun. Bu

durumda T fonksiyonunun herhangi bir δ ∈ (0, 1) sabiti için L ≥ 1 − δ iken bir s�ral�

vektörel hemen hemen dönü³üm oldu§u aç�kt�r. Böylece Teorem 5.1.7'nin bütün ³artlar�

sa§lanm�³ olur. Ancak T fonksiyonu sonsuz say�da sabit noktaya sahiptir.

Bu örne§in di§er bir önemli yönü, herhangi bir s�ral� vektörel hemen hemen büzülmenin

bir s�ral� vektörel sözde büzülme olmas�n�n gerekmedi§ini göstermesidir. Gerçekten T

özde³lik fonksiyonu oldu§undan herhangi f, g ∈ X fonksiyonlar� için d (T (f), T (g)) =

d (f, g) dir ve f � g iken

Sgf = sup{d(f, g), d(f, T (f)), d(g, T (g)), d(f, T (g)), d(g, T (f))}

= sup{d(f, g), d(f, f), d(g, g), d(f, g), d(g, f)} = d(f, g)

elde edilir. Bu yüzden

d (T (f), T (g)) ≤ h.Sgf

ko³ulunu sa§layan hiç bir h ∈ (0, 1) sabiti yoktur. Yani T fonksiyonu bir s�ral� vektörel

sözde büzülme olamaz.

Teorem 5.1.7'nin hipotezlerine ek bir ³art eklenmesi durumunda sabit noktan�n tekli§i

elde edilebilir.

5.1.8. Teorem

Teorem 5.1.7'in bütün ³artlar� sa§lans�n. Ayr�ca x � y olacak ³ekilde al�nan her x, y ∈ X

için

d (T (x) , T (y)) 6 δ1d (x, y) + L1d (x, T (x)) (5.4)

e³itsizli§ini sa§layan bir δ1 ∈ (0, 1) sabiti ve baz� L1 ≥ 0 sabitleri var olsun. E§er X
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içinde al�nan her eleman çifti için X içinde onlarla kar³�la³t�r�labilecek bir eleman varsa

T fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat

Öncelikle x ve y elemanlar� T fonksiyonunun sabit noktalar� olsun. Burada incelenmesi

gereken iki durum vard�r.

(i) �lk olarak x ve y elemanlar� kar³�la³t�r�labilir olsun. Bu durumda

d (x, y) = d (T (x) , T (y)) 6 δ1d (x, y) + L1d (x, T (x))

oldu§undan (1− δ1) d (x, y) 6 0 ele edilir. Yani x = y olur.

(ii) �imdi de x ve y elemanlar� kar³�la³t�r�labilir olmas�n. Bu durumda hipotez gere§ince

x ve y ile kar³�la³t�r�labilen bir w eleman� olacakt�r. T fonksiyonu s�ra artan oldu§undan

her n için T n (w), w ile, dolay�s�yla x ve y ile kar³�la³t�r�labilirdir. Buradan her n için

d (x, y) 6 d (x, T n (w)) + d (T n (w) , y)

= d (T (x) , T n (w)) + d (T n (w) , T (y))

6 δ1d (x, T n−1 (w)) + L1d (x, T (x)) + δ1d (y, T n−1 (w)) + L1d (y, T (y))

6 δ1 [d (x, T n−1 (w)) + d (y, T n−1 (w))]

...

6 δn1 [d (x,w) + d (y, w)]

elde edilir. Ayr�ca δ1 ∈ (0, 1) ve E bir Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan

δn1 [d (x,w) + d (y, w)] ↓ 0 olur. Böylece x = y sonucuna var�l�r. Yani (i) ve (ii)'den, T

fonksiyonunun sabit noktas�n�n biricik oldu§u söylenir.
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Örnek

X = {0, 1, 2} ve β = {(0, 0) , (1, 1) , (2, 2) , (0, 1)} olsun. Bu durumda

x � y ⇔ (x, y) ∈ β

biçiminde tan�mlanan � ba§�nt�s� X üstünde bir s�ralama ba§�nt�s�d�r. X kümesi bu

s�ralama ile, E = R2 koordinat s�ralamas� ile donat�lm�³ olsun. E bir Ar³imedyan Riesz

uzay�d�r ve d (x, y) = (|x− y| , |x− y|) biçiminde tan�mlanan d : X2 → E dönü³ümü

ile X E-tam s�ral� vektör metrik uzay�d�r. T : X → X fonksiyonu

T (0) = T (1) = 0 ve T (2) = 1

kural� ile tan�mlan�rsa T bir s�ra artan fonksiyon olur. Bu durumda x � y olacak ³ekilde

al�nan her x, y ∈ X için T fonksiyonu

d (T (x) , T (y)) 6 δd (x, y) + Ld (x, T (y))

ko³ulunu δ = 1/3 ve her bir L ≥ 0 sabiti için sa§lar. Üstelik ayn� T fonksiyonu

d (x, y) = d (T (x) , T (y)) 6 δ1d (x, y) + L1d (x, T (x))

ko³ulunu ise δ1 = 1/2 ve her bir L1 ≥ 0 için sa§lar. Ayr�ca X içinde al�nan bir (xn)

s�ra artan dizisi için xn
d,E→ x iken her n için xn � x sa§lan�r. Görüldü§ü üzere Teorem

5.1.8'in bütün hipotezleri sa§lan�r ve 0 eleman� T fonksiyonun bir tek sabit noktas�d�r.

Di§er yandan x = 2 ve y = 1 olarak al�n�rsa d (T (x) , T (y)) = (1, 1) iken d (x, y) =

(1, 1) ve d (y, T (x)) = (0, 0) oldu§u gözlemlenir. Bu durumda ise (5.2)'i sa§layacak hiç

bir L ≥ 0 sabiti bulunamaz. Yani Teorem 5.1.4 bu örne§e uygulanamaz. Bu öne§in

di§er bir önemli bir yan� ise, herhangi bir h ∈ (0, 1) için T fonksiyonunun s�ral� vektörel

sözde büzülme dönü³ümü olmas�na kar³�l�k, sözde büzülme dönü³ümü olmamas�d�r.

Gerçekten x = 2 ve y = 1 olarak al�nmas� durumunda (5.1) ko³ulunu sa§layan herhangi

bir h ∈ (0, 1) eleman� yoktur. Bu da metrik uzaylarda sözde dönü³ümler için elde edilen

sonuçlar�n bu örne§e uygulanamayaca§�n� gösterir.
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5.2. S�ral� Vektörel Pre²i¢ Tipi Büzülmeler

Bu kesimde s�ral� vektörel Pre²i¢ tipi büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� verilecektir.

Sonlu çarp�m uzaylar�nda önemli bir büzülme ³art� Pre²i¢ taraf�ndan ortaya koyulmu³

ve [11,12]'de önemli sonuçlar elde edilmi³tir.

5.2.1. Teorem

(X, d) tam metrik uzay, k pozitif bir tamsay�, β1, . . . , βk negatif olmayan reel say�lar�

için
k∑
i=1

βi < 1 olmak üzere T : Xk → X fonksiyonu her x0, . . . , xk−1, xk ∈ X için

d (T (x0, . . . , xk−1) , T (x1, . . . , xk)) 6
k∑
i=1

βid (xi−1, xi)

³art�n� sa§l�yorsa T (x, . . . , x) = x olacak ³ekilde bir tek x ∈ X eleman� vard�r. Ayr�ca,

X'den al�nan key� x0, . . . , xk−1 elemanlar� için xn+k = T (xn, , xn+1, . . . , xn+k−1)

biçiminde tan�mlanan (xn) dizisi yak�nsakt�r ve bu limit de§eri yani

limxn = T (limxn, , limxn+1, . . . , limxn+k−1) olur

Burada k = 1 al�nmas� durumunda klasik Banach büzülme prensibi elde edilir. Yani

bu teorem Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesidir. Pre²i¢ tipi büzülmeler

için elde edilen sonuçlar [13�16] gibi birçok çal�³maya ilham kayna§� olmu³ ve hem

metrik uzaylarda hem de s�ral� metrik uzaylarda çok say�da genellemesi yap�lm�³t�r.

Bu bölümde ise ayn� sonuçlar [14, 18, 25, 30] çal�³malar�nda yer alan �kirlerle

birle³tirilerek bunlar�n s�ral� vektör metrik uzaylar�n sonlu çarp�m uzaylar�nda bir

genellemesi yap�lm�³ ve literatüre önemli bir katk�da bulunulmu³tur.

S�ral� metrik uzaylarda ve koni metrik uzaylarda yukar�daki tan�ma benzer tan�mlar

kullan�lm�³ ve s�ral� Pre²i¢ tipi büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� verilmi³tir [14]. Bu

kesimde benzer bir tan�m da s�ral� vektör metrik uzaylarda kullan�lacakt�r. X bir s�ral�

vektör metrik uzay, k pozitif bir tamsay� ve β1, . . . , βk negatif olmayan reel say�lar�

için
k∑
i=1

βi < 1 olmak üzere bir T : Xk → X fonksiyonu x0 � x1 � . . . � xk−1 � xk
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ko³uluyla al�nan her x0, . . . , xk−1, xk ∈ X için

d (T (x0, . . . , xk−1) , T (x1, . . . , xk)) 6
k∑
i=1

βid (xi−1, xi) (5.5)

³art�n� sa§l�yorsa, bu fonksiyon s�ral� vektörel Pre²i¢ tipi büzülme diye adland�r�lacakt�r.

5.2.2. Teorem

X E-tam s�ral� vektör metrik uzay, k pozitif bir tam say�, T : Xk → X fonksiyonu

bir s�ral� vektörel Pre²i¢ tipi büzülme olmak üzere T s�ra artan bir fonksiyon olsun ve

a³a§�dakilerden biri sa§lans�n:

(i) T vektörel sürekli veya

(ii) (xn) s�ra artan dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x olsun.

E§er x0 � x1 � . . . � xk−1 � xk = T (x0, . . . , xk−1) olacak ³ekilde x0, . . . , xk−1, xk ∈ X

varsa F (x) = T (x, . . . x) olarak tan�mlanan F ili³ik operatörünün sabit noktas� vard�r.

Üstelik bu sabit noktan�n tek olmas� için gerek ve yeter ³art A = {x ∈ X : F (x) = x}

kümesinin iyi s�ral� bir küme olmas�d�r. Ayr�ca x bu F fonksiyonun sabit noktas� iken

w0 � x ko³uluyla al�nan her w0 ∈ X için genel terimi wn = F (wn−1) olan (wn) dizisi

x'e vektörel yak�nsakt�r.

�spat

Verilen x0, . . . , xk−1 elemanlar� için x0 � x1 � . . . � xk−1 � xk = T (x0, . . . , xk−1)

sa§lans�n ve bu elemanlar yard�m�yla her n için xk+n =T (xn, . . . , xn+k−1) olacak

³ekilde bir (xn) dizisi tan�mlans�n. Burada T fonksiyonu s�ra artan oldu§undan

xk = T (x0, . . . , xk−1) � T (x1, . . . , xk) = xk+1 oldu§u kolayca görülebilir. Bu prosedür

takip edilirse her n için

x0 � x1 � . . . � xk−1 � xk � . . . � xk+n−1 � xk+n � . . . (5.6)
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olur. Bu yüzden (xn) s�ra artan bir dizi olur. Ayr�ca, T s�ral� vektörel Pre²i¢ tipi büzülme

oldu§undan x0 � x1 � . . . � xk−1 � xk ko³uluyla al�nan her x0, . . . , xk−1, xk ∈ X için

d (T (x0, . . . , xk−1) , T (x1, . . . , xk)) 6
k∑
i=1

βid (xi−1, xi)

elde edilir. Bu ko³ulda 1 ≤ i ≤ k aral�§�ndaki her i için βi ∈ [0, 1) ve
k∑
i=1

βi < 1 oldu§u

unutulmamal�d�r. Benzer bir ç�kar�m k say�s�ndan büyük veya e³it her n için yap�labilir.

Yani her n (≥ k) için

d (T (xn−k, . . . , xn−1) , T (xn−k+1, . . . , xn)) 6
k∑
i=1

βid (xn−k+i−1, xn−k+i)

elde edilir. �imdi de

Ω =

[
k∑
j=1

βj

]1/k
ve S = sup

{
d (xj−1, xj)

Ωj
: 1 ≤ j ≤ k

}

iken her n için d (xn, xn+1) 6 SΩn sa§land�§� tümevar�m yöntemi ile gösterilecektir.

Öncelikle n = 1, . . . , k için d (xn, xn+1) 6 SΩn oldu§u aç�kça görülebilir. Buna ilaveten

d (xn, xn+1) 6 SΩn, d (xn+1, xn+2) 6 SΩn+1, . . . , d (xn+k−1, xn+k) 6 SΩn+k−1

oldu§unu kabul edilirse, (5.5) ve (5.6)'dan dolay�

d (xn+k, xn+k+1) = d (T (xn, . . . , xn+k−1) , T (xn+1, . . . , xn+k))

6
k∑
i=1

βid (xn+i−1, xn+i)

6
k∑
i=1

βiSΩn+i−1 = SΩn
k∑
i=1

βiΩ
i−1

6 SΩn
k∑
i=1

βi

6 SΩn+k
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sonucuna ula³�l�r ki, tümevar�m yöntemi ile istenilen sonuç elde edilmi³ olur.

Her n, p ∈ N+ için

d (xn, xn+p) 6 d (xn, xn+1) + d (xn+1, xn+2) + . . .+ d (xn+p−1, xn+p)

6 SΩn + SΩn+1 + . . .+ SΩn+p−1

6 SΩn [1 + Ω + Ω2 + . . .+ Ωp−1]

= SΩn1− Ωp

1− Ω

6 S Ωn

1− Ω

ve S Ωn

1− Ω
↓ 0 oldu§undan (xn) dizisinin bir E-Cauchy dizisi oldu§u sonucuna var�l�r.

X kümesi bir E-tam Riesz uzay� oldu§undan xn
d,E→ x olacak ³ekilde bir x ∈ X eleman�

vard�r. Yani, an ↓ 0 ve her n için d (xn, x) 6 an olacak ³ekilde E içinde bir (an) dizisi

mevcuttur. �imdi F : X → X operatörünü F (x) = T (x, . . . , x) kural�yla tan�mlayal�m.

�spat�n bundan sonraki k�sm�nda iki durum ayr� ayr� incelenecektir.

(i) �lk olarak X içinde al�nan bir (xn) dizisi için ((xn, . . . , xn)) de Xk içinde al�nan bir

dizidir. Üstelik f fonksiyonu vektörel sürekli ve xn
d,E→ x olursa, bn ↓ 0 ve her n için

d (T (xn, . . . , xn) , T (x, . . . , x)) 6 bn olacak ³ekilde bir (bn) dizisi vard�r.

Bu yüzden her n için

d (F (x) , x) = d (T (x, . . . , x) , x)

6 d (T (xn, . . . , xn) , x) + d (T (xn, . . . , xn) , T (x, . . . , x))

= d (xn+1, x) + d (T (xn, . . . , xn) , T (x, . . . , x))

6 an+1 + bn
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elde edilir ki, an+1 + bn ↓ 0 oldu§undan F (x) = x sonucuna var�l�r.

(ii) (xn) s�ra artan dizi ve xn
d,E→ x iken her n için xn � x olsun. Bu durumda her n için

d (x, F (x)) 6 d (x, xn+k) + d (xn+k, F (x))

= d (x, xn+k) + d (T (xn, . . . , xn+k−1) , T (x, . . . , x))

6 d (x, xn+k) + d (T (xn, . . . , xn+k−1) , T (xn+1, . . . , xn+k−1, x))

+ d (T (xn+1, . . . , xn+k−1, x) , T (xn+2, . . . , xn+k−1, x, x))

+ d (T (xn+2, . . . , xn+k−1, x) , T (xn+3, . . . , xn+k−1, x, x, x))

+ · · ·+ d (T (xn+k−1, x, . . . , x) , T (x, . . . , x))

olur ve (5.5)'den dolay�

d (x, F (x)) 6 d (x, xn+k) +

[
k−1∑
i=1

βid (xn+i−1, xn+i) + d (xn+k−1, x)

]

+

[
k−2∑
i=1

βid (xn+i, xn+i+1) + d (xn+k−1, x)

]

+

[
k−3∑
i=1

βid (xn+i+1, xn+i+2) + d (xn+k−1, x)

]

+ . . .+ d (xn+k−1, x)

6 d (x, xn+k) + β1d (xn, xn+1) +

[
2∑
i=1

βi

]
d (xn+1, xn+2)

+ . . .+

[
k−1∑
i=1

βi

]
d (xn+k−2, xn+k−1) +

[
k∑
i=1

βi

]
d (xn+k−1, x)

elde edilir. Ayr�ca
k∑
i=1

βi < 1 oldu§undan
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d (x, F (x)) 6 d (x, xn+k) + d (xn, xn+1) + d (xn+1, xn+2)

+ . . .+ d (xn+k−2, xn+k−1) + d (xn+k−1, x)

6 an+k + SΩn + SΩn+1 + SΩn+2

+ . . .+ SΩn+k−1 + an+k−1

sa§lan�r, an ↓ 0 ve SΩn ↓ 0 oldu§u için F (x) = x sonucuna var�l�r.

�imdi de sabit noktan�n tekli§i gösterilecektir. Öncelikle A = {x ∈ X : F (x) = x}

iyi s�ral� olsun. Bu durumda A'n�n her alt kümesinin bir en küçük eleman� vard�r

ve herhangi iki s, t ∈ A kar³�la³t�r�labilirdir. Genelli§i bozmaks�z�n s � t olsun. �li³ik

fonksiyonu F 'nin tan�m�ndan s = T (s, . . . , s) ve t = T (t, . . . , t) elemanlar� için

d (s, t) = d (T (s, . . . , s) , T (t, . . . , t))

6 d (T (s, . . . , s) , T (s, . . . , s, t)) + d (T (s, . . . , s, t) , T (s, . . . , s, t, t))

+ · · ·+ d (T (s, t, . . . , t) , T (t, . . . , t))

6 βkd (s, t) + βk−1d (s, t) + · · ·+ β1d (s, t)

=

[
k∑
i=1

βi

]
d (s, t)

sa§land�§� görülür ve
k∑
i=1

βi < 1 oldu§undan d (s, t) = 0 sonucuna var�l�r. Bu durumda

s = t, yani sabit nokta tektir. Di§er yandan F 'nin sabit noktas� tek ise A tek nokta

kümesi olur, yani do§al olarak A iyi s�ral�d�r. �spat�n son k�sm� için x eleman� F

operatörünün sabit noktas� olsun, (wn) dizisi her n için wn = F (wn−1) kural�yla

tan�mlans�n ve w0 � x ko³uluyla bir w0 ∈ X eleman� al�ns�n. Bu durumda T s�ra

artan oldu§u için F de s�ra artand�r ve her n için wn � x sa§lan�r.

Böylece herhangi bir n için
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d (wn, x) = d (T (wn−1, . . . , wn−1) , T (x, . . . , x))

6 d (T (wn−1, . . . , wn−1) , T (wn−1, . . . wn−1, x))

+ · · ·+ d (T (wn−1, x, . . . , x) , T (x, . . . , x))

=

[
k∑
i=1

βi

]
d (wn−1, x)

elde edilir. Bu olay n kez tekrarlan�rsa

d (wn, x) 6

[
k∑
i=1

βi

]n
d (w0, x) = Ωnkd (w0, x)

sa§land�§� görülür ki, bu da (wn) dizisinin x eleman�na vektörel yak�nsak oldu§u

anlam�na gelir.

Teorem 5.2.1'de k = 1 al�nmas� durumunda klasik Banach büzülme prensibinin elde

edildi§i daha önce belirtilmi³ti. Benzer bir ç�kar�m da [18] ve [30] çal�³malar�nda yer

alan sonuçlar için de yap�labilir.

Not

(i) Teorem 5.2.2'de k = 1 al�nmas� durumunda [30]'da s�ra artan fonksiyonlar için

verilen sonuçlar elde edilir. Ayr�ca bu ko³ula ek olarak E = R al�n�r ve al�³�lm�³ s�ralama

ile donat�l�rsa, bu sefer [18]'de azalmayan fonksiyonlar için verilen sonuçlar elde edilir.

(ii) Teorem 5.2.2'de X E-tam s�ral� vektör metrik uzay ve özel olarak E = R olarak

al�n�rsa X s�ral� metrik uzay olur. Bu durumda s�ral� metrik uzaylarda s�ral� Pre²i¢

tipi büzülmeler için verilen sonuçlar, örne§in [15]'de verilmi³ olan Sonuç 17, bu teorem

vas�tas�yla elde edilebilir.

S�radaki örne§e Teorem 5.2.2 uygulanabilir olmas�na ra§men ne Teorem 5.2.1 ne de

s�ral� metrik uzaylarda ve metrik uzaylarda Pre²i¢ tipi büzülmeler için elde edilen

sonuçlar uygulanamazlar. Bu yönüyle a³a§�daki örnek önemlidir.
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Örnek

E = R2 koordinat s�ralamas� ile, X = {0, 1, 2} kümesi ≤ al�³�lm�³ s�ralama olmak üzere

her x, y ∈ X için

x � y ⇔ (x, y ∈ {0, 1} iken x ≤ y) veya x = y = 2

biçiminde tan�mlanan s�ralama ile donat�lm�³ olsun. Bu durumda E Ar³imedyan

Riesz uzay�d�r d (x, y) = (2 |x− y| , 3 |x− y|) kural� ile tan�mlanm�³ olan d : X2 → R2

dönü³ümü ile X kümesi E-tam s�ral� vektör metrik uzay olur. Ayr�ca

T (x, y) =


2 , (x, y) = (1, 2) veya (x, y) = (2, 0)

1 , (x, y) = (2, 1) veya (x, y) = (0, 2)

0 , di§er durumlar

kural� ile tan�mlanan T : X2 → X fonksiyonu s�ra artan bir fonksiyon olur. Bu arada

x0, x1, x2 ∈ X olmak üzere x0 � x1 � x2 ko³ulu ancak 5 durum için sa§lan�r ki bunlar

x0 = x1 = x2 = 0

x0 = x1 = 0, x2 = 1

x0 = 0, x1 = x2 = 1

x0 = x1 = x2 = 1

x0 = x1 = x2 = 2

durumlar�d�r. Bu be³ durumun her birisi

d (T (x0, x1) , T (x1, x2)) 6
1

3
d (x0, x1) +

1

2
d (x1, x2)

e³itsizli§ini sa§lar. Ayr�ca X içinde al�nan her s�ra artan (xn) dizisinin her bir terimi
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için xn � x e³itsizli§ini sa§lan�r. Bu yüzden Teorem 5.2.2'de k = 2, β1 = 1/3 ve

β2 = 1/2 olarak al�n�rsa bu teoremin bütün hipotezlerinin sa§land�§� ve 0 eleman�n�n

T fonksiyonun tek sabit noktas� oldu§u görülür. Ancak, Teorem 5.2.1'de özel olarak

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 olarak al�n�rsa d (T (x0, x1) , T (x1, x2)) = (4, 6) olmas�na kar³�l�k

1
3
d (x0, x1) + 1

2
d (x1, x2) =

(
5
6
, 5
6

)
oldu§undan Teorem 5.2.1 bu örne§e uygulanamaz.

Üstelik [15]'de geçen Sonuç 17 gibi s�ral� metrik uzaylarda Pre²i¢ tipi büzülmeler için

elde edilen sonuçlar da bu örne§e uygulanamaz.
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6. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu tez çal�³mas�nda öncelikle s�ral� vektör metrik uzaylar üstünde s�ra artan ve s�ra

azalan fonksiyonlar için sabit nokta sonuçlar� elde edilmi³tir. Ard�ndan s�ral� vektör

metrik uzaylar üstünde karma monoton özelli§e sahip fonksiyonlar için sabit nokta

sonuçlar� elde edilmi³tir. Çift monoton özelli§i tan�mlanm�³ ve karma monoton

özelli§e sahip fonksiyonlar için elde edilmi³ olan sonuçlar çift monoton özelli§e sahip

olan fonksiyonlar için yeniden yorumlanm�³t�r. Daha sonra herhangi bir monotonluk

özelli§ine sahip olmayan fonksiyonlar için elde edilen sonuçlar geni³letilmi³ir. Ayr�ca

tan�m� yap�lan s�ral� vektörel sözde büzülmelerin metrik uzaylarda ve s�ral� metrik

uzaylarda tan�mlanan sözde büzülmelerden fark� incelenmi³tir. Daha sonra tan�m�

yap�lan s�ral� vektörel hemen hemen büzülmeler için sabit nokta sonuçlar� verilmi³tir.

Son olarak s�ral� vektör metrik uzaylar�n sonlu çarp�mlar� üstünde s�ral� vektörel

Pre²i¢ tipi büzülmeler için sabit nokta sonucu elde edilmi³tir. Her bir bölüm örnekler

ile zenginle³tirilmi³, bu örnekler ve notlar vas�tas�yla tez içinde elde edilen sonuçlar�n

birbirleriyle ve literatürdeki di§er çal�³malar ile ili³kileri incelenmi³tir. Ayr�ca bu

çal�³ma metrik uzaylarda ve s�ral� metrik uzaylarda hâli haz�rda var olan sonuçlar�n

genelle³tirilerek daha geni³ fonksiyon s�n��ar� için uygulanabilir hale getirilmesine de

vesile olmu³tur. S�ral� vektör metrik uzaylar üstünde yap�lan çal�³malar�n on y�ldan az

bir zaman diliminde gerçekle³tirilmi³ olmas� göz önüne al�nd�§�nda bu uzaylar

üstünde yak�n gelecekte birçok çal�³man�n yap�lmas� beklenmektedir. Bu tez bu

alanda yap�lacak yeni çal�³malara da bir zemin haz�rlamas� yönüyle literatüre önemli

bir katk� sa§layacak ve yak�n gelecekte birçok matematikçinin ilgisini çekecektir.
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