


LIFT EGRILERI VE REGLE YUZEYLER

Seyma AFSAR

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANA BiLiM DALI

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

TEMMUZ 2021



ETiK BEYAN

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarma uygun olarak hazirladigim
bu tez caligsmasinda;

e Tez icinde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar
cercevesinde elde ettigimi,

o Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuclar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

e Tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

e Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimu,

e Bu tezde sundugum caligmanin 6zgiin oldugunu

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarin1 kabullendigimi beyan

ederim.

Seyma AFSAR
05/07/2021



v

LIFT EGRILERI VE REGLE YUZEYLER
(Yiksek Lisans Tezi)

Seyma AFSAR

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Temmuz 2021

OZET

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde lift egrileri ve regle yiizeyler ile ilgili literatiir anlaminda bilgiler sunulmustur.
Ikinci boliimde 3-Boyutlu Minkowski uzay, lift egrileri ve regle yiizeyler ile ilgili temel
tanim ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii béliimde 3- boyutlu Minkowski uzayinda bir
egrinin ve onun lift egrisinin timelike ve spacelike olmasi durumuna gére Darboux vektorleri
hesaplanmis ve elde edilen bu vektorler tarafindan x(s, v) regle ylizeyi tanimlanmistir. Bu
regle ylizeyin striksiyon egrisi, dagilma parametresi (dral), Gauss egriligi ve ortalama
egriligi hesaplanmistir. Ayrica elde edilen sonuglarla ilgili 6rnek verilmistir. Doérdiincii
boliimde tezde elde edilen bulgularla ilgili sonuglara yer verilmistir.
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ABSTRACT
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prepared as an introduction and literature rewiev about lift curves and ruled surfaces are
given. In the second chapter, some basic concepts about lift curves and ruled surfaces in
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
X Vektorel Carpim
() f¢c Carpim
Il Norm
IL" n- Boyutlu Lorentz Uzay
RY Yar1-Oklidyen Uzay
R3 3- Boyutlu Minkowski Uzay1
D Levi-Civita Konneksiyonu
X 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Regle Yiizey
B Striksiyon Egrisi
Py Dagilma Parametresi (Dral)
K Gauss Egriligi
Ortalama Egrilik
K Egrilik
T Torsiyon

w Darboux Vektoru



1. GIRIS

Matematikte ve fizikte Hermann Minkowski anisina adlandirilan Minkowski Uzayi,
Einstein’in 6zel gorelilik kuraminin en uygun bigimde agiklandigi matematiksel yapidir. Bu
yapida, bilinen {i¢ uzay boyutu tek bir zaman boyutu ile birlestirilmistir. Diferansiyel
Geometri de egri ve ylizey kavrami 6dnemli bir yere sahiptir. Literatiir de lift egrisi ve regle

ylizeylerle ilgili bir¢cok ¢aligma yapilmigtir.

Lift egrisi tanimu ilk olarak J.A Thorpe’nin kitabinda verilmistir. Tanima gore lift egrisi bir
egrinin her noktasindaki tegetlerinin u¢ noktalarinin birlestirilmesiyle elde edilen bir egri
olarak tanimlanmistir. Regle yiizey tanimi ilk olarak G. Monge tarafindan incelenmistir.
Genel haliyle regle yiizeyler bir dogrunun bir egri boyunca hareket etmesiyle elde edilen
ylzey olarak tanimlanmistir. Burada verilen dogru regle yiizeyin ana dogrusu verilen egri

ise dayanak egrisi olarak verilmistir.

Aysel Turgut (1995) doktora tezinde 3- boyutlu Oklid uzaymda regle yiizeylerle ilgili
kavramlarin ve bu kavramlara ait temel teoremlerin 3- Boyutlu Minkowski uzayindaki regle

ylizeyler i¢in karsiliklarini vermistir.

Seher Tunger (2008) yiiksek lisans tezinde 3- boyutlu Minkowski uzayinda timelike ve
spacelike regle yiizeyler icin striksiyon egrisi, dagilma parametresi ve Gauss egrisi

kavramlarini incelemistir.

Evren Ergiin ve Mustafa Caliskan (2012) 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri ve onun
lift egrisi tarafindan iiretilen regle yiizeylerin striksiyon egrisi ve dagilma parametresini

hesaplamiglardir.

Evren Ergiin (2013) doktora tezinde 3-boyutlu Minkowski uzayinda lift egrisi ve geodezik
spray kavramlarindan bahsetmis bir egrinin timelike, spacelike ve null egri olma durumuna

gore lift egrisini tanimlamistir.

Nagehan Demirhan Isat (2019) vyiiksek lisans tezinde Lorentz uzayinda tanimlanan
kavramlar yardimiyla bir a egsinin timelike ve spacelike egri olmasi durumunda olusan regle

ylizeylerin karakterizasyonlari verilmistir. Regle yiizeyin sekil operatorii hesaplanmustir.



Bu tez calismasinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda a ve lift egrisi @ egrilerinin timelike,
spacelike binormalli spacelike ve timelike binormalli spacelike egri olmasi1 durumlarina gore
Darboux vektorleri hesaplanmistir. Elde edilen Darboux vektorleri tarafindan olusturulan
regle yiizeylerin striksiyon egrisi, dagilma parametresi (dral), Gauss egriligi ve ortalama
egriligi incelenip 6rnek yardimiyla agiklanmistir. a ve lift egrisi @ icin elde edilen sonuglar

karsilastirilmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak temel kavramlardan bahsedilmistir.

2.1. Lorentz Uzay1

Tanim

V bir reel vektor uzayi olmak tizere

VcdeRveVxy,z€Vicin

b:-VxV->R

doniistimii

) b(x,y) = b(y,x)

i) b(cx + dy, z) = cb(x,z) + db(y, z)
b(x, cy + dz) = cb(x,y) + db(x,z)

Ozelliklerine sahip ise bu doniisiime V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form denir

[].

Tanim

V reel vektor uzayi iizerinde b bir simetrik bilineer form olsun. b simetrik bilineer formu,

1) Vv € Vve v # 0 i¢in b(v,v) > 0 ise pozitif tanimli,

ii) Vv € Vve v # 0 i¢in b(v, v) < 0 ise negatif tanimli,

iii) Vv € Vve v # 0 i¢in b(v, v) = 0 ise yar1- pozitif tanimli,
iv) Yv € Vve v # 0 igin b(v,v) < 0 ise yari-negatif tanimli,

v) Vv € Vigin b(v,w) = 0 = w = 0 ise nondejenere



denir [1].

Tanim

V bir reel vektor uzayi olsun.

b:VxV—->R

dontigiimii bilineer, non-dejenere ve simetrik ise b ye V de bir skaler ¢arpim, V vektor

uzayina ise skaler ¢carpim uzay1 denir [1].

Tanim

V bir reel vektdr uzay1 ve b: VX V — R, V {izerinde bir simetrik bilineer form olsun.

by: W X W - R

en biiyiik boyutlu W alt uzay1 negatif tanimli olmak tizere W alt uzayinin boyutu b simetrik

bilineer formunun indeksi olarak ifade edilir ve v seklinde gosterilir [1].

b skaler carpiminin indeksi v olarak kabul edilirse 0 < v < boyV dir. V skaler ¢carpim
uzayinin indeksi, lizerinde taniml1 olacak sekilde b skaler ¢arpiminin indeksi olarak ifade

edilir.

Tanim

V bir skaler carpim uzay1 olsun. V uzayimin indeksi v kabul edilirse v =1 ve boyV > 2

sartini sartin1 saglayan V skaler ¢arpim uzayina Lorentz uzayi adi verilir [1].

Tanim

R" n- boyutlu standart reel vektor uzay1 olsun.

VXY € R" ve X= (Xq,X3, .., Xp), Y = (V1, V2, ..., V) olmak tizere,



b: R" x R" - R

n
(V) > bLY) = =xy1 + ) %y,

i=2
seklinde tanimli skaler ¢arpim fonksiyonuna R™ de Lorentz metrigi denir [1].

Tanim

R™ de Lorentziyen metrik ile tanimlanan {R", b} ikilisine n-boyutlu Lorentziyen uzay veya

kisaca Lorentz uzay denir ve R" ile gosterilir [1].
Tanim

R", n-boyutlu bir Lorentziyen uzay olmak iizere, X € R" vektorii i¢in,

i) b(X,X) > 0 veya X = 0 ise X e spacelike (uzaysi) vektor,
i) b(X, X) < 0 ise X e timelike (zamansi) vektor,
i) b(X, X) = 0 ise X e null veya lightlike (1s1ks1) vektor denir [1].

Tanim

R" n-boyutlu Lorentz uzayi, M € R" bir egri olsun. M egrisinin teget vektor alan1 T olmak

lizere,

1) b(T,T) > 0 ise X e spacelike (uzays1) egri,

ii) b(T, T) < 0 ise X e timelike (zamansi) egri,

iii) b(T, T) = 0 ise X e null veya lightlike (1s1ks1) egri denir [1].
Tanim

Bir X€ R" vektoriiniin normu,

IXllr = |b(X, X)

seklinde tanimlanir [1].



Teorem

1) V,W € IL" pozitif (negatif) iki timelike vektor olmak iizere,

b(V, W) < [IVI[[IW]|

seklindedir. Esitligin olmast i¢in V ve W nin lineer bagimli olmas1 gerekir. V. ve W

pozitif(negatif) vektorler ise,

b(V,W) = [[V[[IWl[cosh6, 6 = n(V,W) 2.1)

olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel sayis1 vardir. 0 acis1 V ve W iki vektor arasindaki ag1 olmak

tizere Lorentziyen timelike ac1 seklinde ifade edilir.

i1) V, W € R" iki spacelike vektor olmak tizere,

[b(V, W)| < [IVIITIWII

seklindedir. V ve W nin gerdigi diizlem spacelike ise

b(V,W) = [[V[[lIWl[cosb, 6 = n(V,W) (2.2)

olacak sekilde bir tek 0 < 8 < 1 sayis1 vardir. V ve W vektorleri arasindaki 0 agis1 V ve W

iki vektor arasindaki Lorentziyen spacelike a¢1 seklinde ifade edilir.

iii) V,W € R" iki spacelike vektor olmak iizere,

Eger V ve W nin gerdigi diizlem timelike ise

[b(V, W)| < [IVIIIIWII

seklindedir. Buradan,

[b(V, W)| = |IVIl[[Wllcosh® , 6 = n(V, W) (2.3)



olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel sayis1 vardir. V ve W vektorleri arasindaki 6 agis1 V ve W

iki vektor arasindaki Lorentziyen timelike a¢1 seklinde ifade edilir.

iv) V € IL" spacelike ve W € R" pozitif timelike vektdr olmak tizere,

[b(V,W)| = [I[VIl[[W]|sinh6, 6 = n(V, W) (2.4)

olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel sayis1 vardir. 0 agis1 V ve W iki vektor arasindaki

Lorentziyen timelike a¢1 seklinde ifade edilir [2].
2.2. Yari-Riemann Monifoldlar:
Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde b tensor alani sabit indeksli (0,2)

tipinden, nondejenere ve simetrik ise b tensor alanina bir metrik tensor denir [1].
Tanim

R™ , n — boyutlu standart vektor uzayi olsun. Vp € R" ve
Xp = (Xli X2, Xn)a Yp = (Y1; Y2, YH) € Tp(Rn) i¢in,

\'"4 n
b(Xp, Yp) = _ZXiYi + Z XiYi
i=1 i=v+1

seklinde verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzay yari-Oklidyen uzay

olarak adlandirilir ve Ry ile gosterilir [1].

Tanim

R yar1- Oklidyen uzay1 iizerinde v = 1 ve n > 2 olarak almirsa R? yari- Oklidyen uzayi

Minkowski n-uzay seklinde ifade edilir [1].



Tanim

b, M de sabit indeksli bir metrik tensér olmak lizere M diferensiyellenebilir bir manifold

olsun. (M, b) ikilisi bir yari-Riemann manifoldu seklinde ifade edilir ve M ile gosterilir [1].

Tanim

M yari-Riemann manifoldunun indeksi,M bir yari-Riemann manifoldu olmak tizere b nin

sabit indeksi seklinde ifade edilir [1].

Tanim

M yari- Riemann manifoldunun indeksi 1 ve boyM >2 sartini sagliyor ise M yari-Rieamann

manifolduna Lorentz manifoldu ad1 verilir [1].

Tanim

M bir Lorentz manifoldu ve M iizerindeki konneksiyon D olsun. M, M nin bir Lorentz

altmanifoldu olmak iizere,

D: x(M) x x(M) — x(M)

fonksiyonuna M Lorentz alt manifolduna indirgenmis konneksiyon ad1 verilir [1].

Tanim

M nin bir yari-Riemann altmanifoldu M olsun. M de Levi-Civita konneksiyonu D olmak

iizere V V, W € x(M) icin,

D,W = tanD,W

seklinde taniml1 D fonksiyonu M de bir Levi-Civita konneksiyondur [1].



Tanim

R , n-boyutlu, v-indeksli yar1-Oklidyen uzay1 olsun. Boyutu 3 ve indeksi 1 olmak iizere

R3 tizerinde Vp € R? ve vy, w, € T,R? igin,

(Vp, Wp) = —ViWy + VoW, + V3w

seklinde ifade edilen 1 — indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzay 3- boyutlu

Minkowski uzayi olarak ifade edilir ve R3 seklinde gosterilir [8].
Tanim

xvey, R3 de vektorler olsunlar. x = (X1,X,X3), ¥ = (V1,Y2,y3) olmak iizere

(X2¥3 — X3Y2,X1Y3 — X3Y1,X2Y1 — X1¥2)

vektoriine x ve y nin vektorel carpimi (dig ¢arpim) denir ve X X'y veya x Ay seklinde

gosterilir [7].

1, i=j.
5i].={0 ] ise ve e; = (8iy, 8i2, 6i3)

olmak tizere,

€1 —€ —€3
XXyzdet[X1 X2 X3 ]
i ¥2 Y3

olarak hesaplanabilir.

Frenet vektorleri {T, N, B} olan egrinin egrilik ve burulmasi sirasiyla k ve T olmak tizere;
birim hizli timelike bir egri i¢in
TAN=-B, BAT=-N, NAB=T,

spacelike binormalli spacelike egri igin
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TAN=-B, BAT=N, NAB=-T,
timelike binormalli spacelike egri i¢in

TAN=B, BAT=-N, NAB=-T

Tanim

M c R3, (I, @) koordinat komsulugu ile verilen diferensiyellenebilir bir egri olmak iizere
egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet vektorleri {T, N, B} olsun. Frenet vektorleri ile tiirev

vektorleri arasindaki iliski asagidaki sekilde verilmistir.

i)a, R? de bir timelike egri olsun. a nin Frenet vektdr alanlar; T timelike , N ve B spacelike

vektor alanlaridir. Bu vektor alanlari i¢in Frenet denklemleri,

T' = kN

N’ =«T + 1B

B’ = —tN
seklindedir [4].

ii) o, R3 de spacelike binormalli bir spacelike egri olsun. o nin Frenet vektor alanlari; T
spacelike, N timelike ve B de spacelike vektor alanlaridir. Bu vektor alanlar ig¢in Frenet

denklemleri,

T' = kN

N’ =T + 1B

B’ = 1N
seklindedir [4].

iii) o, R de timelike binormalli bir spacelike egri olsun. a nin Frenet vektdr alanlari; T ve

N spacelike, B de timelike vektor alanidir. Bu vektor alanlari i¢in Frenet denklemleri,

T' = kN
N’ = —xT + 1B
B’ = —tN
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seklindedir [4].

Tanim

R3 3-boyutlu Minkowski uzayinda M, (I,a) koordinat komsulugu ile verilen
diferensiyellenebilir bir egri olmak iizere egrinin her noktasinda bir {T, N, B} Frenet catisi

vardir ve Darboux vektdrleri asagidaki sekilde verilmistir.

i) R3 de o bir timelike egri olarak verilsin. Bu durumda Darboux vektdrii

W =1T + kB

seklindedir.

a) W vektorii spacelike ise (k| > |t|) (2.1) den, 0, -B ile W arasindaki Lorentzian timelike

ac1 olmak tizere,

Kk = ||W||cosh® , Tt = ||W]||sinh®

IW]|? = b(W, W) = «? — 12 dir.

b) W vektori timelike ise (|x| < |t])

k = ||W||sinh® , T = ||[W]||cosh®

IW]|? = =b(W, W) = —(x? — 12) dir.

ii) a, R} de spacelike binormalli bir spacelike egri olarak verilsin. Bu durumda Darboux

vektora

W =T — xB

seklindedir.
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b(W,W) > 0 olup W spacelike vektordiir.0, -B ve W arasindaki Lorentziyen spacelike

olmak iizere Bu durumda (2.2) den,

k = ||[W]lcos® , T = ||W]||sin®

IWIl = /Ix? + 72| olup b(W, W) = «* + tdir.

iii) o, R3 de timelike binormalli bir spacelike egri olarak verilsin. Bu durumda Darboux

vektori
W= —1T + kB
seklindedir.

a) W vektorii spacelike ise (|x| < |t|) (2.3) den, 6 -B ile W arasindaki Lorentziyen timelike

olmak tizere,

k = ||W||sinh® , T = ||[W]||cosh®

IW]|? = b(W,W) = 12 — k2 dir.

b) W vektori timelike ise (|x| > |t])

Kk = ||W||cosh® , Tt = ||W]||sinh®

[W]|? = =b(W, W) = —(12 — k?) dir [9].
2.3. R3 Uzayinda Lift Egrileri

Tanim

M, R3 de bir hiperyiizey ve a: 1 — M parametrelendirilmis bir egri olsun. M iizerindeki
diizgiin bir teget vektor alan1 X olmak tizere Buradan «, X in integral egrisi olarak ifade

edilirse Vs € [ i¢in
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d =X
£ () =X(a®)
dir.

M nin p deki teget uzay1 T,M dir ve M {izerindeki vektor alanlarinin uzay1 x(M) dir. O halde

™ = UTpM

dir.
Herhangi bir parametre egrisiigin o : [ = M ve &: 1 —» TM olsun.
a(s) = (a(s), @' () = @'(s)

a nin TM iizerinde tabii lifti @ olarak adlandirilir. Buradan R3 de Levi-Civita konneksiyonu,

da d
= = 30 (€ ®)) = Do ()

seklinde ifade edilir [6].
Tanim

Herhangi bir parametre egrisiigina : [ > Mve a:1 = TM olsun.
a(s) = (a(s), &) = &(5)

a nin TM iizerinde tabii lifti & olarak adlandirilir. @ egrisinin herhangi bir noktasindaki
Frenet vektorleri {T, N, B} olmak iizere, sirasiyla, tanjant vektorii, asli normal vektorii ve

binormal vektoriidiir. Buradan;
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i) R3 iizerinde @, « nin tabii lift egrisi olsun. Buradan

T() = NG,

K ()
NG = ")+ g o
LK)

) = oy "+ o
RO+

K(s) = T

(s) = % '(s)t(s) + k(s)T' ®)
T W2

i1) a birim hizli timelike bir egri olmak iizere @, o nin tabii lift egrisi olsun. Buradan

T(s) = Ns),

_ B _K(s) t(s)
NG = = i T = g B
. k()
) = g "~y %>
_ o K(s) = TA(s)

K(s) = Wi

(s) = % '(8)t(s) + x(s)T’ (S)
= W2

1i1) o birim hizli spacelike binormalli spacelike bir egri olmak iizere &, a nin tabii lift egrisi

olsun. Buradan

T(s) = N,

). T
NG) = o T+ T B
PO = T O T wi B
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_ . K(s) +TA(s)
)=

K (s)t(s) — x(s)T'(s)

) = Tk

1iv) a birim hizli timelike binormalli spacelike bir egri olmak iizere @, a nin tabii lift egrisi

olsun. Buradan

T(s) = N(s),

N k(s) _@
NG = =7 T~ wy B
BES) = w7+ qwy B
@+

K(s) = Wi

R OUORSIOLO
e W12

[5].

Tanim

R3 3-boyutlu  Minkowski uzayinda M(I, &) koordinat komsulugu ile verilen
diferensiyellenebilir bir egri olmak iizere egrinin her noktasinda bir {T, N, B} Frenet catis1

vardir ve Darboux vektorleri asagidaki sekilde verilmistir.

i) R3 de o bir timelike egri olarak verilsin. Bu durumda Darboux vektérii de

W =TT + kB

seklindedir.
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a) W vektorii spacelike ise (|x| > |t|) es(2.1) den B ile W arasindaki Lorentzian timelike

ac1 0 olmak tizere,

Kk = ||W||cosh® , Tt = ||W]||sinh®

IW]|? = b(W,W) = k? — 12 dir.

b) W timelike vektor ise (|x| < |t])

k = ||W||sinh® , T = ||[W]||cosh®

IW]|2 = =b(W, W) = —(x? — t2) dir.

ii) @, R3 de spacelike binormalli bir spacelike egri olsun. Bu durumda Darboux vektorii
W =7T - kB

seklindedir. g(W, W) > 0 oldugundan W spacelike vektoér alanidir. B ve W arasindaki

Lorentzian spacelike 6 olsun. Bu durumda eg(2.2) den,

k = ||[W]lcos® , T = ||W]||sin®

W] = y/|x? + 2| olup ||W]||? = b(W, W) = x? + 12dir.

iii) @, R3 de timelike binormalli bir spacelike egri olarak verilsin. Bu durumda Darboux

vektori
W = —7T + kB
seklindedir.

a) Eger W spacelike vektor alani ise (|x| < |t|) es(2.3) den, -B ile W arasindaki Lorentzian

timelike a¢1 0 olmak iizere
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k = ||W||sinh® , T = ||[W]||cosh®

[WII> = b(W, W) = % — «* dir.

b) W timelike vektor ise (Jk| > |t])

k = ||W||cosh® , Tt = ||W]||sinh®

lW]|? = =b(W, W) = —(t? — k?) dir.

2.4. R3 Uzaymnda Regle Yiizeyler

Tanim

R3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde
edilen ylizeye bir regle ylizey denir. Buradaki dogruya regle yiizeyin ana dogrusu ve verilen

egriye ise regle ylizeyin dayanak egrisi denir [8].

Sekil 2.1. Silindir
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Sekil 2.2. Koni

Tanim

Bir regle yiizey, tek parametreli dogru ailesi tarafindan olusturulur ve parametrik gosterimi

x(s,v) = a(s) + ve(s)

seklindedir.

Burada a dogrultman vektor e ise birim vektordiir [5].

Tanim

x(s, v) bir regle ylizey olsun. Vu € I i¢in

x(u + 2m,v) = x(u,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yilizey kapalidir [3].

Tanim

x(s,v) = a(s) + ve(s)

kapali regle yiizeyinin ana dogrularinin dik yoriingeleri teskil ettirilip ve dy tam diferansiyeli

alinirsa
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(e,dy) =0,

(e,da + dve + vde) = 0,

(e,da) + dv]le]|> =0 ,{e,de) = 0,
—dv = (e, dy)

elde edilir. Bu esitligin regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa,

j(da e) = jdv

bulunur. Buradan

seklinde tanimlanan L, fonksiyonuna y regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu denir [3].

Tanim

Ana dogrusunun birim dogrultman vektorii e olan bir y kapali regle yiizeyinin ana
dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya y regle

ylizeyinin acilim agis1 ad1 verilir ve

= —fdet(a’, a’,e)dv

olarak elde edilir [3].
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Tanim

R3 de bir regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin ana dogrusu

boyunca teget diizlemlerinin ayni olmas1 gerekir [8].
Tanim

R3 de bir regle yiizeyin komsu iki ana dogrusunun ortak dikmesinin esas ana dogru

tizerindeki ayagina bogaz (merkez veya sitriksiyon) noktasi adi verilir [8].
Tanim

R3 ,3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca
regle ylizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (merkez

veya sitriksiyon) ¢izgisi (egrisi) ad1 verilir [3].

B (s) striksiyon egrisi a(s) dayanak egrisi tiiriinden

b(a’,e")

B(s) = a(s) — me

(s)

seklinde tanimlanir.
Tanim

R3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrularinin her birini dik olarak

kesen bir egri olsun. Bu egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir [8].
Tanim

Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu ana dogru

arasindaki ag¢tya oranina, regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir [3].

B det(a’, e, e’)
T le?



21

Teorem
X (s, v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin < dagilma parametresinin sifir olmasidir [3].
Tanim

R3, 3- boyutlu Minkowski Uzayinda M bir yiizey olmak iizere Vp noktasi i¢in,
Ip: T,(M) X T,(M) » R

(Vo Wp) = 1, (Vy, W) = (V, W)

fonksiyonu elde ediliyorsa I, fonksiyonuna I. Temel Form denir.

lp: T,(M) X T, (M) - R

(Vp'Wp) - Hp(vp'wp) = <S(Vp)'wp)

fonksiyonu elde ediliyorsa Il fonksiyonuna II. Temel Form denir [3].
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3.R3 MINKOWSKI UZAYINDA BiR EGRi VE ONUN LIFT
EGRISININ DARBOUX VEKTORLERI TARAFINDAN
OLUSTURULAN REGLE YUZEYLER

3.1. R3 Minkowski Uzayinda x(s, v) Yiizeyinin Striksiyon Egrileri, Dagilma
Parametresi Gauss E@riligi ve Ortalama Egriligi

a egrisnin timelike ve spacelike olmasi durumlarina gore darboux vektorleri incelenip bu
vektorlerle elde edilen x(s,v) regle yiizeyi tanimlanmistir. Daha sonra bu regle yiizeyin
striksiyon egrisi, dagilma parametresi (dral), Gauss egriligi ve ortalama egriligi

hesaplanmaistir.

Darboux vektorleri tarafindan olusturulan regle ylizeyin parametrik denklemi
x(s,v) = a(s) + vW(s)
seklinde verilir.

1) o timelike bir egri olsun. W = 1T + kB darboux vektdrii olusturulan regle yiizey x olmak

lizere
x(s,v) = a(s) + vW(s)
seklinde yazabiliriz.

Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — AW(s) olarak verilir.

b(a’,W")
B(s) = a(s) — WW(S)
olmak tizere
A=
NGRS

elde edilir.
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Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

_ det(a’, W,W")
W w2

olmak lizere
PW = 0
bulunur.

Bu regle yiizey acilabilirdir.
Bu regle yiizeyin Gauss egriligi,

_ (det(oc’, w, W’))2

K(s,v) = (EG — F2)?

E =E(s,v) = ||ld'(s) + vVW'(s)||?, F =F(s,v) = a'(s)W(s), G=G(sv)=1
Py = 0 oldugundan K(s,v) = 0 dir.

Bu regle yiizeyin ortalama egriligi,

H(s,v)

_ —Z(a(s).W(s))det(a’(s),W(s),W’(s)) + det(a''(s) + vVW''(s), o' (s) + vW'(s), W(s))
a 2(EG — F2)3/2

det(oc”(s) +vW'(s),a'(s) + VW’(S),W(S)),
= det ((KN +v(T'T+ Tk — kTN +«"B), (T +v(T'T+«'B)), T + KB)),

= —(x+v(t'k — kD)) (x(1 + vt') — vk'1),
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E=|o+vW'|?=—=(1+vT)? + (vk')?,

F=adW= -1,

—(k+ v(t'k — kD)) (x(1 + vT') — vk'1)
2 T V02 + ()E — (—DD)2

H(s,v) =

ii)) a spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. W = 1T — kB darboux vektorii

olusturulan regle yiizeye x olmak iizere

x(s,v) = a(s) + vW(s)

seklinde yazilir.

Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — AW(s) olarak verebiliriz.

b(a’,W")

B(s) = a(s) — WW(S)

olmak lizere

!

T

AT Wy

elde edilir.

Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

B det(a’, W,W")
i w’||2

olmak lizere
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PW =0
bulunur.
Bu regle yiizey acilabilirdir.

Bu regle yiizeyin Gauss egriligi,

(det(a’, w, W’))2

K(sv) = ——gc—ro)

E =E(s,v) = ||d'(s) + vW'(5)]?, F=F(s,v) = ' (s)W(s), G=G(sv) =1
Pw = 0 oldugundan K(s,v) = 0 dur.

Bu regle yiizeyin ortalama egriligi,

H(s,v)

_ —Z(a(s).W(s))det(a’(s),W(s),W’(s)) + det(a''(s) + vVW''(s), a'(s) + vVW'(s), W(s))
B 2(EG — F2)3/2

det(a’(s) + VW' (s), a’(s) + vW'(s), W(s)),
= det ((KN +v(t"T+ (t'x — x'T)N — k''B), (T +v(t'T — K’B)), (tT — KB)),

= (K +v(t'k — K’r))(—K(l + vt') + vk'1)
E=|a +vW|?=(1+vt)? + (vi')?,



27

(k4 v’k = D) (=K1 + vT') + vi'D)
H(s,v) = 2((1 + vt')? + (vk')? — (1)2)3/2

iii)) o timelike binormalli spacelike bir egri olsun. W = —1T + kB darboux vektorii

olusturulan regle yiizeye y olmak tizere

x(s,v) = a(s) + vW(s)

seklinde yazilir.

Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — AW(s) olarak verilir.

b(a, W)

B(s) = a(s) — WW(S)

olmak lizere

!

T

I CoICoE
elde edilir.

Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

b det(a’, W,W")
W w2

olmak lizere

PW:O

bulunur.

Bu regle yiizey agilabilirdir.

Bu regle yiizeyin Gauss egriligi,
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(det(oc’,W,W’))2
~ (EG — F2)2

K(s,v) =

E =E(s,v) = ||’ (s) + vW'(5)]|?, F =F(s,v) = o'(s)W(s), G=G(sv)=1

Pw = 0 oldugundan K(s,v) = 0 dur.
Bu regle yiizeyin ortalama egriligi,

H(s,v)

_ —2(0((5).W(s))det(a’(s),W(s),W’(s)) + det(a''(s) + vVW''(s), o' (s) + vVW'(s), W(s))
B 2(EG — F2)3/2

det(a’(s) + VW' (s), a'(s) + vW'(s), W(s)),
= det ((KN +v(—t"T+ (—t'k + K'T)N + ¥"'B), (T +v(—t'T+ K’B)), (=TT + KB)),

= (K +v(—1t'k + K’t))(K(l —vt') + vk'1),

E=|a+vW|?=(1-vt)? - (vi')?

(K +v(—-t'k+ K'T))(K(l —vt') + vk't)
2((1 —vt)? — (vK')2 — (—1)2)3/2

H(s,v) =

3.2. R§ Minkowski Uzayinda ¥ (s, v) yiizeyinin Striksiyon Egrileri, Dagilma
Parametresi Gauss Egriligi ve Ortalama Egriligi

o lift egrisnin timelike ve spacelike olmasi durumlarina goére darboux vektorleri
hesaplanmistir. Elde edilen darboux vektorleri tarafindan y(s,v) regle ylizeyi

tanimlanmistir. Daha sonra bu regle yiizeyin striksiyon egrisi, dagilma parametresi (dral),
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Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplanmistir.

i) @ timelike bir egri olsun. W = TT + kB darboux vektérii olusturulan regle yiizey ¥ olmak

lizere,

X(s,v) = a(s) + vW(s)

seklinde yazabiliriz.

_ —K'T+ v k? — 12 T K
W=T+%B = ——— ( )

— T— B
w2 Wl wil= [wli

(—K"E + Kr’> N+ K — 12 (—<T — B)
= —1T — x
[W1|2 W]

W spacelike vektor alani ise (||[W]|? = k% — t2)

_ (—K"E + kT’

N — 1T — kB
|lW]|2 >

bulunur. O halde

" (—K’T + KT’)' N+ <—K'T + K‘[') N’ — €T — 7T — wB — kB’
=|— _— — T — T — K — K
W2 w2

@ <—K"t + Kt’)’ N+ < (—K’r + K‘t’> ,> T+ < (—K’T + K‘E') ,> B
= — K| ———————| -1 T[—————] -«
|[W[| [[W{[> W[

A (—K’r + K‘l?') |
= ————— olsun.
[[W1|2

(="t + K1) — 2T W2 + 2kt ()2 + (T')?)

A= QWIEY?

W' = AN+ (kA —1)T + (tA — ¥')B
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elde edilir.
W timelike vektor alani ise (||[W]|? = t2 — x?)

_ (—K"E + kT’

B >N + tT + kB

bulunur. O halde

& <_KIT - KTI>’ N+ <_KIT - KT’) N’ + T + T’ + «'B + kB’
=\ rE— T T K K
IWI[2 IW][2

" (—K’T + KT’)' N+ ( <—K'T + KT’) N ,> T+ ( (—K’T + K‘[') N ,> .
=|——= K| ————]+T1 T ———=—]+k
W2 1wl w2

A (—K’r + KT') |
=|———— olsun.
[[W{[>

B ((—x"T + xt'") — 2'T) [[W]|2 — 2xt((x)? + (t)?)

A QWIRY?

W =AN+&A+1T)T+ (tA+«')B
elde edilir.
Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — pW(s) olarak verebiliriz.

b(&@, W)

B(s) =a(s) — WW(S)

olmak tizere,

W spacelike vektor alani ise (||W]|? = k% — 12)



KA/
h= (A2 — A2(k2 — 12) 4+ 2A(kt — ') + (k)% — (/)2

elde edilir.
Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

_ det(a’, W, W")
W W2

olmak tizere

Py =0

bulunur.

Bu regle yiizey acilabilirdir.

W timelike vektor alani ise (||[W]|? = t2 — x?)

J— KAI
T (A)? + AZ(ik2 — 2) + 2A(KT — ) + (K)2 — (T)2

i

elde edilir.
Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

_ det(@, W,W")
W

olmak tlizere

Pw =0
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bulunur.
Bu regle yilizeyin Gauss egriligi (W spacelike icin ),

(det(a'(s), W(s), W'(s)))?

Klsv) =~ (EG — F2)2

E =E(s,v) = ||@'(s) + vVW'(s)]?, F =F(s,v) = @' (s)W(s), G=G(,v) =1
olmak iizere

det(a’(s), W(s),W'(s) = 0

oldugundan Gauss Egriligi K(s,v) = 0 dur.

Bu regle yiizeyin ortalama egriligi,

H(s,v)

3 —2(@ (s)W(s))det(a (s), W(s), W'(s)) + det(@” (s) + vW"' (s), @ (s) + vW'(s), W(s))
B 2(EG — F2)3/2

E=E(s,v) = [@(s) + VW' (s)II,  F=F(s,v) =a(s)W(s), G=G(sv) =1
—2(a@ (s)W(s) )det(@ (s), W(s), W'(s)) + det(@”’(s) + vW"(s), @ (s) + vIW'(s), W(s)),
= —(k2 + v(kA' + (kA — 7)) (k(k + VvA) + v(TA — K')A)

+ (K + V(A" + 1A = T) — (TA = ) ) (—xv(kA — T') + 2v(TA — X))

+(xT + v(TA + (TA — K))) (—Av(KA — T) — T(k + VA)) ... (%)

EG — F? = (—v2(kA — T')% + (tA — ¥')? + 2vkA’ + A?(v? — k%) + 1?),
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(+)

H(s,v) = :
(s,v) 2(—vZ2(kA — )2 + (tA — )2 + 2vKkA’ + A%(v2 — k?2) + 12)3/2

ii) @ spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. W = TT — kB Darboux vektorii

olusturulan regle yiizeye X olmak {izere,

X(s,v) = a(s) + vW(s)

seklinde yazabiliriz.

W = =T — <B <K’T—Kr’> K2 + T2 ( LI B)
=T —_ K = —_— f— —_
|W1[2 Wil \[[W]| (Wi

(K’T — Kr’) N K% + 1?2 (<T — B)
=(————|N———+ (tT—x
[W1|2 [[W1|2

(IIW]1? = k? + 12) oldugundan

' (K’T _ KT’) N — T + «B
=|——5—|N—1tT+xk
|lW]|2

bulunur. O halde

& (K’T _ KT’>I N+ (K’T _ KT’) N’ — T — T’ + K'B + kB’
=|— —— IN' = tT—1T'+ B+«
IWI| IW][2

" (K’T — KT’)I N+ ( (K’T — KT’) ,> T4 < (K’T — KT’) N ,> .
=— K|—————] -1 T[————— |+«
[[W1|2 [[W1|2 [[W1|2

A (K’T — Kr’) |
= ———— olsun.
[W1|2

A= (—x""T + k") |[W]|? = 2xt((k')? — (t")?) — 2k't'(t? — k?)
B (w12)2 '

W = AN+ (kA —1)T + (TA + ¥')B
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elde edilir.

Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — uW(s) olarak verilebilir.

b(a’, W)

B(s) =a(s) — bW, W)

W(s)

olmak tlizere

—xA’
T T(ADZ 4+ AZ(kZ + 12) — 2A(KT — T¢) + (K)2 + (T')2

U

elde edilir.
Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

_ det(a’, W, W")
W W2

olmak lzere

. —2k(—x't + k')
W™ (A2 + A2(k2 + T2) — 2A(kT — (') + (k)2 + (T')?

bulunur.
Bu regle yiizeyin Gauss egriligi,

_ _ (det(@'(s), W(s), W'(s))?
K(s,v) == (EG — F2)?

E =E(s,v) = ||’ (s) + vVW'(s)]I?, F=F(s,v) = ' (s)W(s),

(det(a@'(s), W(s), W' (s))? = 4x?(—x'T + x1')?,

G=G(s,v) =1
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E=|kN+ v(A'N + (kA + T)T + (tA + «")B||?,

E = v2A2(k? + 12) + 2Av2 (1K’ + kT') + v2((x')? + (1)?) — x? — 2xvA’ — v2(A)?,

F = xN(AN — 1T + B),

EG — F2 = v2A%(k? + 12) + 2Av2 (1K’ + xt') + v2((x')? + (1')?) — k% — 2xvA’
—V2(AD? + (k2A2) ... (%)

—4K% (—x'T + x1')?

(x)?

K(s,v) =

Bu yiizeyin ortalama egriligi,

H(s, v)

B —2(@' (s)W(s))det(a' (s), W(s), W'(s)) + det(a” (s) + vW"' (s), @' (s) + vW'(s), W(s))
B 2(EG — F2)3/2

E=EGv) =@ +vW SN2, F=FGEv) =T (W), G=G(sv) =1
—2(@ (s)W(s))det(@ (s), W(s), W'(s)) + det(@’(s) + vW" (5), @ (s) + vW'(s), W(s)),
= —2((xA)N — 1T + xB) (—kA")

— ()2 + v(KA" + (kA — T)")) (—vk(k + VA") + v(TA + K')A)

+ (K + V(A" + KA = ) + (A + 1)) (kv (kA = T') + vE(TA + k) )

+ (kt+ v(rA + (TA + K)))(—vAKA — T) + T(k + VA)) ... (*)

EG — F? = v2A%2(x? + t2) + 2Av? (K’ + xT')
+v3((k')?% + (t)?) — k? — 2kvA’ — vZ(A')?) ... (*%)
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()
H(S; V) 2(**)3/2
iii) @ timelike binormalli spacelike bir egri olsun. W = —TT + KB darboux vektorii

olusturulan regle ylizeye X olmak iizere,

X(s,v) = a(s) + vW(s)

seklinde yazilabilir.

_ o —K'T + xt’ K2+t /T K
W=—4T+kB = —[———— ( )

T+ B
w2 Wl NwiE (wil

(K"t — K‘E’) N+ <K2 + ‘E2> T+ (Kz + 1:2> B
= — T —x K| —=—
W[ |[W[|= [[W[[2
olarak bulunur. O halde
" <K’r — KT’)I N+ (K"t - K‘t’> N’ 4 <K2 + T2> I T+ <K2 + ‘[,'2) -
= —— _— T — T —=
[[W1|2 [W]|2 [[W1|2 [[W]|?
.\ <K2 +r2> ’+ <K2 +TZ> o
K| —= K
W[ [[W[|2
W (K’t — K‘E’)I o (Kz + 1:2> N+ < (K’r — K‘t’> N (KZ + rz>'> T
=||————— 10 d [— K| ——— |+ 1t[—=
[[W[[2 [[W[[2 |[W[| [[W{[>

N ( (K’r — K‘t’> N (KZ + rz>'> B
T|———— | +x
|[W1|2 |W]|2

bulunur.

A (—K’r + K‘l?') c (Kz + rz> |
=(———— | veC=(———= olsun.
[[W1|2 [[W]|?

W spacelike vektor alani ise (||[W]|? = 12 — x?)
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(K"t k) [[W]I? = 21T (77 + %) + 2xt(()? + (T)?)

A BE

c = K2 + 2\ _Axr(k't — xt')
C\Iwz ) T (2 —k?)?

olur.
W timelike vektor alani ise (||[W]|? = x? — 12)

(="t k) IWI? = 2kt(()? + (1)) + 2K'T (1 + %)

A (BE

c = K2 + 2\ _Axr(k't — xt')
C\Iwz ) T (k2 —12)?

Buradan

W' = (A’ + 2tkC)N + (—kA + tC)T + (tA + xC')B

elde edilir.

Bu regle yiizeyin striksiyon egrisini B(s) = a(s) — uW(s) olarak verilebilir.

b(&@, W)

B(s) =a(s) — bW, W)

W(s)

olmak lizere

B k(A" + 2tkC)
(A" +21KC) + (k2 — T2) (A% — (C)?)

1l

elde edilir.
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Bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali),

B _ det(a’, W, W")
W W2

olmak lizere

—kCA(T? + x?)
(A + 21x0) + (€ — ) (A2 — (C)D)

Py =

bulunur.
Bu regle yiizeyin Gauss Egriligi,

_ _ (det(@(s), W(s), W'(s))?
K(s,v) =~ (EG — F2)2

E =E(s,v) = ||ld'(s) + vW'(s)]?, F=F(s,v) = o' (s)W(s), G=G(,v)=1
(det(a@' (s), W(s), W’'(s))? = k2C2A2(1? + x?)?,
E = [|[kN + v((A" + 2TkC))N + (—kA + TC)T + (tA + kC)B||",

= k% + 2kv(A’ + 2tkC)+v2((A)? + 2A'txC + 4713k?C% + A?(k? — T2) — 4KATC'
+ (€% (k% + TZ)),

F = xN(AN + tCT + «CB),

EG — F? = k2 4 2xv(A" + 2tkC)v2((A)? + 2A't«C + 4152C2 + A% (k? — 12) — 4KATC’
+ (CH2( + 12)) — K2A% ... (%)

—KZCZAZ(TZ + KZ)Z

K(s,v) = o2
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Bu regle yiizeyin ortalama egriligi,

H(s,v)

3 —2(@ (s)W(s))det(a'(s), W(s), W'(s)) + det(@’(s) + vW" (s), @ (s) + vW'(s), W(s))
B 2(EG — F?)3/2

E=E(s,v) = |[d(s) + vVW'(s)||2, F=F(s,v) =@ (s)W(s), G=G(s,v)=1
olmak iizere,
—2(@ (s)W(s))det(a' (s), W(s), W'(s)) + det(a” (s) + vW" (s), @ (s) + vW'(s), W(s)),

= —2((xA)N + 2CT + kCB)(—kCA(x? + 12)) —

((KZ + v(—k(A' + 2tkC)) + (—xA + tC")’ (—(K + V(A + ZK‘[C))) KCv(TA + KC')A')
+ ((K’ +v(A" + 2tkC)’") + (—xa + tC") + (tA + KC’)(VKC(—KA + rC’))

- V((‘tA + KC’))tC)

+ (KT2(A" + 27%C) + (TA + kC")")(—VvA'(—kA + TC") + k + vIC(A’ + 2kT0)) ... (¥)
EG — F?2 = k% + 2xv(A’ + 21xC)

+ v2((A")? + 2A’tkC + 412k2C?% + A%(k? — 12) — 4xATC’)
+ (€2 + 12) — (K2A? + C2(t% — k2)) ... (¥%)

seklinde bulunur.
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3.3. Ornek

1

. =2 o o o ..
\/gcoss, 1-— sins, —= coss) egrisi verilsin. Bu egrinin

Timelike binormalli spacelike a(s) = (

Frenet vektorleri,

2
T(s) = (——sins, —coss,—sinss),

V3 V3
N(s) = <—%coss, sins,%coss),
56) = (Z.0.7).
x(s) =1,
(s) = 0.

Bu egrinin Darboux vektori W = —tT + kB dir.
w=(70%)
‘\/§’ ) ‘\/§ )

1 -2 -2 1
s,v) =|—=coss,1 — sins,—coss) + V(—, 0, —)
w6 = (7 7 NERRE



oo
SinEinD

Sekil 3.1. x(s, v) Yizeyi

Timelike regle ylizeyi elde edilir.

1 2
= | — —sins, —coss,—sinss |,
Xs ( V3 V3 )

Yo = (_T;O%)

= XSX—XV = (_—1 COoSs, sins icoss)
Ixs xxoll  \v3 7 743 ’

S(Xs) = Ns = A1Xs + AZXV'
S(tv) = Ny = piXs + KXy,
-1 0
s=| 0o ol

K(s) =0,

41
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1

H(s) = —=

(s) >
I(V,W) = (V,W),

1

11V, W) = (S(V), W) = =5 (V, W),
Bu egrinin lift egrisi,
— 1 . 2 . . . . .
a(s) = (— —sins, —coss,—351nss) seklindedir. Frenet vektorleri

V3

_ 1 2
T(s) = (——coss, sins,—coss),
V3 V3

_ 1 2
N(s) = <— sins, coss, — — smss),

V3 V3
_ 2 1
B(s) = (ﬁ,oﬁ),
K(s) =1,
T(s) = 0.

Bu egrinin Darboux vektérii W = —TT + KB dir.
W= <_2 0~ )
ﬁ ) ) ﬁ )

1 2 -2 1
X(s,v) = <——sins, —coss,—sinss) + V<—, 0, —)
X V3 V3 3 V3



Sekil 3.2. X(s, v) Yizeyi

Timelike regle ylizeyi elde edilir.

B 1 2
Xs = | — —=CO0Ss, sIns,——COoSS |,

3 3

SCIE

XV \/§I I@ )

N = Xs XXy = (i sins, coss —isins)
IIXs X Xvll V3§ "3 ’

S()_(s) = Ns =MXs t AZXV,
S()_(v) = Nv = WXs + H2Xv»
-1 0]

0= .

K(s) = 0,

43
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_ 1
H(s) = —
I(V,W) = (V,W),

[I(V,W) = (S(V),W) = —%(V, W).
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez de R? , 3-boyutlu Minkowski uzayinda @ lift egrisinin timelike ve spacelike olmasi
durumuna gore darboux vektorleri hesaplanmistir. Bu darboux vektdrlerinin olusturdugu
regle yiizeyler ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Bu ¢alisma dual Lorentziyen

uzaya da genisletilebilir.



46



\O

47

KAYNAKLAR

. O'Neill, B. (1983). Semi-Riemannian geometry, with applications to relativity, New

York: Academic Press, 254.

Ratcliffe, J. G. (1994). Foundations of hyperbolik manifolds, New York, Springer
Vergal New York, Inc, 736.

Hacisalihoglu, H. H. (1983). Diferensiyel geometri, Tiirkiye: Indnii Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Yayinlari, 1, 355, 490, 494, 495, 498.

Walrave, J. (1995). Curves and Surface in Minkowsi space, Doktora Tezi, KU Leuven
Faculteit Der Wetenschappen, Belgium.

Ergiin, E., and Caliskan, M. (2012). Ruled surface pair generated by a curve and its
natural lift in R3. Journal of Mathematical and Computational Sciences, 2(5), 1387-
1400.

Ergiin, E., and Caligkan, M. (2012). Ruled surface pair generated by a curve and its
natural lift in R3. Pure Mathematical Sciences, 1(2), 75-80,6.

Akutagawa, K., and Nishikawa, S. (1990). The gauss map and spacelike surfaces with
prescribed mean curvature in Minkowski 3-space. Tohoku Mathematical Journal, 42,
67-82.

. Turgut, A. (1995). 3-Boyutlu Minkoswki Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle Yiizeyler,

Doktora Tezi, Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara, 96s. 45768.

. Ergiin, E. (2013). 3-Boyutlu Minkowski Uzaywinda Lift Egrileri Ve Geodezik Spraylar

Uzerine, Doktora Tezi, On Dokuz May1s Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Samsun.

10. Tunger, S. (2008). Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler, Yiiksek Lisans Tezi, Afyon

Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Afyon.

11. Tzumiya, S., and Takeuchi, N. (2003). Special curves and ruled surfaces, Contributions

to Algebra and Geometry. 44(1), 203-212.

12. Demiran Isat, N. (2019). Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi,

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.



48



GAZI GELECEKTIR, ..



	LİFT EĞRİLERİ VE REGLE YÜZEYLER
	LİFT CURVES AND RULED SURFACES



