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OZET

Bu tezde genellestirilmiy Szasz-Sheffer operatérlerinin bazi yaklagim 6zellikleri verildi
ve lineer fonksiyonlari koruyan King tip genellestirmesi tammlandi. Bu
genellegtirmede, belirli kogullar1 saglayan sinirsiz diziler yardimi ile daha iyi bir
yvaklasim derecesi elde edildi. King tipi operatorlerin yakinsama oraninin
genellestirilmis Szasz-Sheffer operatorlerinden daha iyi oldugu ispatlandi ve King tipi
operatorlerin yaklagimlarinin Szész-Sheffer operatorlerinden daha iyi oldugu grafikler
ile gosterildi. Integrallenebilir fonksiyonlara yaklasmak icin, genellestirilmis
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri tanimlanarak bu operatoriin yaklagim derecesi,
siireklilik modiilii, Lipschitz siifindan fonksiyonlar ve Peetre-/C fonksiyoneli cinsinden
verildi. Ayrica Szész-Sheffer-Kantorovich operatorleri icin asimptotik yaklagim
formiilii ~ Voronovskaja  tip  teorem ile elde edildi. Aym1  zamanda
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerin King tip genellestirmesi tanimlandi. King tipi
operatorlerin  Szész-Sheffer-Kantorovich operatorlerinden daha iyi bir yaklagim
oranina sahip oldugu ispatlanarak bu sonug grafikler ile gosterildi. Son olarak iki
degiskenli genellestirilmiy Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri tamimlanarak tam
siireklilik modiilii ve kismi siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizlar elde edildi.
Ayrica Peetre-IC fonksiyoneli ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlara yaklagimi ile ilgili
bir sonug elde edildi.
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ABSTRACT

In this thesis, some approximation properties of generalized Szész-Sheffer operators
are given and the King type generalization of these operators which preserves linear
functions is introduced. It is proved that the rate of convergence of the King type
operators is better than generalized Szasz-Sheffer operators. It is supported by graphs
that the approximation of King type operators is better than Szasz-Sheffer operators.
In order to approximate integrable functions, the generalized
Szasz-Sheffer-Kantorovich operators are defined. The degree of approximation of
these operators is given in terms of modulus of continuity and also by means of
Lipschitz class and the Petree’s K-functional. In addition, the asymptotic
approximation formula is obtained by Voronovskaja type theorem for
Szasz-Sheffer-Kantorovich operators. Moreover, the King type generalization of the
Szasz-Sheffer-Kantorovich operators is introduced. It is proved that the King type
operators have a better order of approximation than Szasz-Sheffer-Kantorovich
operators and this result is illustrated by graphics. Finally, bivariate
Szasz-Sheffer-Kantorovich operators are introduced and the degree of approximation
for the bivariate case is investigated by using the complete and partial moduli of
continuity. The rate of convergence is obtained by means of a Lipschitz type function
and the Peetre’s K-functional.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler

C [0, 00)

Cg [0, 00)

K (f39)

Lipn-

L, (f;x)

R, (f; any Bn; )
R}, (f; any B )
Sn (f;2)

T, (f; @tny B )
T, (f; otns Brs )
w (f;9)

Aciklamalar

[0, 00) arahigindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

[0, 00) arahigindaki siirekli sinirli fonksiyonlarin uzayi

f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

~v mertebeli M katsayil Lipschitz sinifi

L, lineer pozitif operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi
Genellegtirilmig Szasz-Sheffer-Kantorovich operatori

King tip genellestirilmis Szész-Sheffer-Kantorovich operatorii
Szasz operatorii

Genellegtirilmis Szész-Sheffer operatorii

King tip genellestirilmis Szasz-Sheffer operatorii

f fonksiyonunun siireklilik modiilii



1. GIRIS

Stirekli  fonksiyonlara sinirsiz  araliklarda yaklagsmak icin  kullamilan 6nemli

operatorlerden biri Szész operatdrleri ve bu operatdriin genellegtirmeleridir.

Szasz operatorleri Vo € [0,00) ve Vf € C'[0,00) i¢in S, : C'[0,00) — C'[0, 00)

o0

Su(fi) =y (”,?kf (S)

k=0

olarak tanimlanir [1].

Szasz operatoriiniin 6nemli genellegtirmelerinden bazilar1 ortogonal polinomlari iceren

tipleridir.

Ik olarak Jakimovski-Leviatan tarafindan Appell polinomlar: iceren

Py (f12) = Z:) kf;pk (nz) f (%)

operatorleri tanimlanmigtir [2]. Burada py, asagidaki iirete¢ fonksiyonlar: tarafindan

tanimlanan Appell polinomlar: olup
A(t)e™ = " py(a)th
k=0
A, |z| < R, (R > 1)’de analitik ve A (1) # 0 igin,
A(z) = Zakzk, ag # 0
k=0

dir. Belirtelim ki A (2) = 1 oldugunda P, (f;x) operatorii Szasz operatériine doniigiir.

Szasz operatoriiniin  genellegtirilmeleri ve yaklagim o6zellikleri ile ilgili caligmalarin
bazilan [3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12] referanslarinda bulunabilir.

Jakimovski-Leviatan operatorlerinin daha genel bir durumu Ismail tarafindan [13] de

verildi.



[13] de Appell polinomlarindan daha genel olan Sheffer polinomlar: yardimiyla Szasz-

Sheffer operatorleri
efn:pH(l) 0 k
Lo (f;x) = ngk (nx) f <ﬁ>

bigiminde tanimlanmig ve diizgiin yakinsaklik 6zellikleri incelenmigtir. Burada

A(z) = chzk, H(z2) = Z hy, 2"
k=0 k=1

|z| < R, (R > 1)’de analitik fonksiyonlar, Vk > 1i¢in ¢, hy, € R, g € R, ¢o # 0, hy # 0
dir. Aymi zamanda A (1) # 0, H' (1) = 1 dir.

Her x € [0,00), k > 0 olmak iizere pj () Sheffer polinomlar:

A et =3 py (o) o
k=0

yardimiyla tanimlanair.

Sucu ve Biiylikyazici, L, (f;x) operatoriiniin bir genellegtirmesini yaparak, Sheffer
polinomu iceren yeni tip integral operatorleri tanitip yaklagim &zelliklerini

incelemiglerdir [14].

Mursaleen ve Ansari, L, (f;x) operatorlerinin Chlodowsky tipini tanimlayarak bu

operatore iligkin yaklagim 6zelliklerini vermigtir [15].

Rao, Wafi ve Deepmala, L, (f;x) operatorleri igin agirhkh yaklagim, istatistiksel

vaklagim ve Voronovskaja tip sonucu kanitlamigtir [16].

Costabile, Gualtieri ve Napoli, L, (f;x) operatorleri hakkinda bazi sonuclar sunmusg

ve Ismail tipi operator i¢in asimptotik bir genigleme formiili bulmuglardir [17].

Dahasi, Ismail L, (f;x) operatoriiniin Kantorovich formunu

. ‘ efan(l) 0 n
Ln(f,x):nwgpk(nx) / f(s)ds
= k



olarak tanmimladi.

Sucu ve Ibikli, L, (f; ) ve L* (f;z) operatorlerinin Bessel polinomlarini [18] iceren tipi
icin farkh yaklagim 6zelliklerini incelemis ve yakinsama oranina iligkin sonuglar ortaya

koymusglardir [19].

Szasz-Sheffer operatorlerinin ise daha genel bir durumunu [4] de sinirsiz diziler yardimi

ile tanmmmlanan Szasz operatorlerinden esinlenerek Gal

anzH(l)

T (f; s B ) = Zpk<agx> (kﬂn)

n

olarak tanimladi ve operatoriin belirli kosullar1 saglayan fonksiyonlara yaklagim

derecesini verdi [20].
Bu tez, birinci boliim girig boliimii olmak iizere dort béliimden olugmaktadir.

Biz bu ¢alismanin ikinci bolimiinde ilk olarak T, (f; au, Bn; ) operatorlerini dikkate
aliyoruz ve bu operatérlerin daha iyi yaklagim derecesini veren T7¥ ( f; au,, Bn; @) King tipi
operatorleri tanimlayip her iki operatoriin yaklasim derecelerinin bir kargilagtirmasini

veriyoruz. Bu durum farkli («v,), (8,) dizileri segilerek grafikler ile gosterilmigtir.

Uciincii  béliimde integrallenebilen fonksiyonlara yaklagsmak icin T}, (f; an, Bn; )

operatorlerinin Kantorovich bicimini tanimliyoruz.

Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri icin siireklilik modiilii, Lipschitz smifindan
fonksiyonlar yardimiyla ve Peetre-IC fonksiyoneli ile yaklagim hizin1 ayni1 zamanda
asimptotik yaklagim formiiliini Voronovskaja tip teorem ile elde ediyoruz. Bu
boéliimiin 6nemli bir kesimi Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerinin King tipinin
tanimlanmasidir.  King tipi operatorler igin  yaklasim  derecesi  verilerek
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri ile yaklagim derecesinin bir kargilagtirmasi

yapilip bunlara iligkin grafikler verilmigtir.

Tezin son bdéliimiinde Szasz-Sheffer-Kantorovich tip operatorlerinin iki degigkenli
fonksiyonlara yaklagimi incelenerek tam siireklilik modiilii,kismi siireklilik modiilii ve
Peetre-KC fonksiyoneli cinsinden yaklagim dereceleri elde edilmigtir. Ayni zamanda

Lipschitz sinifindan fonksiyonlara yaklagimi ile ilgili bir sonug verilmistir.






2. GENELLESTIRILMIS SZASZ-SHEFFER
OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu béliimde Szész-Sheffer operatorleri ve bu operatorlerin bir genellegtirilmis formu
tamimlanarak Gal tarafindan verilen yaklagim derecesi ifade edilecektir. Daha sonra
genellegtirilmis Szasz-Sheffer operatorlerinin King tipi tanmimlanarak genellestirilmig
Szasz-Sheffer operatorleri ile genellegtirilmis Szasz-Sheffer operatorlerinin King tipinin

yaklagim dereceleri kargilagtirilip yaklagim oran grafikler ile desteklenecektir.
2.1. Genellesgtirilmis Szasz-Sheffer Operatorleri

Va € [0,00) ve Vf € C'[0,00) igin S,, : C'[0,00) — C'[0, 00) olmak tizere

S (fia) = Y “””)kf(@) 2.1)

seklinde tamimh olan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir [1].

Appell polinomlarini iceren Szész operatorlerinin yeni bir genellegtirilmis tipi

Jakimovski ve Leviatan tarafindan

P, (f;7) =

—nx X L
T s ()
=0
olarak verildi [2].

Burada py, tiretici fonksiyonlar ile tanimlanan Appell polinomlar: olup
Aty e™ = pi(x)th
k=0

A, |z] < R, (R > 1) de analitik ve A (2) # 0 i¢in

(e 9]

A(z) = Zakzk, ap # 0

k=0



dar.

Sheffer polinomlarini iceren Szész operatorlerinin daha genellegtirilmis formu Ismail

tarafindan
e—an(l) e k
1, (i) =y oo £ (£) 22)
A(1) ; n
olarak tanimland [13].

Burada py, agsagidaki iiretici fonksiyonlar ile belirlenen Sheffer polinomlaridir.

A(t) e = ipk () tF (2.3)

ve

A(Z):/iaka , (ag #0)

H(E)=5 ht . (n#0)

olup asagidaki ozelliklerin saglandigi kabul edilecektir.

(i) z € [0,00) ve k € NUO i¢in pg () >0

(15) A(1) #0ve H' (1) =1

(i73) Eg. 2.3, |t| < R”de Ave H, |z| < R, (R > 1)’ de analitik fonksiyonlardir.

Es.2.2 nin daha genellegtirilmis formu [4] de sinirsiz diziler yardimi ile tanimlanan Szasz

operatorlerinden esinlenerek Gal tarafindan agagidaki gibi tanimlanda.



2.1.1. Tanim

lim — =0 (2.4)
kosulunu saglayan iki dizi olsun.

Her z € [0,00) ve f € C'[0,00) i¢in T, : C'[0,00) — C'[0, 00) olmak {izere

—aan(l) )

T (f; s i ) = Zpk (“) (kf) (2.5)

seklinde tamimh olan operatorlere genellegtirilmis Szasz-Sheffer operatorleri denir [20] .

2.1.2. Lemma

n € N Vr € [0,00) olmak tizere Eg.2.5 ile tamimh T, (f; o, Bn;x) lineer pozitif

operatorleri icin

(Z) Tn (Lanaﬁn;x) =1

(17) T, (t; an, By x) = + g_:‘j((ll))

(idi) T, (£% on, Bus )

— 2 +x§—: <2i/<(11)) +H" (1) + 1) LB <A" @ A (1))

(1) T (£ 0m, By ) = 2° + 2Pn (3H”(1) PO +3>



+r—2 (H’”(l) +3H"(1)+3H" (1) j((ll)) +6j((11)) + 1)

LE(A) A A
a3<A<1>+3A<1> A<1>>

(0) 1o (50, i) = '+ 2522 (017 () + 4% 1 +0)

252 (4H (1) + 3 (H" (1))* + 12H" (1) i((i))
+6‘j14” ((11)) +18H" (1) + 18‘1/ ((11)) + 7)

3

o (H<4> (1) 4+ 4H" (1) A1) +6H" (1)

A// (1) A/l/ (1)
A +4

AN TTAQ

n

+6H" (1) + 18H" (1) ‘j ((11; + 18’j 8

+TH" (1) + 14?1/((11)) + 1)

LAY ) A A
a4<A<1> I AW A(l))

esitlikleri gecerlidir.
jspat

Burada Eg.2.5 igin 1,¢,¢? test fonksiyon degerleri Gal tarafindan verilmistir [27]. Simdi

Es.2.5 icin #® ve t* iin degerlerini bulalim.



(iv) E$.2.3 min t’ye gore 3.tiirevi alinarak H' (1) = 1 olmak tizere t = 1, z =

enzH(1) 305’1 2a721 1" /
™5 A1) + 2225 3H (1) A (1) + 34 (1))

:I/’_
s

Bn

[
WE

Bn

T

0

—anzH(1)

bulunur. Her iki taraf €

n

7% + x2& <3H” (1)+3
(0

A0 a

s

Fr S (H (1) A (L) + 3H” (1) A' (1) + 347 (1)) + A" (1))

i (“"“”) k(k—1)(k—2)

3
— ile carpilarak

+r— (H”’ (1) +3H" (1)

—anzH(1) 00

:%;pk(%)m—w—%—g

—anzH(1) o

e Bn anT
T A Zp ( 8,

n

- Qp B3 e
X E k2 49
Hp’“(ﬂ ) o "

)i

3

n

—anzH(1)
3%32 e 5ﬁH 1
a, A(1)

—anzH() oo

Bn QT 3
A (ﬁ_) o3

anx

n

i¢in



10

2
=T, (t* an, Bp; ) — B%Tn (£ o, Brs ) + 2%% (t; n, B )

n n

elde edilir. Buradan

T, (tg; s B .I') =

=2+ 725 (3H” (1) + 3’4, () + 3)

B (A" (1) +3A4"(1) + A'(1)
()

bulunur.

QpX

(iv) E$.2.3 min t’ye gore 4.tiirevi alinarak H' (1) = 1 olmak tizere t = 1, z = icin

n

anzH(1) 40{% 3052 1 /
e (a 5—{4(1)” 6—2(6}[ (1) A (1) + 44’ (1))

+x2g—§ (4H’” (1) A (1) +3(H" (1))* A(1) + 12H" (1) A’ (1) + 6A” (1)>




—anzH(1)
(& Bn 4
bulunur. Her iki taraf ————— = ile carpilarak
A(M) ag EP

404;1L 3042 I A'(1)
z ﬁ_ﬁ+x 5_52 (6H (1)+4A<1))

2

2% " " 2 1" A/(l) ”(1)
o' (4H (1) + 3 (H" (1))* + 12H" (1) +6 )

On

AW (1)

B A(1) A A1)

7an:cH(1) o)

oo (%

—aan(l) 00 aan(l) )

o 2 (5o 2 (5)

—an:cH(l) %)

oo (%

—aan(l) 00

)0 ()

B

n

=T, (t4; Qs Bn; I’) —6—1T, (tg; A, ﬁmx)

2 3
FUL T (85 o, B @) = 62T (# @, B @)
TL an

elde edilir. Buradan

T, (t*; as B ) = 2 +x35” (6H”(1)+4A/(1> +6)

71

+r— (H(4) (1) +4H" (1) A (1) C6H" (1) A" (1) . 4A’” (1)> .

Al

)

11
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=
—
—_
N—

4250 (4H”’ (1) + 3 (H" (1))* + 12H" (1)

e A1)

A// (1)

+6 A()

+18H" (1) + 18‘31/((11)) + 7)

3

4 (H(4) (1) +AH™ (1) A (1) + 6H" (1)

A// (1) A/// (1)
A0 +4

AN TTAQ

n

A(1 H" (1
+6H" (1) + 18H" (1) L) L)

A0 ne +7H" (1) + 14A, (1) + 1)

A1)

4 AW L 6AT (1) + TA” (1) + A/ (1)
Tal ( A(D) )

bulunur.

2.1.2.Lemmanin bir sonucu olarak momentleri verebiliriz.

2.1.3. Lemma

Her x € [0, 00) i¢in, n € N olmak iizere Eg.2.5 ile tanimh T, (f; v, Bn; @) lineer pozitif

operatorleri i¢in

(1) Hn,1 (I) =T, ((t - I) s s B l‘)

(1) pine (x) =T, ((t — x)2 Ol B x)



(447) pina (z) =T, ((t - :13)4 ; Qs On; :E)

_ 2 <6H” (1) +3(H" (1) + 3)

2
o,

4
+ On

A(4) (1) A/// (1)
(A(l) P TP an

a
esitlikleri saglanir.
fspat

(i) 2.1.2.Lemma (i) ve (i7) den

pina (2) =T (L = ) ; an, Bn; @)

= Tn (t; A, Bn; ZL’) - xTn (17 Qp, Bn; $)

13
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dir.
(77) 2.1.2.Lemma (7),(i7) ve (ii7) den

Hn,2 (l’) =Tn ((t - I)2 7 O 6n7x)

=1, (t2; O, Bn; l’) — 22T, (t; Qnp, Bn; x) + xQTn (17 Qnp, Bn; x)

- fﬁg—: (H" (1) +1) + % (i/((f)) - j((ll)))

dir.
(i34) 2.1.2.Lemma (i), (i), (i), (iv),(v) den

/an,4 (l’) — Tn ((t - l’)4 ; O,y ﬂn; I)

=T, (t'; o, B ) — 42T, (85 00, B ) + 62°T, (8% i, B )

42T, (t; o, B @) + 42T, (1 vy B )

= ng_é <6H” (1) + 3 (H" (1))* + 3)
+x§—§ (H<4> (1) +8H" (1) + 15H" (1) + 4H" (1) j((ll))

+6H" (1) —“jl((ll)) +24H" (1) A1) + 6A” (1) + 16A/ (1) + 5>
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B
Yo

AW (1) Am(1)
<A<1> Tam TP A A s

bulunur.
2.2. Genellestirilmis Szasz-Sheffer Operatdrlerinin Yaklagim Ozellikleri

Bu kisimda Eg.2.5 ile taniml T), (f; ay, 5,; ) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagim

derecesi w siireklilik modiili cinsinden ifade edilecektir.
2.2.1. Tanim

f € C(I), I, R nin herhangi bir alt araligi olsun. V6 > 0 icin; w : (0,00) — R olmak

iizere
w(f;0)=  sup  |f(t)— f(2)] (2.6)
r,tel
[t —z| <o

bigiminde tanimlanan w fonksiyonuna f nin siireklilik modiilii denir [21].

2.2.2. Lemma

Vo > 0 i¢in; w : (0,00) — R olmak iizere siireklilik modiilii

(1) w(f,0) >0,

(ZZ) 51 S (52 18€ W (f, (51) S w <f, 52) s

(i19) m € Nise w (f,md) < mw (f,9),
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(iv) Her X € R igin w (f, \0) < A+ 1) w(f,9),

(v) f,I iizerinde diizgiin siirekli < lim w (f,0) =0,
d—0+

(vi) |f(8) = f @) <w (S, ]t =)

ve

|t — 2]

wii) 176~ f@l < (154 1) w0

ozelliklerini saglar [1].

2.2.3. Teorem

f:]0,00) = R, [0,00) da diizgiin siirekli ve T), (f; ay, ;) Es.2.5 ile verilen operator

olsun. Her bir z € [0,00) ve n € N i¢in

T (fs o By ) — f(@)] < (1 + Aap 5, (7)) w <f7 5—2) (2.7)
dir. Burada

_ " ﬁn AN(D +A,(1>
)‘an,/ﬁn ({L’) = \/x (H (1) + 1) + Oé_n ( A (1> ) (28)

dar.

Simdi genellegtirilmis Szasz-Sheffer operatorlerinin belirli fonksiyonlara yaklagim

derecesinin

—ape e k k
s i) =K () 0 (2)
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genellegtirilmiy Szész operatorleri ile ([20]) bir kargilagtirmasim verecegiz.

Ornek

A(t) = €, H() = t olsun. n = 60 icin T, (f;n, Bu; ) ve Sy, (f;an, Bu;x)
operatorlerinin f (z) = 5xsin (3z) fonksiyonuna yaklagim oranlar gekillerde sirasi ile

(an) = (n), (Bn) = In(n) ve (o) = (n), (B,) = (V/n) i¢in verilmigtir. Sekillerde

T, (f; an, Bn; x) operatorleri "T" ile S, (f; an, By; x) operatorleri ”S” ile gosterilmigtir.

0

v ‘ E v
¥
-

Sekil 2.1. T,, (f; an, Bn; ) ve Sy (f; i, Bn; @) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

2.3. Genellegtirilmis Szasz-Sheffer Operatorlerinin King Tip Genellegtirmesi

Yaklagim teoride standart operatorlerin bir gogu n € N, ¢; (x) = %, i = 0,1 olmak
tizere L, (eg;x) = eo (z) ve Ly, (e1;x) = ey (x)'i korur.

Bu kogullar 6zellikle Bernstein operatorleri [23], Szasz operatorleri [1] ve Baskakov
operatorleri [22] i¢in gegerlidir. Bu operatérlerin her biri i¢in L, (e9; 1) # e (x) = 22
dir.

Bununla ilgili ilk caligma 2003 yilinda J.P.King tarafindan Bernstein operatoriiniin
4], es () = 2? fonksiyonunu koruyacak gekilde genellegtirmesi yapilarak ele alinmig ve
daha iyi bir yakinsama orani elde edilmigtir [28].

King’in sonuclarinin istatistiksel varyasyonlari, Duman ve Orhan tarafindan
caligilmigtar [24].

Farkli operatorler icin de King tipi genellestirmeler yapilip yaklagim 6zellikleri
incelenmigtir.

Duman ve Ozarslan, Szasz operatorlerinin King tipi genellestirmesini yaparak klasik
Szasz operatorlerinden daha iyi yakinsama oramina sahip bir lineer pozitif operator
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dizisi elde etmig ve yaklagim 6zelliklerini incelemiglerdir [25].

Ayrica Duman ve Ozarslan, 22’yi koruyan Meyer-Konig ve Zeller tipi operatérler [29]
tizerindeki baz1 yaklagim sonuglarmi aragtirmiglardir [31].

Duman, Ozarslan ve Aktuglu, Szasz-Beta operatérleri icin King tip calismalar yapmigtir
[5].

Duman, Ozarslan ve Vecchia, Szasz-Kantorovich operatérlerinin 2’1 koruyacak sekilde
bir genellegtirmesini tanimlayip klasik Szasz-Kantorovich operatorlerinden daha iyi
hata tahminine sahip oldugunu ispatlamigtir [26].

Bu kisimda Eg.2.5 ile verilen T, (f;ay, 5y;2) operatorleri x’i koruyacak sekilde
yeniden diizenlenerek King tipi bir genellegtirmesi tanmimlanacak ve bu operatoriin
siireklilik modiilii ile yaklagim derecesi elde edilecektir. Genellegtirilmis Szasz-Sheffer
operatorlerinin King tipi genellegtirmesinin yaklagim derecesinin, klasik Szasz-Sheffer
operatorlerinden daha iyi oldugu gosterilecektir.

{r, (z)}, [0,00) da taniml siirekli fonksiyonlarm bir dizisi ve 0 < r, () < oo olsun.
T, : C']0,00) — C'[0,00) olmak tizere

—anrn(z)H(1)

o B _e N (e (@) (KB
Tn (fvanvﬂnarn (Z’)) - A(l) kz:%pk ( /8n > f ( o, ) (29)
olarak tanimlanirsa
L A (1
T, (50, i () = 1 o) + 22 S0 =

olacak bicimde

B A

() =2 o A(D)

olarak bulunur.

*
n

Eger r,(z), r:(x) olarak degistirilirse 7}

,oo) — R fonksiyonu

A (1 n
T € J,oo ,neN limﬁ—:()olmakiizere
A(1) n—oc0 (,

B A

e == O

(2.10)
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seklinde tanimlanir ve lim 7} () = x 6zelligini saglar.
n— o0

A (1 A (1
Her f € C{A((l)),oo> ve T € {A((D),oo) icin genellegtirilmig Szasz-Sheffer

operatorlerinin King tipi genellegtirmesi

T (f; an, B )

e > a,x A1) ks,
T I (5 ) (o) 211
bi¢iminde tanimlanir.

A'(1)
A1)

A'(1)
A1)

Eger x € [ ,oo> ise Eg.2.10 ile verilen r* (z)’in [ ,oo) araliginda oldugu

goriiliir.
Diger yandan 2.1.2.Lemma’dan agagidaki sonuclar elde edilir.

2.3.1. Lemma

A'(1)
A(1)

Her x > icin

(¢) Ty (1; 0, By ) =1

(17) T (t; o, Py x) =

(i1d) T (1% an, Boj ) = 2* + 2Pn (H" (1) +1)

n

2lar) A\ A,
W(A(m ~(Gm) <1>>

esitlikleri saglanir.
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2.3.1.Lemma’da Eg.2.11 ile verilen T (f; o, ;@) lineer pozitif operatorlerinin lineer
fonksiyonlar1 korudugu goriilmektedir.

Es.2.11 de verilen T (f; oy, By @) operatoril lineer pozitif operator olup ¥ (z) = «
secildiginde genellegtirilmis Szész-Sheffer operatorlerine déniigmektedir.

2.3.2. Teorem

A (1)
A1)

TF (f; an, By x) operatorleri f € C’[ b] fonksiyonuna {

I
—~
—_
~—

diizgiin yakinsaktar.

fspat
. A'(1) A A A ] A (1)
Sabit b > A VeTb.C’[A(D,oo — C A(l)’b doniigimi V f € C A(l)’b
icin
T, (f) = )
(%5
olarak tanimlansin.
. L [A(1 . -
2.3.1.Lemmadan ¢ = 0, 1, 2 icin A0 ,b| lizerinde diizgiin olarak
im Ty, (T (e;)) = Ty (e;) (2.12)

n—o0

dir. Dolaysiyla universal Korovkin teoreminden sonug saglanir [21].

2.3.3. Lemma

A (1) ..
YV € [A(l),oo),nEngm

(1) T ((t — ) s an, Bo) = 0

(i) T (¢ = )% B ) = 228 (H" (1) + 1)

Qp
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Br (A" (ADOY _AQ)
W(A(l) ~(Gm) A <1>>
egitlikleri saglanir.

2.4. Genellestirilmis Szasz-Sheffer Operatorlerinin King Tip
Genellegtirmesinin Siireklilik Modiilii Ile Yaklagsim Hizi

2.4.1. Teorem

A (1) .. . . N .
fedlp [m, oo) icin T (f; an, Bn; x) Eg.2.11 ile verilen operatdr olsun. Her bir

A (1) .

T € {A(l),oo) 1¢1n
T (f3 s By ) — f (2)| < 2w (f3 65, 5, (1)) (2.13)
dir. Burada
; | Ba B2 (A1) (AWM AW,
O 5, (1) = Jma—n (H"(1)+1) + a—% ( A0 — (A(l)) — A H (1)> (2.14)

A(1 A (1
dir. Diizgiin olarak x € [ ( ),b] C [ (1) oo) ve & < 1 alinirsa

Qp

elde edilir. Burada

fspat

Es.2.11 ile verilen T (f; au, Bn; ) operatoriiniin lineer pozitif oldugu, 2.2.2.Lemma
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(vii), 2.3.1.Lemma(i) ve 2.3.3.Lemma (ii) dikkate alinarak

T (s 0, B ) = ()| = [T ((f (1) = [ (%)) ; am, B )|

ST (F (6) = ()], Bui )

< () (5) e

’(aﬁf éx/(<11)))H<1) 0o
le a,x A1) B, '
<<”5 A ;pk(ﬁ‘m)) ] [0

S G A s

bulunur. Bu egitlikte toplam iizerine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanarak
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|
S
Q
5]
8
|
>
=
~—
T
=
I

IA
—_
+
|
I
=)
hS
o

D=

*<%*§<(11)))H(1) o0

—Am L (%~ oo

2

X

w (f;0)

N

< (1 + % (T ((t = )" an, Bn; 7))

)w(f;5)

b N

1 " A//(l) Al(l) ? A/(l) " .
=[Py, Y a_z(Au)‘(A(l)) ‘A<1>H(”> <)

elde edilir. Eg.2.14 dikkate alimarak ve 0 = 6, 5 (v) segilerek teoremin sonucuna
ulagilir.

2.5. T (f; ay, Bn; ) Operatorleri ile T, (f; o, Bn; x) Operatérlerinin
Kargilagtirilmasi

Bu kisimda Eg.2.11 de verilen T (f;ay, By 2), genellestirilmis  Szasz-Sheffer
operatorlerinin - King tipi genellegtirmesi ile Es.2.5 de verilen T, (f;an, 5n; ),
genellegtirilmis Széasz-Sheffer operatorlerinin  yaklasim hizlar1  kargilagtirilacaktir.
TF (f; an, Bpyx)  operatorlerinin,  T), (f; oy, By x)  operatorlerinden  daha iyi  bir
yaklagim hizina sahip oldugu gosterilecektir.

A (1)
A1)

fECB[

oo) olmak lizere

Es.2.13 den

Ty (fs n, Buy @) — f ()] < 2w (f, 05, 5, (@)
oldugu bilinmektedir.

T, (f; an, Bn; x), genellegtirilmis Szasz-Sheffer operatorleri icin Vf € Cp[0,00), > 0
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ve n € N olmak iizere

T (f5 ans P @) = [ (2)] < 20 (f, O 5 ()

yvazilabilir. Burada

Oa g, (2) = \/ Oy )+ (A” <1131(+1;4' <1>)

dar.

A'(1) A'(1) Bn o
felp [A(U ,oo), T € {A (0 ,00 | ve o< 1olsun. T (f; an, Bn; ) operatorlerinin

T, (f; an, Bn; x) operatorlerinden daha iyi bir yaklagim hizina sahip oldugunu gostermek
icin

O in () < Oy, ()

oldugu gosterilmelidir.

x&(H”(l) +1)+ i

DAy (AN AQ),,
a oT%L<A<1> ~(Gm) e <1>>

A'(1)
A1)’
T, (f; an, Bn; x) operatorlerinden daha iyi bir yaklagim hizina sahiptir.

esitsizligi Vr €

oo | i¢in saglandigindan dolayr T (f; oy, Bn; ) operatorleri

Bu durumu grafikler ile gosterelim.
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Ornek

T (f; an, Bu;x) ve TF (f; an, Bu; ) operatorlerinde A (t) = €', H (t) = t segilerek bu
operatorlerin f (z) = z?%sin ;x fonksiyonuna yaklagimlari sekillerde sirasi ile
() = (n), (Bn) =In(n) ve (o) = (n), (B,) = (/n) dizileri olmak iizere n = 100 i¢in
verilmistir. 77" (f; an, Bn; &)  operatorlerinin - yaklasgim  oraninin T, (f; o, Bn; @)
operatorlerinden daha iyi oldugu gorillmiistiir. Sekilde T), (f; ay, 5,; ) operatorleri

"T" ile T (f; an, Bn; ) operatorleri "T' K" ile gosterilmigtir.

Sekil 2.2. T,, (f; an, Bn; ) ve T (f; an, By; x) operatdrlerinin f fonksiyonuna yaklagimi



26



27

3. GENELLESTIRILMIS SZASZ-SHEFFER-KANTOROVICH
OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde Sheffer polinomlarini igeren genellestirilmis Szasz operatorlerinin
Kantorovich tipi genellestirilmesi tanimlanarak siireklilik modiilii, Lipschitz simifindan
fonksiyonlar ve Peetre-/C fonksiyoneli yardimi ile yaklagim hizi hesaplanacaktir. Aymi
zamanda bu operator icin asimptotik yaklagim formiilii Voronovskaja tip teorem ile

verilecektir.

3.1. Genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorleri

3.1.1. Tanim

n € N olmak iizere (o) ve (5,), lim Bn = 0 kosulunu saglayan iki dizi olsun.
n—00 Oy,

Her x € [0,00) ve f € C'[0,00) i¢in R, : C'[0,00) — C'[0,00) olmak iizere Sheffer
polinomlarini iceren genellestirilmiy Szdsz operatorlerinin  Kantorovich  tipi

genellestirmesini agagidaki gibi tanimhiyoruz.

e
7o¢nzH(1) 00

Rn(f;amﬁn;x>:(%) A0 Zm( ) / f (3.1)

3.1.2. Lemma

R, (f;an, Bn;x) Es.3.1 ile verilen operator olsun. Bu durumda n € N olmak iizere

Va € [0, 00) i¢in

(1) Ro (130, Bpiz) =1

(i) Rn (t; an, Bn; )—”+B_Z(A(<11))+%>
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Bn

A" (1) 424’ (1)

(i) Ry (1% am, Bojz) = 2’4a v <2A<(1)) +H”(1)+2>

(iv) R, (% an, Buiz) =2° + o

2£" (3H” (1) + 3Al W) + 9)

Ba ( ym H" (1) poy AL B3AT(1) +9A'(A) T
o (H (1) +9=—5=+3H" (1) 755 + T +§)

o

AM T2a T2am i

2P <4H (1) + 24H" (1) + 3 (H" (1))

n

+12H" (1)

A1) 6A"(1) + 244 (1)
AL T AQ 15)

+xg—;3 (H< (1) +8H" (1) + 15H" (1) + 4H" (1) i((f))

+6H" (1) —il((f; +24H" (1) ‘j ((11)) - AT () + 24;14,(/1()1) +304°(1) + 6)

_|_

B AW (1) +8A™ (1) + 15A" (1) + 64" (1) 1
il i )

4
o

a? ( A1)

1

)

3



esitlikleri saglanir.

fspat

a,) o TensH T 1,
(i) Rn(l;oamﬁn;w)=<ﬁ—>ze AT p’“(ﬁ) J o

k=0 kg—:
_aan(l)
anx ﬁn
=1
—aan(l) (k:+1) ﬁn

0o —anzH(1)

- (7)) T (5 s ek

7anzH(1) —anzH(1)

-(3) 2 T (5 s () 2

=T, (t; o, Bn; ) + iﬁT (1; o, B )
(8]

B A1) B,
e A " 2a,

(%)

132

a2
20z

29
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(h+1)22

). oy (s~ o (ar 2
() i (5t i) (ﬁ) () [

£n
Qn

—anzH(1)

> o 3
= <%> eAzl) P (aﬁ”z) ;gg (3k* + 3k + 1)
"7 k=0 n

—anzH(1)

(o e Fn 1ﬂn
B <B_> A pk(ﬁn ) Sas ok

2
Bﬂ (t O‘naﬁnv )+ _5_TQLT (Lamﬁn;x)

— 2, .
_Tn (t aana/ﬁna ) a, 3

el (20 ) (20 A0

n

Bu (. B A 18
Tan (“@A(D) T3

Qn
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=22+ xi—: (2% +H" (1) + 2) + a—é (A” W) + A () + 1)

n

Bn
00 —anﬁzH(l) (k+1)a
‘ o e Bn X
(iv) Ry (t%; an, By ) = (5_> > TOR ( 3 ) / t3dt
2B

—anzH(1)

an\ o= € anz\ 18 . 9
=(=")> pk( )——(4k +6k% + 4k + 1)

—anzH(1)

e Bn anz\ 184 .
—lny
(5 i

M8

0

i

0

—anzH(1)

S apz\ 162
(5% e (5) daes

k=0

—anzH(1)

)\ =€ anz\ 184
(5% T (5 it

k=0

=T, (*; an, Bu; ) + ;%Tn (t*; o, B )

2 1 63
+&—ng (t; an, B ) + ==—=T, (15 i, B )

3 n
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_x-+ﬁ§:(ww<n+3if3+4g

62

2
an

(H”’ (1) +3H" (1) +3H" (1) A (11> + BAH (1) + 6Al (1) + 1)

/83 A/// (1) A// (1) A/ (1)
a3<Au>+3Aa>+fun>

3 ﬁn 2 5n ( ) " 62 A" (1) A (1)
Q%GH_%@Am+Hm+Q+§(MU+MD

n

s Bn A’ (1) 15}
+§< +_nA(1))+4oc3

—x —|—x2§: (3H”(1)+3j((11)) +g)
vl () w9 58 a7 () S+ 85 +9

LB 9 T |
T (A(l) A T2A +4>

Bn

—anzH(1) (k+1)04

o o= (2 () ] o

k=0 kﬁ—”

Qn




) —anzH(1)

n " n 15,
= (%) > c A‘El) i (O‘ﬁx) 5% (5k* + 10k® + 10k + 5k + 1)

k=0

= T, (150, ) + 220, (50 ,0) + 205,

On n

T, (£, B @)

+ 80, (500, 8010 + 12T, (10 50

n

3571 " A,(l)
=2t 42 - (GH (1)+4A(1> —I—S)

2ﬁ2 (4[‘[’”(1)—|—24H”(1)—|—3(H”(1))2

7’L

+12H" (1) A gADo, A) 15)

AM) A A1)

xR (H<4> (1) +8H" (1) + 15H" (1) + 4H" (1) %(11)) +6H" (1)

+24H" (1) A1) + 4Am W) + 24’4” () + SOA/ L) + 6)

AQ) A A1) A1)

LAY A Ay )
Tat ( 2w YA TPa Than +5>

elde edilir.

33



34

3.1.3. Lemma

Her x € [0, 00) i¢in n € N olmak iizere

() pin () = By (¢ = 2) 5 o, B 7)

- (58

(”) Hn,2 <I> =R, ((t - .73)2 ; Oy B SL’)

=2 (H (1) 4+ 1)+ 22
et (Y () 1)+ 0

B ﬁfL A"(1)+2A4 (1) 1
( A(T) +3)

(119) pna(z) = R, ((t — x)4 Qs B x)

2

2
o

<6H” (1) +3(H" (1) + 3)

+ g—;z (H<4> (1) + 8H" (1) + 15H" (1) + 4H" (1) i((f))

A'(1)
A TUAQ) A1)

+6H" (1) %(11)) +24H" (1)

B AW (1) +8A™ (1) + 15A" (1) +6A' (1) 1
( A() ! 5)

esitlikleri saglanir.



fspat

(7) 3.1.2.Lemma (7) ve (i7) dikkate alinarak
Hn1 (l’) =R, ((t - LL’) y Qin,y 5n; I)

= Rn (t; O, 671; J}) - an (L O, Bn; ZE)

B (A1) 1

= (A DR

elde edilir.

(#7) 3.1.2.Lemma (i), (i7) ve (iii) dikkate alinarak

fnz2 (T) = Ry ((t - $)2 ; Qlny On; :L’)

= Rn (t2; Qln, Bn; :L“) - 2an (t; On, Bn; I) + $2Rn (1; Qn, 671? ZL‘)

=24+ (A” <1z4+<12)14’ M, %)

elde edilir.
(24i) 3.1.2.Lemma (1), (ii), (¢i7), (iv) ve (v) dikkate alinarak

Hn.a (x) = Rn ((t - $)4 3 Opy Bn; {L‘)

= R, (t4; Qln, Bn; ZL‘) — 4z R, (t3; O, Bn; I)

+62° Ry, (125 an, By 1) — 42° Ry, (8 i, By @) + 2 Ry, (1 oty B )

35
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_ x?ﬁ—’z <6H” (1) + 3 (H" (1))* + 3)
+x§—;z (H<4> (1) +8H" (1) + 15H" (1) + 4H" (1) i((f))

+6H" (1) ’j ((11)> +24H" (1)

4
+ On

alt
an

AW (1) 4+ 8A™ (1) + 154" (1) + 64" (1) 1
( A() ' 5)

elde edilir.

3.2. Genellestirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorlerinin Siireklilik

Modiilii Ile Yaklagim Hiz
3.2.1. Teorem

f€Cpl0,00)icin R, (f;an, By; ) Es.3.1 ile verilen operator olsun. Her bir 2 € [0, c0)

icin
Ry, (f5 00, B ) = f ()| < (14 A%, 5 (2) w (f; %) (3.2)
dir. Burada

Ba (A" (1) + 24 (1) 1) 5.3

Aontn () = \/x O+ ( An - '3

dir.



fspat

Es.3.1 ile verilen R, (f;an,Bn;x) operatorleri lineer pozitif,
3.1.3.Lemma (i) ve 2.2.2.Lemma (vii) kullamlarak

= R ((f () = [ (%)) ; an, B )]

< Ry (I (8) = £ ()] ; am, B )

_anzH(l) (k+1)§—:
> 1
(3) S B (%) [ (e ea)etson
_a-,LacH(l) (k—’_l)ﬁn
1
< |1+ (ﬁn) A Zpk( ) / |t —xldt [ w(f;0)
5’”
k._

Qn
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3.1.2.Lemma (i),

Bu esitlikte 6nce integral {izerine daha sonra toplam iizerine Cauchy-Schwarz egitsizligi

uygulanarak

—aan(l) )

(3 () S om (59)
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D=
—

(k+1)ﬁ” (k+1)§—:
« /(t—:z:)th /dt w (f:5)
7anzH(1) (kJrl)B_Z ’
1 anl 2
(O CO W
o) o wrgs \*
| () o () [ ol |eus
i Bn

— <1+ ~ (R, ((t—x)Q;an,ﬁn;x))é) w(f;9)

- <1+5\/ i: (H,,(1)+1)+§Z (Au( L{Ef)A/(l) +%)>w(f;5)

elde edilir. Burada Es.3.3 dikkate almarak ve 6 = 4/ & secilerek teoremin sonucu elde

(07%
edilir.

3.3. Genellesgtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorlerinin Lipschitz

Smifindan Fonksiyonlara Yaklagsim Orani

Es.3.1 ile verilen R, (f;n,Bn;x) operatorlerinin Lipschitz smifindan fonksiyonlara

yaklagim oranimi verelim.
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3.3.1. Tanim

f€Cpl0,00) ve 0 <~ <1 bir reel say1 olsun. Her z, t € [0, c0) i¢in

1f @) = f (@) < Mt —a| (3.4)

olacak bicimde M € RT varsa, f’ye v mertebeli M katsayili Lipschitz sinifindan bir

fonksiyon denir. Bu durumda f € Lipy,y yazilir.

3.3.2. Teorem

f € Lipyy, 0 < v < 1 olmak tizere Eg.3.1 ile verilen R, (f; ay, B,;x) operatoriiniin

Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlara yaklagim hizi M € RT olmak tizere

XIS

’Rn (fa O‘mﬂn;z) - ( )’ <M <Bn> ()‘an Bn (x))’y

dir. Burada A}, 5 (z) Es.3.3 ile verilmistir.
fspat
f € Lipyy olsun. Eg.3.1 in tanimindan ve 3.1.2.Lemma (i) den

|Rn (fa O, 571; .CL’) - f (:B)|

—anzH() o (k+1)'3"
() o (%) [ v ey
W Bn
fana«Hu) o (k+1)§—z
S(ﬁ) A(l Zp’f( ) / \f(t) = f(x)|dt
WBo

Qn
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dir. f € Lipy;y oldugundan Eg.3.4 den

—anzH(1) ) (k*‘rl)g_:
Q [ anT
Rn y Oy Pns - <= - Mt - Wdt
o (i) = F @l < (32) e Som (22) [ rle—al
k=0 B
®
dir. Burada p = % ve q = % icin 6nce integral iizerine daha sonra toplam iizerine

Holder egitsizligi uygulanarak, ayrica 3.1.2.Lemma (i) ve 3.1.3.Lemma (ii) dikkate

alinarak

R, (f: o, Briz) — f ()]

[N])
N

|

2

ﬁ’_n ﬁ_n 2

(k:-l-l) (k-‘rl)

im( Y ! (-l a l i

(7% (e77)

70¢an(1)

< (5)

[N

Bn
7ozna:H(l) (k+1)an

ol ()T g ) [

—anzH() 5o

X(ﬁn)A 2k ()/dt

[N]8)

2—y

= M (R, ((t — 2)*; i, Bus ) ® (R (1; i, B ) 7

[N])

= M (R, ((t = 2)*; atn, Ba; )



=M (ﬁ—) (x (H" (1) +1) + 5_ (A” <124+(12)A/ m, %))

elde edilir. Burada Eg.3.3 dikkate alinarak

ol
B (it i) = 1 @) <00 (22 03, )"

n

sonucu elde edilir.
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3.4. Genellegtirilmig Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorlerinin Peetre-KC

Fonksiyoneli Ile Yaklagim Hiz

Bu kisimda genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerinin = Peetre-K

fonksiyoneli Ile yaklagim hizi verilecektir. Oncelikle Peetre-K fonksiyonelinin ve 2.

siireklilik modiiliiniin tanimin verelim.
3.4.1. Tanim

f € Cp[0,00) olmak iizere Cp [0, 00) iizerindeki norm

[fIl = sup |f(2)]

z€[0,00)

olsun. Peetre-IC fonksiyoneli

Ko (f;0) =inf {|If —gll + gl : g € C5[0,00) }
olup burada

C310.00) ={g € Cp[0,00) : g, g" € Cp[0,00)}

ve norm

191l 6@ 10,00y = 19Nl cp10.00) + 19" | cpf0.00) + 19" 10,000

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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ile verilir.

3.4.2. Tanim

f € Cg[0,00) olsun. § > 0 igin f nin 2. siireklilik modiili

wy (f;0) = sup  |f(x+2h)=2f(x+h)+ [ () (3.9)
0<|h|<6,2€]0,00)

olmak tizere, M > 0 sayis1 vardir ki

K (f:8) < Muws (£;5) (3.10)

dir.

3.4.3. Teorem

R, (f;an, Bn;x) Eg3.1 ile verilen genellegtirilmis  Szész-Sheffer-Kantorovich

operatorleri olsun. Her f € Cg[0,00) ve Pn < 1 olmak tizere
Qp
B, (A(1) 1
. . . < . . -
R (i i) = (0] < 4K B () +o0 (122 (S0 + 5

i () (2 ()

olup

hont= 2 om0 (R0 ) (553))

dir. Ayrica M, pozitif bir sabit sayidir.




fspat

f € Cp0,00) olmak iizere P:n (f; an, Bpn; x) yardimer operatoriini

Ry (f; 0ty Bui @) = Ry (f5 0, B ) + f () — f (x+ c% (fl,((ll)) " %))

olarak tanimlayalim.
R_n (1; Oy Bn; :B) =1ve R_n (t; Qs B $) =

oldugundan

ve

Rn ((t - x)Q ; Oy, Bn; Z‘)

(a2 (000 (A1) 1)

dir. t € [0,00) ve geC% [0, 00) olsun. Taylor formiiliinden

dir. R, (f; an, Br; ) operatorii Eg.3.12 nin her iki yanina uygulanarak

R (9 (1) 0, B ) — Ry (g () ; 0tm, B )

43

(3.11)

(3.12)
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— Ry ((t— ) ; 0, Bos ) ¢ () + Ry ( / (t—u)g" (u) du;an,ﬁn;x)

x

elde edilir. Buradan

Rn (g (t) 3 Oy ﬁn; (I?) -4 ((I?)

olur. Eg.3.11, 3.1.3.Lemma (i7) ve Pn < 1 oldugu dikkate alinarak
Qn

<R, (/(tU) 9" (u)du;an>5n5$>

R, (g (t) ; Olp, ﬁn; .73) —4g (23)

<91l (Ra (6 = ) 0, us2) + (f— (S +3) )

(3 o 2 (K0 ). (2 (38 )))

<l St (:c 1)+ (FEEEEEL ) (04 5) )

elde edilir. Buradan

Ry (g (t);om, Bns ) — g ()

S ||g”|| 5047;,611 (l‘) (3]‘3)
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yazalim.

Her f € Cp|0,00) igin Eg.3.1 ile tanimlanan R, (f; o, Bn; ), 3.1.2. Lemma (i) den ve
Es.3.5 den

Ry (f:tn, Bos )| =

Rn(f;an7ﬁn;$)+f(x)_f(x+% (Al(l) +l)>‘

<R, (f; i, By )| + | f (2)]| + ‘f (5” % (fx((ll)) " 1))‘

n

<3|/l

bulunur. Buradan f € Cp[0,00) ve ¢ € C%]0,00) almarak, operatoriin lineerligi

kullanilarak ve Es.3.13 dikkate alinarak

|Rn (fa G, ﬁn; ZL’) - f (CL’)|

I"En (f7 O, 671; I) - f ('r)

<

Al m G ) e

<R ((f = ) s Bus ©)| + | B (95 iy B ) — g (2)| + |g () — [ ()]

L (A1 1
§4Hf—m%+MWM%@A@+wn<ﬂ§—(Aé;+§>)
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bulunur.

Yukaridaki esitsizligin her iki yaninin g € C%[0,00) iizerinden infimumu almnarak,

Peetre-IC fonksiyonelinin tanimindan ve Fg.3.10 dan

|Ry (f; oy By ) — f ()| < AK(f5 a6, (7)) +wi (f? i—’; (i((ll)) * %)>

s 1) o 52 (54 )

elde edilir.

3.5. Genellestirilmig Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorleri i¢in

Voronovskaja tip Teorem

Bu kisimda genellestirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich operatérlerine ait Voronovskaja

tip asimptotik yaklagim formiilii verilecektir.

3.5.1. Teorem

x € [0, 00) belirli bir nokta ve f, 2’in bir komgulugunda 2 kez tiirevlenebilir ve siirekli

olsun. Bu taktirde

lim == [Ry, (f; n, Bn; ) — f (2)]

a2 (6H” (1) +3(H" (1) + 3)

esitligi saglanir.

(3.14)
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fspat
x € [0,00) da sabit bir nokta olsun.Her ¢ € [0, 00) i¢in Taylor formiiliinden
_ 1 f" (@) 2 2
FO) = f@)+ f @)t —a) + = (t—2) + 7 (t o) (t - @) (3.15)

bi¢iminde yazilabilir.

Es.3.1 ile verilen R, (f; o, Bn; x) operatorit Eg.3.15 nin her iki yanina uygulanarak

Ry, (f; am, Bni )

= f (@) Ry (1; 00, B ) + ' (2) R((t — ) 5 0ty B )

f"(x)
2!

+ R((t — 2)% 5 0tn, Bus @) + Ru(r (t,2) (t — 2)% 5 v, B @)

elde edilir. 3.1.3.Lemma (i) ve (¢7) den

Ry ((f(t) = f(2));an, Busx) = f' (2) [ﬁ—’; (IZ(<11)) N %ﬂ

L )1y s B (20,20 ]

2! o, a?

+R,(r(t,z) (t — m)2 ;B )

Qp . C e e
olup, esitligin her iki tarafi — ile ¢arpilip n — oo i¢in limit alinarak

lim =2 [Ry ((f () = f () : an, B )]
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18 By 1y 4 1) 4 o

2! a, a2

—l—lim%[

n—o0 3,

+ lim %Rn(r (t,x) (t —2)%; v, Bu; @)

n—o0 /Bn

= lim f' (x) (AI () + 1) + lim /" () (x(H" (1) +1)

nooo 21
. Qn 2
+1lim —R,(r (t,z) (t —x)"; o, B )
nA)OO/Bn

elde edilir. Burada r(¢,x) kalan terimin Peano formudur. r(¢t,z) € [0,00) ve

limr (t,z) = 0 dur.
t—x

lim %Rn(r (t,x) (t — 2)°; a, Bo; @)

n—o0 [3,

ifadesine Cauchy-Schwarz egitsizligi uygulanarak

lim 22 R, (r (8, 2) (t — )2 ; o, B} 7)

n—oo 3,

2
< ./ Um R, (72 (t; ) ; o, Bu; w)\/ lim 2R, ((t — )" an, Bu; m)
n—o0

elde edilir. 7? (z; x) = 0 oldugundan

lim R, (r2 (t; ) ; tny B x) =r*(z;2) =0

n—o0
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dir. Dolayisiyla

lim 22 R, (r (£, 2) (t — )% i, Bas ) = 0

n—o0 [3,

olur. Buradan

lim =" (R, (f; an, B; ) — f (7))

n—oo 3,

—r@ (G +) + 2 e w )

elde edilir.

3.6. Genellegtirilmig Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorlerinin King Tip

Genellegtirmesi

Lineer pozitif operatorlerin genellegtirmeleri iizerine yapilan caligmalar, bu
operatorler icin daha iyi bir hata tahmini saglamanin yaklagim teoride énemli bir rol
oynadigimi gostermektedir. King tipi genellestirme ile yapilan caligmalari bir onceki

boéliimde belirtmigtik.

Bu kisimda Eg.3.1 ile verilen R, (f;n,8,; ) operatorleri z’i koruyacak sekilde
yeniden diizenlenerek King tipi bir genellestirmesi tamimlanacak ve bu operatoriin
siireklilik  modiilii ile yaklasim derecesi elde edilecektir. Genellegtirilmig
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerinin - King tipi genellegtirmesinin  yaklagim
derecesinin, genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerinden daha iyi

oldugu gosterilecektir.

{rn (z)}, [0,00) da tanimh siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve 0 < r, () < oo olsun.
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R, : C[0,00) — C'[0,00) olmak iizere

ﬁn
,anr%(z)ﬂu) oo ( ) (’“H)E
a,\ e n ary (z
oo = () S o)
i

olarak tanimlanirsa

_ ' B Bn (A(1) 1\
Ry, (8 an, By () = 10 (%) + o \am t3) ="
olacak bicimde

B Bn (A'(1) 1
rn(x) =2 - A(1)+2

) - A’(1)

olarak bulunur. Eger r, (z), r} () olarak degistirilirse r : A +—-,00] =+ R
fonksi EA/(1)+1 € N olmak ij
onksiyonu x A0 500 ). n olmak iizere

rr () zm—& (i,((ll)) +%) (3.17)

olarak tammmlanir ve lim 7% (z) = x 6zelligini saglar.
n—oo

A(1 1 A (1 1
fec [A((l; + é,oo) ve x € [A(<1)) —1—5,00) icin genellegtirilmis Szasz-Sheffer-

Kantorovich operatorlerinin King Tip genellegtirmesi

R} (f; am, Bns )

_ <%> ¢ nA(1) ipk (% . % - %) / F)dt (3.18)

biciminde tanimlanir.



A1) 1
Eger z € [A <(1)) bt oo) ise Eg.3.17 de verilen 7} (z)’in [

oldugu goriiliir.

Diger yandan 3.1.2.Lemma’dan agagidaki sonuglar elde edilir.

3.6.1. Lemma
A (1 1
Her x > A((l)) + 3 icin

(1) Ry (1;cm, Bnsx) =1

(i) Ry (8 an, Buiz) =2

(i11) RE (1% am, Boj ) = 2 + x& (H" (1) +1)

n

2
o

N (A”(l) . (A’<1>)2 AW gy H ) i)

A'(1)
A1)
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1
+ 5 oo) araliginda

3.6.1.Lemma’da Esg.3.18 ile verilen R} (f; oy, ;@) lineer pozitif operatorlerinin lineer

fonksiyonlar1 korudugu goriilmektedir.

Es.3.18 de verilen R (f;an, B,; ) operatorii lineer pozitif operator olup 7% (z) = «

secildiginde genellegtirilmis Sz&sz-Sheffer-Kantorovich operatorlerine doniigtir.

3.6.2. Teorem

. . A
R (f;an, Bn;x) operatorleri f € O{A(l)

iizerinde diizgiin yakinsaktir.

1
+ Q’b] fonksiyonuna [




fspat
i A1) 1 _ A1) 1 A'(1) 1 P
Sabit b > A(1)+éveTb.C[A(1)+2,oo - C A(1)+2’b doniistimiini V
A'(1)
fEC[A(l) +§,b] icin

olarak tanimlayalim.

A (1 1
3.6.1.Lemmadan ¢ = 0, 1,2 icin [A ((1)) + 3> b} izerinde diizgiin olarak
lim 7y, (R}, (e;)) = Ty (e;) (3.19)
n—oo

dir. Dolayisiyla universal Korovkin teoreminden sonug saglanir.

3.6.3. Lemma
A1) 1 -
Vo € [A(l) +§,oo), n € N i¢in

(i) Ry ((t —x);0am, Bp;z) =0

Ba

n

(i6) B, ((t = @)% s, fsr) = a2 (H” (1) +1)

D) (AW AW, H)
*‘(A@)‘(Am>" e ‘_)

esitlikleri saglanir.
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3.7. Genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorlerinin King Tip
Genellestirmesinin Siireklilik Modiilii Ile Yaklagim Hiz

3.7.1. Teorem
A(1) 1 . . . )
feCs A + 5,00 ) igin R (f; an, Bn; x) E$.3.18 ile verilen operator olsun. z €
A'(1) N 1 -
A0 500 ) iin
By, (f30m, Bos @) — f (2)] < 2w (f162775, (2)) (3.20)
dir. Burada
T (%)

Ba i B2 [ A7 (1) AN A, H"(1) 5
= \%a, (1)+1)+?%<W_<A(1))_A(1) W= _E>
(3.21)
dir.
fspat

Es.3.18 ile verilen R’ (f; a,, Bn; ©) operatoriiniin lineer pozitif oldugu, 3.6.1.Lemma (i),

3.6.3.Lemma (i7) ve 2.2.2.Lemma (vii) dikkate alinarak

’R:L (fu A, ﬁn; LL’) - f <I>|

= R, (f (1) = [ (2)) 5 o, Bn; )|
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< R (1 (1) = £ @) 0, B o)

_ Al
(—gg”” + 4 +%>H(1)

(%) —m > (%50 3)

(k+1)

Qn

X
A/~
[u—
_l’_
| =
T~
|
8
~__
e
=
(%)
S~—
.
~~

—ant A/(ll) LYu@)
S EE e e(ﬂ 5 +4)
- 0 \ Bn A1)
(k+1)§—:
= apr A(1) 1
- — = t— x| dt )
- ﬁn

bulunur. Bu esitlikte 6nce integral iizerine daha sonra toplam tizerine Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanarak

|R:L (fa A, 671; [L’) - f <I>|

’
(Fgr= s+ +d)n
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[SIE
-

(k“)i_: (k:+1)g—: :
0o T A/ (1 1 2
<2 ( B, Al 2) / i == / @
k=0 . Bn ke
(st
<ielf ()
(k+1)§—: ’
a,x A1) 1 2
B _ - t — dt
X Zpk ( B, A(1) 2) / | !
k=0 Bn
k—
/ 1
G e R IECA
(=)
Bn A(1)
1
(k+1)§_: ’
o0 apr A'(1) 1
_ 2 dt ;0
P ( B, A 2> / o
k:() ,871
k_

_ (14—%(}%; ((t_@?;an,ﬁn;x))%) w (f:9)
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xw (f39)
bulunur. Eg.3.21 dikkate alimarak ve § = 05 () secilerek teoremin sonucuna ulagilr.

3.8. R (f; anm, Bn; ) Operatorleri ile R, (f; o, Bn; x) Operatérlerinin

Kargilagtirilmasi

Bu kisimda Es.3.18 de verilen R (f; an, Bn; ), genellegtirilmisg
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerinin King tip genellestirmesi ile Eg.3.1 de verilen
R, (f;an, Bn; ), genellestirilmis Szasz-Sheffer-KKantorovich operatérlerinin yaklagim
hizlar1  karsilagtinlacaktir.  RY (f;an, Bn;x)  operatorlerining, R, (f; o, Bn; @)

operatorlerinden daha iyi bir yaklagim hizina sahip oldugu gosterilecektir.

A(1) 1 .
felp [m + 3 oo> olmak iizere Eg.3.20 den

By, (fs o, By o) = f ()] < 2w (f105775, (2))
oldugu bilinmektedir.

Eg.3.1 ile verilen R, (f;an, Bn;x), genellegtirilmis  Szasz-Sheffer-Kantorovich

operatorleri igin Vf € Cp [0,00), x > 0 ve n € N olmak iizere

|Ry (f5 0, Brsz) — f ()| < 2w (f;0™ ()

vazilabilir. Burada

n

dir.
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feCp [1;11/511)) +%>OO), NS [i((;)) +%,OO> ve g—z < 1 olsun. Rj (f;an,Ba;)

operatorlerinin, R, (f; a, Bn; ) operatorlerinden daha iyi bir yaklagim hizina sahip

oldugunu gostermek icin
Oampin (£) < 05, 5, (7)

oldugu gosterilmelidir.

o2 1)+ 1)+ 22 (AN i (A, (D) AU U 3)

2 4 )~

_ <(A'(1)>2+A’(1) (H//(1)+2)+L(1>+§) <0

A(1) 1 . 5 5
A +§,oo icin saglandigindan dolayr R} (f; o, Bn; @)

operatorleri, R, (f; oy, Bn; x) operatorlerinden daha iyi bir yaklagim hizina sahiptir.

esitsizligi Vax € {

Bu durumu grafikler ile gdsterelim.

Ornek

R, (f; an, Bn;x) ve R (f; an, Bn; x) operatorlerinde A (t) = e, H (t) = t segilerek bu
operatorlerin f (x) = cos (ggg) fonksiyonuna yaklagiminin gekilde (o) = (n),
(Bn) = (v/n) dizileri olmak tizere n = 60 i¢in R (f; o, Bn; ©) operatorlerinin yaklagim
oraninin, R, (f;ay, Bn;x) operatorlerinden daha iyi oldugu goriilmiigtiir. Sekilde
R, (f;an, Bn;x) operatorleri "R ile R (f;an,Bn;x) operatorleri "RK” ile

gosterilmistir.
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—R —RK

fonksiyon

Sekil 3.1. R, (f; an, Bn; x) ve R (f; an, Bn; ) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

Ornek

A(t) = €, H(t) = t olsun. n = 60 igin R, (f;an,Bn;x) ve R:(f;an, fn; )
operatorlerinin f (z) = cos (5x) fonksiyonuna yaklagim oranlar ilk sekilde (a,,) = (n),
(Bn) = (¥/n), ikinci sekilde (a,) = (n), (B,) = In(n) ve fginci sekilde
(an) = (Vn+1), (Ba) = ( In (n + 10)> igin verilmigtir. Sekillerde R, (f; v, Bn; )

operatorleri "R ile R (f; ay, By; x) operatorleri " RK” ile gosterilmigtir.

| A A | \ AAX i\ /A\\ /X

Sekil 3.2. R, (f; an, Bn; x) ve RE (f; an, Bn; ) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi
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4. IKI DEGISKENLI GENELLESTIRILMIS SZASZ-SHEFFER-
KANTOROVICH OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu boliimde iki degiskenli genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri
tanimlanarak bazi yaklagim o&zellikleri incelenecektir. Tanimladigimiz bu operatoriin
merkezi momentleri, ayrica tam siireklilik modiilii, kismi siireklilik modiilii, Lipschitz
sinifindan fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli yardimi ile yaklagim hiz

hesaplanacaktir.
4.1. iki Degiskenli Genellestirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich Operatorleri

4.1.1. Tanim

n € N olmak iizere (an,), (8n), (Vm) , ()

lim Pu _ 0, lim fm _ 0 (4.1)
kosullarini saglayan diziler olsun. I = [0, c0) olmak iizere Va,y € (I?) ve Vf € C (I?)
igin Ry : C(I?) — C(I?) olmak iizere iki degiskenli genellestirilmig Szasz-Sheffer-

Kantorovich operatorlerini asagidaki gibi tanimhiyoruz.

—apwH(1) —ymyH (1)

a o B i = () () 0020

(k4122 (S

EERC () [ ] e

k=0 j=0 k Bn . Cm
J
Qn Ym

4.1.2. Lemma

Ry (f; 0ny By Yms G @, y) Es.4.2 ile verilen operatér olsun. Bu durumda n € N olmak
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lizere V,y € (I?) i¢in

(Z) Rn,m (1;04n75n>7m7<m;x7y) =1

(1) Rum (5 s By Yms G 7, y) = o + 6—: (‘j((ll)) + %)

(iii) Ry (850 By Yo G T, y) = Y + C—: (fx/((f)) + %)

(0) R (15 €y By Yons G 0, y) = 22 + xi— (QiT(ll)) CH() 4 z)
(.

(0) Rm (5% Qs By Yins s ,y) = 47 + y% (213/((11)) +H"(1) + 2>

2 A1) 4247 (1) 1
*%( A(T) *5)

esitlikleri saglanir.
4.1.2. Lemmanin bir sonucu olarak momentleri verebiliriz.

4.1.3. Lemma

Vz,y € (I?) igin n € N olmak iizere

(1) B (= 2) 5 s B o G 2, 3) = L0 (

Qnp

+_

A1) 1
A(1) 2>
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(1) R (8 =) 5 s Brs Yims G 4, Y) = C—: (i/((f)) + %)

Bn

(lZl) Rn,m ((t - 13)2 ; Oy, Bn;’)/ma Cm; x,y) - xa_ (H// (1) + 1)
2 A1) £2A (1) 1

o (S )

(HJ) Rn,m ((S - y)2 ;anaﬁna Y Cm; l’,y) = yg/_m ( ! (1) + 1)

+@ <A” (1) +2A4"(1) 1)

V2 3

A 3

egitlikleri saglanir.

4.2. ki Degiskenli Genellestirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich

Operatdrlerinin Yaklagim Ozellikleri
4.2.1. Tanim

I =0, 00) olmak iizere f € Cy (I?), § > 0 ve My (z1,v1), M (z2,y2) € I? olsun.

w(f;d)=sup  [f(z1,y1) — [ (22, 92)| (4.3)
p(M1,M2)<é
M7,Mo€I?

olarak tanimh w fonksiyonuna f’nin tam siireklilik modiilii denir [13].

Burada p (M, My) = \/(.1'1 — 29)% + (y1 — 1o)” dir.
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4.2.2. Teorem

f€Cp(I?),d>0ve (x,y) € I? olsun. Eg.4.2 ile verilen R, (f;n, Bns Y, Cmi T, Y)

operatorii i¢in

| R (f5 s Brs Vs Gos 2, 9) — f(2,9)] < 2w (f; Opm (2, 1)) (4.4)

dir. Burada

Onm (T, Y)

_ \/ (xf— n y%) (7 (1) +1) + (i— " %) (A" (”A*(f)“" O %) (45)

n

her bir belirli (z,y) € I? igin noktasal olarak elde edilir. /2 nin bir kompakt alt

kiimesinde

5n,m = & + C_m
Qn  Im

dir.

fspat

Es.4.2 ile verilen R, ., (f; &n,y B,y Yy Gm; T, y) operatorii lineer pozitif, 4.1.2.Lemma (7)
den Ry, (15 iy Bry Yims G @, y) = 1 oldugundan, 2.2.2.Lemma (vit), 4.1.3.Lemma (i47)

ve (iv) dikkate alinarak

|Rn,m (f7 Oémﬂm’Yma Cmu'r7y) - f ($,y)|

—anzH(1) —vymyH(1)

- |(Z_) (&) 575
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¢

(’“+1)§_Z (j+1)7—:;

Jne) [

<5 (%

k=0 j=0
kg—z jg_z
—anzH(1) —ymyH(1)
_ ( ) (%n) €35, o
B.) \Cn/) AQ) A1)

(k+1)g_: (j-i-l),y—m

f(t,s)dtds

Cm

T T YmY
(5 () [ ] aeien
k=0 j=0 n m B Lom
Fom I
—anzH(1) —ymyH(1)
COE
Bn) \Cn/) AQ) AQ1)
(k1) 22 Gy S
QT m
S n () ()| £ t5) — f (&) deds
k=0 j=0 n m B, Lom
bom  Tm

—anpxH(1)

= (Bn) (Z:) GA?Z)

(k+1 (J+1

*’meH(l) 0o 00

o nxe (5 (2)

k

/ /(” t—fv>+(s—y>2>w(f;5)dtds
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—anzH(1) —vymyH(1)

“:0) [(5) (&) 6 a0

(k1) 22 () S

SR [

k=0 j=0

Qn Ym
—anzH(1) —ymyH(1)

=503 () =0 a0

(k4122 S

Burada once integral iizerine daha sonra toplam {izerine Cauchy-Schwarz egitsizligi

uygulanarak

’Rn,m (fa Oy, ﬁn»ﬁ)/’ma Cm; xZ, y) - f (x>y)|

—anzH(1) —ymyH(1)

<[5 (5) (&) 6 iip(aﬁ_) (&)
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D=
[N

(k1) 22 (1) 2

(k+1)ﬁ" (a+1)
/ / (t —x)* + (s — y)° dtds / / dtds

k

<w(f:0) {H%

Gm

—anzH(1)  —ymyH(Q1) L5 o
Ym € Bn € Cm apX YmY
((B)( > AN A Zzp’f(ﬁn)pj(cm)

=

(k+1 j+1

{ /‘ ((t —2)* + (s —y)?) dtds

G

—anzH(1) —ymyH(Q1) L5 o
Ym € Bn € Cm apX YmY
<(B)( > A1) A ZZP’“(&)”(%)

[

(k+1) (J+1)§y

X / / dtds

Bn Cm
kan j'Ym

D=

)

elde edilir. Burada Es.4.5 dikkate alinarak ve § = d,,,,, (x, y) secilerek teoremin sonucuna

=w(f;9) (1 + % (R ((t = 2)%; iy Bus @) + R (5 = )% ¥ Gi ) )

ulagilir.
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4.2.3. Tanim

I =10,00) olsun. f € Cp (I?), 6 > 0 olmak iizere

w (fi6,(x)) = sup sup | f (21,y) — f (22,9)| (4.6)

(z1,y),(z2,y) €221 —22|<H

w® (fi0m (y) = sup sup |f (z,31) — f (2, 90)| (4.7)

(w,yl),($7y2)612|y1*y2\§5

siireklilik modiillerine sirasiyla f'nin x ve y ye gore kismi siireklilik modiilleri denir

27].

Bu siireklilik modiillerinin tanimindan p (M, Ms) = § alirsak

| (@1, 91) = [ (@2,52)] < w (f; p (My, Ma)) (4.8)
0 = |oy — @] icin | f (w1,y) — f (22,9)| < W (f]z1 — 22])

0= lyr = wol icin | f (2, y1) = f (2, 92)] < 0® (fi]yr — ge) dir.

4.2.4. Teorem

feCp(I?),d>0ve (z,y) € I? olsun. Eg.4.2 ile verilen R, (f;an, Bn, Ym, Cm; T, )

operatorii i¢in

|Rn,m (fa Oy, 5n77m7 Cm; x, y) - f (I7 y)l

< (14 G, () (f; %)HH%,%(?J))M” <f; j—m) (1.9

dir.
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Burada

Doy (T) = \/ (H" (1) +1) + i—: (A”(l)/;f)ﬁm + %) (4.10)

ve

DG (Y) = \/y (H" (1) + 1) + % (A” (12;12)14/ W, %) (4.11)
dir.
fspat

Es.4.2 ile verilen R, (f; &,y By Y Gm; T, y) operatorii lineer pozitif, 4.1.2.Lemma (4)
den Ry (100, By Yms Gmi ,y) = 1 oldugu dikkate alinarak ve 2.2.2.Lemma (vii)

kullanilarak

|Rn,m (f7 OéTHﬁn?fYWU Cm,l’,y) - f (.flf,y)|

—anpzH(1) *’meH(U [o'e) o0

< () (@) =6 =t 22 (50 (2)

Bn Cm

(1) 22 (j1) 2

< [ [ ey - s
ﬁ’fl Cm

Qn TYm

—anzH(1) —”/mUH(l) 0o 0o

<(3) (@) =t i 22 (50 (2)
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(k1) 22 (1) Sm

< [ U = Fs) )~ f ()] deds

oo

QAn Ym

—anzH(1) —ymyH(1) L5 o
Ym € Bn € Cm apX TmY
§(5><Cm> A1) A ZZP’“(&)”(%)

k=0 5=0

Cm

(k+1) G+
1
X / (1+5— (t—:v)) (f;6n)dtds

—anpzH(1) *’meH(l) o0 o0 (

i (Z—) (Z_:) iy 22

()

(k1) 22 () o

X / / (1 + i (s — y)2) w® (f;0,,) dtds

Qn Ym

—anzH(1) —ymyH(1)

i) [<B> (&)= a0

(1) 22 (oo

X ()ule) [ ] e
1

Qn ]’Y_'m




—anzH(1) *’meH(l)

@) 560

(k1) 22 (o) S

|
B lm

Qn TYm

(((t = 2)%)*) aras

2 & vmy)

Zzp’“ (M) (cm

—anpzH(1) —ymyH(1)
| () (2)
(f )lﬂn o) AW AQ)
(k+1) (]+1)Cm
y pk< ) (ngy) / dtds
ko Ym

—anpzH(1) *’meH(l) 0o 00
1 Ym € Bn ( ) (
o (ﬁ) (cm) A(1) ,;Z;p’“
(k+1)6" (J+1)§m
< [ ] (=) aas
e
. , e—an;H(l) e—wéyH(U
P = - =
W (f;00) |1 5(6)<<m> A A

TmY
G

)

69
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(k4122 G S

xii%(og)pj(%) / /(t—x)dtds

k=090 Bo lm
J
Qn Ym
—apzH(1) —vymyH(1)

s 145 (5) ()

(k1) 22 (j+1),§—’nj

xiiﬁk(agf)m (%) 5/ / (s — y) dtds

Burada once integral iizerine daha sonra toplam {izerine Cauchy-Schwarz egitsizligi

uygulanarak

|Rom (fs @ty By Yims G 2, y) — f (2,9)]

—anpwH(1) —ymyH (1)

;. ((ﬁ) (&) T 75

Y (f;00)

N

(k+1) (a+1)C
X pk( ) (Vgly) / / (t — x)* dtds
k=0 j=0 m

—anxH(1) —ymyH (1) o0 o0
Ym\ ¢ B ¢ Ca QT YmY
<(6)<<m) A AQ) Zzp’“(ﬁn)“’(cm)

k=0 j=0
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N

(k1) 22 1S

X / / dtds

fBo

Qn Ym

—anzH(1) —vymyH(1)

g (<5> (&) 56 a0

+w® (f;6m)

D=

(k+1)§—z (j+1)§—:

X;i”(?ﬁ)pj(%) / / (s — y)? dtds

A e Y VY
(m) (<m> AN A1) ZZ <5n)pj(€“m)

-

(k+1)6” (g+1)C 2

X / / dtds

n

— <1+5n\/ g’; (H”(1)+1)+§2 (A”( 244212)14’(1) +§)>w(1) (f:6.)
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+ (1 + i\/yg—m (H" (1) +1) + % (A” (124+(12)A/ 2y %)) W (f30m)

Tm Tm

elde edilir.

Es.4.10 ile Eg.4.11 dikkate alinarak ve 9, = Q/&, Om = Mc—m secilerek teoremin
Qp Tm

sonucuna ulagilir.
4.2.5. Tanim

f, I? = [0,00) x [0,00) da tanimli bir fonksiyon, x = (xy, ), t = (t1,t3) I? nin keyfi
noktalan ve |z|| = \/2? 4+ 23 olmak iizere

|f (z1,22) — [ (t1,t2)] < Cla —t||” (4.12)

ve 0 < v < lise f, I? de C sabitine gore v.mertebeden Lipschitz smifindandir denir

ve f € Lipory yazilir.
4.2.6. Teorem

Ry (f; 0ny Brs Yms G ¢, y)  Es.4.2  ile  verilen iki degiskenli genellegtirilmig

Széasz-Sheffer-Kantorovich operatorleri olsun. f € Lipcy igin

R

| Ryvm (f5 0 By Y G ,9) = [ (@, 9)] < C (Onm (2,7)) (4.13)
0 < <1 dir. Burada 9, , (z,y) Eg.4.5 ile verilmistir.

fspat

f € Lipcy olsun. Eg.4.2 ile verilen R, ., (f;an,BnsYm,Cm;®,y) nin tanimi ve
4.1.2.Lemma (7) dikkate alinarak

’Rmm (f? anvﬁﬂaVﬂla Cma'r?y) - f ('x?y)l



73

—apzH(1) —ymyH (1)

() (&) =m0

(k1) 22 () S

S n (%) 0 (22) 7 (&, 5) dtds
22 m\ %), kz </m

Qn Tm

—apeH(1) —vymyH(1)

(%) (&) =m0

(k4122 S

Yo(z2) | ] s

-

Qn TYm

22 (%

—anpzH(1) —ymyH (1)

<(3) (&) o a0

(k+1) (a+1)C
anZ Tm¥Y
Sy u(E)n () [ [ e - el
k=0 j=0 3 :

Es.4.12 kullanilarak

|R'n«,m (f’ Oémﬁm%m Cmax7y) - f ((L’,y)|

—anpzH(1) —ymyH (1) o0 fe'e)

<(2) (&) o 2.2 (5 ()
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(k1) 22 (1) Sm

X / / C((w—t)2+(s—y)2)%dtds
W G

QAn Ym

Burada p = % ve q = % icin once integral iizerine daha sonra toplam iizerine Holder

esitsizligi uygulanarak

|Rom ([ Qs By Yims G 2, y) — f (2,9)]

7aan(1) f'vmyH(l)

)\ () € — VY
(%) () n (5 )0 ()
s )\e) A am 22 ne,
(k+1)ﬁ” (J+1)C ?
X / / ((x —)* + (s — y)?) dtds
1o oo Cm
Qn Ym
(k+1)§—: (j+1)§—;”1 o
X / / dtds
Bn Cm
Qn TYm

—anzH(1) —ymyHQ1) S5 o 2 2
T ) ()
C
: (<6> (gm) A A 22\, i
(k+1)6" (a+1)< ’
X ((x —t)* + (s — y)?) dtds
I

Qn Ym
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—anpzH(1) —ymyH(1)

((B) (&) T 15

(b1 22 Gy o ’

()G ()T [ [ e

Qn ]'Y_m

[N

<o (e eiz)orweens (G5) (F5GE T +5))

elde edilir. Burada Es.4.5 dikkate alinarak teoremin sonucuna ulasilir.

4.2.7. Tanim

2

I? = [0,00) X [0,00) da tammh f fonksiyonu, (z1,), (72,y) I? nin keyfi noktalar

olmak tizere
’f(xhy)_f(lé,y)‘ SCl |J,’1—l‘2|’71, 0<’Yl < 1 (414)

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu I? de x degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglar veya

x degiskenine gore Lipy; sinifindandir denir ve bu f € Lip,v, biciminde gosterilir.

Benzer gekilde (z,1), (z,92) I? nin keyfi noktalar olmak iizere

1f (2,y1) — [ (2,92)] S Colyr — 9o, 0 <2 <1 (4.15)

kosulunu saglarsa f fonksiyonu y degiskenine gore Lipschitz kogulunu saglar veya y

degiskenine gore Lipy, smifindandir denir ve bu f € Lip,7, bi¢iminde gosterilir.



76

4.2 .8. Teorem

Ry (f; 0ny By Yims Gy @, y)  Es.4.2  ile  verilen iki degiskenli genellegtirilmig
Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorii olsun. f € Lip,y: N Lip,ys i¢in

| Rovm (f5 Qs By Yo G 2, 9) — f (2, 9)]

<o (2) ¥ o @)+ Co (Cm) (Grmn () (116)

an m

0< V1,72 < 1 dir.
fspat

f € Lip,yiNLip,ys olsun. Eg.4.2 ile verilen R, ,,, (f; &, Bny Yms Gm; @, y) nin tanimindan

ve E5.4.2 nin monotonluk 6zelliginden

| Ry (f5 s By Yoms Gy 2, y) — f (2, )]

—anzH(1) f"/myH(l) 0o 0o

() (&) 6 am oo () » ()

IA

(k+1) (J+1) C

</ / £ (t,5) — f (o) dids

fBo

Qn Ym

—anpzH(1) *’meH(U

() (&) i a2 (5)» (2)

IN
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(k1) 22 (1) Sm

% / /|f<t,s>—f(x,s>+f<az,s>—f(a:,y>|dtds

Qn Ym
bulunur.

|Rn,m (fa anaﬁm'}/ma Cm;'xay) - f (xvy)l S |[1| + |[2|

diyelim. Es.4.14 dikkate alinarak

aan(l) 'ymyH(l) 0o 6o

n=(5) (&) =i a5 ()

[
Ym

« / / F (hs) — [ (2,9)| dids

Bn Cm
Qn ]'Vm

(k+1) (g+1)

k

—anzH(1) *’meHu) o0 o0

n= (5) (&) = 2 (5)» ()

(k+1) (J+1)§
X / / Cilt — " dtds, 0 <y <1
o Bn Cm.
Qn Ym

olur. Burada p = 2 ve ¢ = -2 icin dnce integral iizerine daha sonra toplam {izerine
" 2-m

Holder egitsizligi uygulanarak

anzH(1) —ymyH (1)

((ﬁ) (B)T5=5

L] <y
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2 (k4 22 e 7
e o\ \ 1 VY / / 2
X t — x|” dtds
>3 (n (%) (&) =
Fam  I3m
—anzH(1) —ymyH(1)
CleE
Bu) \Cn/) A1) A1)
2—271
, 5 (k+1)§—2(j+1)§—:
S
X D dtds
>3 (e (7)) (n (2
Bn Cm
Qn Ym
9 =
= (Rn ((t—:p) ,x))
B B2 (A1) +24' (1) 1\\?
Cl<xan< W+ D+5 AT '3
bulunur. Burada Es.4.10 dikkate alinarak
g%
1126 (2) Gou (@)
elde edilir.
e*anIH(l) *’meH(l) 0o 0O
TYm anx TmY
[ —
)= (ﬁ)(Cm) T A0 () (cm)
Cm

(k+1) (J+1)7
x / / f (20s) — f ()| deds

o m

Qn Tm
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Es.4.15 dikkate alinarak

—anpxH(1) ’YmUH(l) 00 00 (

ni=(5) (&) o L am

) ()

(k1) 22 1) S
X / / Cols —y| dtds, 0 <y <1

2_ jcin 6nce integral {izerine daha sonra toplam iizerine

olur. Burada p = 722 ve ¢ = 3

Holder esitsizligi uygulanarak

—anpzH(1) —ymyH (1)

((ﬁ) (&) T =

|| < Oy

5 N (k+1)ﬂ” (g+1)4m 2
T 72 m
XX (5) ()" [ [ et

£ B G

kﬁn jc_m

Qn Ym
—anzH(1) —ymyH(1)

(@5

Bn) \Cn/) A1) A1)

EECE) TR -
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=Gy (yg—m (H" (1) 4 1)+ m (A” <1>A+(12)A’ M, %))

Tm 'm

elde edilir. Burada Eg.4.11 dikkate alinarak

L] < (j—M) T by )

m

elde edilir.

’Rn,m (fa Oénvﬂnvﬁ)/ma Cm;xay> - f (xvy)l < ’[1’ + ’[2’

oldugundan

|Rn,m (f7 OéTHBTL’erJ <m7x7y) - f (l‘,y)|

~

<c (ﬁ—) " (G @)+ C (C—m) Gy (D)), 0 < 1,7 < 1

o

an m

sonucuna ulagilir.
4.2.9. Tanim

I = [0,00) olsun. C% (I?), I* de ikinci kismi tiirevleri meveut ve siirekli olan f € Cp (I?)

fonksiyonlarinin uzayidir ve C% (I?) uzayindaki norm

(4.17)
Cp(I?)

bigimindedir ve ||, ||CB(12)’ Es.3.5 ile verilen normdur.

o f o f
ox’ oy’

2
g = W lepan + (\
=1

‘

Cg(1?)

f € Cp (I?) fonksiyonunun Peetre-X fonksiyoneli

K(f;0)= inf {If =gl

+ 5> 0} 4.18
ot ||9||CB(12) (4.18)

cp(1?)
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bi¢iminde tanimlanir.

Ayrica V6 > 0 i¢in

K (f39) < Co (f55) (4.19)
dir.

Burada wy (f ; \/S> ikinei siireklilik modiiliidiir.

4.2.10. Teorem

Ry (f; &ny By Yims Gy @, y)  Es4.2  ile  verilen iki degiskenli —genellestirilmig
Cm

Szész-Sheffer-Kantorovich operatorleri olsun. Her f € Cp (I?) igin ve & <1, =<1
n Tm
olmak tizere

|Rn,m (fa O,y 571777717 Cm; z, y) - f (I7 y)l < 4K (f’ 5n,m (ZL’, y))

<o (i) o« (2 (o - 9) (& (i +2))

dir. Burada C pozitif bir sabit say1 ve

Onm (7, 9) = (Co 5, () + O (V)
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(B , A"(1)+24 (1) 1 A1) 1\°
—(a—n<x<H (1)+1)+( A(l) +§)+(A(1)+§) ))

Com , A" (1) +24' (1) 1 A1) 1\
+<7—m<y(H (1)+1)+( A +§>+(A(1)+§> ))

dir.
fspat
[ € Cp (I?) olmak iizere R, ., (f; &, B, Y Cm; T, y) yardimer operatériinii

Ry (f5 0y By Yms G ,9) = Ry (5 @y Brs Yy Gt 2, 9)

(B () (e S () e

olarak tanimlayalim.

Rn,m (1§anaﬁn77m7<m;x7y) =1 (4‘21)
Rn,m (t; (o7°% Bna Ym s Cm; z, y) =1, Rn,m (3; Qp, Bna Y Cm? Z, y) =Y (4‘22)
oldugundan

Rn,m (t — I Oy, Bm Ym Cm; X, y) = 07 Rn,m (3 — Y; On, ﬁna Yms Cm; €, y) =0 (423)

dar.
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t,s € [0,00) ve g € C% (I?) olsun. Taylor formiiliinden

g(t,s)—g(x,y)

dir.

Ry (f; &ny Brs Yims G @, y) operatorii Eg.4.24 nin her iki yanina uygulanarak ve Eg.4.23
dikkate alinarak

Rn,m (9 (ta S) a arm 5717 ,}/’mv Cma ﬂf, y) - Rmm (g ($7 y) 7 Oén, Bn’ %m C’m? ZL’, y)

= Ry ((t = )5 s By Y G 2, 9) ¢ ()

t

+Rn7m /(t —U) g” (U) du;anvﬁn7’7macm;xay

T

+Rn,m ((3 - y) 7 Oén, Bna ’me Cm7 SU, y) g/ (y)

s

+Rm /(s —0) ¢" (v) dv; an, By Y, Cni T, Y

Y

t

— B / (£ = 1) g () dit; s B Yoy G 73

T
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S

B / (5 — 0) g (0) dV; s By Vs ot 2,1

)

elde edilir.

Es.4.20 dan

| R ((9(t,5) 3 0, By Yo s 2, 9) — 9 (2, 1)

t
< R | [ 1= 019" @] s B Gy

G (A1) 1 "
— =] - d
+ / ‘y+% a0 Tz) Y|l lde
y
vazariz. Burada 4.1.3.Lemma (ii7), (iv) ve Bn <1, bm < 1 oldugunu dikkate alarak
Qp Tm

| R ((9.(,8) 5 s B Yoy G 2,y) — 9 (2, 9)|



Ba

S ”g”HC]?B(ﬂ) (Rn,m ((t - $)2 ;anvﬁna7m>Cm;xay> + (Oé

G

+ HgHHC?B(p) <Rn,m ((S - y)2 ; Oln, 6n77m7 Cm? x,y) + (’Y

< Hg//||C]23(12) <§_: (l‘ (H" (1) + 1) + (A/l (1?4—}&12)_,4’ (1)

+ Hg”HC}?B(I?) <§_: <y (H// (1) +1) + (A// (124—212)/1’ (1)

= 19"z 2 (Can () + Cr e (1)

yazalim. Béylece g € C% (I?) igin

| R ((9(£,5) 5 s By Yo i ,9) — g (2, 1))]

< 19"l 2y (Cans (1) + Cop ()

85

)+ (a81)))

(4.25)

elde edilir. Her f € Cy (I?) igin Eg.4.2 ile verilen R, ., (f;n, Bn, Ym, Cm; T, y) den ve

Lemma 4.1.2. (i) den

‘m(f; Oy, Bna Ym, Cm; z, y)‘

< | Rum (f @y By Yoms G T, Y) | + | f (2, 1)



<3 flley

bulunur. Buradan f € Cp (I?) ve g € C% (I?) alarak, operatoriin lineerligi kullanilarak
ve Es.4.25 dikkate alinarak

|Rn,m (f’ Oé'rwﬁ’rerMJ Cmax7y) - f (I7y)|

< |Rn,m (f;@n76n77m>Cm§x>y) —f (ac,y)‘

ol G ea)) o2 (G e 2) v

| R (f3 @, By Yo G 25 9) = f (2, 9)] < [ R (F = 9) 5 Qs By Yo G 2, 9) |

+ | R (g3 Qs By Yo G 7,9) — 9 (2,9)] + 9 (2,9) = [ (2,9)]

<4Nf = gllepuz + 19" log12) (Coan i (2) + Crpncn ()

() EEED)
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bulunur.

Onm (7, Y) = (Con 8, () + O i (V)

denilirse yukarida elde edilen esitlikte g € C% (I?) iizerinden infimum ahnarak ve

Es.4.19 kullanilarak

|Rn,m (fa A,y /Bn77ma Cm; z, y) - f (ZL‘,y)l < 4K (f» 6n,m (l’, y))

(i) o« (i (2 (4 ) (& ()
elde edilir.

Bu bélimde incelenen Ry, ., (f; an, B, Yims Cm; T, y)  operatorlerinin - 22 + y? yi
koruyacak bicimde yeniden diizenlenerek King tipi bir genellegtirmesi yapilabilir. Bu
genellestirmenin ~ tam  siireklilik  modiilii ~ cinsinden  yaklasim  derecesi

Ry (f; 0ny By Yms Gms @, y) operatorlerinden daha iyi olacaktir.
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5. SONUC

Yaklagim teorisinin 6nemli problemlerinden biri, siirekli veya integrallenebilir

fonksiyonlara operatdérlerle yaklagimda en iyi yakinsama oraninin bulunmasidir.

Bu caligmada pozitif reel eksende siirekli fonksiyonlara yaklagmak icin genel bir Szasz-
Sheffer operatorii dikkate alindi. Bu genellegtirmede belirli kogulu saglayan (o) ve (5,)

dizileri 6nemli bir rol oynar.

Bu tezde genellestirilmis Szész-Sheffer operatorlerinden daha iyi bir yaklagim orani
elde etmek icin operatoriin King tipi genellestirmesi tanimlanarak («,) ve (f,)
dizilerinin farkli secimleri ile daha iyi yaklasim oranlari elde edildi. Integrallenebilir
fonksiyonlara yaklagmak icin tanmimlanan genellegtirilmis Szasz-Sheffer-Kantorovich
operatorlerinin King tipi genellestirilmesiyle fonksiyonlara yaklasimda daha kiigiik bir

hata orani bulundu.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuglarin énemi operatoriin taban elemaninda yer alan (o)
ve (f,) dizileridir. Bu dizilere bagh olarak yakinsakhgin daha iyi oldugu grafiklerle de

gosterilmistir.

Sheffer polinomlar:1 gibi ortogonal polinomlar: igeren operatdrler i¢in benzer ¢aligmalar

yapilabilir.
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