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OZET

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimiinde integral
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¢oziim yontemleri verilmis ve her biri birer érnekle aciklanmistir. Son béliimde
de sadece niimerik ¢oziim iizerine odaklanilmis ayrica 2. tip singiiler integral

denklemlerinin uygulama problemlerine yer verilmistir
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

||A|| A’ nin normu

¢'(x) #(x) fonksiyonunun tiirevi
A A matrisi

L Laplace Doniigtimii

L Ters Laplace Déniisiimii
D(A) Fredholm Determinanti
D(x,t; 1) Fredholm mindri

(x,) n elemanl bir dizi

K(x,?) Cekirdek



1. GIRIS

Integral denklemler kisaca; bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda
bulundugu denklemler olarak tanimlanabilir. Ancak bu tanim yetersiz kalmaktadir.
Ciinkii bu tanimdan hareket ederek, integral denklemlerin hepsini kapsayacak bir
teori kurmak miimkiin degildir. Bu nedenle her integral denklemi kendi i¢inde
degerlendirmek dogru olacaktir. Boylece ¢ok genis bir arastirma sahasi agilmig

olmakta ve konu ayrintili bir inceleme konusu gerektirmektedir [1].

Fizik ve miithendislik uygulamalarda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun integral
isareti altinda oldugu denklemlerle karsilagilir ve bu tiir denklemlere yukarida da
belirtildigi gibi integral denklemler denir. Diferansiyel denklemlerle integral
denklemler arasindaki en biiyiik fark, diferansiyel denklemlerin tek baslarina bir
problemi tanimlamaya yetmemeleridir. Onlara sinir veya baglangi¢ sartlart ilave
edilmesi gerekir. Ancak integral denklemler ise ilave sartlara gerek kalmadan bir

problemin tam tanimini vermektedirler.

Integral denklemlerle ilgili ilk calismalar 19.yiizyiln ilk yarisinda baglamistir.
Onceleri dagmik ve rastgele aragtirmalar yapilmisken, ayni yiizyilin sonlarina dogru
daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildig1 ve bir takim sonuglar alinmaya
baslandig1 izlenmektedir. ABEL, 1823 yilinda bir mekanik problemini incelerken ilk
defa integral denkleme rastladig1 bilinmektedir. Ancak integral denklemi kavramin
Du Bois REYMOND’ un 1888 yilinda yaymlanan bir calismasinda Onerdigi
anlagilmaktadir. 1822 yilinda da Vean B. Joseph Fourier, trigonometrik serilerden

yararlanarak 1s1 probleminin ¢oziimiinde kullanilan,

f(x)zﬁ [ sin (). 0(»).dy
T 0

f(x)=\ﬁ J eos (). @()dy
4 0



formiillerine ait
o(») =\E .jsm (). f()dx ve  o(y) =\E . j cos (xy). f(x).dx
T 0 7 0

denklemlerini vermistir. 1823 yilinda ise ABEL mekanik problemlerinin genel

formiilii;
f(x)ZT%dy , f(0)=0 ve 0<a <1

olan bu integral denklemini formiile edip 1826 yilinda ¢oziimiinii vermistir. Bu
denklemin a=0 ve a:% hali ABEL’ in karsilastig1 orijinal denklem olup

buna iligkin meshur toutochrone(esit zamanli) problemi ise ilk olarak HUYGENS
tarafindan ¢oziilmiistiir . Integral smirlarindan biri x gibi bir degisken olan ve

bilinmeyen ¢ fonksiyonunu integralin hem i¢inde hem diginda bulunduran

P(x)= () + 2 [ K(x,9)-0(y).dy

integral denklemi ilk olarak Poisson tarafindan elde edilmistir. Burada ¢ ¢o6ziimii

A’nin kuvvetleri cinsinden verilmistir. Ancak 1ilgili serinin yakinsaklig1 Poisson
tarafindan gosterilmeyip daha sonra 1830 yilinda Liouville tarafindan ispatlanmistir.
Bir § ylizeyi icerisinde AF =0 Laplace denklemini saglayan ve S’ nin sinirinda
belli bir deger alan F fonksiyonunun bulunmasi problemi olan Dirichlet
probleminin bir integral denklem problemine esdeger oldugu 1870 yilinda Liouville
tarafindan A parametresinin bir agilimi olarak verilmistir. Bu ¢6ziim daha dnceden
Poisson ve Liouville’ in kullandig1 ardisik yaklastirma metoduna karsilik gelir.
Integral simirlarindan birinin x degiskeni oldugu lineer integral denklemlere ait
calismalar 1860 — 1940 yillar1 arasinda yasamus olan Italyan matematik¢i Vita
VOLTERRA tarafindan yaymlanmustir.



()= () + 4 [ K(x,2)-0(»).dy

integral denklemi ilk olarak 1900 yilinda Eric Ivan FREDHOLM ( 1866 — 1927 )
tarafindan arastirilmis. Fredholm ise Volterra’ nin 1884’ te sunmus olduguna benzer

yaklasim problemlerini ele alip 1903’ te makalesini yayinlamigtir[1].

Bu tezin ikinci béliimiinde temel tanim ve kavramlardan bahsedilecektir. Uciincii
boliimiinde integral denklemlerin siniflandirilmas1 yer almaktadir. Ddrdiincii
boliimde analitik ¢oziim ydntemlerine yer verilmis olup besinci bolim sayisal

yontemleri igermektedir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

2.1. Weirstrass M-Testi

{f,} . E kiimesi iizerinde tanimlanmus bir reel fonksiyon dizisi ve {M,} reel sayi

dizisi olsun. VxeE ve neN igin

L[<M,

o0 o0
oluyorsa ve ZM ,serisi yakinsak ise Z f,(x) serisi E ilizerinde diizgiin ve

n=1 n=l

mutlak yakinsaktir.

2.2. Sureklilik

f: [a,b] — R taniml olsun. V&>0 i¢in 35(s,x,) var ve Vxe[a,b] icin
|x—x0|<5 iken | f(x)-f (x0)|<g ise f fonksiyonuna x, noktasinda stireklidir

denir.

2.3. Diizgiin Siireklilik

f, [a,b] araliginda tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon olsun. V x, ye[a,b] ve

V &>0 verildiginde,
|x—y|<s iken |f(x)-f(y)|<e

olacak bicimde F0=0(¢)>0 bulunabilirse [’ ye [a,b] > de diizgiin siireklidir

denir. Dikkat edilirse diizgiin siireklilik bir kiime tizerinde tanimlanur.



2.4. Noktasal Yakinsaklik ve Diizgiin Yakinsakhk

X bos olmayan bir kime ve f, : X - F , ne N seklindeki fonksiyonlar olsun.

i) Eger Vxe X igin f (x) > f(x) oluyorsa yani VxeX ve Ve&>0 igin
IN =N(x,¢) varsave VneN ig¢in | [ (x)—f (x)|<g oluyorsa (f,) fonksiyonlar

dizisi f °ye noktasal yakinsar denir.

ii)Ve>0 igcin IN=N(¢) varsa VxeX ve Vn>N igin

f,()-fx)<e

oluyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f °ye diizgiin yakinsar denir.

2.5. Vektor Uzay1

L bos olmayan bir kiilme, K reel yada kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan L kiimesine K cismi ilizerinde vektor uzay:r (Lineer uzay) denir
ve bu uzayin elemanlarina da vektor denir.

+:LxL > L o KxL —> L

islemleri tanimlidir.

a) (L ,+) degismeli bir gruptur.

Gl) Her x,ye L i¢cin x+ye L dir. (Kapalilik 6zelligi)

G2) Her x,y,ze L igcin x+(y+z)=(x+y)+z (Birlesme 6zelligi)

G3) Her xelL i¢cin x+ 6 =6+ x=x olacak sekilde & € L vardir. (Birim

eleman 6zelligi)

G4) Her xel i¢in x + (—x)=(—x) + x olacak sekilde —xe L vardir.(Ters

eleman 6zelligi)

G5) Her x,ye L i¢cin x+ y=y + x dir. (Degisme 6zelligi)

b) x,ye L ve a,feK olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.



L) axel

L2) a.(x+ y)=ax+a.y
L3) (a + p).x= ax+ fx
L) (a.p).x=a.0.x
L5) 1, .x=x (Burada 1

« » K’ nin birim elemanidir)

2.6. Lineer Bagimhilik ve Lineer Bagimsizhk

L,K cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve M ={x,,x, ,........ ,x,} de L’ nin sonlu bir

1

n
alt kiimesi olsun. ¢, €K olmak iizere Zai.xizo olmast her i i¢in ¢, =0
i=1

olmasini gerektiriyorsa x,,Xx,,......,x, vektorlerine lineer bagimsiz denir. Herhangi
bir a, # 0 iseohaldede x,x,,.....,x, vektorlerine lineer bagiml vektorler denir.
2.7. Normlu Uzay

V' bir vektor uzayi olsun. Vv,welV ve ke€R olmak iizere

D V20 ve |v]=0< v=0
i) e =[] I]

i) v+ wf| <]+ w]
kosullart saglaniyorsa
|.|:V >R

fonksiyonuna V' tizerinde norm, (V,

|| ikilisine de normlu uzay denir.



2.8. Leibnitz Formiilii

a(x) ve b(x) integralin sinirlar1 olmak iizere, integral altinda tiirev alma islemi

uygulanir.

b(x) b(x)

% [ Feeo.de= |

a(x) a(x)

OF (x,t) s

Burada a(x) ve b(x) sabitler ise

OF (x,1)
ox

.dt

%jF(x,t).dtzi

olarak kullanilir.

2.9. Holder Esitsizligi

+ F{ x,b(x)}%—F{x,a(x)}%

“_o, dab_ 0 olacagindan
dx dx

Sonlu sayida, hepsi sifir olmayan a,b, , i=1,2,..,n pozitif sayilarini alalim.

1 1
p,q <1 sayillar1 —+—=1 kosulunu saglasin.

1

1 1
2611. b, S(iai”jp + [;bﬂjq

esitsizligine Holder esitsizligi denir [2,3].



3. INTEGRAL DENKLEMLERININ TiPLERI VE SINIFLANDIRMASI

Tek degiskenli fonksiyonlarda bir integral denklemin en genel hali,
b
w(x).g(x)= f(x)+ ﬂ.jK(x,t).¢(t).dt (3.1)

seklinde olup burada a ve b sabitler ; 4 bir parametre , w(x), f(x), K(x,?);tanim
bolgesi  a <x,t< b Tzerinde bilinen fonksiyonlar ; ¢(x) ise bilinmeyen
fonksiyondur. K(x,t) fonksiyonuna da cekirdek adi verilir. Integral denklemlerin

farklt smiflandirilmalart mevcuttur ve bu siniflandirmalar sirastyla bu bdliimde

incelenecektir.
3.1. Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemleri lineer ve lineer olmayan integral denklemler olmak iizere iki

farkli sinifa ayirabiliriz. ¢(x) bilinmeyen fonksiyon olmak {izere,
b
¢(x):f(x)+J‘K(x, 1).¢(t).dt (3.2)

seklindeki integral denklemde ¢(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer oldugundan

Es.3.2 *deki integral denklem de lineerdir. Eger
b
¢(x):f(x)+J‘K(x,t).¢”(t).dt , n#l (3.3)

ise bu integral denklemde  ¢(x) bilinmeyen fonksiyonunun  n. kuvveti

bulundugundan lineer olmayan integral denklem sinifindadir [1].
3.2. Singiiler Integral Denklemler

Singtiler integral denklemler kendi icinde 3 farkl ¢esit olarak verilir.

i) Integral smirlarmdan biri yada her ikisinin de sonsuz oldugu integral denklemler
ii) Cekirdek fonksiyonunun verilen aralikta siireksiz oldugu integral denklemler

iii) Bazi sonlu mertebeden tiirevlerin olusturulamadigi integral denklemler



1
((")rnegin; y(s)= (1—52)2 , [—1,1] araliginda singiilerdir. Ctinkii  y'(s)” de

siirlar siirekliligi bozar )

olup sirasiyla 1.¢esit, 2.¢esit, 3.¢esit singiiler integral denklemler diye ifade edilir.
Singiiler integral denklemler olduk¢a genis kapsamli bir konu olup ayr1 bir inceleme
alan1 gerektirdiginden bu tezin 4.boliimiinde sadece 2.¢esit singiiler integral

denklemlerin 6zel bir durumuna yer verilmistir.

Ikinci gesit integral denklemlere 6rnek olarak ; O<a <1 olmak iizere

= j(“x(’_) o (34)

integral denklemi verilebilir. x=¢ icin integral denklem siireksizdir. Ayrica

asagidaki integral denklemler de /.¢esit singiiler integral denklem sinifindadirlar.

f(x)= J‘ sin (xt)u(t).dt (Fourier Siniis Transformasyonu)
0

[¢]

f(x)= J‘ e " u(t).dt (Laplace Transformasyonu)
0

3.3. Singiiler Olmayan integral Denklemlerinin Tiplerine Gore Simflandirilmasi

u(x)zjK(x, £).4(t).dt (3.5)

u(x)= 1)+ [ K(x.0).4(0).dt (3.6)

burada ¢(x) bilinmeyen fonksiyon , u(x), f(x),K(x,t?) bilinen fonksiyonlar olmak
tizere Es. 3.5 ve Es. 3.6’ daki integral denklemler /.7ip integral denklemlerdir.

Burada bilinmeyen fonksiyon sadece integral i¢indedir.
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#(x)= j K(x,1).4().dt (3.7)

H)=f(0)+ [ K(x,0).(0). dt (3.8)

burada ¢(x) bilinmeyen fonksiyon ; f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar olmak

tizere Es. 3.7 ve Es. 3.8 deki integral denklemler 2.7ip integral denklemlerdir.

Burada bilinmeyen fonksiyon integralin hem i¢inde hem de disindadir.
b
y(x).9(x)=f(x)+ JK(x,t)-¢(f)-dt (3.9)

burada w(x), f(x) ve K(x,¢) bilinen fonksiyonlar, ¢@(x) bilinmeyen fonksiyon
olmak tizere Es. 3.9 daki integral denklem de 3.7ip integral denklemdir. Es. 3.9’ da

integral disindaki bilinmeyen fonksiyonun katsayisina gore integral denklem

1. ve 2. tip integral denkleme doniistiiriilebilir.
3.4. Homogen ve Homogen Olmayan Integral Denklemler

Bir integral denkleminde integralin disinda ve bilinmeyen ¢ fonksiyonu haricinde f

gibi bir fonksiyon bulundurmayan integral denklemlere homogen integral denklem

denir. f fonksiyonu bulunduran integral denklemlere homogen olmayan integral

denklem denir.

()= K(x,0).9().d1 (3.10)
H(x)= 1 (X)+ [ K(x.0).4(0).dt (3.11)

Es. 3.10 homogen integral denklem, Es. 3.11 ise homogen olmayan integral

denkleme birer Ornektir.

3.5. Volterra ve Fredholm Integral Denklemler

Integral denklemler integral sinirlarinin degisken ya da sabit olmasina goére de

smiflandirilirlar.
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t>x i¢cin K(x,t)=0 sartin1 saglayan

f(x)= j K(x,0).4(t).dt (3.12)
$(x)=1 (x)+ [ K(x,0).(0).dt (3.13)
w(x).4(x)= f(x)+]1<(x,t).¢(t).dt (3.14)

denklemleri sirasiyla /., 2. ve 3. tip Volterra integral denklemleridir.

a,beR | f:[a,b]—)R ve K:[a,b]x[a,b]—)R

[lfeof dx< oo

”|K(x,t) *dx.dt <o

ozelliklerine sahip bilinen fonksiyonlar ve ¢5:[a,b] — R bilinmeyen fonksiyon olmak
lizere;

f(x)= j K(x,t).9(t).dt (3.15)
¢(x)=f(x)+J-K(x,t).¢(t).dt (3.16)
y/(x).¢(x)=f(x)+jK(x,t).¢(t).dt (3.17)

denklemleri sirasiyla 1. , 2. ve 3.tip Fredholm integral denklemleridir.
3.6. Abel Integral Denklemi
Es. 3.12° nin 6zel bir hali Abel integral denklemidir. Es. 3.12° de

H(t,s)

K(f,S):W

(3.18)
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olarak alinmustir.

¢ H(,s)

————x(s)=y(t) , t>0 3.19
[y "= (3.19)
burada O<a<l , p>0 ve peZ seklindedir. Ozellikle énemli durumlar

p=1 ve p=2 durumlaridir. Her iki durumda da a:% > dir. H(¢,s) fonksiyonu

diizgiin yakinsak olarak varsayilmistir ( bu ifade ayni zamanda ¢ogunlukla siirekli
integrallenebilirdir). Bu integral denklemlerin uygulama alan1 ¢ok genis olup analitik
yontemler ¢ogu zaman yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle 6zel sayisal metotlar
gelistirilmistir.

3.7. Wiener — Hopf integral Denklemi

Bu integral denklem,
;L.x(r)—jK(z—s) x(s) ds=y(t) , 0<t <o (3.20)
0

seklindedir. Orijinal olarak bu gibi integral denklemler 1s1 transfer denklemlerinde,
diizlemsel problemlerin sadece diizgiin yakinsak oldugu durumlar ic¢in sinir deger
problemlerinin ¢oziilmesinde kullanilir.

3.8. Cauchy Tekil Integral Denklemi

I' agik veya kapali sinirh bir bdlge olsun. Kompleks diizlemde Cauchy tekil integral

denklemi,

a(z).¢(z)+@jM d§+j1<(z,g) de=y(z) , zel (3.21)
rijl-z d
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olup a,b,y ve K verilmis kompleks degerli fonksiyonlardir. ¢ bilinmeyen

fonksiyon, K integrallenebilir olarak Fredholm integral operatorii ile yakindan
iligkilidir. Ayrica bu integral denklem esas (Onciil) deger denklemi olarak
adlandirilir.

3.9. Integro-Diferansiyel Denklemler

Bilinmeyen ¢(x) fonksiyonunun tiirevlerinin de bulundugu integral denklemlere

integro-diferansiyel denklemler denir.
#(x)= F{x,u(x), | K(x,r,¢(z),¢'<r>>.dr} (3.22)
0

denklemi bu tip integral denklemlerdir. I¢inde hem bilinmeyen hem de bilinmeyenin

tiirevleri bulunmaktadir.
3.10. Parametreli Integral Denklemler

A#0 ve A#l olan bir parametre olmak iizere tanimi yapilmis olan integral

denklemler A parametresinin dahil edilmesi ile daha genel bir yapiya

kavusacaktirlar. Burada 4 kompleks veya reel degerli olabilir. Ornegin;

p(x)=f(x)+ A jEK (x,2) @(¢) dt ( 2.tip Volterra Integral denklemi )
Pp(x)=f(x)+1 .J.K (x,1) 4(¢) dt ( 2.tip Fredholm Integral denklemi )

seklindedir.
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3.11. Fox Integral Denklemi

Bu integral denklem;
d(x)=f(x)+ IK () ¢(y)dy  (0<x<o) (3.23)

seklindedir. Bu integral denklemin ¢ekirdegi o6zel olarak iki degiskenin c¢arpimi

olarak secilir yani xy’ yi degisken kabul eder ve sinirlarina da dikkat edilirse /.¢esit

singliler integral denklem sinifindadir.
3.12. Konvolisyon Integral Denklem

K(x,y) ¢ekirdegi sadece x—y farkina bagli yani x—y ° yi degisken kabul eden

bir degiskenli fonksiyon olmak iizere genel bir konvolisyon integral denklemi,
=00+ [ K(x-9) 60 b (3.24
seklinde olup hemen hemen konvolisyon integral denklemi ise,

P(x)=f(x)+ 1: K(x,x=y) §(y) dy (3.25)

formundadir.
3.13. integral Denklemlerle Diferansiyel Denklemler Arasindaki iliski
Baslangi¢ kosulu ile verilen degisken veya sabit katsayili bir diferansiyel denklem

Volterra tipinde bir integral denkleme doniistiiriilebilir. Dolayisiyla bir integral

denklemde bir diferansiyel denkleme doniisebilir.
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3.13.1. Diferansiyel denklemlerin integral denkleme doniistiiriilmesi

yO)=c, , V(0)=¢, e , y""(0)=c,, baslangig kosullari ile verilen
d(n) (n-1) (n-2) d
dx(nf +a, (x).Wn_]);+ a,(x). dx<"-5>v Fovta, (%) .d—i+ a (x).y=f(x) (3.26)

n.mertebeden lineer diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklem integral denkleme

doniistiiriilebilir.

S

olur. Benzer sekilde;

[ e o v

(VAN

(n-2) X x
Ty J.J-u(x)dxdx +(c, ,).x+c, ,
00

d(n,3)y X xx
J.“.u(x)dxdxdx +— (cn DX (€, ) X+,
000

(c,,) X ..t x+c¢

dy 1 -2
J- ..... (n—-1)..... Iu(x)dx dx+( 2)!(C,H)x e 3)|
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1
(C,,fl) X"+ f(cn,z) X" +c x+c¢,

elde edilir. Es. 3.26° da yerine yazilirsa

u(x)+a,(x) jiu(x) dx+a,(x) c, , +a,(x) I j u(x)dxdx+a,(x) c, , x +a,(x)c, ,

olur. Diizenleyip tekrardan yazarsak,

u(x)+a,(x) jiu(x) dx+ a,(x) jijiu(x)dxdx+a3(x)

S e ¢
S C— ¢
S C—
<
—_
=
N—
3
g
=
+

X

....+an1(x)jf ...... (n-1)..... Iu(x)dxdx....dx+an(x)jf ...... (1).....[ 1(x) dxdlx......dx

-a,(x)c,,—c

e
............ -¢ xa,(x)-c, a,(x)

Esitligin sag tarafi x’ in bir fonksiyonu oldugundan F(x) ile gosterelim. F(x)’ in

degerini de diizenleyerek yazabiliriz.
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2

a, (¥)+x.a,(x) = £,(x)
a,(x)= f,(x)

F(x) = f(x)_{ Cony Jud(X¥) + €,y [ (X) He + ¢ fi(x) + CO'fo(x)}

seklinde yazilabilir. Esitligin sol yanini

[omytane...... :fu(t).dtdt ....... dt= j(f ’1)‘ u(t).dt (3.27)

u(x) +a,(x). j u(x).dx+....+a (x). j ...... (n)tane..... jfu(x)dxdx dx=F(x)  (3.28)

0

Es. 3.27 yardimiyla

u(x)+a1(x).ju(t).dt+a2(x).j(x—t).u(t).dt+ ....... +a,(x). J.(( D1 u(t)dt:F(x)

seklinde ifade edilir. Belirli integralden

”(X)+I[al(x)+a2(x)(x £)+a;(x). ) + +a,(x) (x=0)""

21 . W:| (t)dt F(X)
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olup

1)’

(x— (x—0)""
2!

K(x,t)=a,(x)+a,(x)(x—1)+a;(x) ’ (n—1)!

+ e +a,(x)
ifadesi ¢ekirdek fonksiyonu olarak ifade edilir. Bulduklarimizi yerine yazarsak
u(x)+ j K(x,t).u(t)dt=F(x)

0

elde edilir. Bu da 2.zip Volterra integral denklemidir. Dolayisiyla baslangic
kosullartyla verilen bir diferansiyel denklemi integral denkleme doniistiirebildik.

Es.3.27°de verilen

I ....... ()., Iu(t).dtdt ....... dt=ji(?_—ti;'lu(t).dt
0 0 o 1—1):

esitlik agsagidaki sekilde ispatlanir. Es. 3.27 asagidaki gibi diizenlenip, sag tarafi /

ile gosterilsin ve bu ifade daha genel incelenmis olmasi i¢in alt sinir da @  olarak

alinsin.

(n—l)!j' ........ (n)....... j'u(t)dt ....... dt=j(x—t)"‘lu(t)dt

a a

I (x) =jf(x —0)"u(t).dt (3.29)

burada n pozitif bir tamsay1 ve a bir sabittir. Integral isareti altinda tiirev almaya

yarayan Leibnitz Formiiliinden yararlanilarak;

F(x,t)=(x—1)"".u(t)
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alinirsa, tiirev alindiginda,

t=x

bulunur. Béylece n>1 igin,

ar, =(n-11I_, (3.30)

olur. Ozel olarak,

dh, _d; u(t) dt=u(x) (3.31)

dx

alalim. Es. 3.30’ dan tiirev almaya devam edilirse,

d* I

dxzn =(n-1)(n-2)1,

d’ 1

dx;’ =(n-1)(n-2)(n-3)1,,

(3.32)

d i =(n=1)(n=2).cc..(n—k)1,_, , (n>k)
dx

a1
T =(1=D(n=2)... 2L =(n =D,

ve n. mertebeden tiirev igin
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d'l dl
1= (n-1)1=L=(n—-1)!
o (n—1) 2 (n—=D!u(x)

bulunur. n>1 iken [, (a)=0 olduguna dikkat edilirse, Es. 3.32’ den, I (x)’in
ve onun ilk (n—1) adet tliirevinin x=a i¢in sagladig1 sonucuna varilabilir. Simdi,

yukaridaki bagintilardan geriye dogru hareket edilerek, integral islemleri yapilirsa

Es. 3.31° den
Il(x)zj. u(x)dx
elde edilir. Buradan

Iz(x):ji 1, (x,)dx, :II u(x,)dx, dx,

yazilabilecektir. Burada x, , x, birer parametredir. Islemlere bu sekilde devam

edilirse,
I (x)=(n-1) 'I] "].1 ........ T ]2 u(x,)dx, dx, dx; ....... dx, dx,

bulunur. Ifadeyi diizenlemek igin, her iki tarafi (n—1)! béliip, I, yerine Es. 3.29°

daki esiti yazilirsa,

ji] XJ. ........ ]% T u(x,) dx,dx,dx,......... dx, dx, = (D)1 jﬁ (x— t)”’1 u(t)dt

veburada x=x=x,=....... =x, , =x, kabul edilirse, gosterilmek istenilen,
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O Y dtzi(zfn—_t)

0 0
bagintisi elde edilmis olur. Boylece ispati tamamlamis olduk.

Ornek : y"+y=0; y(0)=0 , y'(0)=1 baslangi¢ kosullar1 ile verilen diferansiyel
denkleme karsilik gelen integral denklemini bulalim.
2

y = F { =u(x) olarak tanimlanirsa;
x

Iy"(x) dx =j£u(x) dx

X

jiy"(x)dx = J-u(x)dx

0

X

V'(x) = J‘u(x) =y(x)=1+ Iu(x)dx

0

tekrar integral alirsak

Yy, =x+ ﬁu(z)dtdz

y(x)=x+ j(x —Hu(t)dt

bulunur. Bulduklarimiz1 yerine yazarsak;
u(x)+x+ [ (x=tu(t)dt =0
0

seklindeki integral denkleme doniisiir.
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3.13.2. integral denklemin diferansiyel denkleme déniistiiriilmesi

Simdi de bir integral denklemin bir diferansiyel denkleme doniistiiriilmesini gorelim.

Bunun i¢in Leibnitz formiiliiniin uygulanmas: yeterlidir.

Ornek : u(x)lej.sin(t)u(t)dwrx integral denklemini diferansiyel denkleme
0

dontistiirelim.

Her iki tarafin x’e bagh tiirevini alalim. Burada F(x,t)=sin(¢)u(¢)’ dir. O halde

tirev alinirsa;

du(x) d 7. _
— A ! sin(t)u(t)dt =1

elde edilir. Leibnitz formiiliine gore

4 sin(t)u(f)dt = joczr +u(x)sin x = u(x)sin x
dx 0

seklinde yazabiliriz. Buldugumuz esitlikleri yerine yazarsak,

u' —Au.sinx =1

elde edilir.
Ornek :  u(x)— I Ox u(t)tantdt =sinx  integral denklemini diferansiyel denkleme
dontistiirelim.

Her iki tarafin x’ e gore tlirevi alinirsa,
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du(x)
dx

d(sin x)

- di j u(t) tan(t)dt =
I 90

, d = _

w'(x) == jo u(t) tan(t)dt = cos x

elde edilir. Bu ifadeye Leibnitz Formiilii uygulandiginda,
% () tan(r)dt = [ 0dt +u(x) tan x = u(x)

aj.o u(t) tan(z) —J.O u(x)tan x = u(x)tan x

seklindedir. Buldugumuz bu degeri yukarida yerine yazarsak,
u'(x)—u(x)tan x = cosx

seklindedir. Buradan da goriildiigii gibi bir integral denklemi diferansiyel denkleme

doniistiirebiliriz.
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4. INTEGRAL DENKLEMLER iCIiN ANALITIiK COZUM YONTEMLERI
4.1. Fredholm Integral Denklemlerinin C6ziim Yéntemleri

Bu boliimde Fredholm integral denklemlerine ait ¢oziim yontemleri verilmis olup

ardindan bu yontemlerin uygulanabilirligi 6rneklerle gosterilmistir.
4.1.1. Sabit ¢ekirdekli integral denklemler

Bir Fredholm integral denkleminde bilinen K(x,7) fonksiyonunun sabit bir

fonksiyon oldugunu kabul edelim. “c” bu sabiti gostermek tizere,
K(x,t)=c

icin integral denklemi
b
$(x) = £ (x)+ A cop(t)de
seklinde olur. Biraz daha diizenlersek,
b
$(x) = f(x)+ e[ J(o)at
yazilir ve A.c = u alinmak tlizere
b
$(x) = () + [ p(2)ae

olarak yazilabilir. Belirli integralin sinirlar1 sabit oldugundan bu integralin sonlu bir

degeri olacaktir. Bu sonlu degeri A ile gosterirsek;
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A= f¢(t)dt

olup bu denklem ¢(x)= f(x)+uA seklini alir. Bu ¢6ziim integral denklemini

saglamasi gerekir. O halde
b
S+ A=)+ ul{f @)+ pd}di
olur. Buradan gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

A= ? f@t)dt + ,uji Adt

A{l - ,uj dt} = i f(t)dt

veya
1

A=t T j f(o)dt

bulunur. Buradan A’nin anlamli olmasi i¢in 1—u(b—a)#0 olmahdir. Diger
taraftan f(x) fonksiyonu verilmis oldugundan integralin degeri de bilinmektedir. A4

icin bulunan deger ¢(x)= f(x)+ uA denkleminde yerine koyulursa,

$(x) =f(x)+uL_ﬂ(%a) J f(t)dt}

_ “ 7
=/ j (@)t

olarak bulunur. u = Acdegeri de yerine yazilirsa
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Ac b
#(x) —f(x)+T(b_a)£f(t)dt

sonucuna varilir. Goriildiigii gibi ikinci tarafta hep bilinen degerler olup u(x) degeri

dogrudan bulunabilecektir. Bu yontem sadece Fredholm integral denkleminde

kullanilir [3].

.o 1

Ornek : ¢(x)=2x"+21 I S5¢(t)dt  sabit gekirdekli integral denkleminin ¢oziimiini
0

bulalim.

1
A= J‘¢(t)dt olarak almirsa ¢(x)=2x"+514 olur. Bu degeri denklemde yerine
0

koyarsak;

1
2x% +544=2x"+52 j (24* + 51 A)dt
0

ve gerekli iglemler yapilirsa

A= 2jz2dt + 5/1Aj- dt
0 0

3]
—2l L) l45240-0)
3 0
2
A(-50)==
( ) 3

olup buradan

qo_ 2
3(1-52)

bulunur. Bu ifade ¢(x)=2x"+514 ifadesinde yerine koyulursa
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104
3(1-51)

P(x) =2x" +
¢Oziimiine ulasilir.

4.1.2. Dejenere ¢ekirdekli integral denklemler
Bir integral denklemde K(x,¢) cekirdegi,

K(x,t)=r(x)s(t)

seklinde ise bu ¢ekirdege dejenere ¢ekirdek denir. Bu sekilde bir c¢ekirdek

fonksiyonuna sahip olan integral denklem;
b
() = £ () + A [ r()s(O)p(0)at
yazilir ve bu denklemde r(x), ¢ ’den bagimsiz oldugu i¢in
b
P(x) = f(x)+ /tr(X)IS(fW(f)dt

seklinde diizenlenebilir. Dejenere cekirdekli integral denklemleri ¢ozlimiinii sabit
cekirdekli integral denklemlerde oldugu gibi disiiniirsek, 4 integralin sabit degeri

olmak tizere
b
A:jﬂﬂﬂﬂm

alindiginda

P(x) = f(x) + Adr(x)
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seklini yazilabilir. Bulunan bu ifade ¢6ziimdiir. Bu durumda,;
b
f(x)+AAr(x) = f(x)+ /”tr(x)j {f(t) + lAr(t)} s(t)dt
olup gerekli sadelestirme yapilirsa;
b b b
A {1 —A r(t)s(t)dt} = [ f@)s(t)dt ve 1= A[r()s(t)dt # 0

olmak tlizere

j F(O)s()dt
A= a

1-2 j r(t)s(t)dt

esitligi bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki integraller f(x),r(x) ve s(x) bilinen
fonksiyonlar olduklarindan hesaplanabilirler. Oyleyse A belirlenebilecektir. Bu

sonug kullanilirsa u(x) ¢6ziim fonksiyonu;

ﬂj F)s(t)dt
P(x) = f(x)+— r(x)
1= A r()s(e)dt

olarak bulunur. Bu sonug¢ dejenere ¢ekirdekli Fredholm integral denkleminin ¢oziim

denklemidir.
1

Ornek : ¢(x)=x+ J.eHgé(t)dt integral denklemini ¢6zelim.
0

Verilen integral denklemde ¢ekirdek fonksiyonu
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seklindedir. Boylelikle c¢ekirdek fonksiyon dejenere ¢ekirdek tipli olur. Burada

r(x)s(t)=e‘e” esitliginden dolay1 r(x)=¢e" ve s(¢)=e ' olarak belirlenir. Verilen

integral denklemde integral ¢’ye gore alinacagindan

1

p(x)=x+e [e ' p(o)at

0
1
seklinde yazilir ve 4 = J-e"tqﬁ(t)dt olarak alinirsa denklem
0
P(x)=x+ Ae"
biciminde yazilabilir. Bulunan bu ifadeyi denklemde yerine yazarsak
1
x+e'A=x+ exJ-e_t {t + e_’A} dt
0
ifadesi elde edilir. Bu ifadeyi diizenlersek
1 1
A=[te"dt+ A e dt
0 0
olarak bulunur. Bulunan iki integrali ayr1 ayr1 ¢ozersek

[tedr=(=t-1e”|, = (-De-(-D=1-2e

1
=——(e?-1)
0 2
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elde edilir. O halde
1
A=l—2e—A5(e —-1)

2¢°(1-2e)

> ifadesi bulunur. Bu degeri ¢(x) = x+ Ae"ifadesinde

esitliginden 4=
I+e

yerine yazarsak;

2
i 2e"(1-2e) o

2

P(x) =

I+e
¢Ozlimiine ulagiriz.

4.1.3. Dejenere cekirdekli 2.tip fredholm integral denklemlerinin ¢oziimleri

icin bir genel yontem

P(x)=f(x)+ /’th(x, 1) g(t)dt 4.1)

seklindeki 2.Tip Fredholm integral denklemini géz oniine alalim. K(x,#) ¢ekirdegini

pargalanabilir olarak kabul edersek ¢ekirdek fonksiyonu;
K(x,0)=)a,(x)b,(1)

j=1
seklinde alinabilir. Bu ifadeyi Es. 4.1° de yerine koyarsak,

Hx)= () + 23 a,(0)[ b, (00

ifadesi yazilabilir ve integralin sinirlart sabit oldugundan integralin degerini ¢; gibi

bir sabitle gosterirsek,

P(x) =f(x)+/”ticj a;(x) (4.2)
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elde edilir. Burada dikkat edilirse denklemde bulunan ¢(x) degeri, c; katsayilari
bilindigi takdirde, Es.4.1’ in bir ¢dziimiinii vermektedir. fhtiyacimiz olan ¢
katsayilarin1 asagidaki sekilde hesaplayabiliriz [3]. Es. 4.2° yi b/(x) ile garpip

integralini alirsak,

b

igﬁ(x)bi (x)dx = j- S (x)b.(x)dx + /?,Zn: ¢ I a;(x)b,(x)dx

a

veya buna denk olarak
c,=f + /12 ¢, a
Jj=1

elde edilir. Sonug olarak ¢, c,,...,c, bilinmeyen degiskenlerine ve

>“n
n
cl.:fl.+lchai/ , 1<i<n
Jj=1

seklindeki n tane denkleme sahip olan lineer sisteme sahip oluruz. Bulunan

degerlerin matris formu ise asagidaki sekilde yazilabilir.
(I-Ad)c =f

A, ¢ ve 7 ifadelerinin agik sekli,

ay .. . 4, A G

nl . . . ann f;’l cn
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Ornek :  f(t), [-1,1] tizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

x(t)— ﬂj- (ts” +st)x(s)ds = f (1)

integral denklemini ¢ozelim.

Verilen integral denklemdeki ¢ekirdek
a()=t, b(s)=5> , a,()=F , by(s)=s

seklinde alinabilir burada; K(z,s) = K(s,t) oldugundan simetrik ¢ekirdege sahip bir
denklemdir.

b
:Iaj s)ds ve f = jf )b, (s)ds
formiillerini ele alip a; ve f; ifadelerini hesaplayalim.

= Ial(s)b (s)ds = Isszds—j 3ds—[£11] :%—%=0

-1 -1

a,=0
b, [ )1 ey 2
_jaz(s)b(s)ds__j1 sds—[sds_(?ll_g_ =2

2

ap =—_

5
__[al(s)b (S)ds—:.‘lssa’s—:'-1 st_(?}l] :l_(—;)S _%
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-1 -1

‘ ‘ ‘ S 1
ay = :[az (s)b,(s)ds = jszsds = ISSdS = ?‘ | = 1 =0

a,, =0

<
o

S = jf (s)s’ds fo= j f(s)sds

seklinde elde edilir. Bulunan degerler asagidaki lineer denklem sisteminde yerine

yazilacaktir.

(1-A4a,))c, —Aa,,c,—...— Aa,c, = f,
-Aa,c, +(1-Aay)c, —...— Aa,, = f,

-Aa,c, —Aa,,c,—..+(1-2a,)c, = f,

Bu lineer denklem sisteminde problem, (c,c,,...,c,) degerlerinin bulunmasina

dontismiistiir. Bu durumda

2
(1-40)c, —ﬂgcz =f,

2
—g/lcl +(1-A40)c, = f,

ifadesi elde edilir. Islemler yapildiktan sonra
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bulunur. Bu durumda determinant

42’
15

AA) =1-

bulunur. ¢ :M

A ifadesinden dolay1 A(A) degerinin sifir olmamasi

. . 15 .. . . .. .
gerekmektedir. Yani ﬂ,iig icin olusan sistemin her c¢=(c,,c,) i¢in tek bir

¢Ozlim vardir.

L AW J-N0))
1= 5 2=
A(4) A(4)
ifadelerinden;
2 2
fit At SA L,
Cl = T Ve Cz = T
1-— 1’ 1-— A
15 15

¢Ozlimii vardir. Diger yandan integral denklemin ¢oziimii;
x(t)=f()+ lz c,a,(t) = x@O)=f(O)+Aca(t)+Ac,a,(t)
j=1

seklindedir. Bulunan ifadeleri yerine koyarak ¢oziimii bulabiliriz. O halde

Vf e C[-1,1] igin tek bir
x(t) = f(t)+c At +c, At

¢Oziimii vardir. Buradan,



2 2
gkl A,
x(t)= f(t)+ m At + 2 At?
1-— A 1-— A
15 15

¢Ozlimiinii buluruz.

4.1.4. Ttere cekirdek

35

Genel olarak integral denklemlerde K(x,¢) ile gdsterdigimiz bir ¢ekirdek fonksiyon

bulunmaktadir. Bu ¢ekirdegin; K, (x,t), K;(x,¢t),..., K, (x,¢)

sirastyla 2. mertebeden, 3. mertebeden, ...

ile gosterilen ve

, n. mertebeden itere ¢ekirdek denilen

degisik sekilleri de tanimlanir. Ilk itere ¢ekirdek verilen ¢ekirdek fonksiyonuna esit

oldugu kabul edilir. Yani,

K, (x,t)=K(x,t)

seklindedir. 2. mertebeden bir itere ¢ekirdek, z bir degisken olmak iizere,
b b
K, (x0)= [K(x,2) K (z,0)dz = [ K(x,2) K (z,)dz

yazilir. 3. mertebeden bir itere ¢ekirdek ise;

b
Ky(x,0) = [ K(x,2)K, (2, 1)dz,

Q C— Q) O

b
K(xz)| | K(zl,zz)K(zz,t)arzz}zz1

b
[K(x.2)K (z,2,)K (2,,0)dz, dz,
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seklinde ifade etmek miimkiindiir. Burada goriindiigii gibi itere ¢ekirdekleri bulmak
i¢in bir dnceki itere ¢ekirdegin bilinmesi gerekmektedir. Bu hesaplamalar sonucunda

genel olarak n. mertebenden bir itere ¢ekirdek;
b b
K, (0= [ (n=1)..[K(x,2)K(z,2,).. K (z, ,1)dz, ,...d2,dz,

bagmtis1 ile bulunabilir. Itere ¢ekirdegin bir baska ifadesi ise / ve k pozitif tamsayilar

olmak iizere;

b
K(h+k) (x,1) = _[K(h) (x, Z)K(k) (z,0)dz
veya

b
Kon(x0) = IKW(X’ 2)K 1 (2,0)dz

olarak verilir. Bu verilen tanim bir onceki tanima uymaktadir. Burada K(x,¢)

cekirdegin yeni degiskenler liretmek siireci ile pargalanabilecegi ve boylece daha
yiiksek mertebeden itere ¢ekirdeklerin yazilabilecegi anlagilmaktadir. Yukarida
dikkat edilirse yeni bulunan degisken sayisiyla itere c¢ekirdekteki integral sayisi
birbirine esittir. Yani ne kadar ¢ok degisken olursa o kadar integral kati ortaya

cikacaktir. Simdi 6rnekler vererek itere ¢ekirdek yontemini inceleyebiliriz.

Ornek :  K(x,t)=xt a=0 ve b=1 s degerleri icin itere cekirdeklerini

bulalim.
K, (x,t)=K(x,t)=xt dir.
b
K,(x,1) = j K(x,2)K(z,t)dz

1 1
xt
ZIXZZl‘dZZXtJ‘szZ:—
0 0 3
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K, (x,t)= j'K(x, 2)K,(z,t)dz

K,(x,0) = j K(x,2)K,(z,1)dz

1 1
=J.x zz—tdz=x—t zzdz=x—3t
59 33 3

K, (x,0)= j K(x,2)K, (z,1)dz

Xt
- 3n—l

seklinde tiim itere ¢ekirdekleri bulunabilir.

Ornek:  K(x,t)=x-t a=0 ve b=1 gekirdek fonksiyonu i¢in itere ¢ekirdekleri

bulalim.

K, (x,t)=K(x,t) =x—t olarak alinz. Yani 1. mertebeden itere ¢ekirdek, ¢ekirdek

fonksiyonu kendisidir.

K,(x,t)= .[K(x, 2)K(z,t)dz
= j(x —-z)z—-t)dz

1

= J‘(xz —xt—z"+zt)dz
0
X
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K (x,t)= iK(x, 2)K,(z,t)dz

_x
212

x x xt x 1 ¢t ¢ 1
=S4 ——— +—+—
4 2 2 3 6 4 3 6
_t—x

12

Gorildigii gibi cift indisli itere c¢ekirdekler ile tek indisli ¢ekirdekler birbirlerine
benzemektedirler. Bu duruma bu sekilde devam edip genel bir ifade elde edilmek

istenirse;
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k=1,2,3,... degerleriicin n=2k—-1 ise

(-
K, (x,t)=K,, (x,t)= T (x—1)
n=2k ise
K =K, (=D (xre 1
e A 121 2 3

seklinde itere ¢ekirdekler bulunur.

4.1.5. Ardisik yaklasimlar metodu

u(x) = f(x)+ ﬂj K (x, y)u(y)dy (4.3)

integral denklemini gdz oniine alalim. ilk yaklasim olarak A =0 diisiinelim. A =0
icin u(x)=f(x) olup bunu u,(x) ile gosterelim. Es. 4.3’ de aym notasyonu

kullanmak gerekirse;
b
u,(x) = £ () + A[ K(x, )y (3)dy (4.4)
denklemi elde edilir. Burada integral x in bir fonksiyonu olacagindan bu integrali;
b
$(0) = [ K,y uy (»)dy (4.5)

ile gosterdigimiz takdirde Es. 4.4 agsagidaki gibi

u (x) = f(x)+A¢(x) (4.6)
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yazilir. Aynm1 yazima uygun olmasi1 bakimindan
Uy (x) = f(x) = ¢ (x) (4.7)

olarak kabul edelim. Es. 4.7 > 1, Es. 4.6’ da yerine yazarsak yani f(x) yerine ¢,(x)

yazarsak,
u (x) = ¢y (x) + A4 (x) (4.8)

elde edilir. Es. 4.4’ den yararlanarak,

b
0, (x) = f(x)+ [ K (x, ) ()dy (4.9)
seklinde alinabilir. Buradan Es. 4.8 , Es. 4.9’ da yerine yazilirsa,

1, (x) = £ () + A[ K(x, ) [y (0) + A4 ()] dy

b b
,(x) = £ (¥) + A K (x, 9)hy (0)dy + 2° [ K (x, )4 () by
olup gerekli islemler yapildiginda ve

(0 = [K(x, )8,y , 8,00 = K(x, ) ()ddy
oldugu diisiiniildiiglinde,

1, (x) = ¢ (x) + A6, (x) + 2°, (1)

ifadesine ulasilir. Béyle devam edildiginde
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uy(x) , u(x) , wuy(x) ey u, (%), u,(x)
seklinde bir fonksiyon dizisi elde edilir. Sonucta;
u, (x) = ¢y (x) + A (x) + Ly (1) +...+ A"¢, (x)

seklinde bir seri olusacaktir. n=1,2,3,... i¢in,

b
#,(x) = £ (%) ve 8,00 = [K(x, )4, ,(»)dy
seklinde formiilii bulunmus olur.

b
Ornek : u(x)=x+ ljxu(s)ds integral denklemi a=0, b :% degerleri i¢in ardisik

yaklagimlar yontemi ile ¢oziimiinii bulalim.
U(X) = y (X)+ Adh () + A2, (x) + .+ A", (%) (4.10)
seklinde bir ¢6ziim ariyoruz. Bu serinin hesaplanmasi i¢in

¢0 ()C), ¢1(X), ¢2 ()C), e ¢n ()C)

fonksiyonlariin degerlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Burada

¢, (x) = f(x) ve (n=1,2,3,..) icin

$,(x) = [ K(x,9)8, ,(s)ds

seklinde iterasyon yaparak degerleri hesaplayalim.



K(x,s)=x ve a=0, b:;

h(x) = f(x) = x

1

$(x) = [ K(x, )¢, (s)ds

bu sekilde devam edilirse

seklindedir.

42



-
¢n (X) - g"

olarak bulunur. Bu degerleri Es. 4.10° da yerine yazarsak

X
8n
Ax A A A"
I+—+—+..+—
& 8 8

X X
—_ 2/ ﬂ/z cese ﬂén
u(x)=x+ Py + o +..+

olup parantez i¢indeki geometrik serinin ortak ¢arpani

=%

olup bu serinin toplami

1 8
T:—:—
A 8-1
8

seklindedir. Bu ifadeyi seride yerine yazarsak

Ax 8
u(x)=x+———
8 8-1
Ax
8—A1
_8x—Ax+Ax
8—41

=x+

olarak bulunur.

43
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4.1.6. Coziicii ¢cekirdek

2.tip Fredholm integral denklemi
b
u(x) = () + A K(x, p)u(y)dy

bicimindedir. K(x,y) c¢ekirdegi dejenere c¢ekirdek olarak kabul edilirse dejenere

cekirdegin genel hal durumundan faydalanilarak

D(x,t;4) = Hir,«(@i Ay]é‘,« (t)}

i=1 i,j=1
seklinde yazilir. Buradan

D(x,1;4)

Wf(f)df

u(x)= £(x)+ A j

ifadesindeki w orani R(x,t;/”t) ile gosterilir ve buna ¢oziicli ¢ekirdek veya

resolvant denir. Burada ¢oziicii ¢ekirdek,

D(x,1;4)

R(x,t;4)= )

seklinde gosterilir. Bu ifadeyi yerine koyarsak
b
u(x):f(x)+/1J-R(x,t;/1)f(t)dt (4.11)

bi¢ciminde integral denklemi elde edilir.
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4.1.7. Cekirdek ile ¢oziicii ¢cekirdek arasindaki iliski

u(x)=f(x)+ /1j‘ K(x,t)u(t)dt

fredholm integral denkleminde ¢=y alirsak, integrasyon degiskeni y olur ve

denklemi yeniden diizenleyip yazarsak,
b
u(x) = £ (X)+ [ K (x, y)u(y)dy (4.12)
ifadesi olusur. Es. 4.11 ve Es. 4.12° 1 kullanarak u(x)’ leri esitlersek;
b b
FE)+A[ K pyu(p)dy = )+ A[ R (x,2)u(®)dt

yazilir. Esitligin sol tarafindaki u(y)’ yi Es. 4.11’ i kullanarak yazarsak,

[K G| £+ A R(3,8:2) f(Odt |dy = [ R(x,6:4) f (t)dt

[KG»)| FO)+A[R(3.62) f (Ot |dy= [ R(x,6:2) f(t)dt =0

b

j K(x,y)+,1jK(x,y)R(y,z;/1)dy—R(x,z;/l) F()dt=0

a

olarak bulunur. Burada f(¢)# 0 olacaktir. Bu ise koseli parantezin i¢indeki ifadenin

sifir olmastyla miimkiindiir. O halde

b
K(x,3)+ A[ K(x.»)R(y.6:4)dy—R(x,:) =0
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R(x,t;/'t) :K(x,y)+/'tj'K(x,y)R(y,t;/1)dy

elde edilir.

4.1.8. Coziicii cekirdegin itere ¢ekirdekler yardimiyla bulunmasi

u(x)=f(x)+ /1j‘ K(x,t)u(t)dt

fredholm integral denklemini ele alalim. Ardisik yaklasimlar metodunda

kullandigimiz esitligi tekrardan géz dniine alirsak,
u(x) = () +4,(0)2"
n=1
seklinde oldugunu hatirlariz. Buradan
b
$(0) = [ K(x,0), (1)t

= [ K,(e.0)f 0yt
$,(x) = [ K(x,0) (1)dlt
= [ K, (x,0) f (1)t
$,(x) = [ K(x, )¢ (1)t

- J'K3 (x,0) f(t)dt
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elde edilir ve bu iterasyona devam ederek ¢, (x) fonksiyonlar: itere ¢ekirdek yardimi

ile bulunabilir. K (x,?) itere ¢cekirdekleri n =1, 2, 3,... olmak lizere
b
K, (x,1)= j K(x,2)K, (z,0)dz
formiiliinii verebiliriz. Resolvant1 bulmak icin
u(x)= f(x)+ D 4,02
n=1

serisini kullanarak ¢oziicii ¢cekirdegin esitligine benzetirsek,
u(x)=f(x)+ 4 ¢,(x)A""

n=1
elde edilir. Coziicii ¢cekirdegi de,

b
u(x)= f(x)+1 j R(x,5;2) f(1)dt
seklinde tanimlamistik. O halde resolvanti itere ¢ekirdek yardimryla
R(x,t;A)= Z K, (x,t)A""

n=l1

bagintisi ile tanimlayabiliriz.

1
Ornek : u(x)=x— 2j (x—tu(r)dt integral denklemini R(x,;4) resolvant:
0

olusturmak suretiyle bu denklemin ¢déztimiinii bulalim.



K(x,t)=x—t g¢ekirdek fonksiyonlar1 i¢in itere ¢ekirdekler
K (x,t)=x—t

b
K, (1) = [ K(x,8)K, (1, 0)d,

o pea—

X+t 1

2 3

b
Ky(x,0) = [ K(xot)K, (8, 0)dt,

t+t 1
(x—tl)(lT—tlt—gjdtl

~ S C—— —

—X

12

(_l)k—l
K, (e.0) = Ky (5.0) = (x=1) , k=1,2,3,..

D" (x+t 1
Kn(x,t)=K2k(x,t)= lzk_] T—xt—g , k=1,2,3,...

cekirdeklerini daha 6nceden hesaplamistik. Simdi ¢, (x) ifadelerini hesaplayalim.

$(0) = [ K (e, () dt

=j(x—t)t dt

_3x-2
6
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$,(x) = [ K, (r,0) £ () dt

8,(x) = [ K (x,0) f (1) dt

1
:J-(t__th dt

)\ 12
_3x-2

6.12

#,(x) = [ K, (x,0) £ (1) dt

3x-2 1
¢n(x)=¢2k1(x)=T(BTj k=123

kX

9, (x)=6,,(x) :(_1) 12%

degerleri elde edilir. Bu degerleri de;

u(x) = Gy (x) + A (x) + 2°¢, (x) +...+ 4”4, (x)

esitliginde yerine yazarak ardigik yaklasimlar metoduyla verilen problemi ¢ozebiliriz.

Ancak burada resolvant yardimiyla 6rnegin ¢oziimiinii verecegiz. O halde,

R(x,t;A) =K, (x,0)+ AK, (x,0) + K, (x,0) + ... + A" K (x,) +.....



seklindedir. 4 = -2 oldugu da g6z Oniine alinirsa;

2> 2t 2> 2t
R(x,t;ﬂ):(I—E-F?—...J(X—t)—Z(l—E'FE—...J(

olup burada parantez igindeki serinin ortak ¢arpani

21
1= 1773

seklinde bulunur. Bu geometrik serinin toplaminin degeri,

dir. Bu durumda resolvant

R(x,t;/i)=%(x—t)—2%(x7+t—xt—§j

= l(3xt —3t+1)
2
seklinde bulunur. Coziim ise,

1
u(x):x—zj%{1+3xr—3t}zdz
0

X+t

2

1

3

)

50
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olarak elde edilir.

4.1.9. Determinantlar yontemi

u(x)=f(x)+ /1} K(x,t)u(t) dt

(4.13)
seklindeki ikinci tip Fredholm integral denkleminin ¢éziimiinii

b
u(x):f(x)+/1j-R(x,t;/1)f(t) dt (4.14)

formiilii ile vermistik ve R(x,t;/'t) fonksiyonu Es. 4.13’tin Fredholm c¢oziici

cekirdegi (resolvant) diye isimlendirmistik. D(A) # 0 olmak kosuluyla

D(x,t; A

R(x,12) = 2L564) (4.15)
D(4)

bagintisi ile tanimlamistik. Burada D(x,t;/i) ve D(A), A cinsinden yazilmis kuvvet

serileridir. Resolvant1 hesaplamak igin

D(x,54)= K(x,t)+ig3n (x, )" (4.16)
n=l1 n:

D(A) :1+igqﬂ

n.

(4.17)



52

formiilleri kullanilir. {lk yaklasim olarak B, (x,¢) = K(x,t) olarak segilir.

n=12,3,..... icin diger degerleri

K(xat) K(‘x’tl) . . . K(‘x’tn)
K(,t) K(t.,t) K(,,t))
b b b
B,(x)=[[ .| dt, dt, ...dt,
K(tnat) K(tn’tl) . . . K(tn’tiz)
K(tl’tl) K(tlﬁtz) . . . K(tl’tn)
K(tzatl) K(tzatz) K(tZ’tn)

dt, dt, ...dt,

QY C— >
m'.—.w

) K@.t) . K(@,t,)

K(t

n?’

formiilleri ile hesaplanir. D(x,t;/l) fonksiyonu fredholm minérii, D(A) fonksiyonu

ise Fredholm determinant: olarak isimlendirilir. B (x,f) ve C, katsayilar1 Es. 4.16

ve Es. 4.17°de yerine yazilirsa bir seri elde edilir ve bu seriler genellikle
yakinsaktirlar. Istenilen tiim degerler hesaplandiktan sonra Es. 4.14° te yerine yazip

integral alinirsa aranilan ¢6ztim elde edilmis olur.

1
Ornek : u(x)=f (x)+ﬂ,jxet u(t) dt integral denkleminin ¢6ziimiinli determinantlar
0

yontemi ile bulalim.

B, (x,t) = K(x,t)=xe" dir.

K(x,t) K(x,t)
K(tl’t) K(tl’tl)

1

Bl(x,t):j‘
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4
xe xe

dt,

t,xe"

= j(xtl e" —xt " ) dt,
0

| xet xet xe®
B, (x,t)= I I txe'  txe" txe® |dt dt,=0

00 ' 4 ty
Lxe txe' t,xe

n=3,4,.. i¢in B (x,t) =0 oldugu rahatlikla goriilebilir. Simdi de C,’ leri bulalim.

1 1
C = [ K1) dt, = 4 dt,
0 0

1
=efl(z1—1)\0=1
11 1 t
te' te?
C,=[[| ", " |dtdt,=0
00| Le' e’

ve diger degerleri i¢in de C, =0 oldugu goriilebilir. O halde bu serilerin degerlerini

yerine yazarsak Fredholm mindri

D(x, t;/l) = xe'

seklinde olup Fredholm determinanti da

DA)=1+(-DIA=1-4

elde edilir. Bulunan bu degerler Es. 4.15’ te yerine yazilirsa

D(x,t; A xe'
R(x:4)= E)(z) )=1—,1
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sonucuna ulasilir. Bu sonug verilen problemin yani,
1

u(x)=f(x)+A[xe u@ydt  (A#1)
0

denkleminin ¢oziimiidiir. O halde

xe'
S fdi

u(x)=f(x)+A[

yazilir. f(x)=e " i¢in

u(x)=e '+
1—
¢oziimii bulunur. Bu béliimde verilen tiim yontemler analitik ¢éziim aradigimiz igin

sadece 6zel problemlerin ¢oziimiinde kullanildigina dikkat ediniz.
4.2. Volterra Integral Denklemlerinin Coziim Yéntemleri

Bu bolimde Volterra integral denklemlerinin ¢0ziim yOntemlerini verecegiz.
Fredholm integral denklemindeki bazi metotlar Volterra integral denklemlerinin
¢oziimii i¢in kullanilabilir. Volterra integral denklemini Fredholm integral
denkleminden ayiran tek fark integral smirlarindan birinin x gibi bir degisken
olmasidir. Bazi durumlarda bu 6zellik ¢oziimii daha zorlastiran bir faktor olarak

ortaya ¢ikmaktadir.
4.2.1. Konvolisyon teoremi

f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 >0 i¢in tanimlanmus siirekli iki fonksiyon olsun. Bu iki

fonksiyonun konvolisyonu
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§(0)=[ f()gt—7)dr (4.18)

seklinde olup ¢(¢) fonksiyonu >0 da tanimlannus ve siirekli bir fonksiyondur.

Es.4.18” e Laplace doniisiimii uygulanirsa,
Lip)}=L{fO) L{g0)} (4.19)

ifadesi bulunur. Bir baska ifadeyle; iki fonksiyonun konvolisyonuna Laplace
donlisiimii uygulanirsa, bu iki fonksiyonun ayri1 ayr1i Laplace doniisiimlerinin
carpimina esittir. Cekirdegi ¢ —7 (ya da x—7)’ nun fonksiyonu olan agagidaki ikinci

tip Volterra integral denklemini ele alirsak,
t

$(6)= f(O)+[K(x—D)g(r) dr (4.20)
0

integral denklemi konvolisyon tipi integral denklem olarak ifade edilir. O halde
L{g0)}=0(s), LI{fO}=F(s), L{K@O)}=K(5)

olsun Es. 4.20° deki integral denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii alip

konvolisyon teoremini uygularsak

£(s)

D(s) = F(s)+ K (s)D(s) = D(s) = 2D

., (K(s)#)) (4.21)

buluruz. ®(s) nin ters doniisiimii olan ¢(x) fonksiyonu Es. 4.20° deki integral

denklemin ¢oziimii olur [5].
4.2.2. Laplace doniisiimii ile volterra integral denklemlerinin ¢6ziimii

f(t) ve g(t) bilinen fonksiyonlar olmak iizere Volterra integral denklemleri
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$(6)=f(O)+ [ p(0)g(t—7) dr (4.22)

seklindedir. Es. 4.22° nin her iki tarafina Laplace doniistimii uygulayip ®(s)degeri
yalniz birakilir. Ardindan ®(s) fonksiyonuna ters Laplace doniistimiinii uygulayarak

Es.4.22’ nin ¢6ziimii elde edilir.

t
Ornek:  ¢(t)=5t—e' — I #(r)e'"" dr Volterra integral denklemini Konvolisyon
0

teoremi yardimiyla ¢ozelim.

Laplace dontisiimii yapilirsa, konvolisyon teoreminden,
L{g)}=5L{t)-L{e|-L{p1)} L{e]

elde edilir. Ayr1 ayr1 degerleri hesaplayip yerine yazarsak,

o =5 L
s s—1 s—1
5 1
o) 1+— |=————
()( S—J 50 s—1
5(s—1 s—1
D(s) = (3 )—
s s(s—l)
_5 51
s s

bulunur. Buradan ters Laplace doniistimii uygulanirsa;

e (1 se 22
S S S
s
2

¢Oziimii elde edilir.



57

Ornek:  ¢(t)=sint+ 2j cos(t—7)#(7) dr seklindeki Volterra integral denklemini
0

konvolisyon teoremi yardimiyla ¢dzelim.

Konvolisyon teoreminden;

L{p(t)} = L {sint}+2.L{p(1)} £ {cost}

S

st +1

D(s) = ! 1+2 D(s)

2
S

elde edilir. Buradan ®(s) ¢ekilirse

sP+1] s7+1

q)(s){l_ 2s } 1

O(s) =

(s=1)

bulunur. Her iki tarafa ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

" 1
1=~ {(s—l)z}

¢(t)=te'
¢Oziimii elde edilir.

Ornek: Asagidaki integral denklem sistemini ¢ozelim.

#()=1- 2j. g (r)dr+ j‘@ (r)dr

@, (t)= 4t—j|£¢](1') dr+4j(t—r)¢2(z') dr

(4.23)

(4.24)
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Her iki denklemin de her iki yanimnin Laplace doniisiimiinii alalim ve Konvolisyon

teoreminden;

LG} =L} 2L} L |+ L {1} L{g, (1)}

2

1
D,(s) =————
1(s) R

() + L0, (5)
R)

Es. 4.23 “den elde edilir.

LU0 = 4L {1~ L) LU0} +4L 1) L1g,0))

1 1 1
D,(s)=4—5——D,(s)+4—5D,(s)
s° s s

Es. 4.24°den elde edilir. O halde alt alta yazarsak,

B, (5) = - 2D, () +~ D, )
s s-=2 s

(4.25)

1 1 1
D,(s)=4———0,(s)+4—5D,(s)
s° s s

elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse

S 1 1

D (s)= = —

' (s+1)° s+1 (s+1)

D, (s) = 35+2 2:§ P 2_§1
(s—2)(s+l) 9s5-2 3(s+1) 9s+1

seklindedir. @, (s) ve @,(s)ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

1 1
Lo =L —+}-L"
(0} {SH} {(s+1)2}
g(t)=e'—te!
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elde edilir. Buldugumuz bu ¢() ve ¢,(¢f) {fonksiyonlar1 istenen ¢6ziim

fonksiyonlardir.
4.2.3. Gama ve Beta fonksiyonlari

Gama fonksiyonu veya 2. tip euler integrali I'(x) ile gosterilir ve

0

T(x)=[e't" dt (4.26)

0

ile tammlanir. Burada x, Re(x)> 0 olan herhangi bir kompleks sayidir. Ozel olarak

x=1 igin

()= j edt=1 (4.27)
0

bulunur. Es. 4.26° a kismi integrasyon uygulanirsa

e =u, t'de=dv

alalim. O halde

_ 1
—e'dt =du, v=—t"
x

seklindedir. Integralin ¢ziimiinden,
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I'(x)= %F(x +1)

ifadesi elde edilir. Buradan gama fonksiyonunun temel 6zelliklerinden birini elde

edecegiz. Yani

F'x+1)=xI(x) (4.28)
esitligi elde edilir. Es. 4.27° de kullanarak

r)=ra+hH=11r1)=1

re)=r+n=2r2)=2!

r4)=ri3+1=31r@3)=3!

ve genel olarak

C(n)=(n-1)! (4.29)

bulunur. Beta fonksiyonu da
1

B(x,y) = j £ -1y dt (4.30)
0

bagintisi ile tanimlanmistir. Burada Re(x) >0, Re(y) > 0 olarak alinir. Beta ve gama

fonksiyonlar1 arasinda 6nemli bir baginti

_IT(0)T'W)
B(x,y)= Tt y) (4.31)

seklindedir. Beta fonksiyonu matematikte euler integralinin ilk tiiriidiir. Ayrica beta

fonksiyonu simetriktir.
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4.2.4. Volterra integral denklemlerinin gama ve beta fonksiyonlar1 yardimiyla

coziilmesi

1. tip Volterra integral denkleminin

(x—1)"u(t) dt (4.32)

o'-—.«

seklindeki 6zel bir durumunu goéz Oniine alalim. Bu tip denklemler gama- beta
fonksiyonlar1  yardimiyla c¢oziilebilir.  Yukarndaki integral denklem igin

m>0, n>-1olup m ve n reel sayilardir. Bu integral denklemin her iki yanini

r>—1 ve reel olmak ilizere (z—x)" ile carpalim ve x’ e gére 0 ile z arasindaki

integralini alalim.
j(z —x) [ j (x—1)"u(?) dz} dx = jxm (z—x) dx (4.33)
0 0 0

olur. Burada x =vz alalim. Es. 4.33” iin sagindaki integral (m+7»+1>m >0) olmak

lizere;

X 1
J.xm (z—x) dx=z""" I Vv'(1=v) dv
0

0
=z"""B(m+1,r+1)
_ Zm+r+1 1—‘l(nll + I)F(r + l)
I(m+r+2)

sonucu elde edilir. Esitligin birinci yaninin hesabi yapilirsa,

o'——,N S

j(z—x)" ﬁ(x—t)”u(t) dt} dx [I(z—x)r(x—t)"u(t) dt} dx

[ji (z=x)"(x-2)" dx} u(t) dt
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seklinde yeniden diizenlenerek yazilabilir. Burada x =¢+ v(z —¢) alalim.

[0 0y de= 0" [y -0y do

=(z=t)""B(n+1,r+1)

— (Z _ t)n+r+1 F(l’l + 1)F(l" + 1)
B I'(n+r+2)

IF'n+DHI(r+1)
I'(n+r+2)

elde edilir. Burada

carpani sabit olacagindan integral digina atilarak

ve ['(r+1) her iki yandan sadelestirilerek,

T(m+1)

_(n+D)
'[( I(m+r+2)

n+r+1u(t) dt — Zm+r+1
I'n+r+2)

bulunur. n+r+1=h olacak sekilde negatif olmayan bir 4 sayisi bulunacaktir. Buna

gore

I'n+r+2)=T(h+1) olur. Diger taraftan r=h—n-1 yazilacagindan

m+r+2=m+h—n+1 olup
I'(m+r+2)=T(m+h—n+1)
demektir. Ifade yeniden diizenlenirse,

T(m+)I(h+1)

Je=outey de =z T+ DL (m+h—n+1)

olarak bulunur. Gama fonksiyonunun 6zelliklerinden dolay1 I'(4+1) = 4! alinirsa;
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J. (Z _t)h u(t) dt — Zm+h—n r(m + 1)
h! IFn+DI'(m+h—n+1)

seklinde yazilabilir. Buradan z’ ye gore her iki tarafin 4 +1 defa tiirev alinirsa,

u(x) = I'(m+1)

= z" ! (4.34)
['(n+D)I'(m—n)

bulunur. Bulunan bu ifade integral denkleminin ¢6ziimiidiir. Dolayisiyla Volterra

integral denklemlerini I fonksiyonlar1 yardimiyla ¢6zebiliriz [3].

< 1} , S . P
Ornek: 5 j (x—=1)’u(t)dt =sinx —x + % integral denkleminin ¢oziimiini T
0

fonksiyonu yardimiyla ¢ozelim.

¥ X ox X

siny=x——+—-"—+

31751 71 91
oldugu bilinmektedir. Buradan,

x ¥ ox X

sinyx—x+— = ———+

3150 71 91
yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak integral denklemi

5 7 9
X X X

15 ,
—(x-2)u@®)dt=———+—-—...
2£( TR TRCT

J-(x—z)tu(t) dt =£x5 —£x7 +£x9 -
J TR TREEY
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seklinde yazilabilir. Boylece ikinci taraf cebirsel toplam sekline doniistiiriilmiis olup
bunun her terimi i¢in ayr ayr1 ¢oziim arastirtlacaktir. Sag taraftaki terimler sirasiyla

@, (x), @,(x), ... seklinde ¢dziim fonksiyonlarini gostersin. O halde

u(x) =%¢1(x)—%¢2(30+£¢3(x)—---

toplami ile bulunabilecektir. ¢ (x), #,(x),... ara ¢dziimleri ayr1 ayr1 hesaplamamiz

gerekir.

$(x) igin n=2,m=5 ve
I'(m+1)=T(6)=>5!
I'n+1)=IQ3)=2!
I'(m—-n)=T(3)=2!
m—n—1=5-2-1=2

2

!
olup ¢(x)= Lx bulunur.

212!

¢,(x) igin n=2,m=7 ve
Fm+1)=T®)="7!
I'n+1)=I'3)=2!
[(m—n)=1(5)=4!
m—n—-1=7-2-1=4

7,
olup ¢2(x)—mx bulunur.

¢ (x) icin n=2,m=9 ve
I'(m+1)=0700)=9!
T(n+1)=T3)=2!
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I'm—n)=T(7)=06!
m—-n—-1=7-1=6

6

!
olup ¢ (x)= 2?—'6‘x bulunur. Buldugumuz degerleri yerine yazarsak,

2 5, 270, 2 9! ¢

Ux)=———=x" ———x +———x -
512121 712141 91216!
_xX x ) X
21 41 6! 8!
=]-cosx
seklinde elde edilir.

4.2.5. Volterra integral denklemlerinin ¢oziicii ¢cekirdek(resolvant)

yardimiyla ¢oziilmesi

u(x)=f(x)+ ﬂj-K(x, Hu(t) dt

seklindeki 2. Tip Volterra integral denklemini géz oniine alalim. K(x,#) fonksiyonu
0<x<a, 0<t<x ve f(x) fonksiyonu 0<x<a araliklarda siireklidirler. Bu

denklemi tam seri seklinde agilirsa,
u(x) =u, (x) + Au, (x) + 2uy (x) + ... + A"u, (x)

serisi elde edilir. Bu seri 4 parametresine gore kuvvet serisidir. Bu seriyi yukaridaki

integral denklemde u(x) yerine yazalim;

u(x) = 1y (x) + Au, (x) + A1, () + oo+ A'u, (X) + ..

= f(x)+ ;LIK(x, )1ty () + Aty (x) + 2211, () + .+ A1, (x) + .| dt
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esitligin sag yanini A ya gore diizenler ve A 'nin ayni kuvvetli terimler igin esitligin

her iki yanindaki terimleri karsilikli olarak yazarsak;

Uy (x) = f (%)

u,(x)= I.K(x, Bu,(t) dt

u,(x)= I-K(x, Hu,(t) dt

u,(x)= IK(x, Hu, (t)dt

bulunur. u,(x) = f(x) oldugundan bununla ikinci bagintiya gidilirse;
u,(x)= J:'K(x,t)u0 (t)dt= ij(x, 1 f(t)dt

yazilir. Benzer sekilde u, (x) icin;

u,(x)= IK(x, Hu,(t) dt

K(x, t)ﬁk(t,z1 V(1) dzi dt

@) dtle(x,t)K(t,tl) dt

Il
O O O C—

K, (xat)f(t1) dtl

yazilir. Burada
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K, (x,t) = IK(x,t)K(t,tl) dt,

]

islemlere bu sekilde devam edersek genel olarak (n=1,2,3,...)
u,(x) = [K,(e,0) () dt
0

ifadesi elde edilecektir. K (x,f) fonksiyonlarinin itere c¢ekirdekler oldugu

bilinmektedir ve tekrar hatirlatilacak olursa,

K, (x,t)=K(x,t)

K, (x,0)= j K(x,2)K (z,s) dz

seklindedir. Seri agilim1 yukaridaki islemler sonucunda,

u(x)= f(x)+ iz" j K, (x,0) f(t) dt

seklinde yazilabilir. z/l”Kn+1 (x,t) serisi K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu siirekli olarak

n=0
kabul edildiginden mutlak ve diizglin yakinsak olup buna Resolvant veya Coziicii

cekirdek denir. Fredholm integral denklemlerinde oldugu gibi R(x,t;/i) ile

gosterilmektedir. Bu durumda

R(x,t;2) = i A'K, . (x,t)

n=0

yazilabilmektedir. R(x,t;ﬂ) resolvanti i¢in ¢ekirdek ve ¢oziicii ¢ekirdek arasinda

asagidaki bagintiyi,

R(x,t;/I) =K(x,t)+ ﬂjiK(x,t)R(x, t;/l) dt
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seklinde elde edilir. Bu bagint1 sinir degerleri disinda Fredholm integral denklemleri
ile ayn1 6zelligi tasidig goriilmektedir. R(x,t;/l) hesaplanabildigi takdirde Volterra

integral denkleminin bir ¢6ziimii,
u(x) = f()+ A R(x.6:2) (1) dr
0

seklindedir.

. 2 r 2 . . e ve e e e
Ornek:  u(x)=¢e" + J.e"z” u(t)dt integral denkleminin ¢Ozliimiinii resolvant
0

yardimiyla ¢ozelim.

K(x,t)= e " , A =1 olup itere ¢ekirdeklerini hesaplayalim.
K, (x,t)=K(x,t) = e "
K, (1) = [ K (x,2)K,(2,0) dz

2_.2

X
'[ e e gz
t

- 2 2
J-e)C “odz
t

bulunur.
K (x,1) = j K(x,2)K,(z,t) dz
=[e" T (z-ne" " dz
t

=e " jf(z —t)dz
t

(x=1)°
2

2_2
X —t
e




K, (x,t)= ](.K(x, 2)K;(z,t) dz

ji 2 (220 t) C dz
_(

xt)

n+1( t)_u

olarak bulunur. Dolayisiyla bu problem i¢in resolvant;

R(x,t;4)= i:ﬂe‘t‘2

= n!

(xt/l) xtxt

seklinde ifade edilmis olur. O halde bulunan degerler
u(x) = f(x)+,1jR(x,t;,1)f(t) dt

0
denkleminde yerine yazilirsa,

u(x) = e+J.”‘ttdt

.Xz X2+Xx —t
u(x)=e* +e Ie dt

t
u(X) — ex2+x

¢Ozlimii elde edilir.
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5. SAYISAL YONTEMLER
5.1. Ikinci Tip Volterra integral Denklemleri I¢cin Quadrature metot

u(x):y(x)+ﬂiK(x,t)u(t)dt , a<x<bh (5.1)

seklindeki 2.Tip Volterra integral denklemini goz oniine alalim. Es. 5.1 ’de integral
teriminin yaklasik degerinin hesaplanmasini quadrature kurali ile verebiliriz. x ve

¢ ’nin se¢imi ;

sabit uzunluk olmak tizere

x=t , i=0,12,.... ,N

1 1

olup quadrature kuraly;

jK(xi,t)u(t)dtz R wK(x,,)u(t))
a j=0

=hY K, u(t)
=0

formiili ile ifade edilebilir. Burada w;’ ler agirhik fonksiyonlari olup degerleri,

seklindedir. Burada ¢6ziim fonksiyonunun her bir x, noktasindaki degeri asagidaki

adimlarla hesaplanabilir.

u(xy) =y(x,)



u(x)=y(x)+4h [WIOKIOM(tO) +w, K, u(t) ]

u(x,) =y(x,)+4Ah [WzoKzo”(to) +wy Ky u(t) + wy, K, u(t,) ]

u(xi)=y(xi)+/1h2w,jl<,,u(z) , i=1,2 N
Jj=0

Es. 5.2’ i daha da sade sekilde yazarsak,

Uy =Y,

=y[+ﬂ,hZWHK.,u. , i=1,2,..... N
=0

gy

olur [4]. Bu metodun isleyisi bir 6rnek lizerinde asagidaki gibi verilebilir.

X

j u(t) dt

0

Ornek :  u(x) =

seklindeki 2.Tip Volterra integral denklemini 7 =% , h =% ve b=5

quadrature kurali ile ¢ozelim.

Verilenler;
K(x t)—; olu K(x t)—; dir
5 (X—t+2)2 p it (x,‘—fj+2)2 :
a=0 ve b=5 (x)= !
Ty

L owo=1, j=12,..,i-1

y

seklinde oldugunu tekrardan hatirlayip ¢6ziime gegersek,
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(5.2)

(5.3)

i¢cin



h:l secelim. Yani N =10 olup h:b_azs;o:l dir.
2 N 10 2

x, =0.0=¢,

x, =0.5=¢,

x,=1.0=¢,
X, =t =

X, =5.0=¢,
seklinde tlim adimlar1 kolaylikla goriilebilir. Buradan,
i=0 icin u(0)=y(0) = u(O)—;—l—OZS

Y 0+27 4
u(0)=0.25
1
i=1 igin u(x)=y(x)+Ah) w, K, u(t)
=0
1
u(O.S):y(O.S)—Z.E[WIOKIO u(0)+w, K,,u(0.5)]
:;2—2.l l.%.(OQS)JrL;z.u(O.S)
(0.5+2) 212 (0.5-0+2) 2 (0.5-0.5+2)
u05)=——|+ 2 L 11 0s)
25 12254 24

u(0.5)=0.124444444
.. 2
i=2 icin u(x,)=y(x,)+Ah ZWZjKZj u(t;)
j=0

1
u(x,)=y(x,) _2-5-[W20K20”(t0) +wy Kou(t) + wy, Kpu(t,) ]

u(l)= 12—1. ! 2.l+1.;2.(0.12444444)+l.i2.u(1)
1+2) |2 (1-0+2’ 4 (1-0.5+2) 272

72
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LI 4 o 12444444)—— u(l)
9 89 25

2um=2. T _ 2 (0.12444444)

8 9'8 25

u(1)=0.06872098

i=10 icin u(5)=0.0536

degerleri elde edilir. Simdi de h:i secerek benzer islemleri yapalim. Yani

: 5-0 1
N=20 icin h=——=— oldugu gorilur.
¢ 20 4 gue

1

L 025
0+2) 4

i=0 icin  u(0)=y(0) =

u(0) = 0.25

i=1 i¢in u(xl):y(xl)+z’h[WIOKIOM(tO)-F wy, K u(t,) ]

1 1
u(0.25) :(025—+2)2—5.[W10K10M(0) + WHK“I/I(O.25) ]
E—l L b 025)+L ! —u(0.25)
81 2|27(025-0+2) 27(025-025+2)
17

=L 1(0.25)=0.185185
16

1(0.25)=0.174291878

i=2 igin u(xz)zy(xz)—i-/”Lh[wzoKzou(tO)+WZIKZIu(tl)—i-wzszzu(tz) ]
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1 1
u(0.5) =m—2.z.[w20K20u(0)+ Wy, K, u(0.25)+ w,, K,,u(0.5) |

1 1 1 1

= ———| - —————(0.25)
(0.5+2)* 2| 2 (0.5-0+2)
1 ! (0. 174291878)+—; u(0.5)
(0.5-0.25+2)° 2 (0.5-0.5+2)

Hu(0.5)=2i'5 % ——(0.174291878)(0.197530864)

1(0.5)=0.124975046

i=20 i¢in u(5)=0.00545

elde edilir. Bkz. Cizelge 5.1’ de & =% ve h =i degerleri i¢in [0,2] araligindaki

bilinmeyen fonksiyonun ¢oziim degerleri verilmis ayn1 zamanda analitik degerleri de

yontemin nasil isledigi goriilmesi agisindan eklenmistir.

Cizelge 5.1 Quadrature metot ile yaklasik ¢dziimler ve analitik ¢oziim

Hesaplanan Degerler

X u, (x) 1, (X) u(x)

0.0 0.25000 0.25000 0.25000
0.5 0.12444 0.12497 0.12515
1.0 0.06872 0.06924 0.06942
1.5 0.04143 0.04184 0.04197
2.0 0.02690 0.02722 0.02733
2.5 0.01859 0.01883 0.01891
3.0 0.01352 0.01372 0.01378
3.5 0.01026 0.01041 0.01046
4.0 0.00805 0.00818 0.00821
4.5 0.00649 0.00659 0.00662

5.0 0.00536 0.00545 0.00547
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Tabloda u,(x) ve wu,(x) cOziimleri sirasiyla 7 =% ve h :% degerlerine karsilik

gelen ¢oziimlerdir. u(x)de analitik ¢oziimdiir. Tabloda dikkat edilirse %’ 1 kiigiik

secmek daha iyi sonug¢ vermektedir.

5.2. ikinci Tip Singiiler Integral Denklemler icin Gauss-Jacobi

Quadrature Formiilii

Cauchy ¢ekirdegine sahip ikinci tip Fredholm integral denklemleri fracture(kirik)

veya contact mekanik problemlerinde sik¢a karsimiza ¢ikar. Bu denklem;
1
a¢(x)+£ IMdtzf(x) . (~1<x<]) (5.4)
T t=Xx

seklinde ifade edilebilir. Burada a ve b sabitler olup f(x) siirekli bir fonksiyon

olmalidir. Ayn1 zamanda bilinmeyen ¢(x) fonksiyonu da siirekli olmali ve Holder
sartin1 saglamalidir. Bununla beraber singiiler terimin temel degeri [—1,1] kapali

araliginda var olmalidir. —1<x<1 aralifinda bilinmeyen ¢(x) fonksiyonunun

davranisi  fonksiyonel analiz metotlar1 kullanilarak  arastirilabilir.  Kirik
problemlerinde gerilim kuvvetini artirmak i¢in ¢atlagin her iki ucunda da bilinmeyen

fonksiyon sonsuza yaklasir. Yani probleme asagidaki ek sart ilave edilmelidir.
p(x1)=0 (5.5)

#(x) fonksiyonu duruma gore farkli anlamlar igerir. Ornegin fracture mekaniginde
karsilagilan kirik problemlerinde ¢(x), kirigin kalinhigr ile ilgili ya da kirik
ylizeylerinin bagil yer degistirmesinin tiirevi olarak tanimlanir. Kontakt mekaniginde
@¢(x) ise kontakt yiizeyler etrafindaki dagilmanin ne kadar oldugunu gdsterir.
Es.5.5° de catlak yiizeylerin bagil yer degistirmesinin tlirevini ya da araligin ug
noktalarinda sonsuzluga yaklasmasi bitmis bir kontaktaki dagilmay1 gosterir. Es. 5.4
tipindeki integral denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek genellikle zordur.

Bundan dolay1 tiim cabalar bu tipteki denklemlerin niimerik hesaplanmasinin
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gelistirilmesine adanmistir. Birinci ¢esit singiiler integral denklemelerin niimerik
¢Oziim metotlari, ikinci cesit singiiler integral denklemlerin niimerik ¢dziim metotlar
ile karsilastirildiginda, ikinci ¢esit singiiler integral denklemler i¢in daha ileri bir
incelemeye ihtiya¢ duyuldugu goriilmektedir. Biz burada sadece bilinmeyen

fonksiyonun araligin her iki sonunda singiiler oldugu durumla ilgileniyoruz [6].
5.2.1. Gauss — Jacobi quadrature formiilii

Gauss-Jacobi quadrature formiiliinde ¢(x) fonksiyonu w(x) agirlik fonksiyonu ve

sinirlt bir bilinmeyen g(x) fonksiyonunun ¢arpimu ile ifade edilir. Yani,

P(x) =w(x).g(x) (5.6)
olup burada,

w(x) =(1-x)*.(1+x)” (-1 <a,fp<0,-1<x<])

a=B-1 , p=-B , k=—(a+p)=1, tanﬂB:—é (5.7)
a

seklindedir. Es. 5.4 °de ¢(x)’ i tam olarak bulmak yerine, Es. 5.6’daki sinirh g(x)
fonksiyonu i¢in ¢oziim arastirilir. Bu yaklagim bilinmeyen ¢(x) fonksiyonunun
hesaplamalardaki niimerik hatalar1 énemli Olclide azaltir. Sabit bir »n tamsayisi

verilsin ve P'*#(¢) *nin kéklerini
P“P(1)=0 (5.8)

olacak sekilde ¢, (i=1,2,.....,n) ile gosterelim. Simdi bilinmeyen g(¢) fonksiyonunu
¢, digim noktalarindaki degerlerinden yararlanarak Lagrange interpolasyon

formiiliinden,
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n P(a ﬂ)(t)

g(r) = ;
;(t $IR (&)

g() (5.9)

seklinde gosterebiliriz. Burada sembolill tlirevini gosterir. Es. 5.4°lin sol

tarafindaki integral terimini dikkate alir ve Es. 5.9°da yerine koyarsak,

¢(l) 1 wH)g®)
j J.l (t—x) dt

j ) BPO ey |a (5.10)
((t=x) u(r BV A (AN

26w B
TS e

- g(g) 1 p P“’f”(z) ! P () }
- l - t dt
;a’w’m(a)(x—m{{w(” o 0Ty

elde edilir. Es. 5.8’1 de kullanirsak,

L pap)

0wy, ~ L) B Px)——dp_Cen () (5.11)
o (t-x) sin za
denklemi elde edilir. Burada P'“”’(t) monik Jacobi polinomudur. Es. 5.9’ un sol

kismi1 gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

j WOED e) ff,i P s (5.12)
| (t-x) &) =¢)

I (CON [_1 p o

o PP () (x=¢)) | sinza

%—Jiarﬂ) (x) :|

seklinde yazilabilir. Es. 5.9’ u da kullanarak Es. 5.12
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1

oz,
-1 (t - X)

N g((,) T 1 (~a-p) B 1 Cap)
"L pen ) (x—é,-)Linrm b ) e }

—x%w(x)g(x)
(5.13)

seklinde yazabiliriz. Es. 5.6 ve Es. 5.13° u Es. 5.4’ de yerine koyarsak

Z": g(¢)) 7 { ! Pﬂ_}(—a,—ﬁ)(é)_;Pn_l(—a,—ﬁ)(x) }:f(x) (5.14)

rar pn'm’ﬂ)(;) (x—¢,)| sinza sin ra
olur. Boylece orijinal Es. 5.4 denklemi ¢, diigiim noktalarindaki bilinmeyen g(z)

fonksiyonunun degerlerine dayanarak yaklasik olarak elde edebiliriz. Biz simdi

sadece sonlu sayida x =x, seklindeki noktalarindaki degerleri kullanarak Es. 5.14’0
¢ozmeye calisalim. x,” leri

PP (x)=0 , (j=L2,..n—1) (5.15)

seklinde secelim. Son olarak Es. 5.14’ i asagidaki cebirsel sisteme indirgenebilir.

S Y7

o sinza (x,—¢;)
Buradan

M)

(5.16)

denklemleri elde edilir. Burada » diigiim noktali ¢, (i=1,2,3,...,n) ,P“"({,)=0

n

esitligini saglar. (n—1) noktall x,(j=1,2,3,...,n=1)" de P,_ """ (x,)=0 sartim
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saglar. Boylece Es. 5.16’nin bu yaklasik formiilii kapali degildir ve bazi ek sartlara
ihtiyag duyar. Ornegin; Es. 5.4 bir sonlandirilmis kontakt olarak tamimlanirsa, denge
sart1 ek sart olarak bakilabilir. Kirtk problemleri tipindeki orneklerde, muhtemelen

kapanis sart1 eklenir. Bu sartin sekli;

v

—q a

Sekil. 5.1 Kare uglu bir matkap elastik yar1 diizlemde kayarken
1

P=a, | §(t) di (5.17)
-1

dir. Ornegin sonlandirilmis kontakt durumda P dis giigtir ve 2a, kontakt

genisligidir. Catlagin olmadigi durumda da P =0’ dir. Es. 5.9’ u Es. 5.8 ve Es. 5.11
denklemleri ile birlikte kullanilirsa Es. 5.17 denklemi

51n7m£ (5.18)

> (&) ed)=-

1
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sekline doniisiir. Es. 5.16 ve Es. 5.18 denklemleri ikinci tip singiiler integral
denklemler i¢in Gauss-Jacobi quadrature formiiliidiir ve bu denklemler araligin her
iki sonunda da sonsuza yaklasan bilinmeyen fonksiyonun ¢oziimiiniin singiiler

davraniginin genel durumu i¢in uygulanabilirdir.

5.2.2. Kare uclu diiz matkap

Sertlik problemi olan kare uglu matkap, yarim genisli§i q,, elastik yar1 diizlem
tizerinde kayan bir cisim olarak diisiiniilebilir(Bkz. Sekil 5.1). Bu problemi yukarida
verilen niimerik metotlarla ¢ozeriz, fakat dikkat edelim ki bu problemi ayni1 zamanda
analitik olarak da ¢ozebiliriz. Iki farkli yaklasimdan elde edilen sonuglari

karsilastirirsak bu konuda tanimlanan niimerik metodun dogrulugunu sinanmais olur.

Matkap sert bir cisim oldugundan yalnizca yar1 diizlemin deformasyonuyla

ilgilenilmektedir. Yiizey normal yer degistirmesi v(x), normal ve kayma siirtiinme

kuvveti de sirasiyla ¢(x) ve g(x) olsun. O halde

1-2 o(t) 8v(x)
> — j —dr = =0 (5.19)

seklinde olup burada v poisson orani, x sertlik katsayisidir.

Cizelge 5.2 Diigiim noktalar1 ve g(¢;) yaklasik ¢oziimleri

i < g(<)

1 0.998152341293455 0.317147616466104
2 0.982628164674953 0.317146847869753
3 0.951605745485052 0.317146880094113
4 0.905576080378733 0.317146945994837
5 0.845265233707347 0.317147022849993
6 0.771624374840183 0.317147009464436
7 0.685814873889498 0.317147014630391
8 0.589190001797237 0.317146984163095
9 0.483273592282616 0.317147026688546
10 0.369736011291179 0.317146957580020



Cizelge 5.2 (Devam) Diiglim noktalar1 ve g(¢;) yaklasik ¢oziimleri

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

1.731871230082485 E-003

0.250367814783509
0.127051510791568

-0.123614738279451
-0.247011526863765
-0.366512453580906
-0.480232917685294
-0.586379479991279
-0.683278146666021
-0.769400769550092
-0.843389147127064
-0.904076447810500
-0.950505626208274
-0.981944605084091
-0.997899122911981

0.317147035611473
0.317147061519590
0.317146968408158
0.317146970461946
0.317146998625924
0.317146997607559
0.317146982946921
0.317147001693305
0.317146966910296
0.317147036304250
0.317146985778126
0.317147069680093
0.317146905222412
0.317146965424547
0.317147325416179
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Eger matkap zemin lizerinde kayiyorsa, kayma ve normal siirtiinme kuvvetleri

arasinda her zaman

q(x)=f P(x)

bagintis1 vardir. Yiizey normal yer degistirmesi

sabittir ve boylece Es. 5.19 denklemi

(1-2v)
2(1-v)

-

olur. Coziim ;

sin Brr

P(x) =

T

)+
T

i

-1

4D o

(t=x)

(1-x)*"'1+x)"

v(x) ,

seklindedir. Eger dis bileske kuvveti P =1 olarak ayarlanirsa burada

(0<B<])

(5.20)

—a,<x<q, aralifinda

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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v

X
—a, a,

Sekil 5.2. Kare uclu dalgali matkap elastik bir yar1 diizlem {izerinde kayarken

Es. 5.6’ da simirli g(x) fonksiyonu icin agik bir ¢oziim bulunur. Bu da Es. 5.22

denklemindeki

sin B

g(x)= (5.24)

T

dir ve bu durumda da sabittir. Es. 5.21 ‘in niimerik ¢6ziimii Gauss-Jacobi quadrature
formiiliinden (Es. 5.16 ve Es. 5.18 denklemleri) elde edilen g(z) diigiim
degerleridir ve bu degerler Bkz. Cizelge 5.2 ‘de verilmistir. Burada
f=-0.3, v=-0.3 i¢in hesaplama yapilirsa diiglim noktalarinin sayis1 n=25" tir.

Es. 5.23 ’den ve daha Onceden 0zel olarak belirlenen B parametresinin degeri

B =0.4727828 olup analitik ¢6ziimii,

2(£)=0.317146987484391 (5.25)
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dir. Fonksiyonun hesaplanan diigiim noktasindaki degerleri Bkz. Cizelge 4.1’ de
verilmigstir. Es. 5.25° deki analitik sonucla karsilastirilirsa, Bkz. Cizelge 5.2° deki
niimerik sonuglar ¢atlak ve kontakt mekanikte karsilasilan ikinci tiir singiiler integral

denklemlerinin ¢6ziimii i¢in sunulan metotlarin yeterli oldugu goriliir.
5.2.3. Kare uclu dalgalh matkap

Bu konu icinde tanimlanan metodun giiclinii uygulamalarda sik sik karsilagilan
durumlar1 dikkate alarak gosterecegiz. Matkabin alt tarafi oldukg¢a diizdiir,
dengesizdir veya dalgalidir( Bkz. Sekil 5.2 ). Biz dalgalanmay1 kosiniis dalganin tek

periyodu olarak segeriz. Bu yilizden matkabin sekli;

v(x)=d + & cos(ZY) (5.26)

a

fonksiyonu ile tamimlanir. Burada ¢, kiiciik bir pozitif parametredir (i <0.05). Bu

a
durum i¢in tam kayma kontakt denklemi ;
0.4
0.35 ; ; ;
03 mumER  Dengesiz durum
025 —  Diiz durum
L I~
02
} ;
L
L Ll
0.15 l\ /.
. L]
0.1 P .
- suEEENNy N
l‘ “““l‘ 'l...... /:
0.05 | . o, x
¢ s* Nu, .
’.l.ll“ _//'f.l...-“
0
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.3 Diiz uglu ve Dalgali u¢lu matkaplarin karsilastirilmasi
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¢, U 2
" f(x) + I(t— S L (gsln(a1 x) (5.27)

2(1— v)

seklindedir. Onceki 6rnekte oldugu gibi £ =-0.3, v=-0.3 olsun. Yiikiin yiizde

genisligi £_ (0. l)ﬁ ve dalgalanmanin biiyiikligiiniin degeri £ -0.01" dir.
a, -V a,

Es. 5.27° nin niimerik ¢oziimii Bkz. Sekil 5.3° de gosterilen diiz olmayan matkap
icindir. Iki ¢oziimiin kiyaslanmasmi yaparsak matkabin sekline bagl oldugunu
goriiriiz. Ayn1 zamanda matkabin kenarindaki singtilaritenin dogasi korunmaz.

Boylece, bu singiiler davranis i¢in 6lgekleme parametresi bu iki durum igin agikca

farklidir [6].

5.3. Ikinci Tip Lineer Volterra integral Denklemlerinin Trapezoid

Quadrature ve Block-by-Block Metodu ile Coziimii

Lineer Volterra integral denkleminin genel formu asagidaki gibidir:
u(x) zf(x)+'[K(x,y)u(t) dt a<x<b (5.28)

Es. 5.28° deki integralin yaklasik ¢6ziimi i¢in, (a,b) araligm k >1 sabiti i¢in
h, =k h olacak sekilde A, h,,h,,...,h uzunlugundaki n tane alt araliga bolerek

genigletebiliriz. Volterra integral denkleminin ¢6ziimii i¢in quadrature metodunda
hatalar ilk noktalardan daha cok son noktalardadir. Bu yiizden son araligin ilk

araliktan daha kiiclik olduguna dikkat edilirse,son noktalarda hatalar azalir [7].

i=1,2,3,...,n icin kaod™" seklinde olup d ve a hesaplanacaktir. Son alt araligin

uzunlugu « ve diger durumlarda ka d"' olsun. O halde
-1
i)

seklinde olup diger bir ifadeyle, (b—a) ya esit tiim alt araliklarin uzunluklar1 toplami
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ka+kda+kd*a+..+kd"'a=b—a

dir. Cilinkii 0 <d <1 olup

o (b—a)d-1)
k(d" -1)
h =ka
h=kad™ =dh_ i=2,3,..,n

Simdi biz bu iterasyonlar1 tekrarli trapezoid quadrature ve block-by-block metodlari

ile yapacagiz.
5.3.1. Tekrarh trapezoid quadrature metot

2. tip lineer volterra integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in, yukaridaki bahsedilenleri ele

alalim.

u(x):f(x)+IK(x,y)u(t) dt a<x<b

X,=a
X =x_,+h, i=1,23,.,n
ve

u(xy) = £ (%)

LY
u(x)=f(x)+y j K(x,ut)dt , i=1,2,3,..,n

Jj=l'x i
O halde formiilii asagidaki gibi yazabiliriz.

Uy, = fy
h
u = f, +%k10u0 +51 1t
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h ho+h ho +h h
u =f +?1 ol +( ! 5 2jkmu1 +...+(ITJknnlunl +?knnun

seklindedir. Yani u;, =u(x,), f; = f(x;) ve k, =k(x,x;) seklindedir.

X

Ornek: u(x)=x+§ j xtu(t)dt, 0<x<?2 (5.29)

0
lineer Volterra integral denkleminin tekrarli trapezoid quadrature metodu ile ¢ozelim.

3

Bu denklemin analitik ¢ozimii u(x) = xe'ls seklinde oldugunu biliyoruz. Ancak biz

burada tekrarli trapezoid quadrature kurali ile ¢oziimiinii verecegiz. Verilenler,

a=0 ve b=2 dir.
b—a:2—0:0.1
N 20

K(x,t)=xt ve f(x)=x

i=1,23,..,20 h=

oldugunu hatirlayalim. Buradan,

x,=0

X =X +h

X =x,+h =01, x,=02



u(x,) = f(x) =>u, =0

1A 1A
u, =f(x1)+§zlk10u0 +§Elk11“1

1 1
=0.1 +E(O. Dx,t,u, +E(0. Dx,tu,
=0,1+(0.01)(0.1)(0.1)x,
u, =0.10010

h +h h
u, = f, +Elk20“o +(h1 5 2 jkmul +?2k22”2
0.1
=02+ 7x2t0u0 +(0.D)x,t,u, +(0.05)x,t,u,
=02+ % (0.1)(0.2)(0.1)(0.100010) + %(0.05)(0.2)(0.2)u2

= 0.2+0.000040 + 0.0004u,
1, =0.200120

h h+h h,+h h
uy = f +31k30”0 +( 1 5 zjkm“l +(%jk32“2 +?3k33”3

=03+ % (0.1)(0.3)(0.1)(0.10001) + %(0. 1)(0.3)(0.2)(0.20012) %(0.05)(0.3)(0.3)”3

1, = 0.300571

h h +h +h h,

Uy = [ +_1k20,0u0 +| = kZO,lul tot o + Foy k20,19”19 +_k20,20”20
2 2 2 2

u,, =3.414636

seklinde olup tiim degerler ve hatalar1 Bkz. Cizelge 5.3’te verilmistir.

87
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Cizelge 5.3 Es.5.29’1 Tekrarli trapezoid yontemiyle ¢oziimii(T), Hata degeri(T-hata)

Noktalar T T-hata
0 0 0
0.1 0.100010 0.000003
0.2 0.200120 0.000013
0.3 0.300571 0.000030
0.4 0.401764 0.000054
0.5 0.504270 0.000086
0.6 0.608828 0.000126
0.7 0.716367 0.000176
0.8 0.828016 0.000238
0.9 0.945135 0.000315
1.0 1.069350 0.000411
1.1 1.202599 0.000531
1.2 1.347201 0.000683
1.3 1.505934 0.000877
1.4 1.682153 0.001125
1.5 1.879931 0.001446
1.6 2.104246 0.001866
1.7 2.361237 0.002417
1.8 2.658523 0.003146
1.9 3.005644 0.004119
2.0 3.414636 0.005426

5.3.2. Degisken adimli block-by-block metodu

Block-by-block metodu lineer Volterra integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in en iyi

yontemdir. Asagidaki sistemle lineer Volterra integral denklemlerinin ¢oziimiinii

yapabiliriz.

Uy = fo



&9

8h h
f + 10 0+Ek11”1 _Eklzuz
h 4h h
u, = f, +§k20”0 +?k21ul +§k22”2
h 4h 2h 4h h
Uy = f +§k3o Uy +?k31 U, +?k32”2 +?k33 Uy _§k44 Uy (5.30)
8h h
Uy, = fona T 5Ky Lo Ho +?k2nfl,1 u, + "'+Ek2n—l,2n—1 Uy, _Ek2n71,2n U,

h 4h 4h h
Uy, = f3, +§k2n,0 U, +?k2n,l U +... +?k2n,2n—1 Uy, +§k2n,2n U,

burada /= b-

5 dir. Trapezoid quadrature metoduna benzer bir sekilde bir
n

yaklagimla Es. 5.30 sistemi yerine asagidaki sistem elde edilir.

u, = f
5 h
=fi+ hlkm Uy 2; kyu, 2Ak2”2 (5.31)
4h h

=f+ 1kzo u, + 61 kyu, + 6 20U,

4h h, 5h, 5h h
uy = f +%k30“0 +?1k31“1 +( 6] +§jk3zuz +, 2_;](33”3 _2_2 34Uy

1 n
u2n 1 f‘2n 1 2n 10”0 + 6 an—l,lul +..+ 24 an—l,Zn—luZn—l 24 k2n 12nu2n

4h 4h h
]
Uy, = fo, + 2n oty t 6 k2n,1“1 +o.t 6n k2n,2n71u2n71 +an2n,2nu2n

sistemini elde etmis oluruz.
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Ornek: Es. 5.29 denkleminin ¢dziimiinii block-by-block metoduyla inceleyelim.

Buldugumuz sonuglar1 analitik ¢oziimle karsilagtiralim Es. 5.29 denklemimiz

u(x)=x+§J-xt u(t)ydt , 0<x<2
0

seklinde olup burada; K(x,f)=xt ve b=2  degerleri verilmistir. O halde

formiilleri kullanirsak;

= fo=

5h 8h h
=/ +Ek10u0 +Ek11”1 _Eklzuz

1 5(0 ) 1 8(0 ) 1(0.1)

=(0.1)+-——=(0.1)(0) (0) + - ———=(0.1)(0. ) u 1———(0 1(0.2)u,

(0.999866666)u, +(0.000033333) 1, =0.1 (5.32)

elde edilir. Diger denklemden;

h 4h h
u, = f,+ Ekzouo +?k21u1 +§k22u2

1 (0 ) 1 4(0 ) 1 (0 )

=(0.2) + ——=(0.2)(0)(0) + —(0.2)(0.1)u, +— 5 —=(0.2)(0.2)u,

(0.000533333)u, +(0.9997333333)u, =0.2 (5.33)

elde edilir. Es. 5.32 ve Es.5.33 beraber ¢oziiliirse;

=0.100007 ve u, =0.200107

degerleri bulunur. Bu sekilde devam edilirse benzer islemler yapilarak
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11, =3.409210

bulunur. Asagidaki tabloda tiim degerler ayrintili olarak verilmistir ve ayrica
hatalarina dikkat edilirse ¢ok kiiclik degerler oldugu goriiliir. Bu da metodumuzun

cok 1y1 calistigini gosterir [7].

Cizelge 5.4 Es. 5.29 ‘1 block-by-block yontemi ile ¢6zlimii(B),Hata degeri(B-hata)

Noktalar B B-hata
0 0 0
0.1 0.100007 -2.890316 E-09
0.2 0.200107 3.557610 E-09
0.3 0.300540 -7.851064 E-08
0.4 0.401710 2.851652 E-08
0.5 0.504184 -3.712513 E-07
0.6 0.608703 9.664237 E-08
0.7 0.716190 -1.066664 E-06
0.8 0.827778 2.305046 E-07
0.9 0.944818 -2.454951 E-06
1.0 1.068940 4.527011 E-07
1.1 1.202063 -5.056587 E-06
1.2 1.346518 7.796112 E-07
1.3 1.505047 -9.862559 E-06
1.4 1.681029 1.198285 E-06
L.5 1.878465 -1.881378 E-05
1.6 2.102382 1.596792 E-06
1.7 2.358784 -3.579639 E-05
1.8 2.655379 1.570539 E-06
1.9 3.001456 -6.877889 E-05

2.0 3.409210 -9.970176 E-08
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