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TESEKKUR

Calismalarim boyunca bana yol gdsteren, yardim ve katkilarin1 esirgemeyen, bilgi ve
birikimlerini paylasarak sabirla ve ilgiyle yardimci olan saygideger danigman hocam Dog.
Dr. Esma YILDIZ OZKAN’ a ¢ok tesekkiir ederim. Egitim hayatim boyunca bana
yardime1 olan tiim hocalarima, degerli ¢alisma arkadaslarima ve tim dostlarima tesekkiir
ederim. Hayatim boyunca attigim her adimda maddi, manevi desteklerini hi¢ esirgemeyen
beni sevgi ve saygiyla bugiinlere getiren en biiyiik sansim, biricik aileme sonsuz tesekkiir

ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

B,(f;x)

B,

Cla, b]

c

C,[0,)

| fllciap
Wf 1l

£l
£l

L,(f;x)
Lym(f;xy)

K, (f,6)

R, (f;x)
w(f,6)
w(f; 61,07)
w1 (f,8)
w;(f, 8)

Aciklamalar

n € N olmak iizere Bernstein polinomu

Iki degiskenli agirlikl1 fonksiyon uzay1

[a, b] kapal1 araliginda tanimli ve siirekli tiim reel
degerli fonksiyonlarin uzayi

I =[0,a,] X [0, a,] tizerinde taniml1 ve stirekli tiim
reel degerli fonksiyonlarin uzay1

B, agirlikli uzayindaki tiim siirekli fonksiyonlarin alt
uzay1

| fllcra,p) = max |f(x)] ile tanimlanan norm
! asx<b

I =[0,a,] X [0, a,] olmak tizere,

Ifllcay = max |f(x,y)| ile tanimli norm
(x,y)€el
IfIl = sup |f(x)]|ile tanimlanan norm
0<sx<oo

B, agirlikli uzayinda,

Ifll, = max VPN 16 tanimli norm

el pxy)
Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarmn bir sinifi
Iki degiskenli Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin
bir sinifi
f fonksiyonunun Peetre K- fonksiyoneli
Balazs operatorii
f fonksiyonunun siireklilik modiilii
f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii
f fonksiyonunun birinci kismi siireklilik modiili

f fonksiyonunun ikinci kismi siireklilik modiili



1. GIRIS

Bernstein polinomlar1 Bernstein (1912) tarafindan Weierstreiss teorimini ispatlamak

amaciyla [0,1] araliginda tanimli reel degerli f fonksiyonlar1 i¢in

Ba(fi%) = Zisof () (Z) (1 —x)"*n=12,.. (1.1)

olarak tanimlanmistir. Eger f, [0,1] aralifinda siirekli bir fonksiyon ise, bu durumda

B,,(f; x) polinomlar dizisi [0,1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

f, [0,00) araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olmak tizere, Balazs (1975) asagidaki

operatdrii tanimlamistir:

Ru(f2) = ragaZheo f (5) (1) (@) n =12, (L2)

(1+apx)™

Burada (a,,) ve (b,), her n € N i¢in uygun olarak segilmis reel say1 dizileridir. k =

1,2, ...,ni¢in,

pr(x) = x*(1 —x)"7k,

0 = @
KT A+ a0
secildiginde,
a,x
Tie(¥) = Pi (1 +na x)
n

bagintisi; b, = n secildiginde de

Rn(f32) = By (f3172) (13)

" 1tanpx

elde edilmektedir. Es.1.3 esitligindeki Balazs (1975) operatdriiniin Bernstein polinomuyla

olan iliskisi nedeniyle Balazs (1975) operatorii Bernstein tip rasyonel fonksiyonlar olarak



bilinmektedir. Balazs (1975), [0,24] araliginda tanimli siirekli reel degerli fonksiyonlarin
siireklilik modiilii yardimiyla, Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin yakinsama oranini elde
etmis, Voronovskaja tipi bir teorem vermis ve Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin

tiirevinin yakinsama teorimini elde etmistir.
Son zamanlarda, Agratini (2020), kesin azalan pozitif reel say1 dizilerini

limA, =0, lim nd,, = o (1.4)
n—-oo n—-oo

kosulu altinda, pozitif eksende siirekli belirli bir biiyiime kosuluna sahip her f fonksiyonu

icin Es.1.2 ile verilen Baldzs (1975) operatoriinde a,, = 4,, ve b,, = nl,, secerek Bernstein

tip rasyonel fonksiyonlarin bir sinifini ele alarak ¢aligmistir.

Balazs ve Szabados (1982), Es.1.2 ile verilen operatdriin taniminda 0 < f < g icin a, =

nf=1 ve b,, = nP secerek, Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin yakinsama oranini pozitif

reel eksende daha kisitlanmis sartlarda vermislerdir.

Bu tezde, Agratini (2020) tarafindan tanimlanan tek degiskenli ve Ozkan ve Ata (2021)
tarafindan tanimlanan iki degiskenli bir sinif Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin

yaklagim o6zellikleri arastirilmastir.

Tezin birinci boliimiinde girige; ikinci boliimiinde tezin anlagilmasini kolaylastiracak bazi
temel kavramlara; Giglincii boliimiinde Agratini (2020) tarafindan tanimlanan tek degiskenli
Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarinin bir sinifinin yaklasim 6zelliklerinin aragtirilmasina
ve dordiincii boliimde Ozkan ve Ata (2021) tarafindan tanimlanan iki degiskenli Bernstein

tip rasyonel fonksiyonlarinin yaklagim 6zelliklerinin arastirilmasina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tek Degiskenli Lineer Pozitif Operatorlerin Temel Kavramlar:

Tanim

X ve Y lineer fonksiyon uzaylari olsun. Eger herhangi bir f € X fonksiyonunu bir ge Y
fonksiyonuna karsilik getiren bir L: X — Y doniistimii varsa, bu durumda L’ye X’ den Y’ye
bir operatér denir. Bu operator L(f (t); x) = g(x) ile gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev,
1995).

Tanim

X veY lineer fonksiyon uzaylari, L, X’ den Y’ye bir operator olsun. Her f,g € X ve a4,

a, € Rigin,

L{ai f() + a29(t) 5 x) = ay L(f(£); %) + apL(g(t); x)

kosulu saglanirsa, bu durumda L’ ye lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).

Tanim

X veY lineer fonksiyon uzaylari, L, X’ den Y’ye bir operator olsun. Her f € X i¢in f > 0

ise L(f; ) = 0 kosulu saglanirsa, bu durumda L’ye pozitif operator denir.

X veY lineer fonksiyon uzaylari olsun. Hem lineerlik hem de pozitiflik kosulunu saglayan

bir L: X — Y operatdriine lineer pozitif operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Lemma

X veY lineer fonksiyon uzaylar1 olsun. Bir L: X — Y lineer pozitif operatérii monoton
artandir. Yani, her f,g€ X icin f<g ise L(f;-) <L(g;-) esitsizligi dogrudur
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).



Lemma

X veY lineer fonksiyon uzaylari ve L, X’ den Y’ye bir lineer pozitif operator olsun. Bu

durumda

IL(f5 )l < LAf; )

esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim

X bir lineer fonksiyon uzay1 olsun. Her n € N igin f;, € X ise (f;,)’ye X tzerinde fonksiyon
dizisi denir (Bayraktar, 2006).

Her ny,n, € N igin f,, . € X ise (f,, »,) de iki indisli fonksiyon dizisidir.
Tanim

X veY lineer fonksiyon uzaylar1 olsun. Her n € N ve f € X i¢in L,(f;-) € Y olacak
sekildeki X wuzayindan Y wuzaymna taniml (Ln(f ; -))’ye bir operatér dizisi denir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim

[a, b] kapali aralig1 izerinde tanimli siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesi C[a, b]

ile gosterilir. Bu uzaydaki norm

”f”c[a,b] = maxg<x<p|f (x)|

seklinde tamimlidir. Cla, b] fonksiyon uzayr ||‘|l¢jqp; NOrmu ile bir normlu uzaydir

(Bayraktar, 2006).
Tanim

(f,), Cla, b] iginde bir fonksiyon dizisi olsun. Eger her x € [a, b] igin,



lim [|f, = fll¢iapy = lim max |f,(x) — f(x)[ =0
n—oo n—o asxs<b

sart1 saglantyorsa, (f;,,) fonksiyon dizisi [a, b] kapali arahginda, f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir (Bayraktar, 2006).
2.1.1. Teorem (P. P. Korovkin Teoremi)

Her n € N i¢in L,: C[a, b] = C|a, b] seklinde tanimh L,, lineer pozitif operatorler dizisi

olsun. Her bir k = 0,1,2 i¢in e;(x) = x! olmak iizere,

rlli_l;go”l'n(ei; ) —éeillciap) = 0,0 =0,1,2

kosullar1 saglanirsa, bu durumda [a, b] kapali araliginda siirekli ve tiim reel eksende sinirl

olan her f € C[a, b] fonksiyonu igin,
5m 1L, (f5 ) = fliciap = O
olur (Korovkin, 1953).

C[0,) ile [0,00) araliginda tanimli reel degerli siirekli f fonksiyonlarinin uzayi
ve Cg[0, ) ile de [0,00) araliginda tanimli reel degerli siirekli ve sinirli f fonksiyonlarinin

uzay1 gosterilsin. Cg [0, 00) uzay1 tizerindeki norm,

IfIl = sup |f(x)]

0sx<o0

ile tamimhidir. Eger K < [0, ) kompakt bir alt kiime ise C(K) uzay1 iizerinde de ayni

norm kullanilir (Bayraktar, 2006).
Tanim

f € Cgl0, o) olsun. f fonksiyonunun birinci siireklilik modiilii & > 0 igin

w(f,86) = sup sup |f(x+h)—f(x)] (2.5)

0<hs<d 0sx<o



olarak tanimhidir (Devore ve Lorentz, 1993).

Tanim

f €C[0,0),E c[0,00),0 <a < 1olsun. Eger

If () = fWI < Melx —y|*,x €[0,00),y €E (2.6)

olacak sekilde bir My > 0 reel sabiti mevcut ise f’ye yerel Lipschitz-a fonksiyonu denir ve

yerel Lipschitz-a fonksiyonlarin sinifi Lip-a ile gosterilir (Agratini, 2020).

Tanim

(x,) ve (y,) herhangi iki reel say1 dizisi, 1 < p, q < o ve % + i = 1 olacak sekilde p ve q

iki say1 olsun.

Eger

Y1l P ve Yo—i|yn |9 serileri yakinsaksa,

oYl < (B2 l?) o (B Lyl Va (2.7)

esitsizligine Holder esitsizligi denir. Burada p = q = 2 alinirsa, bu esitsizlik Cauchy-
Schwarz esitsizligi olarak bilinmektedir (Bayraktar, 2006).

2.2. Iki Degiskenli Lineer Pozitif Operatérlerin Temel Kavramlar
Tanim

[ =[0,a,] X [0, a,] olsun. C(l), | iizerinde taniml reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayini

gostersin. Bu uzay
Wflleay = (,Ty"’}’éﬂf (x, I

normu ile bir Banach uzay:dir (Bayraktar, 2006).



Tanim

ny,n, € Nolsun. (f;, an), C (I) tzerinde bir fonksiyon dizisi olmak tizere,

lim ||fn1,n2 - f”C(I) = lim max |fn1,n2(x' Y) - f(x, y)' =0

ny,ny—>00 nq,ny—00 (x,y)€l

kosulu saglaniyorsa, (fnl,nz) fonksiyon dizisi I iizerinde f ye diizgiin yakinsaktir denir

(Bayraktar, 2006).

Volkov (1957)’nin iki degiskenli fonksiyonlar i¢in verdigi diizgiin yakinsaklik teoremini

hatirlayalim.

Teorem (Volkov teoremi)

A, R?'de kapal1 ve smirl bir bolge, C(A), bu A bolgesinde taniml siirekli ve reel degerli f
fonksiyonlarm kiimesi, Ly .,(f(t,s);x,y), C(A) tzerinde tanimli bir lineer pozitif

operatorler dizisi,
fo=-eo(t,s) =1,
fi=ew(ts) =t,
f2 =eo(t,s) =s,
fz = ez0(t,s) + egy(t,s) = t? + 52

olsun. (Ln_m) lineer pozitif operatorler dizisi
Jm Ly () = fill gy =0, £=10123
sartlarini sagliyorsa, bu durumda her f € C(A) i¢in A iizerinde

n’lr}lriloo”l‘n,m(f) - f||C(A) = O



gerceklenir (Volkov, 1957).

Tanim

Herhangi bir iki degiskenli f € C(A) fonksiyonunun tam siireklilik modiilii

w(f;8,,8,) = SUP |f(t,s) — F(x, p)l

[t—x|<8y
[s=y|<6,

olarak tamimhdir. Burada &; > 0,8, >0 ve (¢,s),(x,y) €A dir. w(f;8;,6,) tam

siireklilik modiilii i¢in

5., llm (l)(f 61, 62) = 0

limiti gerceklenir ve asagidaki esitsizlik dogrudur:

I (6,9), =F G| < (3 61,6,) (1+57) (1 + 52) (28)

62
Herhangi bir iki degiskenli f € C(A), x vey’ ye gore kismi siireklilik modiilleri sirasiyla

w1(f;61) = sup |f(t,s) = f(x,9)],

[t—x|<8;

w,(f;6;) = Sup If(t,s) — (&)

[s—y|<6,
olarak tamimhdir. Burada §; > 0, 8§, > 0 ve (¢,s), (x,s), (t,y) € A.

w1 (f; 81), w,(f; 8,) asagidaki esitsizlikleri gercekler:

69 = fCo 9l < wa(f38) (1+555) (2.9)

£(65) = FE)] < 0082 (14525, (2.10)

Burada 6; > 0, 5, > 0 ve (t,s), (x,s),(t,y) € A.



Herhangi bir iki degiskenli f € C(A) fonksiyonunun Lip (a4, @) ile gosterilen Lipschitz

sinifi

If(t,s) — fx,¥)| < M|t — x|%|s — y|* (2.11)

esitsizliginini ger¢ekleyen fonksiyonlarin sinifidir. Burada (¢,s), (x,y) € A, 0 < a4, @, <
1’ dir. (Anastassiou ve Gal, 2000).

p:[0,0) X [0,0) > R,p(x,y) =1+ x? + y? iki degiskenli agirlik fonksiyonu olsun.
B,ile [0, 00) X [0, o) iizerinde tanimli, her (x,y) € [0, ) X [0, o) igin,

If (6, ¥)| < Mep(x,y), Mp >0 sartim  saglayan reel degerli fonksiyonlarin uzay:

gosterilsin. C, ise, B, nun tiim siirekli f fonksiyonlarinin alt uzayini gostersin.

C, Ve B, uzaylar lizerindeki norm her f € C,(veya B,) i¢in

|f )
= su
171l x’yfo p(xy)

olarak tanimlidur.

C,lilede _lim L&Dl oo
JxZ+y2om p(x.y)

olacak sekildeki biitiin f fonksiyonlarinin C, i¢indeki alt uzay1 gosterilsin.
Gadzhiev (1974;1976) asagidaki agirlikli yaklagim teoremini vermistir.
Lemma (Gadzhiev’ in agirlikli yaklagim teoremi)

{Ln 1'n2}n1,nZEN’ Cp’dan B, ya tanimli herhangi bir lineer pozitif operatorlerin dizisi olsun.

Bu durumda

@], < M
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olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1 mevcuttur(Gadzhiev, 1974;1976).
Teorem

fo=eq(t,s) =1, fi=en(ts) =t fo =en(ts) =s,

f3 = ex(t,s) + epy(t,s) = t? + 52

iki degiskenli test fonksiyonlar1 ve {Ln 1,n2} C,’dan B,’ya lineer pozitif operatorlerin

niny eN

herhangi bir dizisi olsun. Eger {Ln 1,n2} N operatorler dizisi

nyny

lim_[|Ln, n, () ~ fill | =0,i=0123

nq,Ny—>©

sartlarini saglar ise, bu durumda her f € Cp0 i¢in

lim ||Ln1,nz(f) - f”p =0

nq,Ny—0

limiti dogrudur (Gadzhiev, 1974;1976).
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3. TEK DEGISKENLI BERNSTEIN TiP OPERATORLERIN BIR
SINIFI

3.1. Tek Degiskenli Operatorlerin Tamim ve Ozellikleri
Tanim
Agratini (2020), kesin azalan bir (4,)) reel say1 dizisini

lim A, =0, lim nd,, = o, (3.1)
n—->oo

n—-oo

segerek, belirli bir biiyiime kosuluna sahip her f € C([0, o)) igin Bernstein tip rasyonel

fonksiyonlarin bir sinifini

n k
Ln(fi %) = g Zheo (1) @) () me N, x > 0. (3.2)

olarak tanimlamustir. Bu rasyonel fonksiyonlar, (1.2) ile verilen Baldzs operatorlerinin

sabitleri yeniden iireten degistirilmis bir lineer ve pozitif operatoriidiir.
Lemma

n €N, x € [0,0) ve g;(t) =t} i =0,1,2 olsun. Es.3.2°de verilen degistirilmis Balazs

operatorleri i¢in asagidaki ifadeler dogrudur (Agratini, 2020):

Ln(eg;x) =1, (3.3)
X

L,(e;;x) = TSR (3.4)

Ln(ey;x) = (1+/11nx)2 (x2 + nxTn) (3.5)

fspat

k=0 (Z) (Ap0)* = (1 + 2,2)" (3.6)
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esitliginden Es.3.3. agiktir. Es.3.6.’dan

n

1 k
(e ®) = Gy ; o (i) Q)"

n

= a2 e ) @

k=1

X
1+ Ax

n

1 k?
e ) = Gyt 2wy () )"

k=1

1 S n—1
T A+ 40" (Z :(An)z (Z - ;) (@2)*

k=2
n

1 k2 _
L) D )2 (21 (A"x)k>

k=1

n—1 x? X

n (14 21,x)? + ni,(1+ 1,x)

Sonug

neN, x,te€ [0, 0),i = 1,2, @,;(t) = (t - x)t olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur
(Agratini, 2020):

Ln((px,l ;x) = — AnX (3-7)

1+A,x"

. _ (An)?x* x
Ln((Px,z ! x) T A+ 02 nAp (14212

(3.8)
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fspat

Es.3.3-3.5. esitlikleri kullanilarak ispat kolaylikla elde edilir.
3.2. Tek Degiskenli Operatorlerin Yaklasim

3.2.1. korovkin tip yaklasim

Teorem

(A4,), Es.3.1.” deki sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi ve (L) nen, ES.3.2. ile verilen lineer
pozitif operatorlerin dizisi olsun. Herhangi bir K c [0, ) kompakt araligi ve her f €

C([0,)) i¢in (Ln(f ))nEN, kompakt K aralig1 tizerinde f~ ye diizgilin olarak yakinsar.
fspat

Es.3.1. sart1 ve Es.3.3-3.5. esitlikleri dikkate almarak, her x € [0,00) ve e;(t) = t!, i =
0,1,2 icin

lim Ln(e;; x) = e;(x) (3.9)

elde edilir. Tg:C([0,0)) » C(K), her fe€C([0,0)) igin Tkx(f)=f|x latis
homomorfizmi tanimlansin. Es.3.9.°dan , i = 0,1,2 igin Tx(L,(e;)), K iizerinde Ty (e;)’
ye diizgiin olarak yakinsar. Korovkin (1953) teorimin sartlart saglandigindan istenen sonug

elde edilir.
3.2.2. Yakinsama oranlari

Agratini (2020) birinci siireklilik modiilii yardimiyla asagidaki yakinsama oranini elde

etmistir:
Teorem

(4,,), Es.3.1.” deki sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi ve (L) nen, Es.3.2. ile verilen lineer

pozitif operatorlerin dizisi olsun. Herhangi bir f € Cz ([0, ®)) i¢in
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IL,(f;0) = FOOI < (1 +Vx* + x)w(f, 4;),x = 0, (3.10)
esitsizligi dogrudur. Burada

Ay = max{(1,)% (n1,)" 1} (3.11)
(Agratini, 2020)

fspat

A, C([0,0)) tizerinde tanimli bir lineer pozitif operatér, , x € [0,00) ve § > 0 olmak
tizere her f € Cz([0,)) igin ispat Shisha ve Mond (1968) tarafindan verilen asagidaki
esitsizlik yardimiyla elde edilir:

JA(f;2) = F@)] < IFGOl1ACeo; ) — 1] + (A(eo;x> +2 [4ei04(xs ;x)) o(f,5).

(3.12)

Her § > 0 i¢in w(f,d5) < o elde edebilmek i¢in Shisha ve Mond (1968) esitsizliginin
orijinal hali kompakt bir aralik tizerinde verilmistir. Burada Cgz([0,0)) uzayinda

calisildigindan [0, c0) sinirsiz araligi igin de Shisha ve Mond (1968) esitsizligi dogrudur.

A = L, secilip, Es.3.3. ve Es.3.8. kullanilarak, § > 0 i¢in

ILa(f5 ) = FOOI < (1 2 [ Las ;x)> o(f,5) (3.13)

elde edilir. Diger taraftan

Ln(<px,2 ;x) < (A)%x* + % <A (x*+x) (3.14)

bulunur. Es.3.13.’de § = |/}, secilerek ispat tamamlanir.
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Sonug

i.Eger f € C([0,0)) ve [a, b] c [0, ) ise Teorem 3.2.2” deki Es.3.10. asagidaki esitsizlige

indirgenir:
1w (F) = Fllias) < (1+Vb* +b) @i (F 22).

ii.Ay” nin Es.3.11. ile verilen tanim1 ve Es.3.1. sart1 altinda (4,) reel say1 dizisinin kesin

artan olma sart1 da korunarak iki olasilik mevcuttur.

a) A, <n~Y3 velim,_ nl, = o

Bu durumda A, = (nd,) " 1’dir.

b) 1,, > n~13 velim,_ A, = 0.

Bu durumda 4;, = (1,,)%’dir.

A, = n~3 durumu, Balazs (1975)’ inda incelenmistir.

Agratini (2020), yerel Lipschitz-a fonksiyonlarin smifi yardimiyla asagidaki yakinsama

oranini vermistir.
Teorem

(A4,), Es.3.1.” deki sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi ve (Ly)nen, Es.3.2. ile verilen lineer

pozitif operatdrlerin dizisi olsun. Herhangi bir f €Lip-« i¢in
ILa(fi2) = F(O| < My ((A;;ﬁmax {2 x} + 240, E>>,x > 0.

Burada 4;, Es.3.11.°de verilmistir ve d(x,E) =inf{lx —yl:y €E}, x’in E’ye
uzakligidir.
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fspat

Holder esitsizliginden elde edilen klasik bir esitsizlik kullamlarak ispat yapilir. v = 2a ™1

alinarak, Es.3.2. ve Es.3.3.’den

Lo(h%x) < (Lp(h%x))%,x =0

elde edilir. Buradaa € (0,1]ve h = 0. h = |<px,1| secilerek ve Es.3.14. kullanilarak,

a

L,(le; — xepl%; x) < (Ln (((,ox'z)z;x»E < (A (x* + x))g,x >0 (3.15)

elde edilir. f, siirekli oldugundan, Es.2.6. esitsizligi, herx > 0 ve y € E i¢in dogrudur.
Burada E, E c [0,00) alt kiimesini kapamsidir. x € [0,) ve x, € E olsun. d(x,E) =

|x — x¢| dir. Mutlak degerin tiggen esitsizligi 6zelliginden

If = fFOI < |f = Flxo)l + 1f (xo) = f(X] (3.16)

yazilir. L, nin lineer ve pozitif operatér olmasi nedeniyle monotonluk 6zelligine sahiptir.

L,, Es.3.16 ile verilen esitsizlige uygulanarak
ILn(f; %) = fOO] < Ln(If = F (o i 0) + 1f (x0) = f ()]
< L,(Myle; — xegl% x) + My (x — x0)*. (3.17)

elde edilir a=>0,b>0 ve 0<a <1 i¢in (a+b)* <a®+ b* esitsizliginde a =

le; — xeq| Ve b = |x — xy|e, alinirsa
le; — xpeo|® < [e; — xeo|* + (|x — xole9)®
yazilabilir. Es.3.3. ve Es.3.15. kullanilarak,

Ln(Merl — erOI“;x) < Mf(Ln(Merl — erI“;x) + |x — xOI“)



< My (252" + (25007 + lx — x0%)

elde edilir. Es.3.18., Es.3.17° de yerine koyuldugunda ispat tamamlanir.

17

(3.18)
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4. IKi DEGISKENLi BERNSTEIN TiP OPERATORLERIN BIR
SINIFI

4.1. iki Degiskenli Operatorlerin Tamim ve Ozellikleri
Tanim

(An) ve (A7),

lim AL = 0, lim n} = oo, (4.1)
n-oo n-oo

lim A2, = 0, lim mA3, = oo, (4.2)
m—oo m—oo

sartlarin1 saglayan Kesin azalan reel say1 dizileri ve belirli bir bitylime kosuluna sahip her
f € C(]0,) X [0,)) i¢in iki degiskenli Bernstein tipi rasyonel fonksiyonlarm iki bir

smifini

1 1 = ([ k '
Lnm(f32:7) = A G+ 22y Z Z (1) G300t (r]n) ) f (n_ﬂ%m%%n)

k=0j=0
4.3)

olarak tanimlansin. Bu iki degiskenli rasyonel fonksiyonun lineer pozitif bir operatordiir.

(Ozkan ve Ata; 2021)

Lemma

I,j =012 icin e;;(t,s) = t's/ iki degiskenli test fonksiyonu olsun. Ly, m operatorii igin

asagidaki esitlikler gecerlidir:

Ln,m(300; X, Y) =1 (4-4)

x
14+ x

Ln,m(elo;xf y) = (4-5)
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Ln,m(801; X, )’) = 1+;$ny (46)
1

Ln,m(eZO; X, y) = (1+Alx)2 (xz + ni;{}l) (47)
1

Lum €0z %) = i (v + ). (4.8)

(Ozkan ve Ata; 2021)
fspat

Es.4.32 ile verilen Ly, ,,,’nin taniminda f = eyq = 1 segilsin.
(1 + 20" = Zio (1) Aho)* (4.9)

(1+ By = 5o (7)) oy (4.10)
esitliklikleri dikkate alinarak

Ln,m(eooix, y)=1

kolaylikla elde edilir.

Es.4.32 ile verilen L, ,,’nin taniminda f = e;q = t segilsin.

Es.4.9. ve Es.4.10 dikkate alinarak

n

. — X n—1 1, k-1
Ln,m(ew' X, Y) - (1 + A}lx)n; (k _ 1) (Anx)

m

1 |
A+ 2" Z (r]n) (Any)’

m y=0
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X
1+ Ay

elde edilir. Es.4.6’nin ispati Es.4.5’in ispatina benzer yontemle ispatlanmaktadir. Bu

ylizden ispati1 verilmeyecektir.

Es.4.9. ve Es.4.10 dikkate alinarak

N Cn—1 m—
Lnm(€20i%Y) = A 7i9m <Z n(h)? \k ( ) (An )"

n

1 k2 4
* e 2 e - 1) ) )

A+, y)mz Any)!

n—1 X 4 x
n (1+Ax)? nAL(1+ Ahx)

elde edilir. Es.4.8’nin ispatt Es.4.7’nin ispatina benzer yontemle ispatlanmaktadir. Bu

ylizden ispati1 verilmeyecektir.
4.2. ki Degiskenli Operatérlerin Yaklasimi
4.2.1. Volkov tipi yaklasim

Bu kisimda, iki degiskenli Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin bir simifini i¢in Volkov

tipi bir diizgiin yakinsaklik sonucu verilecektir.
Teorem

(A1) ve (13)), Es.4.1. ve Es.4.2 ile verilen sartlar1 saglayan kesin azalan reel say1 dizileri

ve belirli bir bliyiime kosuluna sahip her f € C([0, ) X [0, )) igin (Ln,m(f P X, y))nEN
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iki degiskenli Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin bir simfi her [0,a,] % [0,a,] c
[0,0) X [0,00) kompakt dikdortgensel bolge tizerinde f’ye diizglin olarak yakinsar.
(Ozkan ve Ata; 2021)

fspat

Es.4.4’den

n}HEwHL”'m(eOO) - eoo||c([0,a1]x[o,a2]) =0

oldugu agiktir. Es.4.5° den

’ x ’ AL x?
1+ Alx 11+ A% x|

oldugundan, Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen sartlar dikkate alinarak

oL m(€10) = esoll o 0,470,
elde edilir. Benzer sekilde, Es.4.6, Es.4.1 ve Es.4.2 dikkate alinarak
oL (e01) = €oll g0 0,110.0,1) = ©

oldugu kolaylikla goriiliir. Es 4.7 ve Es.4.8” den

e+ 2 )
(1+ ALx)2 i) T a2\ T, Y

x
x% + —) —x?2
nil

<7 ( t e (07 + ) -
=1+ 1Lx)2 a+2y2z\Y Tme) Y

1

1 x y
< /11 2.4 2/11 3 ) (AZ 2.,4 2/12 3 )
A+ ALx)? <( n) X 2+ o ) ey ((Am) Y 2AmyT o

oldugundan, Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen sartlar dikkate alinarak
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n’lr;lrllm||Ln,m(eZO + 902) - (820 + 602)||C([0,a1]x[0,a2]) = O
elde edilir. Teorem 2.2.1 ile verilen Volkov teoreminin hipotezleri saglanir. Boylece

teoremin ispat1 tamamlanir.
4.2.2. Yakinsama oranlari

Bu kisimda, iki degiskenli Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin bir sinifin1 i¢in tam
sireklilik modiilii, kismi siireklilik modiilii ve Lipschitz simifindan fonksiyonlar

kullanilarak yakinsama oranlar aragtirilacaktir.
Teorem

(A1) ve (42), Es.4.1. ve Es.4.2 ile verilen sartlar1 saglayan kesin azalan reel say1 dizileri
ve belirli bir biyiime kosuluna sahip her f € C([0, ) X [0,0)) i¢in her [0,a;] X
[0,a,] € [0,0) X [0,0) kompakt dikdortgensel bolge iizerinde asagidaki esitsizlik
gecerlidir:

L (f52,3) = £ G 9)| < 400 (452G, A020) ).

Burada
1 — (1711)2"4 x
Bn(x) = (1+24x)° + naL(1+4hx)% (4.11)
2 (31211)23/4 y
= _ 4.12
Sm(¥) 2 | (14 7m ) (4.12)
fspat

Ly’ nin lineerlik ve pozitiflik o6zelligini kullanilarak L, ,, operatori Es.2.8” ¢

uygulanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
L (F 5% %,9) = £ 9] < @(F3 81,8, {5 Lmlero = 3lleos = ¥1:%,9)
192
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1
+5_Ln,m(|910 —x[;x, y)
1

1
+6_2Ln,m(|301 —-ylxy) + 1}-

(4.13)

Es.4.13’e Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda

|Ln,m(f(t’ S);X,y) - f(xry)l

1

(Ln,m (eOO; X, y))E

N|=

< w(f;61,63) {ﬁ (Ln,m((elo = 0% x, y))

(Ln,m (€00; X, Y))Z

N[

X (Ln,m((em - y)z; X, Y))

1
=50 antosnf
' 6% (Ln,m((e01 — % Y))% (Ln.m(eoo; X, y))% + 1}.

elde edilir. Es.4.4-Es.4.8 dikkate alinarak hesaplamalar yapildiginda ve §; = /61(x) ve
&, = /62, (y) secildiginde

L (F3%,9) = £ (o3| < 40 (£31/82C0, 20

esitsizligine ulasilir. (Ozkan ve Ata; 2021)

Teorem

(A1) ve (A2)), Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen sartlar1 saglayan kesin azalan reel say1 dizileri ve

belirli bir biiyiime kosuluna sahip her f € C([0, ) X [0, 0)) i¢in her [0,a,] X [0,a,] ©
[0, ) X [0, o) kompakt dikdortgensel bolge tizerinde asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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|Lym (F (6,5 %,7) — f(x, )| < 201 (f; 81(x)) + 20, (f; 62())

Burada (t,s), (x,y) € [0,a,] X [0,a,], 61(x) ve 63, (v), Es.4.11 ve Es.4.12> de verildigi
gibidir.

fspat
(t,5), (x,9), (t,¥) € [0,a1] X [0, az] ve f € C([0, ©) X [0, o)) igin
If & s) = fO < If(&s) = fFEI+ 1Y) = fxp)l (4.14)

esitsizligi dogrudur. L, ,,” nin lineerlik ve pozitiflik 6zelligi dikkate almarak, Ly,

operatorii Es.4.14° e uygulanirsa

|Ln,m(f(t: $);X%,Yy) — f(x:}’)l

S Lym(If(&,5) = f@&VExy) + Ly (If & y) — fC, )] %, )11

(4.15)
elde edilir. Es.2.9 ve Es.2.10 esitsizlikleri, Es.4.15” de dikkate alinirsa
|Ln,m(f(t: S); X, 3’) - f(x' }’)l
1 2
< wz(fi 62) Ln,m(eOO; X, y) + S_Ln,m((601 - y) y X, Y)
2
1 2
+w1(f; 61) Ln,m(eooi x,y) + S_Ln,m((ew —x)%x,Y)
1
(4.16)

elde edilir. Es.4.4-Es.4.8 dikkate alinarak Es.4.16’da esitsizligin sag tarafi hesaplandiginda

ve 6, = 6,11(x) ve 6, = 6,2n(y) secilerek

|Lom (F (6,5 %,7) — f(x, )| < 201 (f; 81(x)) + 20,(f; 62())
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esitsizligi elde edilir.
Teorem

(A1) ve (12)), Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen sartlar1 saglayan kesin azalan reel say1 dizileri ve
belirli bir biiylime kosuluna sahip her f € Lipy(a;, a,) icin her [0,a,] X [0,a,] C
[0, ) X [0, o) kompakt dikdortgensel bolge tizerinde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

Lam (£ ) 23) — fG)| < (V83) ™ (V32

Burada (t,s),(x,y) € [0,a;]1 X [0,a,], 0 <aj,a, <1, 6:(x) ve 62(y), Es4.11 ve
Es.4.12’ de verildigi gibidir. (Ozkan ve Ata; 2021)

fspat

Ly m’ nin lineerlik ve pozitiflik 6zellikleri dikkate almarak, f € Lipy(a;, a,) oldugundan,

Es.2.11°den
|Ln,m(f(t' s);x,y) - f(x'y)l < MLn,m(Ielo - x|“1|301 - ylaz;x’ y)

< MLy m(lego — x1%5x,y) X Ly m(legr — y1%25 %, y)

(4.17)

yazilabilir. i = 1,2 i¢in u = %, v= % ve %+§ = 1 olacak sekilde segilerek Es.4.17’¢

Holder esitsizligi uygulanirsa

a) 2—ayp

L (F (6,525, 9) = F G| < M (L (o1 = 3)%52,3)) * X (LnmCenoi 1, 3))

aq 2—aq

X (Ln,m((elo - x)zi X, 3’))7 X (Ln,m(eoo; X, y)) ’

(4.18)
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elde edilir. Es.4.4-Es.4.8 dikkate alinarak, Es.4.18 hesaplandiginda ve §; := 5,11(9() ve §, =

6,271 (y) segilerek

LamFC&535,3) = 1G] < (VOE)” (VRO))

sonucu bulunur.
Teorem

(1L) ve (A2)), Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen sartlar1 saglayan kesin azalan reel say1 dizileri ve
belirli bir biiyiime kosuluna sahip her f € C([0, ) X [0,0)) i¢in her [0, a,] X [0,a,] ©
[0, 00) X [0, 0) kompakt dikdortgensel bolge lizerinde asagidaki esitsizlik gegerlidir:

|Lum (f(t,8);%,5) — f(x,¥)| < 4K (f. /un,m(x, y)) + o(f; va(x), vA(x))

Burada 8 (x) ve 62, (y), Es.4.11 ve Es.4.12’ de verildigi gibidir. Ayrica
, 2
.un,m(x’ Y) = Ln,m((elo —x)%x, Y) + (Ln,m(elo — XX, y))

2
+Ln,m((901 - Y)Z;x, y) + (Ln,m(em =V X, Y))

AL x?
1(y) o 1
Yu (%) : 1+ Alx
/12 y2
2 . _m

(Ozkan ve Ata; 2021)

fspat

(x,y) € [0,0) x[0,0) ve f € C([0, ) X[0,)) igin
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En,m(fi x,y) = Ly (f5x,7) — f(ag, az) + f(x,y) (4.19)

yardimci operatdrii tanimlansin. Burada

X
a1_1+l}lx
Y

271422y

dir. L,, ,, yardimci operatdrii lineer ve pozitiftir. Lemma 4.1.1” den,
Lym(e10:%,Y) = Lym(e10;%,y) —ay +x = x (4.20)

En,m(em; x,y) = Ln,m(emix' y)—a,+y=y (4.21)

elde edilir. Es.4.20 ve Es.4.21° den

En,m(elo — X, X, }’) =0 (4.22)
En,m(801 =Y, X y) =0 (4-23)
bulunur.

C?([0,a;] X [0,a,]) birinci ve ikinci mertebeden kismi ftiirevleri siirekli tiim

fonksiyonlardan olusan C ([0, a,] X [0, a,]) nin bir alt uzay1 olsun.

Her f € C2([0,a,] X [0, a,]) i¢cin

2
|mmm=wmm+z< )
i=1 40

bir normdur. Burada I = [0, a,] X [0, a,] olmak tizere

.., |7
dx! ) ayt

Wfllccy = gg}yag;lf(X. 2]
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dir. f € C([0,a,] X [0,a,]) ve § > 0 igin Petree K-fonksiyoneli

K0 = inf {If = gl +Sllgllczn}

g € C%([0,a,] X [0,a,]) ve (t,s), (x,y) € [0,a,] x [0, a,] igin Taylor teoreminden,

g(t,s) —glx,y) =gt y) —glxy) +g(ts)—gty)

a

=290, )+j(t—f) %(;zy)df
ag(x.y) (xn)
R y)+j( R LA

(4.24)

yazilabilir. Es.4.19 ile tanimlanan fnlm yardimc1 operatdriiniin lineerlik 6zelligi dikkate

alinarak Es.4.24’ e uygulanirsa

- g(xy)A
Lom(g;x,y) —gx,y) = % Lym(e1o —x;%,y)

+En,m f(t - E) gaijz y) df, X,y
mAnm(em VX, y)
dy

N azg(x 1)
+Ln,m .[(S - ) d772x;y

y

(4.25)
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elde edilir. Es.4.25° de Es.4.22 ve Es.4.23 yerine yazilirsa,

nm(.g'xY) g(x Y) nm f(t_f) ga(;;y)df:x'y

+ﬂ 22g(5,y)

—O g

X
029(96 )
Lym j(s ————dnx,y

a3

a2g(x,m)
+J[ (a; — 77)6—7726177

(4.25)

elde edilir. Es.4.25’i mutlak degerine iiggen esitsizligi ve C2([0,a,] X [0, a,]) uzayin

tizerinde tanimli normunun 6zelligi dikkate alindiginda,

029, y)

t
|En,m(g;x:y) —g(x,y)| < Ln,m flt_
X

aq

+fm—ﬂ
nmj|

%9, y)

98 %

629( 1)
dn; x,y

9%g(x,m)

+
on?

la, —nl

%R’S
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t a
< NgllezLom flt—fldf;x.y +||g||czf|a1—f|df
X X
az

S
FlglozLom f|s—n|dn;x,y +||g||czj|a2—n|dn
y y

(4.26)

elde edilir. Es. 4.26° deki son esitsizlikteki tiim integraller degisken degistirme yontemiyle

hesaplanirsa,

|En,m(gi x,y) —g(x, Y)l

1
< = llgllczLlnm((e10 — )% x,y) + 5 llgllcz(ay — x)?

N| =

1 1
+ > lgllceLnm((eor =3)% %, ) + 5 llgllcz(az — )
2 2
< llgllczLnm((eso — )% 2,3) + lgllcz (Lnm(ero — x:x,%))

2
+lgllceLnm((eor = ¥)%%,3) + lglicz (Lnm(eor — ¥ %,7))

(4.27)

elde edilir. Es.4.27’ de
2
.un,m(x’ Y) = Ln,m((elo - x)z;x’ y) + (Ln,m(elo — XX, y)) + Ln,m((em - y)z;x: y)
2
+ (Ln,m(em — VX y))

alinirsa,

|Lum(g56,5) — 906, V)| < tam G gl c2 (4.28)
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bulunur. Burada her (x,y) € [0,a,] X [0, a,] i¢in
om (x,y)=0
oldugu Lemma 4.1.1° den agiktir.
Ayrica, Es.4.19 ve licgen esitsizliginden,
Lo (f = @6, < |Lpm(f = g5, 9| + 1(f = g)(ar, )| + 1(f = g)(x, )
<Ilf - g||c(1)(Ln,m(eoo;x. y)+1+ 1)
=3lf = gllcay
Lo (f = g, <3IIf = gllcay (4.29)

ve

|f (a1, a2) — O, Y| < w(fslag — x|, Jay —y1)

< o(f; |Lnm(ero — %), |Lym(eor — ¥, 3)|)

bulunur.

Va () = |Loym(ero — x5 %, )|

Y2 (x) = |Lym(eor — ¥: %, 9|

alinirsa,

If (ay, @) — f(x, )| < o(f5 v (0, v2 (%) (4.30)

elde edilir
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Es.4.28, Es.4.29 ve Es.4.30 dikkate alinarak, her f € C([0,a,] X [0,a,]) ve g€
C*([0,a,] x [0, az]) igin

|Ln,m(f(t: $)x%,y) — f(er)l

IA

Lnm(F3%,9) = fC,9) + faw, a3) — f(x,9))]

IA

L (f = g6, + | L (g %, 9) — g6 )| + 1906, y) = f (v
+f (ay, az) — fCx, y)l
<4lf = gllcay + tnm Mgz +
yani,
L (F(&,5); %, ) = G, 2)| < 4Nf = gllcay + tnmCuMGllcz + o(f; 12 (), v (x))
(4.31)

Es.4.31 esitsizliginin sag tarafinda ilk iki teriminin her g € C%([0,a,] X [0,a,]) i¢in

infimum almarak ve § = p, ,, (x,y) secilerek

L (F9:2,3) = Fe | < 4K (£, JinmCe)) + 0 (F1 00,12 )

bulunur.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, Agratini (2020) tarafindan verilen Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin bir
smifinin yaklasim O6zellikleri arastirilmis ve bu smifinin iki degiskenli operatorleri insa
edilmistir (Ozkan ve Ata; 2021). Bernstein tip rasyonel fonksiyonlarin bir smifinin iki
degiskenli operatorlerinin dikdortgensel bolge iizerinde tanimli herhangi bir reel degerli
stirekli f fonksiyonundaki goriintiisiiniin f ye diizgiin yakinsakligini arastirmak igin bu
operatorlerin test fonksiyonlarindaki degerlerini hesaplanmigtir. Ayrica, bu operatorlerin
yakinsama hizlar1 tam stireklilik modiilii, kismi stireklilik modiilleri ve Lipschitz sinifindan

fonksiyonlar agisindan incelenmistir.
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