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SIMGELER

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler, acgiklamalar1i ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

[x, y] Siral1 aralik

xXVy X ve y nin supremumu

xN\y x ve y nin infimumu

xt x ve 0 (vektdr uzayinin sifirt) in supremumu

x~ —x ve 0 1n supremumu

[x] —X ve X in supremumu

Xo¥ x (x o) asagrya yonlendirilmistir ve infimumu x dir.
x, T x (x «) yukar1 yonlendirilmistir ve supremumu x dir.
L,(E,F) Sira sinirli operatdrlerin vektor uzayi

L"(E, F) Regiiler operatdrlerin vektor uzayi

W(E, F) Zay1f kompakt operatorlerin vektor uzay1

E~ E nin sira duali

E, E nin sira siirekli duali

T' T doniisiimiiniin eslenigi

|T| T doniisiimiiniin modiilii

Co(A) A kiimesinin konveks zarfi

Ug E uzayinin birim yuvari



1. GIRIS

1981 yilinda Aliprantis ve Burkinshaw bir AL uzayindan KB uzayina tanimli her
zay1f kompakt operatoriin zayif kompakt bir modiiliiniin oldugunu gdstermislerdir.
Daha sonra 1982 yilinda Groenewegen bu sonucu AL uzaylarindan (W;) 6zelligine
sahip uzaylara genisletmistir. 1988 yilinda Schmidt bu sonucun dual versiyonunu

ispatlamustir.

Bu tez ¢aligmasiin ikinci boliimiinde zayif kompakt operatorlerin hangi kosullar
altinda zayif kompakt modiile sahip oldugu incelenmistir. Ayni sonuglarin dual

versiyonlar1 da incelenmistir.

Son boliimde E bir sonsuz boyutlu AL uzay1 oldugunda E den F ye zayif kompakt
operatorlerin uzayr olan W (E, F) yi bir vektor orgiisii yapan en genis F, Banach
orgiilerinin (W;) 6zelligine sahip olmas1 gerektigini gosteren teorem ve bunun dual

vesiyonlar1 incelenmistir.

Ayrica E den F ye tanimli pozitif zayif kompakt operatorlerin lineer gereni olan

W (E, F) nin vektor orgiisiinii karakterize eden teoremler galisilmigtir.



2. GENEL TANIM VE ONERMELER

2.1. Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

Uzerindeki “>” siralama bagintist ile tanimlanmis olan bir gercel vektdr uzayr E

olsun. x, ye E olmak {izere,

(i) x=>yikenherbirzeE i¢ginx + z2>y+ z,
(i) x >y iken her bir 0 < « € R i¢in X x > & y sartlarini sagliyorsa E uzayina
sirali vektor uzayi denir.

E sirali vektor uzayimnin x > 0 bagintisini saglayan elemanlarina pozitif diyecegiz. E
uzayindaki pozitif elemanlarin kiimesini {xe E : x >0 }, E " veya E. sembollerinden
biri ile gosterecegiz. E ve F iki sirali vektor uzay1 olmak iizere bir T: E — F lineer
doniisiimiine kisaca operatdr diyecegiz. Ayrica her bir x € E * igin T(x) > 0 oluyorsa

T operatoriine pozitif diyecegiz ve T > 0 ile gosterecegiz.

2.1.2. Tanim

E bir siral1 vektor uzay1 ve E nin herhangi iki eleman1 x, y olsun. Eger,

(1) x<zvey<z
(i) s € E ve x <s ve y <s iken z <s kosullarini saglayan E nin bir z eleman1 varsa
buna x ve y nin supremumu denir.

2.1.3. Tanim

E bir sirali vektor uzayi ve E nin herhangi iki elemani x, y olsun. Eger,



(1) z<xvez<ly
(i) s € E ves <x ve s <y iken s < z kosullarini saglayan E nin bir z elemani1 varsa
buna x ve y nin infimumu denir.

2.1.4. Tanim

Bir sirali vektor uzay1 E olsun. Eger iizerindeki siralamaya goére E uzayinin her x,y
c¢iftinin supremumu E uzayina ait ise bu uzaya Riesz uzay1 (vektdr orgiisii) denir.
Bundan sonra supremum ve infimum yerine sirastyla, x vy: =sup {x,y }, X Ay : =

inf { x,y } sembollerini kullanacagiz.
Ornek

£ bostan farkli bir kiime olsun. 2 kiimesi {izerinde tanimli gercel degerli
fonksiyonlarin vektér uzayr R , her bir f,g € R ¢ifti i¢in, R uzaymmda f <g
siralamas1 saglanmasi icin gerek ve yeter kosul her w € 2 i¢in f(w) <g(w)
olmasidir. Bu noktasal siralama ile R® bir Riesz uzaydir. Burada her bir @ € 2 ve
her  f,geR? i¢in  fvg(@):= max{f (®),9(@)} vef A g(a)
=min{f (w), g(w)} ifadesi saglanir.

Uzerinde noktasal siralama ile asagidaki uzaylar birer Riesz uzayidir.

(1) C(€), Q topolojik uzayi iizerinde tanimli gergel degerli siirekli fonksiyonlarin
uzayidir.

(i) Cp(£), 2 topolojik uzayr iizerinde tanimli gercel degerli siirekli ve smirl
fonksiyonlarin uzayidir.

(111) o (€2), Q21izerinde tanimh gercel degerli sinirli fonksiyonlarin uzayidir.

(iv)1<p<owigin L, :={(x,xp..),hern€N, x,, E Rve Y7_1|x,|P < o0}
dizi uzayidir.

Ayrica, (X, .4, )bir 0l¢li uzay1 olmak iizere (0 < p < o) i¢in

Ly(w):={f: f:X—>R élc;iilebilirvefx |f1? du < oo}



Lo() : = {f: f: X >R olgiilebilir ve ess sup |f| < o }uzaylar, h.h.y.x € X

icin f(x) < g(x) siralamasi altinda birer Riesz uzayidir.

2.1.5. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve x e E olsun x*:=x v 0, x~:=(x) v Ovelx] =x v (-x)
elemanlarina sirayla x € E elemaninin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii
diyecegiz. Ayrica x,y € E olsun. Eger |x| A |y|=0 ise x ile y birbirine diktir denir

ve x L y ile gosterilir.
2.1.1. Onerme

E bir Riesz uzay1 ve x,y,z € E olsun. O zaman asagidaki 6nermeler dogrudur.

D) xvy=-[(x)A(y)] vexrny=-[(x)Vv(-y)]

(i) x+ty=xAy+txvy

(i) x+(yvz)=x+y)vx+z) ve x+(yrz)=(x+y)A(x+2)

(iv) Her0<« eRigin X (x Vy)=(Xx) Vv (Xy) ve X (x Ay)=(Xx)A(XYy)
V) x=x"-x7, |x|=x"+x" ve xtAx™=0

: 1 1
(vi) xvy:;(x+y+|x—y|) ve xAyzz(ery-Ix—yI)

. 1 1
(vii) [x| v |yl= 5( lx + y|+ |x —yl)ve [x|Alyl= 5( lx +y| = Ix—yl)

(viii) [Ix] = Iyl| < |x — y| < |x| + |y] ( Uggen esitsizligi )

(ix) |xvz —yvz| <|x—y| ve |xrz —yazl < |x—y|

(x) Egerx,y,ze E isex A(y+2z) < xAy+x A z[Aliprantis ve Burkinshaw,
1985].

2.1.6. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve {x.} E Riesz uzayinda bir ag olsun. Eger her x., xg € {x} i¢in
Xoo < Xy VE Xg S X, (X, < X« Ve X, < Xp ) olacak sekilde x, € {x,} varsa {xu}

agina artan (azalan) denir ve x T (x«¥) sembolii ile gdsterilir. E Riesz uzayinimn bir



elemant x olmak iizere xo T x (x4 x) sembolleri xo T (xod) sup {xoc }=x (inf {xs}=
x) anlamma gelecektir. Eger her xe E  igin ni x 10 saglaniyorsa E Riesz uzayma

Archimedean Riesz uzayi denir.
2.1.2. Onerme (Kantorovic)

E bir Riesz uzayi, F Archimedean Riesz uzay1 ve T: E* — F* toplamsal ( Her
x,yeE+ ignT (x+y) = T(x)+T(y) ) olsun. O zaman T, E den F ye bir tek
pozitif operatore genisler. Ustelik (genislemeyi yine T ile gdsterirsek) her bir x € E

icin, T (x) = T(x") — T(x™) dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

Bir E Riesz uzayindan bir F Riesz uzayina tanimli operatorlerin vektor uzayi L(E, F)
olsun. Her S, Te L(E,F) i¢ginT >S < T — S >0 (her bir x € E* igin T(x) >S5(x) )

siralamasi ile bir siral1 vektor uzayidir.
2.1.7. Tanim

E ve F birer Riesz uzaylari ve T: E — F bir operator olsun. Eger L(E, F) siral1 vektor
uzayinda {T, —T} kiimesinin supremumu var ise T operatoriiniin modiilii vardir denir

ve |T| :=T v (-T) ile gosterilir.
2.1.8.Tanim

Bir E Riesz uzaymnin x <y sartin1 saglayan iki elemani x,yolsun. [x,y] =
{zeE: x <z <y} ile tamiml alt kiimeye sirali aralik denir. E uzayinin bostan farkli
bir alt kiimesi A olsun. Eger her bir y € 4 i¢in y <x (x <y) olacak sekilde bir x €E
varsa A kiimesine iistten (alttan) sinirhidir denir. Hem iistten hem alttan sinirli olan
kiimeye sira sinirli kiime denir. Yani A S [x, y] olacak sekilde x,y € E varsa A ya

sira sinirli kiime denir.



2.1.9.Tanim

E, F iki Riesz uzay1 ve T: E —F bir operatdr olsun. Eger T operatorii E Riesz
uzayimin siralt araliklarin1 F Riesz uzayinin sira sinirh kiimelerine dontistiiriiyorsa
T operatoriine sira sinirlt operatdr denir. Bir E Riesz uzaymin bir F Riesz uzayma

taniml1 sira sinirh operatorlerin uzayr Ly, (E, F) ile gosterilir.

Iki pozitif operatoriin farki seklinde yazilabilen operatore regiiler operatdr denir. Bir
E Riesz uzayindan bir F Riesz uzayi i¢ine tanimlanan regiiler operatdrlerin uzayi
L"(E,F) ile gosterecegiz. Agik olarak, L'(E,F) < Ly,(E,F) < L(E,F) vektor uzay1
kapsamasi saglanir. Kisalik i¢in L(E,E),L,(E,E), L' (E,E) sirastyla L(E), L,(E),
L"(E) ile gosterilecektir.

2.1.10. Tanim

E bir Riesz uzay1 olsun. Eger E Riesz uzayinin bostan farkli ve iistten sinirli her alt
kiimesinin (sayilabilir alt kiimesinin) bir supremumu varsa E Riesz uzayina

Dedekind tam ( 6 -Dedekind tam) Riesz uzay1 denir.

Bir E Riesz uzayinin Dedekind tam (o-Dedekind tam) olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul 0 <x,7<x (0<x,7<x) oldugunda sup{x.} (sup{x,})E iginde var
olmasidir. L,(z), (1 <p <o) uzaylar1 Dedekind tam Riesz uzaylarina &rnek

olustururlar.

2.1.3. Onerme

E ve F Riesz uzaylan T: E — F bir operator olsun. Her bir x € E* i¢in sup{ |Ty| :
|y| < x} F de varsa o zaman T nin modiilii vardir ve her x € E* i¢in |T|(x) =

sup{|Ty|: |y| <x} dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].



2.1.4. Onerme (Riesz-Kantorovic)

E,F Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam olsun. Bu durumda L, (E, F) sirali vektor

uzay1, Dedekind tam Riesz uzaydir. Her x € E* ve her bir S, T €L, (E, F) gifti igin,

SvT (x) = sup{S(y) + T(z) : y,zeEtvey + z = x}

SAT(x) = inf{S(y) +T(z) : yzeE*vey + z = x}

IT1C)=sup {|Ty| : |yl <x}

TH*(x)=sup {Ty : 0<y<x}

T (x) = sup{-Ty : 0 <y <x } esitlikleri gerceklesir [Aliprantis ve Burkinshaw,
1985].

2.1.5. Onerme

E ve F iki Riesz uzay1 ve F Dedekind tam uzay olsun. O zaman her S,T € L,(E,F)

ve her x € E™ igin asagidaki 6nermeler dogrudur.

(W{X Sx)VT(x) :x; €ETve Y x; =x} 15 vT(x) dir.

Q) {XE Se)AT(x):x; €EETve Yimix; =x} TS AT(x) dir.

Q) {XTx)|:x; € EY ve Y= x; = x } T|T|(x) dir [Aliprantis ve Burkinshaw,
1985].

2.2. Sirah Projeksiyonlar
2.2.1.Tanim
G, bir E Riesz uzaymin alt vektor uzay1 olsun. Eger her bir x,y € G ¢iftinin

supremumu G vektor uzaymda bulunuyorsa bu alt uzaya E nin bir Riesz alt uzayi

denir.



Bir E Riesz uzaymnmn alt kiimesi A olsun. Eger |x| < |y|ve y € A iken x € A
oluyorsa A kiimesine solid denir. Riesz uzayinin solid olan alt vektor uzaylarina ideal

denir.

1
xXvy = 7 (x + y + |x —y|) esitliginden her ideal bir Riesz alt uzaydr.

2.2.2. Tanim

E bir Riesz uzayi, x € E ve {x}, E Riesz uzayinda bir ag olsun. Eger her bir « i¢in
| Xo - X | < Yo ve Yo ¥ 0 olacak sekilde bir { y,} ag1 var ise { x,} ag1 x elemanma

siral1 yakinstyor denir ve x, ——> x ile gosterilir.

A, E Riesz uzaymin bir alt kiimesi ve {xX,} A nin bir ag1 olsun. Eger {x,} ag1 x
elemanina sirali yakinstyor iken x elemani A kiimesine ait oluyorsa A ya sira kapali

denir. Sira kapali olan ideallere de band diyecegiz.

A, E Riesz uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A kiimesini kapsayan en kiiciik
(kapsama bagintisina gore) ideale A kiimesinin tirettigi ideal denir. A kiimesinin
{irettigi ideal, { x € E : 3 x|, X2, ., Xn € Ave A, Aoy s ke R, x| < 300 44 %] )
dir. A= {x} ise xeE elemaninin iirettigi ideal A, ile gosterilirse A, ={yeE : 3L > 0,
ly| < Alx| } kiimesidir. Bir Riesz uzaymnda tek elemanli kiimelerin iirettikleri
ideallere esas ideal denir. Benzer olarak A kiimesinin {irettigi band A kiimesini

kapsayan en kiigiik banddir.
2.2.1. Onerme
A, E Riesz uzaymin bir ideali olsun. {x € E : 3 {x,} cA*ve 0 < x, T |x|} kiimesi

A tarafindan iiretilen banddir. Ustelik tek bir x elemaninm iirettigi band B, ise B,=

{y € E: |y| An|x| T |yl|} dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].



Bir E Riesz uzayinda bir band B olsun. Eger E = B @B esitligi saglaniyorsa B
uzayina projeksiyon band denir. E Dedekind tam Riesz uzayinda her band,

projeksiyon banddir.

E bir Riesz uzay1 ve 0 < e € E olsun. Eger B, = E saglaniyorsa ¢ elemanina zayif
sira birim denir. Bir Archimedean Riesz uzayinda 0 < e € E elemaninin zayif sira

birim olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x Le iken x = 0 olmasidir.

2.2.3. Tanim

E, F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operatdr olsun.

(1) E uzayinda x «—> 0 iken F uzaymda da Tx ——0 saglaniyorsa T
operatoriine sira siirekli operator denir.

(ii) E uzayinda x ,——> 0 iken F uzaymnda da Tx,——> 0 saglaniyorsa T
operatdriine c- sira siirekli operator denir.

T: E — F pozitif operatoriiniin sira slirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul E

icinde x o ¥ 0 iken F i¢inde Tx o ¥ 0 saglanmasidir.

2.3. Pozitif Lineer Fonksiyoneller

E bir Riesz uzayi olsun. E iizerinde tanimli gergel degerli sira sinirlt operatdrlerin
vektor uzaymna E Riesz uzaymin sira duali denir ve E~ ile gosterilir. f € E™ olsun.
Eger her bir x e E* igin f(x) >0 ise f fonksiyoneline pozitif lineer fonksiyonel
denir. f,g € E~ olsun “f <g < Her bir x e E¥ i¢in f(x) <g(x)” siralamasi ile
E~ bir sirali vektdr uzayidir. Ustelik R bir Dedekind tam Riesz uzay: oldugundan
Onerme 2.5 den E™~ bir Dedekind tam Riesz uzaydir.

E~ Riesz uzaymin sira duali (E~)~= E~~ , E iizerinde taniml biitiin sira siirekli ve

sira sinirli lineer fonksiyonellerin uzayi ise E;; ile gosterilecektir.
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2.3.1.Tanim

T:E —F bir operatér olsun. Eger her x, y €E icin T (xvy) = T(x)vT(y)
saglantyorsa T ye bir 6rgii homomorfizmi denir. Ayni1 zamanda birebir olan Riesz
homomorfizmlerine o6rgii izomorfizmi denir. Eger E Riesz uzaymdan F Riesz

uzayina orten bir Orgii izomorfizmi varsa E ve F uzaylar orgii izomorfiktir denir.

T:E — F bir birebir ve Orten operator olsun. T operatdriiniin 6rgii izomorfizmi

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T ve T~ operatdrlerinin pozitif olmasidir.

2.3.2. Tanim

E bir Riesz uzayr olsun. Eger her bir 0 #x € E icin f(x) #0 olacak sekilde bir

f € E~ var ise E~ya E nin noktalarin1 ayirtyor denir.

2.3.3. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun. Her bir f € E~ i¢in x" (f) = f(x) biciminde

tanimlanan *: E — E~~ dOniisiimiine dogal gdmme denir.

2.3.1. Onerme

E bir Riesz uzay1 olsun. O zaman x — x" dogal gommesi E den E~~ igine Riesz
islemlerini koruyan bir operatordiir. (Yani her x,y€E ¢ifti i¢in (xvy)"

=x"v y"dir).

Ozel olarak eger E~ uzay1 E nin noktalarini ayiriyor ise x — x” doniisiimii birebirdir
(Bu durumda E uzay1 E~~ uzay1 i¢indeki goriintiisii ile 6zdeslestirilerek E~~

uzayinin bir Riesz alt uzayi olarak diisiiniilebilir).
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2.3.4. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, f € E~ ve u € F olsun. Her bir x € E icin (f @ u)(x) =

f (x) u biciminde taniml1 operatore rank bir operatorii denir.

V' bir vektér uzayr olmak tizere V iizerinde tanimli lineer fonksiyonellerin
olusturdugu vektor uzay1 V* ile gosterilir. W bir baska vektor uzayive T : V > W

bir operatdr olsun. Her bir f € W* ve her bir veV i¢cin T* f (v) = f (T(v))
olarak tanimlanan T* : W* — V* operatéore T operatoriiniin cebirsel eslegi

(transpozu) denir. Genelde <T* f,v>=< f, Tv > bi¢ciminde gosterilir.

2.3.2. Onerme

E ve F Riesz uzaylari, T: E — F bir sira sinirhi operator ise T* (F~) < E~ dir. T*
operatoriiniin F~ uzayina kisitlanmasina T operatoriiniin (sira) eslegi denir ve T ile

gosterilir. Yani T": F"—> E~ <T' f,x>=<f,Tx>,x € E dir.

2.3.3. Onerme (Krengel-Synnatzschke)

E ve F Riesz uzaylar1 F Dedekind tam ve T: E — F bir sira sinirli operatdr olsun. O
zaman her bir f € E; i¢in|T’| f =|T|" f esitligi saglanir [Aliprantis ve Burkinshaw,
1985].

2.4. Topolojik Vektor Uzaylarn

X bir vektor uzay1 ve v, X lzerinde bir topoloji olsun. Eger,

+:XxX 2X, (x,y)>x + Yy

* :RxX - X, (4,x) - Ax biciminde taniml1 iki fonksiyon t topolojisine gore stirekli

ise (X, 7) ikilisine bir topolojik vektor uzayi denir.
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2.4.1. Tanim

X bir vektor uzayi olsun. A, X in bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger x,y € A ve
0<A<1li¢in Ax+ (1 —A2)y € Aoluyorsa A ya konveks kiime denir.
A, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger x € Ave |1 <1 i¢in Ax € A

oluyorsa A ya dengeli kiime denir.

A kiimesini iceren en kiigiik (kapsama bagintisina gore) konveks kiimeye A nin
konveks zarfi denir ve Co(A) ile gosterilir. Co(A) := D Aix;: x; €A 4 =
0,ve Yivi A4; = 1} dir.

Benzer sekilde A kiimesini igeren en kiigiik konveks ve dengeli kiimeye A nin mutlak
konveks =zarfi denir ve mCo(A) ile gosterili. mCo(A)={d " Aix;: x; €

Ave Y- || <1} oldugu kolayca goriilebilir.

2.4.2. Tanim

E bir topolojik uzay olsun. (E, 1) topolojik uzayinda acik kiimelerden olusan bir
{A;; i €1} ailesinin bilesimi tim E uzayina esitse bu aileye E uzaymin bir agik
ortlisti denir. Bir agik ortliniin bir alt ailesi de gene bir agik ortii oluyorsa bu aileye alt

ortl denir.

Eger (E, 1) topolojik uzayinda verilen her agik Ortiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa
(E, t) topolojik uzaymna kompakt denir. E uzayindaki bir A alt kiimesi i¢in de

kompaktlik benzer sekilde tanimlanir.

E topolojik uzayinda bir A kiimesinin kapanis1 kompakt ise bu A kiimesine goreceli

kompakt denir.
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2.4.3. Tanim

(X, 1) bir topolojik vektdr uzayr olsun. Eger X uzaymin sifirinin bir konveks
komsuluklar tabani var ise (X, 1) topolojik uzayina bir lokal konveks topolojik vektor

uzay1 adi verilir.

2.4.4. Tanim

(X, 7) bir lokal konveks topolojik uzay ve A < X olsun. Sifirin her bir V komsulugu
icin A < AV kosulunu saglayan bir A > 0 gercel sayisi var ise A kiimesine - sinirl

kiime ad1 verilir.

X bir topolojik vektor uzayi1 ve X lizerinde tanimli yarmormlarin bir Q ailesi verilsin.
X lizerinde Q ailesindeki her bir yarinormu siirekli yapan X {izerinde bir en kaba

topoloji vardir. Bu topoloji altinda X bir konveks uzay olup sifirin kapali

sup

komsguluklar taban1 o (0) = { { x: 1<i<n

Pi(x)<¢g}, €>0, P; eQ } ailesidir.

X ve X' iki vektor uzay1 ve X x X' {izerinde bir bilineer form <, > olsun. Eger <, >

bilineer formu,

D :Herbir 0 #x € X i¢in < x, x ' > # 0 olacak sekilde bir x ' € X' vardur.
D':Herbir0=x"'e X' i¢cin <x, x ' > # 0 olacak sekilde bir x € X vardir. Sartlarim

saglarsa X ve X' ne bir dual ikili denir ve < X, X' > ile gosterilir.

<X, X'> bir dual ikili olsun. Her bir x 'eX’ ve her bir xeX i¢in P,/(x) =|< x,x" >

| bigiminde tanimlanan P, : X — R fonksiyonu bir yarinormdur.

Q ={ P, :x"'eX'} yarmormlar ailesinin X {izerinde tanimladig1 topolojiye zayif

topoloji denir ve o(X, X' )ile gosterilir. (X, X") topolojisine gore sifirin bir kapali
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komsuluklar tabant {{x: sup | <x, x> | < l}ther bir I£1<ni¢in x'i € X' }

ailesidir.

Q ={ P, : x X}, P (x) = | < x,x" >|, yarmormlarin ailesinin X' {izerinde
dogurdugu zay1f topolojiyi ise o (X', X) ile gosterecegiz. Bu topolojiye gore {x'y} <
X' agmin x', — 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir xeX i¢in <x, x'>— 0

R de saglanmasidir.
2.4.5.Tanim

< X,X' > bir dual sistem ve t, X lizerinde bir lokal konveks topoloji olsun. Eger
(X,7) uzaymnin topolojik duali X’ oluyorsa t topolojisine dual sistem ile uyumludur

denir.
2.4.1. Onerme (Mackey)

< X, X' > bir dual ikili olsun. Dual sistem ile uyumlu olan X iizerinde tanimli tiim

lokal konveks topolojilere gére X uzaymin sirli kiimeleri aynmidir [Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985].
2.4.6. Tanim

Bir vektor uzayi E lizerinde taniml, gergel degerli ve x noktasindaki degeri ||x|| ile
gosterilen bir fonksiyon asagidaki kosullar1 saglarsa, bu fonksiyona E iizerinde bir

norm denir.

(N1) : Her x #0 igin ||x]|| > 0 gegerlidir.
(N2) : |[oc x]|| =|e<]. ||x]| x€ K,x €E
(N3) :Herx,y € E igin ||x + y|| < |[x]| + ||yl esitsizligi saglanir.
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Bu takdirde (E, || |[|) ¢iftine normlu uzay ve ||x|| sayisina da x noktasinin normu

denir.

X bir normlu uzay olsun. X norm metrigine gore tam ise X e Banach uzay1 denir. X
. A . e ee e . . .
bir Banach uzayr ve x — x lineer doniislimii orten ise X uzayma yansimali

(refleksive) Banach uzayi denir.

X asikar olmayan bir normlu uzay ve X' norm dual ise her bir (x, x ') € XxX' i¢in
<x,x'>=x"(x) bilineer formu D ve D' sartlarin1 saglayacagindan her bir normlu

uzay iizerinde bir zayif topoloji tanimlanabilir.

2.4.2. Onerme (Eberlein-Smulian)

Bir X normlu uzaymin alt kiimesi A olsun. A kiimesinin goéreceli zayif kompakt
(zay1f kompakt) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A igindeki her dizinin X uzayinin
(A kiimesinin) bir elemanma zayif yakinsayan bir alt dizisinin var olmasidir

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.4.3. Onerme (Krein-Smulian)

Bir Banach uzaymin bir goreceli zayif kompakt alt kiimesinin konveks zarfi da

goreceli zay1f kompakttir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.4.4. Onerme

Eger {x,} dizisi bir Banach uzayinda zayif yakinsak ise { Y1 An Xn ¢ 21l Anl <
1} kiimesi goreceli zayif kompakttir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

E bir Riesz uzay1 ve p: E - R bir yar1 norm olsun. Eger E iginde |x| < |y|

kosulunu saglayan her x, y €E i¢in p (x) < p (y) oluyorsa p ye Riesz yarmormu
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denir. E bir Riesz uzay1 ve p: E — R bir fonksiyon olsun. Eger p asagidaki sartlari

saglarsa p foksiyonuna bir pseudonorm denir.

(i) Vx€E i¢in p(x) >0

(i) Vx,y €E ign p(x+y) < p(x) + p(¥)

(i) Vx € E i¢in A — 0 yakinsarken p (1x) -0

(iv) Vx,y € E igin |x| < |y| oldugunda p (x) < p (¥).

E bir Riesz uzay1 ve Q, E iizerinde taniml1 Riesz yar1 normlarinin bir ailesi olsun. Q
Riesz yar1 normlar ailesinin E iizerine koydugu topolojiye lokal konveks-solid

topoloji denir (E, 1) ikilisine lokal konveks-solid Riesz uzay1 denir.

E bir Riesz uzay1 ve A, E™ uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her bir ¢ € A
ve her bir u € E icin p,(u) = |p|(Jul) ile tamml p,, E iizerinde bir Riesz
yarmormudur. { p, - @ € A} Riesz yarmormlarinin E lzerine koydugu lokal

konveks-solid topolojiye mutlak zayif topoloji denir ve |a| (E, A) ile gosterilir.
2.4.5. Onerme

(E,7) Hausdorff lokal konveks-solid Riesz uzay1 olsun. O zaman asagidaki dnermeler

dogrudur.

(i) E uzaymin pozitif kismi E* kiimesi t - kapalidir.
(i1) E iginde xq T ve xq Sox sartin1 saglayan {x,} ag1 i¢in sup{x,} = x dir.
(i11) E uzayiin her bir bandi t- kapaldir [ Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.4.6. Onerme

{x.} (E, 7) lokal konveks-solid Riesz uzayinda bir ag olsun ve x, { 0 saglansin. O

T . o(EE") . .
zaman X, — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, —— 0 olmasidir [Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985].
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2.5. Banach Orgiileri

E bir Riesz uzay1 ve || ||, E tizerinde bir norm olsun. Eger |x| < |y| kosulunu
saglayan her x,y €E i¢in ||x|| < [|yl|loluyorsa || || normuna E tizerinde bir orgii

(lattice) normu denir.

Bir 6rgii normu ile donatilmis Riesz uzayma normlu Riesz uzayi denir. Ustelik
normlu Riesz uzay1 tam ise bu uzay Banach Orgiisii adin1 alir. Ag¢ik olarak her bir

normlu Riesz uzay1 bir lokal konveks-solid Riesz uzayidir.

2.5.1. Onerme

Normlu bir Riesz uzaymin norm duali bir Banach orgiisiidiir [Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985].

Ornek

K bir kompakt Hausdorff uzay olmak tizere C(K) ve her bir p (1<p<c0) igin L, (1)

uzay1 bir Banach orgiistidiir.

2.5.2. Onerme (Garrett Birkhoff)

E Banach orgiisiiniin norm duali ile E nin sira duali ¢akisir. Yani E'= E~ dir. Simdi

{Xn} , Banach uzaylarinin bir dizisi olsun.

(1 £ p < o) olmak iizere ;
1
K @ X, @.....)p s == (ry, 0 .) ¢ 2y € Xy velxl] 1= (Tgmsllxy PP < oo}
1
seklinde tamimlanan uzay ||x|| = (X%—;l|x,|/P)?P normu ile Banach uzayidur.

X, ®X,®...... )p Banach uzayina, {X,} lerin L,— toplam denir.
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X, ®X,®...... o Ve (X, @ X,®...... )o uzaylarm ise sirasiyla asagidaki sekilde

tanimlayacagiz.

X, ®X,®...... oo :={x = (x1,%5,...) - xp € Xy vel|lx|| : sup{|[x,||} <o} ve
X, ®X,®...... Yo :={x= (x1,%3,...) - X € X, ve lim||x|| =0 A

Eger her bir X, Banach orgisii ise (X; @ X,®...... ), de Banach Oorgiisiidiir
[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.3. Onerme

{Xn}, Banach uzaylariin bir dizisi, 1 < p,q < oo ve %+% = 1olsun. O zaman

x = (x,x...) € X1 ®X;®...... )p vex'= (x1,%;...) € (X] ®X;®...), icin

(x,x"y = ¥, x, (x,) olarak tanmimlanan dual operatérii ile (X; @ X,@...... )p =

X, ®X,®...... o= (X1®@X, ®...... )1 olur [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.4. Onerme

Bir Banach orgiisiinden bir normlu Riesz uzayina tanimlanan her bir pozitif operator

stireklidir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

E bir Banach orgiisii olsun. Eger E i¢inde x, ¥ 0 sartim1 saglayan her bir { x,} ag1

i¢in ||x|[¥ 0 oluyorsa || || normuna sira siirekli norm denir.
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2.5.5. Onerme (Fremlin-Meyer-Nieberg)

Bir Banach orgiisiiniin sira siirekli norma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E
nin her sira sinirh dik dizisinin 0 a normda yakinsak olmasidir [Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985].

2.5.6. Onerme

E bir Banach orgiisii ise asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) E sira siirekli norma sahiptir.

(i) E iginde 0<x,T< x ise {x,} bir Cauchy dizisidir.

(iii) E, o Dedekind tam ve E i¢inde x, ¥ 0 ise || x, || 4 0 dir.

(iv) E uzay1 E" uzayi iginde bir idealdir.

(v) E i¢indeki her bir sira aralik zayif kompakt bir kiimedir [Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985].

2.5.1.Tanim

E bir normlu uzay olsun. 0< x, T x oldugunda ||x«|| T ||x]| oluyorsa E {izerindeki

norma Fatou normu denir.

2.5.2. Tanim

{x,}, X Banach uzayinda bir dizi olsun. Eger her bir x' € X' i¢in /imx'(x,) R de
varsa bu diziye zayif Cauchy dizisi denir. X Banach uzayindaki her zayif Cauchy
dizisi X in bir elemanina zayif yakinsaksa X uzayina zayif dizisel tam denir.

2.5.3. Tanim

E bir Banach orgiisii olsun.
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(1) 1<p <o olmak iizere x A y = 0 sartimt saglayan her bir x,y € E i¢in
llx + y[I°= llx|I” + ||yl oluyorsa E ye soyut L, uzay1 denir.

(i) x A y = 0 kosulunu saglayan her bir x, y €E i¢in ||x v y||= max{ ||x]|, [y}
esitligi saglanirsa E' ye soyut M uzay denir. Genelde soyut L; uzayma AL uzay,
soyut M uzayma ise AM uzay denir.

2.5.7. Onerme

E bir Banach 6rgiisii olsun.

(i) E uzaymin bir AL uzay olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her bir x,y € E" ¢ifti
icin |lx+ yl|l = |lx|| + ||v|lolmasidir.

(ii) E uzaymin bir AM uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir x,y € E*
icin ||x v y|[= max {||x||, [ly]|} olmasidir [Zaanen, 1983].

2.5.4. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve 0 < e € E olsun. Eger her bir x € E i¢in |x|< Ae olacak

sekilde bir 4 € R var ise e elemanina E Riesz uzayinin sira birimi denir.

2.5.8. Onerme

E, bir Banach orgiisii olsun. E uzayimin bir AL (AM) uzay olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul E' norm dualinin bir AM (AL) uzay olmasidir [Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985].

2.5.5. Tanim
E bir Banach orgiisii olsun. Eger P:E — E lineer operatdrii P2 = P, ||P|| <1 ve

P >0 ise P ye pozitif contractive projeksiyon denir. Eger P: E" — E pozitif

contractive projeksiyon varsa E ye (P) 0zelligine sahiptir denir.
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2.5.9. Onerme

E ve F birer Banach orgiisii olsun. P: E'" — E bir pozitif contractive projeksiyon,
T: F - E lineer operatdr ve T' sira smirlt olsun. Eger j: E = E" dogal gomme
dontigiimii varsa |T| =P |T'|"j=P|T"|j olur [P.Meyer- Nieberg, 1991].

2.5.10. Onerme

E ve F birer Banach orgiisii olsun. Eger asagidaki onermelerden birisi saglanirsa

L(E,F) = L"(E,F) dir.

(1) F, Dedekind tam birimli AM uzaydir.
(i) F,AL uzay1ve E, (P) ozelligine sahiptir [P.Meyer- Nieberg, 1991].

2.5.11. Onerme

E bir ALuzay1 veya Dedekind tam birimli AM uzay olsun. O zaman her bir

T €L(E)i¢in |T|vardir ve |||T||| = ||T||dir [Schaefer, 1974].

2.5.6. Tanim

E bir Banach orgiisii olsun. E nin her pozitif artan ve norm smnirh dizisi, norm

yakinsak oluyorsa E uzayina KB (Kantorovic Banach) uzay1 denir.

2.5.12. Onerme

E bir Banach orgiisii olsun. Asagidaki 6nermeler denktir.

(1) E,KB uzayidr.

(2) E,E" nin bandidir.
(3) E=(E"), dir.
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(4) E zayif dizisel tamdir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.13. Onerme

E bir Banach 6rgiisii olsun. E nin KB uzay olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(1) E nin sira siirekli norma sahiptir ve

(i) 0< xo T ve sup||lx|| < oo iken sup x4 vardir [Zaanen, 1983].

2.5.14. Onerme

E bir AL uzay ve F bir KB uzay olsun. O zaman Ly (E, F) = L(E, F) esitligi saglanir
[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.15. Onerme

Her AL uzay bir KB uzaydir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.16. Onerme (Kakutani-Bohnenblust-Nakano)

Bir E Banach orgiistiniin soyut L, (1 <p <o) uzay olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul E nin bir L,,(4) uzayina 6rgli izometrik olmasidir [Aliprantis ve Burkinshaw,

1985].

2.5.17.0nerme (Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein)

E Banach orgiisiiniin bir birimli AM uzay olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
(homeomorfizm farkiyla tek) €2, bir kompakt Hausdorff topolojik uzay1 olmak tizere
E uzaynin C(£2) Riesz uzayina orgii izometrik olmasidir [Aliprantis ve Burkinshaw,

1985]. Ozel olarak, bir Banach &rgiisiiniin AM uzay olmasi icin gerekli ve yeterli
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kosul bir C(£2) uzaymmin kapali bir Riesz alt uzaymna o6rgii izometrik olmasidir

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.5.7. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X uzayimnin her agik kiimesinin kapanisi yine

acik oluyorsa X topolojik uzayina Stonean uzay denir.

2.5.18. Onerme

X kompakt topolojik uzay olmak tizere C(X), AM uzayinin Dedekind tam olmasi igin
gerek ve yeter kosul X in Stonean olmasidir [P.Meyer- Nieberg, 1991].

2.6. Kompakt Operatorler

2.6.1. Tanim

X ve Y birer normlu uzay, T: X = Y bir operatdr olsun. T operatdrii X uzayinin
kapal1 birim yuvarimi Y nin bir goreceli norm kompakt kiimesine doniistiiriiyorsa T
ye kompakt operatdr denir. Acik olarak her kompakt operatdr bir norm smirh

operatordiir.

2.6.1. Onerme

X ve Y birer normlu uzay, T: X = Y bir operator olsun. T nin kompakt operator
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X uzayimin her norm siirli dizisinin T altindaki
goriintiisiiniin norm yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir.

2.6.2. Onerme (Schauder)

X ve Y iki Banach uzay1, T: X — Y bir norm sinirli operatdr olsun.
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T nin kompakt operatér olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T':Y' - X'

operatoriiniin kompakt olmasidir [ Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7. Zayif Kompakt Operatorler

X bir normlu uzay olmak tizere X tizerindeki o(X,X") zayif topolojiyi @ ile, X'

tizerindeki o(X’, X) zayif topolojiyi ise o* ile gosterecegiz.

2.7.1. Onerme

X ve Y normlu uzaylar, T: X —Y bir operator olsun. O zaman asagidaki énermeler

birbirine denktir.

(1) T norm siireklidir.

(i) T zayif siireklidir. [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7.1.Tanim

X ve Y Banach uzaylari, T: X —Y bir operator olsun. Eger X uzayimin kapali birim
yuvarmin T altindaki goriintiisii Y uzaymin goreceli zayif kompakt bir alt kiimesi ise

T ye zayif kompakt operator denir.

2.7.2. Onerme

X ve Y Banach uzaylar1 olsun. T: X —Y operatoriiniin zayif kompakt operator
olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul X wuzaymmin her norm smirh dizisinin
goriintiisiinlin zayif yakinsak bir alt dizisinin olmasidir [Aliprantis ve Burkinshaw,

1985].
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2.7.3. Onerme

X ve Y Banach uzaylar1 olsun, T: X —Y bir zayif kompakt operatdr ise T norm

stireklidir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].
2.7.4. Onerme

T:Z — X strekli lineer operatdr T nin zayif kompakt olmasi igin gerek ve yeter
kosul S:Z - Y, j:Y — X siirekli operatorleri olmak tizere T = jS olacak sekilde

en az bir tane Y yansimali Banach uzay1 olmasidir [P.Meyer- Nieberg, 1991].
2.7.5. Onerme (Orliz Pettis)

Yin X, serisinin terimleri bir X Banach uzayina ait olsun. Eger her artan k,, pozitif

tamsayilar icin Y."—. x.. , X uzayinda zayif yakinsarsa o zaman Y.—, x;. normda
J=17k;j j=1%k;

yakinsaktir.
2.7.6. Onerme (Gantmacher)

X ve Y iki Banach uzayi, T: X —Y bir siirekli operator olsun. Bu takdirde asagidaki

Onermeler birbirine denktir.

(1) T zayif kompakt operatordiir.

(i) T" (X™) <Y dir.

(i) T : (Y, w*) - (X', w) siireklidir.

(iv) T' zayif kompakt operatordiir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7.7. Onerme

X,Y,Z Banach uzaylar1 olmak iizere asagidaki dnermeler dogrudur.
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(1) X den Y ye taniml biitiin zayif kompakt operatorlerin kiimesi L(X,Y) uzayimnin
norm kapali alt vektor uzayidir.

(2) Soperatorii X den Y ye, T operatorii ise Y den Z ye tanimli ve siirekli olsunlar.
Eger S ve T operatoriinden biri zayif kompakt ise, TS de zayif kompakt olur
[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7.8. Onerme

X bir Banach orguisii {x,,} , X de bir dizi ve {x,,'}, X' nde bir dizi olmak tizere X de

w w
X, = 0ve X' dex,’ =0 saglanirsa o zaman,

(1) S: 4 »X S(ay...) = Xpo1 apx, biciminde tanimli operator ve
2) T:X - Cy T(x) = (x1(x), x3(x),...) Dbigiminde tamimli operatér zayif
kompakttir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7.2. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 T: E — F bir pozitif operatdr. Her x € E icin | Sx | < T | x|

ise S: E — F operatorii T tarafindan domine edilir denir.
2.7.9. Onerme (Wickstead)
E ve F Banach orgiileri i¢in asagidaki 6nermeler denkttir.

(1) YaE 'yada F sira siirekli norma sahiptir.
(2) Bir zayif kompakt operator tarafindan domine edilen E den F ye her pozitif
operator zayif kopmaktir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].

2.7.10. Onerme

Bir AL uzaydan bir KB uzay i¢ine tanimlanan her zayif kompakt operator bir zayif

kompakt modiile sahiptir [ Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].
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E ve G normlu uzaylar olmak iizere E' den G ye taniml zayif kompakt operatorlerin

uzaym W (E, G) ile gosterecegiz.

2.7.11. Onerme

E bir Banach orgiisii, E' sira siirekli norma sahip ve G Dedekind tam birimli
AM uzay olsun. O zaman her bir T: E — G zayif kompakt operatoriin modiilii vardir

ve bir zayif kompakt operatordiir [Schmidt, 1988].

2.7.12. Onerme

E bir Banach orgiisii E' sira siirekli norma sahip ve ¢ Dedekind tam birimli AM uzay

olsun. O zaman W (E, G), L, (E, G) Riesz uzayinda bir idealdir. [Schmidt, 1988].

2.7.3. Tanim

E bir Banach orgiisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir siirekli operator olsun. Eger
her xeE%igin T([0,x]), X uzaymm goreceli zayif kompakt alt kiimesi ise

T operatoriine sira zayif (o-zayif ) kompakt operator denir.

2.7.13. Onerme (Dodds)

E bir Banach orgiisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir siirekli operator olsun. O

zaman asagidaki onermeler birbirine denktir.

(1) T o-zayif kompakt operatordiir.

(i1) E uzaymin her sira sinirl (x,) dizisi i¢in, lim T (x,) = 0 olur.

(iii) Her x € E*ve her bir ¢ > 0i¢in |y|<x ve x"(|y]) <& oldugunda ||Ty|| < &
olacak sekilde bir 0 <x' € E've 6 > 0 vardir.

(iv) E uzayim E" i¢inde dogurdugu ideal A olmak tizere T " (A) < X olur [Aliprantis
ve Burkinshaw, 1985].
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2.7.4. Tanim

E bir Banach o6rgiisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir siirekli operator olsun. Eger
E uzayinin her bir norm smirl dik dizisi (x,,) i¢in lim T (x,,) = 0 oluyorsa T ye M-

zay1f kompakt operatdr denir.

2.7.14. Onerme (Meyer-Nieberg)

Her M- zayif kompakt operator bir zayif kompakt operatordiir [Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985].

2.7.5. Tanim

Y, X Banach uzayimin kapali alt vektor uzay:1 olmak {lizere X = Y®Z olacak sekilde X

in baska bir kapali alt vektor uzay1 Z varsa Y ye tamamlanabilir denir.

2.7.15. Onerme

K, E Banach orgiisiiniin sinirh bir alt kiimesi olmak tlizere K nin konveks solid zarfi

goreceli zayif dizisel tam olsun. Asagidaki onermeler denktir.

(1) K, goreceli zayif kompakttir.

(i1) l; in dogal bazina esit olan K nin elemanlarindan olusan hicbir x,, dizisi yoktur
oyle ki span(x,), E detamamlanmaktadir.

(iii) (x,,),, , E uzayinm birbirine dik pozitif elemanlarmin zayif toplanabilir dizisi
olmak iizere x € K i¢inn — oo iken x,,(x) , 0 a diizgiin yakinsar.

(iv) (x,,),, , E uzayinin birbirine dik pozitif elemanlarmin sira sinirli bir dizisi olmak
lizere x € K i¢inn — oo iken x,,(x) , 0 a diizgiin yakinsar [Niculescu. 1981].

2.7.6. Tanim

E Archimedian Riesz uzay1 ve X Banach uzayi olsun.
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T:E — X operatorii E nin her sira araliginin goriintiisiinii norm siirli olursa T ye
aralik smirli operator denir. T: E — X aralik smirhi lineer operatdr olmak iizere
q(T)(x) = sup{||ITy|l : |yl <|x|} ile tamimlanan yarmorma mutlak monoton

yarinorm denir.

2.7.16. Onerme (Dodds)

Her aralik siirli lineer T: E — X operatorii icin asagidaki onermeler denktir.

(1) T sira- zayif kompakttir.

(ii) Her sira sinirh dik dizi (x,)T € E* iginn — o iken qT(x,,) — 0 dir.

(iii) Her sira sinirhi dik dizi (x,,)T € E* i¢ginn — oo iken |Tx,| - 0 dir.

(iv) Her sira sinirh artan dizi (x,)T € EY igin (Tx,)T yakmsaktir [P. Meyer-
Nieberg, 1991].

2.7.7. Tanim

X ve Y iki Banach uzay1 ve T: X — Y bir operator olsun. Her x € X i¢in K||x|| <
[IT(x)|| < M||x|| olacak sekilde iki sabit K ve M pozitif sayilar1 bulunabiliyorsa T

operatdriine bir gdmme denir.

X Banach uzayinda Y Banach uzayr i¢ine bir gdbmme varsa X uzayr Y igine
gomiilebilir denir. T operatorii Banach orgiileri arasinda bir gdmme ise T ye Orgil
gomiilebilir denir. X Banach orgiisiinden Y Banach Orgiisline bir gomme varsa X

uzay1 Y igine orgii gdmiilebilir denir.

2.7.17. Onerme (Lozonovskii-Mekler-Meyer—Nieberg)

F, o- Dedekind tam Banach orgiisii i¢in asagidaki dnermeler denktir.

(1) I, , F de orgii gomiilebilirdir.
(2) F, sira siireli norma sahip degildir.
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(3) F* nin normda 0 a yakinsamayan sira sinrh dik bir dizisi vardir [Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985].

2.7.18. Onerme
E, Banach 6rgiisii i¢in asagidaki dnermeler denktir.

(1) 1 , E de orgili gobmiilebilirdir.

(2) E' sira siirekli norma sahip degildir.
2.7.19. Onerme

E Banach orgiisii olsun. E nin [; e izomorfik olan her U alt 6rgiisii i¢in U, E den E ye

bir pozitif projeksiyonun goriintiisiidiir [P.Meyer- Nieberg, 1991].
2.7.20. Onerme

H birimli AM uzayinin sira siirekli norma sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul H

uzayinin sonlu boyutlu olmasidir.
2.7.21. Onerme

E ve F Banach orgiileri olmak iizere F, Dedekind tam birimli AM uzay1 ise bu

durumda L(E,F) = L" (E, F) dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].
2.7.22. Onerme (Monoton Yakinsaklik Teoremi)

(X, A, ) bir 6lgii uzayr ve (f,) de M*(X, .4) daki fonksiyonlarin monoton artan

bir dizisi olsun. (f;,) dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise |, y [ dp=lim fX fodu dir
[Cohn, 1980].
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3. ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERIN MODULU
3.1.Tanim

E bir Banach orgiisii olmak tizere 4, E nin goreceli zayif kompakt altkiimesi olsun.
|A| = {|x| : x € A} kiimesi de goreceli zayif kompakt oluyorsa E kiimesine (W;)

ozelligine sahiptir denir. KB uzaylar1 ve AM uzaylar1 (W) 6zelligine sahiptirler.
Ornek

E = Cy(L,[0,1]) olmak iizere E sira siirekli norma sahiptir fakat (W;) 6zelligine

sahip degildir.

Coziim: E = Cy(L,[0,1]) uzay1 E"”"=l,[ (L1[0,1])"] uzay1 iginde ideal oldugundan
E uzay1 sira siirekli norma sahiptir. E uzaymin (W;) 6zelligine sahip olmadigini

gosterelim.

1, (t)=sgn(sin2™mt) [0,1] lizerinde tanimli n. Rademacher fonksiyonu olsun. L;[0,1]

den — oo iken T, (t)— 0 dir.

Xy = (rn,rn, ey, 0,0, > € E olarak tanimlansin. E = Cy(L,[0,1]) uzayinda

ntane
n - o iken x, %0 dr. Gergekten, E' = 1;(L[0,1]) oldugundan her F € E' =
[;(L,[0,1]) i¢in F = (f;,) olacak sekilde (f;;) € L[0,1] vardir.

X, =(xK)%_, € Co(L1[0,1]) olmak iizere F(x,) = F(xf) = ¥, fe (xX) dur.

F(xn) = FCr) = Lo fil O) = XRaafu Gon) = fi(m) +f2(0) + -+

f (1) olugundan F( x,,) = 0 olur.

| x| = (Irn L1, 1% 1, 0,0, ) =(X[oap X[oa] - X[01],0-.) dir ve n#m
ntane n tane
olmak tizere ||| x,,| — | x,, ||l = 1 dir. Bu nedenle (| x,,|) dizisinin zayif yakinsak bir

alt dizisi yoktur. Dolayisiyla E, (W;) 6zelligine sahip degildir.
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3.1. Onerme
F, Banach orgiisii i¢in agsagidaki onermeler denktir.

(1) F, (W;) ozelligine sahiptir.

(2) Her bir E, AL uzay1 i¢in E den F ye tamimh her zayif kompakt operatoriin
modiilii zayif kompakttir.

(3) l; uzayindan F ye tanimli her zayif kompakt operator zayif kompakt modiile
sahiptir.

Ispat

(1) = (2): F, (W) 6zelligine sahip ve T: E — F bir zayif kompakt operator olsun.

|T| nin mevcut ve zayif kompakt bir operator oldugunu gosterelim.

E nin kapali birim yuvari Ug ve pozitif kismin1 da UF olsun. T zayif kompakt
oldugundan T(UF) goreceli zayif kompakttir. T(UZF ) kiimesini A ile gosterelim.

A C F dir ve F, (W;) 6zelligine sahip oldugundan |A| goreceli zayif kompakttir.

Onerme 2.4.2 den |A| nin kapali konveks zarfi K = Co (J4|) da zayif kompakttur.

Her bir x € Uf igin A, = { X" ,|Tx;| :n € N: x; = 0,Y, x; = x } olsun. Onerme
2.1.5 den A, T olur. Ayrica A, c K dir. Gergekten, keyfi bir z = )., |Tx;| € A,

elamanini alalim.

z=Y" (Tx)| =Xk %] . |%| esitliginde y; =T (L) olarak alinirsa y; € A

llxill

olmasindan |y;| € Kolurve z = Y1~ |lx;l . [yv;| olur.
0e Uf veT(0) = 0€ T(UZ) olmasindan 0 € K olur.

E, AL-uzayi oldugundan };i-; |lx;||=[27, x; || =llx|| esitligi saglanur.
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< =" |lxll =lIX~, x; |l = |lx|| olarak aliirsa x € UF olmasindan o<1
olur. z elemanina 0.(1—« ) sayisini eklememiz degerini degistiremeyeceginden ve

K kiimesinin tanimindan z € K oldugu goriiliir.

K zayif kompakt kiime oldufundan A, agmin zayif yakinsak bir A, alt ag
vardir. A, alt ag1 yukar1 yonlendirildiginden ve zayif yakinsakligindan A, ag
norm yakinsaktir. (Bkz. Onerme 2.4.6 ) Onerme 2.4.5 (ii) den sup( Ay) = y(x) €

K dir. Diger taraftan sup(4,) = y(x) € K olur. Onerme 2.1.3 den T nin modiilii
|T| var ve |T|(x) = y(x)dir.

Her x € Uf i¢in |T|(Ug) € K olur. |T| (Ug) kiimesi de goreceli zayif kompakt
buradan |T| zayif kompakt olur. Ayrica [|T||,- = [||T|||=[|T]| dir.

Gergekten, her x € Uf i¢in
NATION = llyGoll = im{llyll ;¥ € A} < (Tl

IEH Tl =|| Ziallall. [T |

= AT Facenl|

Il
< TI- 1Xi= xll
< |ITll

Tl < |IT|| bulunur. Diger taraftan ||T|| < [||T||| oldugundan ||T||, = ||IT|I|| = [IT||
dir.

(2) =(3): I, , AL uzay1 oldugundan ispat agiktir.

(3)=(1): Kabul edelim ki (3) saglansin ancak (1) saglanmasin. Yanil; den F ye
taniml1 her zayif kompakt operator, zayif kompakt modiile sahip olsun. Ancak F’ nin

en az bir géreceli zaylf kompakt alt kiimesi 4 i¢in |A| kiimesi goreceli zaylf kompakt
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sahip olmasin. A goreceli zayif kompakt oldugundan A nin her (y,,) dizisinin zayif
yakinsak bir (x,,) alt dizisi vardir, fakat {|x,,|}n=; dizisinin zayif yakinsak higbir alt
dizisi yoktur.

T: l; = F (A;) € lolmakiizere T( 4;) = X;2; 4; x; € F olarak tanimlansin.

T anlamhdir. Gergekten, S, =)/, A; x; kismi toplamlar dizisini alalim. (S,) nin

Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n> m > n,, olmak lizere,
IS = Smll = 112521 4 % — XiZ4 A il
= 1Xi=me A xill
< YiemellAi xll
=Xi=m+1lAi |- l1xll
<M.y qlAi ]l <M. % = ((x;) norm simirlive (4;) € 1)

Dolayisiyla(S,) S F de Cauchy dizisi olur. F tam oldugundan limS, = };2, 4; x; €
F olur.

T nin 1y1 taniml1 oldugu da kolayca gosterilebilir.

(o Xy peqlAn]l <13={T(A,): 1, € Ull} = T(Ull) dir. Onerme 2.4.4

den T zayif kompakttir. (3) den T nin zayif kompakt bir modiilii vardir.

S=X21 4 1%l olsun. S = |T| oldugunu gosterelim. Kolayca goriilebilir ki
+T < S dir. +T operatoriiniin bagka bir {ist sinir1 olarak K operatoriinii alalim. § < K

dir.

Gergekten her 0 < A=(4;) € l;i¢cin  y; =(0,0,... 4;,0,0,...) € |; olarak
tanimlanirsa + T(y;) < K(u;) olur. Buradan

+ T(w) < K(u) =+ 4ix; < K(u;)
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=4 1x| < K(u;)

=Y A Il < X2 K (W)

=S(4) < K(A) olur.

Her (A;)€ L i¢in |T|(x;) = X121 A; |x;| bulunur.
e; = (0,0,0,...,1,0, ....) secelim.

{lx;| = |T|e;};2, dizisi zayif yakinsak alt dizi icerir. Ancak {|x,|}n=, dizisinin hi¢bir

zay1f yakinsak alt dizisi yoktu. Bu bir ¢eliskidir, dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
3.2. Onerme
E, Banach orgiisii i¢in agsagidaki onermeler denktir.

(1) E', (W) ozelligine sahiptir.

(2) Dedekind tam birimli AM uzayr Ficin, E den F ye her zayif kompakt
operatoriin, zayif kompakt bir modiilii vardir.

(3) E den [, a taniml1 her zayif kompakt operatoriin zayif kompakt bir modiilii
vardir.

fspat

(1) = (2): F Dedekind tam birimli AM uzay1 olsun. O zaman her T € L"(E,F)
=L(E,F) i¢in |T| = P|T'|'; = P|T"|j olur. Burada P: F"" — F bir pozitif

contractive projeksiyon ve j: E — E'"dogal gomme doniistimidiir.

Eger T zayif kompakt ise T’ zayif kompakttir ( Bkz. Onerme 2.7.6 (Gantmacher)).
Onerme 2.5.11 den F’ bir AL uzay1 ve Onerme 3.1 in (2) sartindan |T’| zayif
kompakttir. Gantmacher teoremden |T'|" zayif kompakt |T| =P|T’|'j olmasindan ve

Onerme 2.7.7 den |T| zayif kompakttir.

(2) = (3): l, Dedekind tam birimli AM uzay1 oldugundan agiktir.
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(3) = (1): Kabul edelim ki E’, (W;) 6zelligine sahip olmasin. O zaman n — o
icin x;, € E' zayif yakinsak dizisi vardir dyle ki x,, - x; € E' zayif yakinsar. Fakat

{127 |}3=1 nin zay1f yakinsak alt dizisi yoktur.

T:E-l, Tk = (x;L(x)):):1 olarak tamimlansmn. x, zayif yakinsak

oldugundan x;, zayif simirlidir ve buradan x; norm sinirhdir, T anlamhidir. T zayif

kompakttir.

S:E—>C,cl, her x€Eigin Sx = (x,(x) —x5(x))p=, olarak tanimlansin.
Onerme 2.7.8 den S zayif kompakt operatordiir. S,:E = 1, e,=(1,1...) € L, igin
S, = xp(x) .e, olarak tanimlanan S, , rank bir operatoridiir, dolayisiyla zayif

kompakt bir operatordiir. T = S + S, oldugundan T de zayif kompakt operatdrdiir.

ITI:E -1, herx€Eicin|T|x = (Ix;ll(x)):)=1 dir. Gergekten

IT|x=sup {|Ty| : |y] <x}

=sup {lxn M| : |yl < x}

<sup {|xn| (lyD) : |yl < x}

=(|x;l|(x)) dir.
Diger taraftan +T < H olacak sekilde bir H € L, (E, F) segelim.
Her x € E* i¢in ¥T(x) < H(x) dir.

vn € Nigin ¥x,(x) < Hx) = (¥x,,' ) (x) < Hx) =|x,,'| (x) < H(x) olur.

Buradan |T|x = (Ix;ll(x)):lo:l bulunur. (3) den |T| zayif kompakt operatordiir.

ITLE —>le |TI'=(le)" - E

Her (1) € l; c (I, )" i¢in |T|" (4,) =Xm=1 An |x5| olur.
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Gantmacher teoreminden |T|" zayif kompakttir. e, l; uzaymnn n.terimi 1 diger
terimleri 0 olan elemam olmak tzere, { |x,| ; n € N}={|T|'e,: e, € 1; ;n € N}
olur. |T|" zayif kompakt oldugundan { [x;,| ; n € N} zayif yakinsak alt dizi igerir.
Ancak bu miimkiin degildir. Bu bir ¢eligkidir. (3) = (1) saglanur.

Asagidaki 6rnek F birimsiz bir Dedekind tam AM uzay1 E, bir AM uzay1 oldugunda

Onerme 3.2 nin sonuglarinin saglanmadigini gosterecektir.
Ornek

E =C(01]), F = lo(F), Fy= U l.1D ve her () €l icin [l =
max{ ||(Ax)le, nlimsup(|A;|) } olsun. O zaman her n € N i¢in F, bir Dedekind
tam AM uzayidir. Bu yiizden F de Dedekind tam AM uzay: olur.

Coziim : Ty:E — F, her f € E igin T,f = (2" f, frdt) 7,.[0,1] iizerinde
n k=1

n.dereceden Rademacher fonksiyonu ve I,, = (27, 27"*1) olsun.

L1[0,1] uzayinda r, %0 dir. L,[0,1] , E’ nlin kapal1 alt uzay1 oldugundan E’ iginde

W .
1, = 0 dir.

T,:E > C, cF,, Onerme 2.7.2 den her n € N igin T, zayif kompakttir. Her bir

|(2n fln f det)kzl < |If]l dir. Béylece

o

f € E ve her bir n € N igin ||T,,f |5, =

[IT || < 1 bulunur.

T,, nin modiili |T;,| vardir ve |T,|f= (Z"fI f.rkdt) e, €F,,buradae,=(1,1,...)
dir. Ayrica hern € N i¢in||T, ||, = [||T, ||| = n dir.

o]

T:E->F Tf= (% Tn) olarak tamimlansin. O zaman T zayif kompakt, T nin

n=1

modili vardir ve her n €N i¢ine, = ~ € olmak iizere
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rf =Gimlf)”_=(@"), fan2)” = (@), fdoe ) dinIT) apf

=1

kompakt degildir. Gergekten,

0< f, < lolacak sekilde f, €E secilsin ve t¢& In iken ) =0

ve fln f.1,dt =2"""1 olsun. f,, ler sira simirli ve diktir.

Hern €N igin || ITIf, I| = || 21Talfy || = 2%, fudt =3 bulunur.

Onerme 2.7.18 gosterir ki |T| sira-zayif kompakt degildir ve bu yiizden zayif
kompakt da degildir.(x,) X Banach uzayinda bir dizi olsun. H,N nin sonlu alt
kiimesi olmak tizere limy ey Xy = x, x € X oluyorsa (x,) dizisine kosulsuz

toplanabilir dizi (sartsiz toplanabilir dizi) denir.

Eger E Banach orgiisiindeki her { x,,} kosulsuz toplanabilir dizisi i¢in {).7=;| x;|}a=1
dizisi E de sira smirli oldugunda { |x,| }5—, toplanabilir oluyorsa E ye sira sinirh AM

uzay1 denir [G. Groenewegen , A. van Rooij. 1987].
3.3. Onerme
E, Banach orgiisii i¢in asagidaki dnermeler denktir.

(1) E'sira smirli AM uzayidir.

(2) Her bir KB uzay1 F i¢in E den F ye her regiiler zayif kompakt operatoriin zayif
kompakt bir modiilii vardir.

(3) E den [ e tanimli her zayif kompakt operatdriin zayif kompakt bir modiilii

vardir.
fspat

(1)=(2): F, KB uzayi, T: E — F regiiler zayif kompakt operator olsun. T regiiler
operatdriinii alalim, her regiiler operator sira sinirli oldugundan T sira siurhidir. F
Dedekind tam oldugundan |T| vardir. Kabul edelim ki |T| zayif kompakt olmasin,

Onerme 2.7.15 de K kiimesi olarak |T|(U) kiimesini alirsak, o zaman (x,,), ,F’
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uzayinin sira sinirl, dik ve pozitif bir dizisi olmak tizere ve |T|(U) tizerinde (x;,), 0 a

diizgiin yakinsak degildir.
Dolayisiyla sup {| x,(ITI(X))|; x € U} = || ITI'x;, || = & > 0 saglanur.

Onerme 2.3.3 (Krengel —Synnatzschke) den her bir f € E;” i¢in |T'| f =|T|'f

esitligi saglanir. Her n € N i¢in |||T’| x,|| = € > 0 bulunur.

E' flzerindeki norm Fatou oOzelligini saglar. Gergekten 0< f, T f E’ {lizerinde
saglansin. Her x € U igin 0< |fo (x)| < |fo|(Ix]) < f(Ix]) oldugundan 0 < [|fi|| <
£l dir.

Diger taraftan her o< i¢in || f, || < k olsun.
Vx € U, i¢in fi(x) < k

= sup fu(x) <k

=f(x) < k olur.

lfGl < IfI(AxD < f(xD) <k

=sup {lf(x)|:x €U} <k

=||f|l < k bulunur. Dolayisiyla ||[fc|l T ||f]| olur. Onerme 2.1.5. (3) den her x;, €

Fiigin {2 'zl : zp; € Five Xtz = x5} T |T'|(x;) olur.

E' tlzerindeki norm Fatou normu oldugundan ||Z;Z’;|T’z{1i||| T T Cxp)II
bulunur. Boylece 2z, Zpy, ) Znm,, € Fi igin Y ozy =x;, olacak sekilde

en az bir m, € N vardir ...(1)
I T zlll + S > T2 | > €

= |ZIT zg ]| > = £ ...(2)
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x" € F'vehern € Nigin i, x;'" < x' olsun.

! ! ! ! ! ! ! ! !
le + Z12 + i + Z1m1+ 221 + Z22 + o + Z2m2 + Z31 + Z32 + i + Z3m3+.....

!

! !

X1 X2 X3

serisinin kismi toplamlar dizisi artan ve sira sinirhdir. Her f € FY' igin
fzii+ zi,+ 4+ 25+ + 2,1+ + zZ) < f (x5) oldugundan

lim f(zy1+ zi,++ 291+ + zpy ++ 2Z/,) € R olur. Buradan serinin

kismi toplamlar dizisi zayif Cauchy dizisidir.

Hipotezden T operatorii zayif kompakt ve Gantmacher teoreminden T'zayif

kompakttir.

Onerme 2.7.4 den S:F' - Y, j:Y — E'siirekli operatdrleri olmak ilizere T’ =S o
j olacak sekilde bir Y yansimali Banach uzayi vardir. Y yansimali Banach uzayi
oldugundan Y =YY" dir. S siirekli bir operatdor oldugundan Sz, + Szj, + -
serisinin kismi toplamlar dizisi Y de bir y elemanina zayif yakinsar. Onerme 2.7.4
den ve j siirekli oldugundan jS (z1; +:-+) serisinin kismi toplamlar dizisi zayif

yakinsaktir.
T’Z{l + T’ Z{Z + -+ T’Z:{ml_}_ TIZél 4t rI—v/Z:/31 + .. (*)

T' zayif kompakt oldugundan (*) serisinin kismi toplamlar dizisi zayif yakinsak bir
dizi olusturur. (*) serisinin her alt serisi de zayif yakinsaktir. Onerme 2.7.5 (Orliz
Pettis) den T'z{y , T' zip .., T'Zisn,, T' 231, ..., T' 231, ..., T ' 2341 , ...dizisi normda
yakinsaktir. Dolayisiyla bu dizi kosulsuz toplanabilir bir dizidir. Bu kosulsuz
toplanabilir diziyi goz Oniine alalm. Hern € N i¢in, )i, ;"zil |T" 2] j| <

By DT | 2 = 1T | Qe x) < IT' | (') ofur.

Boylece |T'ziql, .o, IT'Z1| , |T' 2541, o) T 25| .. dizisi  sira sl kismi

toplamlara sahiptir. E’' sira simrli AM uzayr oldugundan|T'zi4|, ..., |T"'zn4] ,
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IT'z541, ..., IT'Z)p5 ) ... dizisi toplanabilirdir. Dolayisiyla || X% [Tzl || — 0
olur. Buise (2) ile gelisir. Boylece |T'| zayif kompakttir.
(2)=(3) [ bir AL uzay1 ve her AL uzay1 da KB uzay1 oldugundan kanit agiktir.

(3)=(1): Kabul edelim ki (3) saglansimn. {x},}°_; E' nde kosulsuz toplanabilir dizi ve
hern € N i¢inY[-;|x;| < x' olsun. {|x;|}m=; toplanabilirdir. Her n € N her bir

x € Eve x" € E" igin Y] |x; ()| < Xi=ilxi| (x]) < x'(]x]) olur.

Ayrica hern €N ve herx” € E"” igin Px"Ge)l < Y dx" (xiD <

[x"| (x") oldugundan (x,’L(x)),(Ix;ll(x)), (x"(x;L)) € [, olur.

T: E - l;, x€ E olmak tizere T(x) = ( x;,(x)) olarak tanimlansin. T anlamldir.

Gergekten her x € E icin ( x;,(x)) € [ dir.

Ayrica x; = x, olsun. Hern € N igin (x;,(x;)) = (x,,(x,)) olacagindan T iyi

tanimlidir.

ly| < x olmak tzere |Ty| = |[(x,(»)| < x| |yl < |x;] (x) € I; oldugundan

T sira sinirli ve [; Dedekind tam oldugundan T nin modiilii |T'| vardir.

T=|T|-(|T| — T) oldugundan T regiiler operatordiir.

=0 =0

IT|(x) = (|x,](x)) dir. Gergekten bir S operatoriinii x € E i¢cin S(x) = (|x,]|(x))

olarak tanimlayalim. |T| = S oldugunu gosterelim.

Her x € E* igin £T(x) = +x;,(x) < |x,|(x) oldugundan +T < S dir.
Simdi #T < H olsun. Her x € E* igin +(x;,(x)) < H(x)

t(xa(x)) < Hx) = [xp(0)| < H(x)

= |xnl(x) < H(x)
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= S < Holur. Buradanda |T| = § = (|x,|(x)) elde edilir.

T":le, = E" her (4,) € l, icin T'(4,) =Qin=14n. X, ) dOniisimiini goz Oniine

alalim.
Her x" e E" ve her (1) €l icin T": E" - (1;)"= (l,)" olur.
=1 An X" (xn) = 1My 00 Xig=q An X" (%)
=limy X’ (Xk=1 An Xn)
=x" 1My, 00 (Xk=1 An Xn)
=x" Ln=11n X )
=x"(T" (An)
Boylece T"'x" (M) = Xx=q An X" (xy,) dir.

Ayrica x" (x})" An) = X501 A (x" (%)) =T"x" (A,)oldugundan x" (x;,) =T" x"
olur. Her x" € E" igin T"x" = (x""(x;))€l; olur. Buradan T"E" < [ olur.
Onerme 2.7.6 (Gantmacher) dan T zayif kompakttir. Hipotezden |T|zayif kompakttir.

Gantmacher 6nermesinden |T|" zayif kompakttir. Her x € E i¢in

(TI"e) () = (e)(ITI) = Tizy e ATI), = Tieqef . (xil () =|xp] (%)
dir.

Dolayisiyla her x € E i¢in |T|'e,=|x,,’| bulunur.
U, =e; +e, + ...+ e, olsun. Her n € N i¢in [|u,|| =1 ve 0< u, T dir.
Her f € 1% icin 0 < f(u,) T < |IfIl.lunll < lIf]| olur.

lim f(u,) € R mevcutoldugundan (u,) zayif Cauchy dizisi olur.
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u, =e te +..+e, l, da zayif Cauchy dizisi oldugundan |T|' niin zayif
kompakthigidan |T|'(u,) = (|x1]| + |x3| + .. +|xy|) artan dizisi zayif yakinsak ve

bu ylizden norm yakinsak olur.

Bu da {|x,|}n=1 dizisinin toplanabilir olmasini gerektirir. Yani E’ sira sinirli AM-

uzayi olur.
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4. ZAYIF KOMPAKT OPERATORLERIN VEKTOR ORGULERI

E bir kismi sirali vektor uzayi, F de E uzayimin bir altuzayr olsun. Eger (F, <) bir
vektor orgiisii ve her x,y € F i¢in x ve y elemanmin F de hesaplanan supremumu
ile E de hesaplanan supremumu ayni ise F' ye E nin genellestirilmis alt 6rgiisii denir.
Omegin L (C[—1,1]) bir vektor orgiisii degildir. Ancak K(C[—1,1]) bir vektdr
orgiisidiir. Boylece K(C[—1,1]) ,L"(C[—1,1]) nin bir genellestirilmis alt

Orgiisidiir.

E Banach orgiisiinden F Banach orgiisline taniml1 biitiin zayi1f kompakt operatorlerin
uzaytr W(E,F) olarak gosterilsin. W"(E, F) ise pozitif zayif kompakt operatorler

tarafindan gerilen zay1f kompakt operatorlerin alt uzayi olsun.

Yani WY'(E,F)={R=S-T; S,T€ W(E,F), S>0, T >0} dir. Onerme 3.1 den
E bir AL-uzayi, F bir (W;)ozelligine sahip Banach orgiisii iken W (E, F),L" (E, F)

nin genellestirilmis alt érgiisii olur.

A, X kismi sirali kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger x € X , a,b € A igin

a < x < bikenx € A oluyorsa 4 ya sira konveks kiime denir.
4.1. Onerme
E sonsuz boyutlu AL uzay1 ve F, Banach orgiisii olsun. Asagidaki dnermeler denktir.

(1) F, (W,) ozelligine sahiptir.
(2) W(E,F), L"(E F) nin genellestirilmis altérgiisiidiir.
(3) W(E, F) bir vektor orgiisidiir.

fspat

(1) = (2): Onerme 3.1. den, F, (W,) &zelligine sahip iken her bir E, AL uzay: i¢in E

den F ye her zayif kompakt operatdriin modiilii vardir ve zayif kompakttir.

T € W(E,F) olsun. T: E — F zayif kompakt ise |T| zayif kompakttir. (Bkz.
Onerme 3.1.)
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|IT| € W(E,F) oldugundan W (E, F) bir vektor orgiisii olur. Ayrica T € L"(E,F)
ve |T| €L"(E,F) olur.
(2) = (3) : (2) 6nermesinden W (E, F) bir vektor orglistidiir.
(3) = (1) : Farz edelim ki (3) saglansin.

E = L,(X,A,u) = L;(u) olsun. E sonsuz boyutlu oldugundan X de sonsuz
elemanhdir. Her i € N i¢in 0 < u (4;) < oo olacak sekilde X in A;,4,,45 , ...

dik olgiilebilir kiimelerini bulabiliriz. A = U;2, 4; olsun.

Her f € E icin PP+ E—>E Pf=Ffxa, Pif = f.xa olarak
tammlansinlar. { # jigin P,.P; = P; (P — P;) = (P — P)P; = 0 dir. Gergekten,

(PP)(f) = Pi(P; f) = Pi(fxa;) = f-XayXa, = 0

) _ fxafxa, fxaxa
) = —

xa; xa;

Pi((P—Pi)f):Pi(fXA—fXA = 0 Ayrica

=0

fxaxa fxa.-xa
(P-P)(P: f) = (P-P)(f xa;) = P(f xa) = Pi(f Xa) = X;A)_(A‘ - X;AXA
oldugundan i # j iken P;.P; = 0 olur.

Her f € Ei¢in Pf = )72, P;f oldugunu gosterelim.
N
T=Pf veT, =YX Pf =F. Xur, a; olarak alalim. T,, Tve T,, — Pf dir.

Gercekten,
Xum, a,(%) < Xa(x) dir.

Her n € Nigin  y, (x) < XU?=1Az(x) < K olacak sekilde bir K olsun. Buradan

her n € Nve 1 < i < nigin y, (x) <K olur.

Her x € Aigin x € A, olacak sekilde en az bir ny € N vardir. Dolayisiyla
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n <K .
Tyre, A ) <K dir
n <K 1< K= <K
XUi=01 Ai(x) - = 1= XA(x) =
Xyn_, A (%) T %, (x) bulunur.
Boylece her f € E* igin f yyn 4(x) T fxa(x) elde edilir. Monoton
yakinsaklik teoreminden her f € E* i¢in Pf = X2, P; f bulunur. f*, f~ € E*

olmak tizere her f € E, f =f* — f~olarak yazlabildiginden Y2, P;f =
Y2 PfT =32 P f =Pft —Pf~ =P f elde edilir.

Kabul edelim ki F, (W;) ozelligini saglamasin. O zaman F nin en az bir zayif
yakinsak (y,) dizisi var ve {|y,|} dizisi zayif yakinsak hi¢bir alt diziye sahip

olmasin.

S:E = Li(u) — F herf € Eig¢inSf = Y, (fA fdt) Yn olarak tanimlansin.

oM, | <E L V1 du <, 1f1du<f, 1f1de =IfIl () zayif yakinsak
dolayistyla norm sinirli oldugundan asagidaki esitsizlik bulunur.

=1 ||(J,, fd <Y [, fdu| Ayl MEE S, f du| <M. |If]]

=1 Aj H) Yn i=1|Jy,; U Yn i=1|Jy; U
Yty ( ) " f dt) yn,  serisi mutlak yakinsaktir. Uzay tam oldugundan bu seri

yakinsaktir. f € Uy olsun. Her n € N igin A, olarak | 1} i d/,t| secelim.

SUH) € {Xmci AnVn ; 2m=1lAn] < 1 Ybulunur.
S(Ug) € { Xn=1AnYn  Zn=1lAn] < 1} elde edilir.

Onerme 2.4.4 den S(Ug) de goreceli zayif kompakt olur. Dolayisiyla S zayif
kompakttir. W(E,F)  bir vektor orgiisii oldugundan S ve -S nin supremumu

W(E,F) uzayinda vardir. Buna U diyelim. Her f € E icin

Uf =Yoeq (fA f dt) ly,| dir. Once UP > FSP oldugunu gosterelim. P pozitif
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operator oldugundan P siireklidir. U bir zayif kompakt operatoér oldugundan UP zayif
kompakttir.

UP € W(E,F)ve +S < U oldugundan +S(P) < UPdir.

Diger taraftan +S (fx,)=+ (Zﬁzl fAn fra dy) VYo =F (Zﬁzl fAnﬂA f du) yo=TFSf

oldugundan +SP = +S olur.

UP > +SP=+S veU= S v(-S) oldugundan UP > U dir. Ayrica UP <U

oldugunu gérmek i¢in f € E secelim.

UP(f) = UPf) = U(fxa) <Uf (U=0,fxa<f oldugundan) UP <U

bulunur.

UP = U ve UP < U olmasindan UP = U olur. Ayrica,

SPif = Sfaa, = Ziea (L, fa, dt) yn =Ty (J, o £ A1) Y0 = J, fer v,

esitliginden SP, f = ( N fd/.l) v, elde edilir.

S zayif kompakt operator ve P; operatorleri silirekli oldugundan SP; zayif

kompakttir. |[SP; | L"(E, F) de hesaplanir. |SP; | nin varhi@indan, her f € E igin

ISP | f=( N fd/.l) Iyl dir. Gergekten, her f€ E* icin F(SP)(f) < ISP, f|
dir.

ISP f1 = |(Jy, Fue) 3| < (1, Fdr) 1yl oldugundan F(SPY() < (J, fdu) Iy

dir.+SP; operatorlerinin baska bir {ist sinirt K operatorii olsun. K € L' (E, F) dir.

+SP; < K veburadandaher f € E* i¢cin ¥SPf < Kf olur.

FSRf <Kf = F(J, fdu) i <Kf
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=|(f, fdu) | <kf

:fA. fdu |y;| < Kf . Dolayisiyla her f € E igin |SP; |f=(fA. fdu) lyi| olur.

Aciktir ki |SP;| € W(E,F) dir. Bu yiizden U(P — P;) + |SP; | € W(E,F) dir.
UPP—P)+|SP;| = FS(P—P) F SP; = ¥SP = FS dir. Dolayistyla U(P — P;)
+|SP, | = U

UP = U oldugundan |SP;| > UP; olur. Ayrica UP; = |SP;| oldugundan UP;

= |SP; | elde edilir. Her f € E ve heri € N icin UP,f = ( IR fdt) lyi| olur. O

nedenle Uf = UPf = URZ,Pf) = L2, UPS = XZ1(J,, fdDly;| olur.

In = Xa, € E olsun. ||gy |, =1 ve Ugy = |y, dir.

_1

U(An)
w 1

Ugn = i=1(fAim Xa, di) |ynl

1

=Ua, %a, 4 ynl

— 1 —

llgn ll1 = fE |gnl dt:fE @ Xa, dt=1 olur.

U zayif kompakt, ||g, ||, =1 ve Ug,, = |y,| dir. Ug,, , F de goreceli zayif kompakt
bir kiime olur. Dolayisiyla {|y,|; n € N } zayif yakinsak alt dizi igerir. Bu miimkiin

degildir, kabulliimiiz yanlistir.
4.2. Onerme
F Banach orgiisii i¢in asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

(1) F, (W;) ozelligine ve sira siirekli norma sahiptir.
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(2) Her bir E, AL uzay1 i¢in W(E, F), L"(E, F) nin sira konveks genellestirilmis alt
orglisidiir.

(3) E sonsuz boyutlu AL uzay1 i¢in W(E,F) bir 6rgii ve L"(E,F) nin sira konveks
alt kiimesidir.

Ispat

(1)=(2): F sira siirekli norma sahip olsun. F (W;) ozelligine sahip ve E, AL uzay1
oldugundan W (E,F) , L" (E,F) nin genellestirilmis alt 6rgiisiidiir. (Bkz. Onerme
3.1)

W(E,F), L" (E,F) nin sira konveks alt kiimesidir. Gegekten R € L" (E,F), S,T €
W(E,F)igin S < RS T olsun. 0 < R-—S§ <T-—Solacak sekilde
T—S e W(EF)alalm. x"e EY 0< (R=85)"(x") < (T-S)" (x") € F olur.

F sira siirekli norma sahip oldugundan F, F" icinde idealdir.

Dolayisiyla(R — S)"(x ") € F olur. R — S zayif kompakt bir operator olur, buradan
R € W (E, F) dir. Bu da istenileni verir.

(2)=(3) : (2) onermesinden ispat agiktir.

(3) =(1) : E sonsuz boyutlu AL uzay1 olsun. W (E, F) bir 6rgii ve L" (E, F) nin sira
konveksi olsun. E sonsuz boyutlu AL uzayi oldugundan E' sonsuz boyutlu birimli
AM uzayidir. Dolayisiyla E' sira siirekli norma sahip degildir. Onerme 3.1 den F,
(W;) ozelligine sahiptir. T: E — F pozitif operatoriinii goz oniine alalim. T, pozitif
operator oldugundan regiilerdir. S € W (E,F),0e€ W (E,F)ve0 < T < S olmak
tizere W (E, F),L" (E, F) nin sira konveks alt kiimesi oldugundan T € W (E, F) dir.
Onerme 2.7.9 (Wickstead) (2) Onermesi saglamir. E' sira siirekli norma sahip

olmadigindan F, sira siirekli norma sahip olur.

4.3. Onerme

F, sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli AM uzayi, E Banach 6rgiisii i¢in asagidaki

onermeler denktir.
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(1) E', (W) ozelligine sahiptir.
(2) W (E,F),L" (E,F) nin bir altorgiistidiir.
(3) W (E,F) bir vektor orgiisiidiir.

Ispat
(1)=(2): E’, (W;) Ozelligine sahip olsun.

Onerme 2.7.21 den L(E,F) = L" (E,F) dir. L" (E,F) bir vektdr drgiisiidiir. Onerme
3.1denW (E,F),L" (E,F) vektor orgisidiir.

(2) > (3) : W (E,F),L” (E,F) nin bir alt 6rgisii oldugundan W (E, F) bir vektor

orgiistidiir.

(3) = (1) : Kabul edelim ki E’, (W;) o6zelligine sahip olmasm. O zaman E’ niin en
az bir zayif yakinsak dizisi (x;,) vardir, fakat {|x,| : n € N} hicbir zayif yakinsak

w
alt dizi icermez. Burada x,, » x’ € E' olsun.

F birimli AM uzay1 oldugundan bir C(X) ya izomorftur (Bkz. Onerme 2.5.17
(Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein)). F Dedekind tam oldugundan C(X)
de Dedekind tam ve Onerme 2.5.18 den X, Stoneandir. F = C (X) olarak kabul
edelim. F sonsuz boyutlu oldugundan C(X) sonsuz boyutlu, X sonsuz elemanli. X
uzayinin ayrik ve hem acik hem kapali alt kiimelerinin bir dizisi vardir. Bunlara

{A,} diyelim.

Qq : F > F her f€FicinQ, f = f x,, olarak tammlansin. Ir olarak F nin

0zdeslik dontistimiimii alalim.
0<Qn <Irve m# nigin Qp, Qn=Qm (Ip - Qrp) = (Ir - Q). @, = 0 dir.

Gergekten x € X olmak lizere; (Qn f) (x) = (f xa,)(x) = f(x) = (I[pf)(x) dir.

Ayrica ( Q. Qn )(D) = Qm (Qn /)= Qm(fXAn): fXAm- Xa, = 0 olur.
0
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Qm (I - Qu)(B) = @m (Ipf - Quf) = Qm (E =fXa,) =FXa,, = f X4y, X4, = 0 olur.

XAm

[(Ir = Qm) Qu](D = Ur = Qu)(Qm D) = Up = Qo) (£ Xa,,)= Ir (f Xa,) = Qm(FXa,,)
=fXa,, — fXa,,-Xa, =0 elde edilir.

XAm

Her n € Nigin y,=x; — x' ve Y, : X—>R x, (x) =1 olmak tizere S : E — F her

x €EEicinS(x) = x'(X)xx + Xn=1Yn(x) x4, olarak tamimlansin. Her n € N i¢in
~———
R(x) T(x)

Yn=Xn—x', ¥n,0azayifyakmsar. T: E > F T(x) = Y71 ¥n(x) x4, olarak
tanimlansin. Y71 yy, (x) x4, serisinin kismi toplamlar dizisini alalim ve bunu T;, (x)
ile gosterelim. Her n € N icin T, (x) = Xj=1 Yk (X) Xa, = Y1 (X) Xa, T V2 (X) Xa,

+...+ yp (X) x4, olsun.

Keyfi € > 0 verilsin. Her n = ng igin |y, (x) |[< € olacak sekilde en az birn, € N

vardir. ny, <n < m olmak iizere;
1T () = T lleo = || Zrsn [V Cxa, | I

= max{ |Xiens1 Yk (x4, (@)| 5 a e X}
<max {Tppsr [V |- lxa (@ | 5 a € X}
<max{¥icns1 & |xa, (@) | 5 a € X}

=& .max{Tptns1 |xa, (@] ; aeX} <&  olur

F = C(X) tam uzay ve T, (x) Cauchy dizisi oldugundan T, (x) normda
yakinsaktir. T (x) € F dir. S:E - F

S) = RxX) +T() = x"(xx + Xzt Yn () Xa, » RO = 2" (0)xx
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R rank bir operatorii oldugundan, R kompakt operatér dolayisiyla zayif kompakt

operatordiir.
T' : F'—E'" eslek doniisiimiinii goz oniine alalim. Her x € E ve her y' € F’ igin
(0, T'y") = (Tx,y") =y' Gzt Yn (%) Xa,)= Ln=1 ¥ (yn () Xa,)
=Xn=1 ¥ (Xa,)¥n (x) dir. Dolaywsiyla T'y" = Y7701 ' (Xa,)¥n dir.
Ugr , F' nlin kapali birim yuvari ve y’ € Ugr olmak iizere;
n=1 Yn (Xa,) | < Zn=1lynl xa, < 1¥'1Gx) < Iy'll < 1 oldugundan
limp, 00 YXm=1 |Yn (Xa,) | <1 olur.
Dolayisiyla T' (Upr ) = {51 ¥'(Xa,) Yn: Zre=1 [¥n (Xa,) | < 1} dir.

Onerme 2.4.4 ve Tanim 2.7.1. den T’ zayif kompakttir. T zayif kompakttir. (Bkz.
Onerme 2.7.6 (Gantmacher))

S=R+T oldugundan R € W(E,F) ve T € W(E,F) oldugundan S € W(E,F)
dir. (3) den U, S ve — S nin supremumu olsun ve U, W (E, F) dedir. Simdi Q,, U, =

|27 [(X) X4, oldugunu gdsterelim.

Gergekten Q,, U = +Q,, S dir, bu nedenle Q,, U = |Q, S| .....(*)Her x € E i¢in
@Sy | x =|xi| (x) xa, dir. Gergekten S:E > F, Q, : F — F olmak iizere Q,S:

E —> F ve her x €E igin Qn Sx = Qp (x'(x) xx+ Xn=1 ¥n (%) Xa,) = x'(x) xx -
Xa, T Cn=1 Yn () Xa,) Xa, = X' (X)Xa,+ Yn (X) Xa, bulunur.

Diger taraftan
+(Qn S) (%) =+ Qn (Sx)

=F Qn (') Xz + Za Yn () Xa,)



53

= F(' () Xx - Xa, + Gn=1 Ya () Xa,) Xa,)

= +(x'(x) - Xa, + ¥ (%) Xa, )

=FXa, (') +yn(x))

= Fxa4, X'(x) + xp(x) —x'(x)) (p= x5, —x' oldugundan)

= FXa, *n ()

Dolayisiyla her x € E i¢in +( @, S) (x) =+x4, Xp (x) olur.
Buradan [Q,, S| (x) < |xp (X)]. x4, < |xn] (X). X4, (1)

Diger taraftan x € E* ve |y| < x olsun.

Xn (V) Xa,= (@n S)(Y) < |Qn SO =1Qn S| |y] =1Qx S| (x) olur.
X (V) Xa, < 1Qn S| (%) = sup {x}, (Nxa, 5 1y < x} < 1Qn S| (%)
= Xa, sup {x, ()5 |yl < x}<1Q,S|(x)

= Xa, Xl () < 1Qn S|(%)....(2)

(1) ve (2) den |Qy, S|(x)= [xp| (x) x4, elde edilir.

|Qn S| x = |x; [(x) x4, dir.|Qy S| rank bir operatdrii oldugundan zayif kopmaktir.
Ayrica (I — Q) U+ 1|Q,S| € W (E,F) dir.

Diger taraftan (Ir — Q,)U + |Q,, S| = %S dir. Dolayisiyla (I — @)U +|Q,, S|= U
olur ve Q,, ler pozitif oldugundan Q,, [(Ir — Q,)U + |Q,, S| = Q,, U olur.

Qn < Ir oldugundan Q,|Q, S| <|Q, S| elde edilir. Dolayisiyla |Q,, S| = Q,, U ...(*%*)
bulunur. (*) ve (**)dan Q,, U =1Q, S| dir.
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Diger taraftan her neN , x € E icin Q,, Ux = |xp] (x) x4, oldugu ¢ikar.

Her t,, € A, segilsin ve f € F icin §,, (f)= f (t,) olarak tanimlansin o zaman §,, €

F, ve ||8,] =1 dir.

Op,m=n

Agiktir ki Q;,6,, = {0 m=n

dir.

Herm,n e N, x € E i¢in (U'6,) (x) = 6, (Ux)=Q,,'6,, (Ux)= 6,(Q,,Ux) =|x;]

(x) oldugundan her n € N i¢in U' §,, = |x;,| olur.

U ve U' operatérlerinin zayif kompakthigindan {|x;|; n € N } zayif yakinsak alt dizi

icerir. Bu bir ¢eligki yaratir, dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
4.4. Onerme
E bir Banach orgiisii i¢in asagidaki dnermeler birbirine denktir.

(1) E'sira stirekli norma sahiptir.

(2) Her bir Dedekind tam birimli AM uzay1 F i¢in W(E,F), L"(E,F) nin bir
idealidir.

(3) Sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli AM uzay1 F i¢cin W(E, F), L" (E, F) nin bir

idealidir.
fspat

(1)=>(2): E' sira siirekli norma sahip olsun. E' , KB uzayidir ve (W;) ozelligine

sahiptir.

Onerme 4.3 den W (E,F) , L"(E, F) nin bir vektér orgiisiidiir. S € L"(E, F) olmak
tizere |S| < T,T e W (E,F) iken S € W (E,F) oldugunu gosterelim. Gergekten,
Onerme 2.7.9. (Wickstead) dan 0 < ST < T, 0 < S < T,5%S € W(E,F)
olur. Buradan S = St — S~ € W (E,F) olur.

(2)=(3): (2) dnermesinden ispat aciktir.
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(3)=(1): F, sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli AM uzay1 oldugu i¢in F, sira
siirekli norma sahip degildir. Onerme 2.7.9 (Wickstead) deki (2) kosulu hipotezden

vardir ve F, sira siirekli norma sahip olamayacagindan, E' sira siirekli norma sahiptir.

Biliniyor ki genelde W (E,F) < L"(E,F) dogru degildir. E den F ye taniml1 biitiin
pozitif zayif kompakt operatorlerin gerdigi uzayr W' (E, F) ile gosterecegiz.

4.5. Onerme
E ve F Banach oOrgiileri i¢in asagidaki dnermeler denktir.

(1) Asagidaki kosullardan birisi saglanir.
a) E', sira siirekli norma sahiptir ve F, Dedekind tamdir.
b) F sira siirekli norma sahiptir.
(2) F, Dedekindtamveeger0 < S < T € W(E,F)iseS € W(E,F) dir.
(3) WT(E,F) Dedekind tam vektor orgiistidiir.
(4) WT(E, F) iginde sira sinirli artan her kiime supremuma sahiptir.

fspat

(1)=(2): Kabul edelim ki a) kosulu saglansin. E’ sira siirekli norma sahip ve F
Dedekind tam olsun. 0 < § < T olmak iizere T € W(E,F) olmak {izere S €

W (E, F) dir (Bkz. Onerme 2.7.9).

b) F sira siirekli norma sahip olsun. Dolayisiyla F Dedekind tamdir. Onerme 2.7.9

dan0 < § < T olmakiizere T € W(E,F) i¢inS € W(E,F) olur.

(2) =@3) :WT'(E,F) pozitif zayif kompakt operatorler tarafindan gerilen zayif

kompakt operatorlerin bir alt uzayi olsun. R € WY(E,F) olsun o zaman R = S- T

olacak sekilde S, T zayif kompakt operatorleri vardir.

OS R*<I|R| < |S-T| <|S|+|T|=S+T € W(E,F) dir. Benzer sekilde
0 < RO <S+T dir. Hipotezden R*+R"eW(E,F) olur.|R| =R*+

R~ olmasindan |R| € W(E,F) olur. Dolayisiyla |R| € W'(E,F) dir. W'(E,F) bir

vektor orgilistidiir.
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Ayrica W(E, F) Dedekind tam vektor orgiisiidiir.

(3) =(4) : WT(E, F) Dedekind tam vektor 6rgiisii oldugundan ispat agiktir.
(4) =(1): Kabul edelim ki (4) 6nermesi saglansin. F , Dedekind tam uzaydir.
0<yx?1 , ¥« <y F uzayindasaglansin.0 < f € E' segelim.

O zaman f(x,) = 1olacak sekilde x, € E ,vardir. T, :E —>F,f € E', y €
F olmak tzere T, =f®y, olsun. Her x € E i¢in T () = f(X) Yo olarak

tanimlansin. A¢ik olarak T, zayif kompakttir.

T:E—-F feE,ye Figin T=1f®y olsun. Her x € E i¢in T(x) = f (x)y olarak
tanimlansm. 0 < T, 1 ve Ty < T dir. Hipotezden sup {T, }= T, olacak sekilde

pozitif bir T, operatorii vardir. sup {y.} =T, (xo) dir.

Her o icin Ty (xg) <Ty (xo) dir. Buradan f (xy)y. < Ty (xo) bulunur ve f (x;)

=1 oldugundan y, <F (xg)--- ®

Her « igin {y, } larin baska bir iist sinir1 z € F olsun.
Her x € E* igin f(x) y < f(x).z dir.

f) Ve = f(x).2 = Tu(x) <f ® z(x)

5Ty <f®z

>Te<f®z

=Ty (x9) <f (x9) .2

=Ty (x9) < zbulunur. Bu da istenendir.

Simdi ise ya E' ya da F nin sira siirekli norma sahip oldugunu gostermeliyiz. Kabul

edelim ki ne E’' ne de F sira siirekli norma sahip olsunlar.
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I, ve l,, sirasiyla E ve F nin kapali alt 6rgiileri olur. (Bkz. Onerme 2.7.17-18)

T (1) , E nin kapal alt vektor orgiisii olur. Onerme 2.7.19 dan E den [, e bir P

pozitif projeksiyonu vardir.

B 0 € (L)'= Lo ve her A= ( Ay )E I igin @ ((Ax)) =2y ve D((Ax)) = =1 Ay olarak

tanimlansinlar.

Her n € N i¢in e, dizisi n. terimi 1 diger terimleri 0 olan bir dizi olmak iizere e,

=e,+ e,+ ---- + e, € 1, olsun.

T,:li — l, €F , her == ( A )EL; icinT, (1) =X}_1 0 (1).€, olarak

tanimlansin.
Sonlu tane sinirli dizinin toplami sinirli oldugundan T;, (1)€ [, € F dir.
Up:ly = locF, herki=(Ap)Elyvel=(11,1,..)€ l, i¢in

U, D) =0 (1).1+ Yi-19, ). (e — 1) olarak tammlansin. U, (1) € l, C F
dir.

Aciktirki 0 <T,, T ve 0 <U,, | saglanir. Gergekten

Her L e lIf ig¢ginn < molsun. 0 < Yp_; Ox(A). e <X, O e =Ty )
oldugundan T,, (A) <T,, (A) dir. Buradan T,, <T,, olur.

n < molsun U, = U, oldugunu gdsterelim.

Her A€ If ven < molsun.

Up (D) =0 ) .1 +Xjy P (D). (& = 1) = Xty Ak + Lie=1 P (D). (& — 1)
Uy D=0@A) .1 +X51 0 D.(e—1)

Upn D=0 .1 +X 0, (D).(ex—1)
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Un (D) =0 .1+ Yoy O (D). (€ — 1) + Litnsr P (D). (€ — 1)

Upn D) =U, D) +2710:.D.(ey—1)........ (#) Diger taraftan

Lien+1 Pk (D@ =1 =0n1s (D . Eria — D+ + 05, (D) (€, — 1)

= Oni1 (D - Epiq = Bna (D) - 14+ By (D ey — By (D1
= i1 (D). g + -+ By (D &y = Qg1 (D 1.+ By (1) 1)

Her k € N igin g, <1 oldugundan @, (1).e; <@ (1).1 ve buradan
k=n+1 0k (D). 8 < Xiiniq O (1)1
= YR8 D. (e -1 <0
(x)dan U, (1) >U,, (4) olur.
Her n,m € Nigin T,, < U, dir.n > m i¢in gosterelim.
Uy D) =0 ). I+Xp=10D.(e— 1)
=0 ). 1 + XLy B (D. (& = 1) + Yo B (D. (6 — 1)
=0 (1) . 1 +XkL, B (D). 8 — ity P (D) + Xkomer O (D-1 = Lo D (D1
=0 (1) . 1+ T5p (D) — Tkt Ok (D) + k=1 O (). 1
=T D)+ 0 ). 1=, Ox (D) + XRoimsr Dk (A). 1 dir ve

09 (1) . 1-27 190 D)+ Xkems1 Dk (1).10ldugundan T, < U, olur.
Ayrica T,, (1) = 0 oldugundan U,, = 0 olur.

P pozitif projeksiyon oldugundan 0 < T, 1, 0 <U, | oldugundan 0 < T, P 1T

ve 0 < U, P | bulunur.
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Diger taraftan WT(E,F) igindeki sira smirli artan her kiime WT(E,F) iginde
supremuma sahip olacagindan {T,,P} dizisinin bir supremumu mevcuttur. {T;, P}lerin
supremumu S olsun. Her m,n € Ni¢inT,, <U,, oldugundan T,, P <U,, Pve T, P

<S§S< U, Polur.

P:E - 1, pozitif projeksiyon ve e, € I;* olsun. O zaman Ty Pe, < Se, < U, Pey

bulunur. Simdi e, = Ty Pe, ve U, Pe, =¢, oldugunu gosterelim.

Gergekten, e, €l; oldugundan Pej, = ej dir. k =iicin el lvek #iicin e, =0
olacagindan Ty Pe, =Ty (ex) =XF, @;(ex)e =35, el e=1.¢,=1.¢

i=1
elde edilir.
D (ex) =22, e,{ 1=1ve X 0;(e) (e -1)= e — 1olacagindan
U¢ Pe=U, e, =0 (ex). 1+Y5, @, (er) (e;-1) = g elde edilir.

Dolayisiyla Se, = e,  dir. S zayif kompakt oldugundan (e, ) dizisinin zayif
yakinsak bir alt dizisi vardir. Fakat { e, ; k € N} [, uzayinda higbir zayif yakinsak
alt diziye sahip degildir. Bu yiizden F uzaymin da zayif yakinsak alt dizisi yoktur.
Celiskiye diistiik, kabuliimiiz yanlistir.

4.6. Onerme
F, Banach orgiisii i¢in agagidaki dnermeler birbirine denktir.

(1) F sira siirekli norma sahiptir.
(2) Her E Banach orgiisii i¢in W' (E, F) Dedekind tam vektor orgiistidiir.
(3) WT(l; (L,[0,1]), F) bir vektor 6rgiistidiir.

fspat
(1) =(2) : Onerme 4.5 den ispat agiktir.

(2) >(@3): 14 (L,[0,1]) Banach orgiisii oldugundan ispat agiktir.
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(3)=(1): F nin o-Dedekind tam oldugunu gosterelim. Her n € N i¢in y, € F,
olmak flizere her bir sira smirh dik {y,, } dizisi y € F, ile istten sinirli bir dizi olsun.
sup{y,;n € N} nin varligim gostermek yeterlidir. Bunun i¢in asagida

tanimlayacagimiz operatorlerden yararlanacagiz.

7, , [0,1] tizerinde n. Rademacher fonksiyonu olsun.

ST+ E > F her (fy) €E =1 (L[01]) icin S(fi) = S2y ([} fi tmdt) yp ve

T(fr) = ( fol f1 dt) y olarak tanimlansinlar. A¢ik olarak S ve T anlamlidir.

P:E > L,[0,1]  her (f,) €E icin P(fy) =f, ve H:L,[0,1] > F f € L,[0,1]

icin H(f) =Xz ( fol f r, dt) y, biciminde tanimli olsunlar.

S = HP dir. Simdi S nin zayif kompakt bir operator oldugunu gosterelim. L,[0,1]
yansimali uzay oldugundan P siirekli operatorii zayif kompakttir. H siirekli bir

operatdr oldugundan S operatorii zayif kompakttir.

+S < T dir. Gergekten her n € N i¢in y, € F, olmak iizere her bir sira smirlt dik

{y,, } dizisi y € F, ile iistten smirl1 bir dizi oldugundan 0 < ¥k _, y,, < y dur.

1, (t) <1 olmasindan fol fir,dt < fol f1 dt dir.
[ fimdt< [ fidt= (f) firndyn < (J; f1d) v, < ([ frdt) y

=Tk () fitndyn < ZEL ) A A=) fid)TEo v, < () frdb) y

=Y _.(f 01 firmdt)y, <( fol f1dt) y elde edilir. Dolayistyla S < T olur ve benzer

sekilde —S < T oldugu gosterilebilir.

T rank bir operatorii oldugundan T zayif kompakttir. S,T € W(E, F) oldugundan
S,T € W'(E, F) dir.—S ve S operatorlerinin W' (E, F) deki supremumu U olsun.

Her 0 < f € L,[0,1] igin f = (f,0,0,0 ...) € E olarak tanmimlansin.
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UtS =0 ve =1, oldugundan U ¥[oq) = > St, dir. Dolayisiyla

Xjo1) = U
U Xjo1] = St dir. Bu esitsizliklerden (U + $)( ¥[o1] £ 1) = 0 elde edilir.

St, =y, oldugunu gosterelim. 7,=(7;,,0,0...) elemam k = n i¢in 7,.7,, =12 ve
k # n i¢in 7,.7, = 0 olacagindan S7, = Y5, (f Te T dt) V= (f T, 2dt) V=

Ly,=yn

— 1 . _ _
Tx[o'l] = (fo Xiodt )y = Ly dir ve 0=<y, < UJ[o1 <T X[o1]0lmasindan

Yn < U)?[O,l] < y olur.

Ux Xo]» In terimleri i¢in bir st sinir oldu. y,, terimleri i¢in secilen bagka bir iist sinir

z 1(;1n(y = z alnabilir) Uy, ,; < z dogru olacagindan sup{y,} =U Xjo,1] Olur.

F, g-Dedekind tam uzaydir.

Ayrica F sira stirekli norma sahiptir. y,, € F, terimleri dik ve supremumu y olan bir

(y,, ) dizisi alalim.

Ispati tamamlamamiz igin ||y,|| = 0 oldugunu gdstermemiz gerekiyor. Bunun igin

operatdrlerden faydalanacagiz.

Xp =T, Ty Ty ey Ty 5 0,..) € Co(L2[0,1]) € 1, (L,[0,1]) = E' ve

ntane

Xo =( X101} X[0.1]» X[0.1]» ---) € E’ olmak iizere S,T : E — F her g € E i¢in
Sg =Ym=19(x )y veTg = g(x,) y olarak tanimlansinlar.

(x,,) terimleri dik olan bir dizi veL,[0,1] uzaymnda 7, (t) = 0 oldugundan x, — 0 dir.

Her bir y' € F'n €N igin, YL,y (m)l < Zisly'l ) < 1y'10) < lly’Il- llyll
oldugundan, (y'(y,)) €!l; dir.

g € E olmak iizere,
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§'y'(9) =y'(S9) = y' Xk=19(x1) yi)

=y (limn 00 Xk=1 9 (X)) Yic )

=limp o0 Xie=19(Xi) ¥’ (Vi)

= Zi=1 9 Y (Vi)

= 2= % (9)-y" (Vi)

=Xk=1%k (9)- ¥ Vi)

=Qr=1 Xk ¥ 01))(g) elde edilir. Dolayisiyla S'y" =X, xi -y (Vi) olur.
y' € Upr igin, Xpzq| y" )| < "I Myl < Hlyll

§" (Upr) © Bnmadn xn; Zn=aldnl < NyI} = Myl X721 40 X5 Znzaldal < 13
olur. Onerme 2.13 den S’ zayif kompakt ve buradan S zayif kompakttir. Ayrica

+S<T ve S,Te W'(E,F) dir. U,S ve -S nin supremumu olsun o zaman
hipotezden U, W'(E, F) uzayindadir.

Qx: E—E Qg (f,)=(0,0,0,0,..., frx ,0,...) olarak tanimlansin.

kinc
bilesen

UQi (fn ):(fol fx dt) (y — ¥t y;) oldugunu gosterelim. Q = FSQ; dir. (x,) =

(xK)%., € E've g = (g,) € E olmak iizere g(x,)=Yr fol gk xk dt seklinde

yazilabilir.
59 = Zn=12iZ4 fo 9n-Xyn dt) y, olur.

SQk (f)=SQx (fn) =2n=1i~, fol Qx (f, ). x5 dt) y, seklinde yazilabilir.

k =1icin Q; (f, )=(f1,0,0,....) ve i = 1 durumunda Qy (f, )' = f; diger terimler

0dirve SQq (fy)=(f, fi- 11 dt)yy dir.
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k=2 icin  Q, (f) = (0,£.0,...) ve i=1 igin Q,(f, )1 =0, i=2
icin Q, (fp )* = f, diger terimler 0 dir. SQ; (f ) = X5=1(Xi- 1f Q, (fy )%y dt)

Yn:(fo f2- 12 dt) y, dir.

Yani i =k durumlart meveut ve SQi (f, ) =Xiek( f fr-Tx dt)y; olur. f, =

fn X[ o2 olarak alalim.
lzk

SQu (U X0, 2]) = Zizil [ fi X[o %] Tk 4Dy olur¥SQy < T olsun. T € L7 (E.F)

dir.

+5Qxk (fu Ao, ])<T(fn Aok ]

FSQ O 2  DST (2 50)

. SQx (fn )([0,1])S T(fn X[O,l])

Bunlari alt alta toplarsak,

FSQi (fa x1021) S T(fa X1011) = T(fu) olur. T2, ([  fi dt y; ) <
T(f,)...(*) olur.

Uy fidOy — Sk y) € F
ey fe e yi < B |fy fieoredt]
< Sy fic- Il dt) y;
< Sy fic 40 y; (Ind = 1)

< sup [Z?:k(fol fx dY) yi]
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< sup |2, (J, fi 4O y; — B, fi dO) v

1 1 —
Sfo fk dt'SupZ;'Ll Vi _fo fk dt {'(=11yi
=y

il fol fi-Tk Ay < fol fi dt(y — Yk=ly,) olur. Esitsizligin her iki tarafinin

limitini alirsak limp_. X1 ( f3 fie e d6) yi < limpy, [ fic dt(y — ZE1yy)
0 1 1 _

SQx (fn ) = ZiZk( fo fi-Tdt) ¥ < fo fr dt(y — X% 1y,) olur. Buradan
SQ(fn) = ( f01 fi Ay — Y1y olur. (*) esitsizliginden

ik ( fol fi dt) y; < T(f,) bulunur. Dolayisiyla,

. s 1
llms—wo{ i=k(f0 fi dO) y; } < T(f,) ve.

. 1 _ 1
tim (S0, i d0 v = T fe 0w < TED

1 p—

(f, fc @ =2 y) < T olur.

1SQu |(f) = f01 fi dt(y —Z1y;)  elde edilir. [SQ, | LT(E, F) de vardir. S zayif
kompakt operator , Qy siirekli oldugundan SQ, € W(E,F) dir. |SQx| < UQy
oldugundan 0 < UQ, € W'(E,F) dir. Gergekten,

SQu=UQ — (UQk - SQk> € W' (E, F) dir.

>0 >0
UQy € W(E, F) hipotezden |SQy | € W' (E, F) dir.
U(lg — Qi) + 1SQi | = FS oldugunu gosterelim.

Ul — Q) fn) = U f2r .0, firrs - )T ISQi S
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> +S(f1, f2) 50, fisr, ) FS(0,0, ..., i, 0,...)
= $S(fl!f2' "'ffk) fk+1' ):S(fn)
Ayni zamanda U (I — Q) Q = 0 dir.

Buyiizden [SQx | I = |SQk 1Qx = (U(lz — Q) + [SQx |) Qr = UQy

UQi =ISQc| olur. Buradan UQi(f) = (J; fi dt)(y —Zkiy) esitici

saglanir.

h,=(0,0, ..., )([01 0,..)alahmh, € E olur. Uh,=y — X"'y; | dir. Gergekten

nterlm
Uhn=[ Xio11dt (v — X151 y0)
h,, < h,, olmak {izere
Uhp =y =317y =y—n + ¥z + -+ ynt)
=y—Ontyattypat ot Ym) TVt Ve o Y
=Uhm +Yn + Ypi1 + -+ Ym-1

Uh, = Uh,olur. U nun zayif kompakthigindan (y P, yl) normda 0 a yakinsar.

1 I o
y—2Ely 0=y -5 T yolur. y,=Y% y; — X y; = 0 olur.

n - o iken ||y,|| = 0 dir. Onerme 2.5.6 dan F sira siirekli norma sahip olur.
4.7. Onerme
E, Banach orgiisii i¢in asagidaki onermeler denktir.

(1) E', sira siirekli norma sahiptir.
(2) F, Dedekind tam Banach orgiisii icin W' (E, F) Dedekind tam vektor orgiisiidiir.
(3) WT(E, 1, (L,[0,1])) vektor orgiistidiir.
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jspat
(1)=(2): Onerme 4.5 den ispat agiktir.

2)=@3): 1,(L,[0,1])) Dedekind tam  oldugundan ve  hipotezden
WT(E,ls (L,[0,1])) bir vektor orgiistidiir.

(3)=(1) WT(E, Lo (L,[0,1])) vektdr orgiisii ise Onerme 4.5 den ve Lo, (L,[0,1]) sira

stirekli norma sahip olmadigindan E' sira siirekli norma sahiptir.



10.
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