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ÖZET 

Bu tez çalışmasında, Eve F iki Banach örgüsü olmak üzere E den F ye tanımlı 

zayıf kompakt operatörlerin modülünün var ve zayıf kompakt operatör 

olduğunu karakterize eden teoremler incelenmiştir. Ayrıca E bir sonsuz boyutlu 

AL uzayı olduğunda E den F ye tanımlı zayıf kompakt operatörler uzayının 

vektör örgüsü olmasını karakterize eden önermeler çalışılmıştır. 
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SİMGELER  

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler                           Açıklama 

 

ሾ࢞,  ሿ                                 Sıralı aralık࢟

 nin supremumu ݕ ve ݔ                                 ࢟ ש ࢞

 nin infimumu ݕ ve ݔ                                 ࢟ ٿ ࢞

 ve 0 (vektör uzayının sıfırı) ın supremumu ݔ                                      ା࢞

 ve 0 ın supremumu ݔെ                                     ି࢞

 in supremumu ݔ ve ݔെ                                     |࢞|

 .dir ݔ aşağıya yönlendirilmiştir ve infimumu (α ݔ)                               ࢞ ↓ α ࢞

 .dir ݔ yukarı yönlendirilmiştir ve supremumu (α ݔ)                                ࢞ ↑α ࢞

,ࡱሺ࢈ࡸ  ሻ                            Sıra sınırlı operatörlerin vektör uzayıࡲ

 Regüler operatörlerin vektör uzayı                            (E, F)࢘ࡸ

W(E, F)                             Zayıf kompakt operatörlerin vektör uzayı 

 E nin sıra duali                                     ~ࡱ

࢔ࡱ
~                                     E nin sıra sürekli duali 

ܶᇱ                                      T dönüşümünün eşleniği 

 T dönüşümünün modülü                                     |ࢀ|

Co(A)                                A kümesinin konveks zarfı 

 E uzayının birim yuvarı                                     ࡱࢁ
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1. GİRİŞ 

 

1981 yılında Aliprantis ve Burkinshaw bir ܮܣ uzayından ܤܭ uzayına tanımlı her 

zayıf kompakt operatörün zayıf kompakt bir modülünün olduğunu göstermişlerdir. 

Daha sonra 1982 yılında Groenewegen bu sonucu ܮܣ uzaylarından ( ଵܹ) özelliğine 

sahip uzaylara genişletmiştir. 1988 yılında Schmidt bu sonucun dual versiyonunu 

ispatlamıştır. 

 

Bu tez çalışmasının ikinci bölümünde zayıf kompakt operatörlerin hangi koşullar 

altında zayıf kompakt modüle sahip olduğu incelenmiştir. Aynı sonuçların dual 

versiyonları da incelenmiştir. 

 

Son bölümde ܧ bir sonsuz boyutlu ܮܣ uzayı olduğunda ܧ den ܨ ye zayıf kompakt 

operatörlerin uzayı olan ܹሺܧ,  Banach ,ܨ ሻ yi bir vektör örgüsü yapan en genişܨ

örgülerinin ( ଵܹ) özelliğine sahip olması gerektiğini gösteren teorem ve bunun dual 

vesiyonları incelenmiştir. 

 

Ayrıca ܧ den ܨ ye tanımlı pozitif zayıf kompakt operatörlerin lineer gereni olan 

ܹ௥ሺܧ,  .ሻ nin vektör örgüsünü karakterize eden teoremler çalışılmıştırܨ
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2. GENEL TANIM VE ÖNERMELER 

 

2.1. Pozitif Operatörler 

 

2.1.1. Tanım 

 

Üzerindeki “≥” sıralama bağıntısı ile tanımlanmış olan bir gerçel vektör uzayı ܧ 

olsun. ݔ,  ,olmak üzere ܧ ∋ݕ

 

(i) ݕ ≤ ݔ iken her bir ܧ ∋ݖ için ݔ ൅ ݕ ≤ ݖ  ൅  , ݖ 
(ii) ݕ ≤ ݔ iken her bir 0 ≤ ן ∈ Թ  için ן ן ≤ ݔ  uzayına ܧ şartlarını sağlıyorsa ݕ

sıralı vektör uzayı denir.  

 

 ܧ .bağıntısını sağlayan elemanlarına pozitif diyeceğiz 0 ≤ ݔ sıralı vektör uzayının ܧ

uzayındaki pozitif elemanların kümesini {0 ≤ ݔ : ܧ ∋ݔ }, ܧ + veya ܧ+ sembollerinden 

biri ile göstereceğiz. ܧ ve ܨ iki sıralı vektör uzayı olmak üzere bir ܶ: ܨ → ܧ lineer 

dönüşümüne kısaca operatör diyeceğiz. Ayrıca her bir ܧ ∋ ݔ + için ܶሺݔሻ ≥ 0 oluyorsa 

ܶ operatörüne pozitif diyeceğiz ve ܶ ≥ 0 ile göstereceğiz.  

 

2.1.2. Tanım 

 

  ,olsun. Eğer ݕ ,ݔ nin herhangi iki elemanı ܧ bir sıralı vektör uzayı ve ܧ

 

(i) ݖ ≥ ݔ ve ݖ ≥ ݕ   
(ii) ܧ ∋ ݏ ve ݏ ≥ ݔ ve ݏ ≥ ݕ iken ݏ ≥ ݖ koşullarını sağlayan ܧ nin bir  ݖ elemanı varsa 

buna  ݔ ve ݕ nin supremumu denir. 

 

2.1.3. Tanım 

 

,ݔ nin herhangi iki elemanı ܧ bir sıralı vektör uzayı ve ܧ  ,olsun. Eğer ݕ
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(i) ݔ ≥ ݖ ve ݕ ≥ ݖ 
(ii) ܧ ∋ ݏ ve ݔ ≥ ݏ ve ݕ ≥ ݏ iken ݖ ≥ ݏ koşullarını sağlayan ܧ nin bir ݖ elemanı varsa 

buna x ve y nin infimumu denir. 

 

2.1.4. Tanım 

 

Bir sıralı vektör uzayı ܧ olsun. Eğer üzerindeki sıralamaya göre ܧ uzayının her ݔ,  ݕ

çiftinin supremumu ܧ uzayına ait ise bu uzaya Riesz uzayı (vektör örgüsü) denir. 

Bundan sonra supremum ve infimum yerine sırasıyla, ݕ ∨ ݔ: = sup { ݕ ,ݔ }, ݕ ∧ ݔ : = 

inf { ݕ ,ݔ } sembollerini kullanacağız. 

 

Örnek  

 

Ω boştan farklı bir küme olsun. Ω kümesi üzerinde tanımlı gerçel değerli 

fonksiyonların vektör uzayı ԹΩ , her bir ݂, ݃  ݃ ≥ ݂ ԹΩ çifti için, ԹΩ uzayında א

sıralaması sağlanması için gerek ve yeter koşul her ω ∈ Ω  için ݂ሺωሻ ≤ ݃ሺωሻ 

olmasıdır. Bu noktasal sıralama ile ԹΩ bir Riesz uzaydır. Burada her bir ω ∈ Ω  ve 

her ݂, ݃ ∈ ԹΩ için ݂ ∨ ݃ ሺωሻ ൌ׷ ,ሼ݂ ሺωሻ ݔܽ݉  ݃ሺωሻሽ ve  ݂  ∧  ݃ ሺωሻ 

:= ݉݅݊ሼ݂ ሺωሻ, ݃ሺωሻሽ   ifadesi sağlanır. 

 

Üzerinde noktasal sıralama ile aşağıdaki uzaylar birer Riesz uzayıdır. 

 

(i) ܥሺΩሻ, Ω  topolojik uzayı üzerinde tanımlı gerçel değerli sürekli fonksiyonların   
uzayıdır. 

(ii) ܥ௕ሺΩሻ, Ω topolojik uzayı üzerinde tanımlı gerçel değerli sürekli ve sınırlı     
fonksiyonların uzayıdır. 

(iii) ݈ஶ(Ω), Ω üzerinde tanımlı gerçel değerli sınırlı fonksiyonların uzayıdır. 
(iv) 1 ൑ ݌ ൏ ∞ için    ݈௣ : = ሼ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ሻ, ݊ ݎ݄݁ א Գ, ௡ݔ  א Թ ݁ݒ ∑ ௡|௣ஶݔ|

௡ୀଵ ൏ ∞ ሽ 
dizi uzayıdır.      

 
Ayrıca,  ሺܺ,A , ሻbir ölçü uzayı olmak üzere ሺ0 ൏ ߤ ൏ ݌   ∞ሻ için 

݂ } = : ௣ሺμሻܮ ׷    ݂ ׬ Թ   ölçülebilir ve → ܺ ׷ |݂|௣
௑  dߤ ൏ ∞ } 
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݂} = : ஶሺμሻܮ ׷   ݂ |݂| ݌ݑݏ ݏݏ݁ Թ ölçülebilir ve→ ܺ ׷ ൏  ∞ }uzayları, ݄. ݄. .ݕ  ܺ ∋ ݔ

için ݂ሺݔሻ  ≤  ݃ሺݔሻ   sıralaması altında birer Riesz uzayıdır. 

 

2.1.5. Tanım 

 

 (ݔ-) ∨ ݔ =  |ݔ| ve 0 ∨ (ݔ-) = : ିݔ  ,0 ∨ ݔ = : ାݔ olsun ܧ ∋ ݔ bir Riesz uzayı ve ܧ

elemanlarına sırayla ܧ ∋ ݔ elemanının pozitif kısmı, negatif kısmı ve modülü 

diyeceğiz. Ayrıca ܧ ∋ ݕ ,ݔ olsun. Eğer  |0 =|ݕ| ∧ |ݔ  ise ݔ ile ݕ birbirine diktir denir 

ve ݕ ⊥ ݔ ile gösterilir.  

 

2.1.1. Önerme 

 

,ݔ bir Riesz uzayı ve ܧ ,ݕ א ݖ  .olsun. O zaman aşağıdaki önermeler doğrudur ܧ

 

(i) [ (ݕ-) ∧ (ݔ-) ]- = ݕ ∨ ݔ   ve [ (ݕ-) ∨ (ݔ-) ] - = ݕ ∧ ݔ  
(ii) ݕ ∨ ݔ + ݕ ∧ ݔ = ݕ + ݔ 
(iii) (ݖ + ݔ) ∨ (ݕ + ݔ) = (ݖ ∨ ݕ) + ݔ   ve  (ݖ + ݔ) ∧ (ݕ + ݔ) = (ݖ ∧ ݕ) + ݔ  
(iv) Her 0 ≤ ן ∈ Թ için  ן) = (ݕ ∨ ݔ) ן ן) ∨ (ݔ ן) = (ݕ ∧ ݔ) ן   ve   (ݕ ן) ∧ (ݔ   (ݕ
(v) ݔ = ݔା- ݔ =| ݔ|   ,ିݔା+ ିݔ  ve  ݔା∧ 0 =ିݔ  

(vi) ݕ ∨ ݔ = 
1
2

ݔ| + ݕ + ݔ ) െ  = ݕ ∧ ݔ  ve  ( |ݕ
1
2

ݔ| - ݕ + ݔ ) െ   ( |ݕ

(vii) |ݕ| ∨ |ݔ|= 
1
2

ݔ| ) ൅ ݔ| +|ݕ െ  =|ݕ| ∧ |ݔ|     ve( |ݕ
1
2

ݔ| ) ൅ |ݕ െ ݔ| െ   ( |ݕ

(viii) ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| െ |ݕ ൑ |ݔ| ൅   ( Üçgen eşitsizliği ) |ݕ|
(ix) |ݖ ∨ ݔ െ  y ∨ ݔ|  ≥  |ݖ െ െ ݖ ∧ ݔ|   ve  |ݕ  y ∧ ݔ|  ≥  |ݖ െ    |ݕ
(x) Eğer ܧ ∋ ݖ ,ݕ , ݔ+ ise ݖ ∧ ݔ + ݕ ∧ ݔ  ≥  (ݖ + ݕ) ∧ ݔ [Aliprantis ve Burkinshaw, 

1985]. 

 

2.1.6. Tanım 

 

ఉݔ ,ןݔ Riesz uzayında bir ağ olsun. Eğer her ܧ {ןݔ} bir Riesz uzayı ve ܧ א  ሼןݔሽ için 

ןݔ ൑ ఊݔ  ve ݔఉ  ൑ ఊݔ ఊݔ)   ൑ ఊݔ ve ןݔ   ൑ ఊݔ ఉ ሻ olacak şekildeݔ א ሼןݔሽ  varsa {ןݔ} 

ağına artan (azalan) denir ve (↓ןݔ) ↑ןݔ sembolü ile gösterilir. ܧ Riesz uzayının bir 
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elemanı ݔ olmak üzere (ݔ ↓ןݔ) ݔ ↑ןݔ sembolleri {ןݔ}݂݊݅)  ݔ={ ןݔ}݌ݑݏ (↓ןݔ) ↑ןݔ= 

için ଵ + ܧ ∋ݔ anlamına gelecektir. Eğer her (ݔ
௡ 

 Riesz uzayına ܧ sağlanıyorsa 0↓ ݔ 

Archimedean Riesz uzayı denir. 

 

2.1.2. Önerme (Kantorovic) 

 

 ା toplamsal ( Herܨ → ାܧ :ܶ Archimedean Riesz uzayı ve ܨ ,bir Riesz uzayı ܧ

,ݔ ܧ ∋ ݕ ൅  için ܶ ሺݔ ൅ ሻݕ  ൌ  ܶሺݔሻ ൅ ܶሺݕሻ ) olsun. O zaman ܶ,  ye bir tek ܨ den ܧ

pozitif operatöre genişler. Üstelik (genişlemeyi yine T ile gösterirsek) her bir ܧ ∋ ݔ 

için, ܶ ሺݔሻ  ൌ ܶሺݔାሻ െ ܶሺିݔሻ dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

Bir ܧ Riesz uzayından bir ܨ Riesz uzayına tanımlı operatörlerin vektör uzayı ܮሺܧ,  ሻܨ

olsun. Her ܵ, ,ܧሺܮ ∋ܶ ܶ  ⇔  ܵ ≤ ܶ ሻ içinܨ െ ܵ ≥ 0 ( her bir ݔ א  ( ሻݔሻ ≥ ܵሺݔା için ܶሺܧ

sıralaması ile bir sıralı vektör uzayıdır. 

 

2.1.7. Tanım 

 

,ܧሺܮ bir operatör olsun. Eğer ܨ → ܧ :ܶ birer Riesz uzayları ve ܨ ve ܧ  ሻ sıralı vektörܨ

uzayında ሼܶ, െܶሽ kümesinin supremumu var ise ܶ operatörünün modülü vardır denir 

ve |ܶ|  : = ܶ ∨ ሺെܶሻ  ile gösterilir. 

 

2.1.8.Tanım 

 

Bir ܧ Riesz uzayının ݕ ≥ ݔ şartını sağlayan iki elemanı ݔ, ,ݔolsun. ሾ ݕ ሿ ൌݕ

ሼݕ ≥ ݖ ≥ ݔ :ܧ∋ݖሽ ile tanımlı alt kümeye sıralı aralık denir. ܧ uzayının boştan farklı 

bir alt kümesi ܣ olsun. Eğer her bir ܣ ∋ ݕ için ݔ ≥ ݕ  ሺݕ ≥ ݔሻ olacak şekilde bir ܧ∋ ݔ 

varsa ܣ kümesine üstten (alttan) sınırlıdır denir. Hem üstten hem alttan sınırlı olan 

kümeye sıra sınırlı küme denir. Yani ك ܣ  ሾݔ, ,ݔ ሿ olacak şekildeݕ  ya ܣ varsa ܧ ∋ ݕ

sıra sınırlı küme denir. 

 

 



6 
 

2.1.9.Tanım 

 

 Riesz ܧ bir operatör olsun. Eğer ܶ operatörü ܨ → ܧ :ܶ iki Riesz uzayı ve ܨ ,ܧ

uzayının sıralı aralıklarını ܨ Riesz uzayının sıra sınırlı kümelerine dönüştürüyorsa 

ܶ operatörüne sıra sınırlı operatör denir. Bir ܧ Riesz uzayının bir ܨ Riesz uzayına 

tanımlı sıra sınırlı operatörlerin uzayı  ܮ௕ሺܧ,  .ሻ  ile gösterilirܨ

 

İki pozitif operatörün farkı şeklinde yazılabilen operatöre regüler operatör denir. Bir 

  Riesz uzayı içine tanımlanan regüler operatörlerin uzayı ܨ Riesz uzayından bir ܧ

,ܧ௥ሺܮ ,ܧሻ ile göstereceğiz. Açık olarak, L୰ሺܨ ,ܧୠሺܮ ⊇ ሻܨ ,ܧሺܮ ⊇   ሻܨ  ሻ vektör uzayıܨ

kapsaması sağlanır. Kısalık için ܮሺܧ, ,ሻܧ ,ܧ௕ሺܮ ,ܧ௥ሺܮ , ሻܧ   ,ሻܧ௕ሺܮ ,ሻܧሺܮ ሻ  sırasıylaܧ

 .ሻ    ile gösterilecektirܧ௥ሺܮ

 

2.1.10.Tanım  

 

 Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı her alt ܧ bir Riesz uzayı olsun. Eğer ܧ

kümesinin (sayılabilir alt kümesinin) bir supremumu varsa ܧ Riesz uzayına 

Dedekind tam ( σ -Dedekind tam) Riesz uzayı denir. 

 

Bir ܧ Riesz uzayının Dedekind tam (σ-Dedekind tam) olması için gerekli ve yeterli 

koşul 0 ≤ ݔ ≥ ↑ןݔ  ሺ 0 ≤ ݔ௡↑ ≤ ݔ ሻ  olduğunda ݌ݑݏሼןݔሽ ሺ ݌ݑݏሼݔ௡ሽ ሻ ܧ içinde var 

olmasıdır. ܮ௣ሺμሻ, ሺ1 ≤ ݌ ≤ ∞ሻ uzayları Dedekind tam Riesz uzaylarına örnek 

oluştururlar. 

 

2.1.3. Önerme 

 

:ܶ Riesz uzayları ܨ ve ܧ ܧ ՜ א ݔ bir operatör olsun. Her bir ܨ |ݕܶ| ሼ݌ݑݏ ା içinܧ ׷

|ݕ| ൑ א ݔ de varsa o zaman ܶ nin modülü vardır ve her ܨ ሽݔ  = (ݔ)|ܶ|  ା içinܧ

sup{|ܶݔ ≥ |ݕ| :|ݕ} dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  
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2.1.4. Önerme (Riesz-Kantorovic) 

 

,ܧ ,ܧ௕ሺܮ  Dedekind tam olsun. Bu durumda ܨ Riesz uzayları ve ܨ  ሻ sıralı vektörܨ

uzayı, Dedekind tam Riesz uzaydır. Her ܧ ∋ ݔା ve her bir ܵ, ,ܧ௕ሺܮ∋ ܶ  ,ሻ çifti içinܨ

 

ܵ ∨ ܶ ሺݔሻ  ൌ ሻݕሼ ܵሺ ݌ݑݏ   ൅  ܶሺݖሻ ׷   ,ݕ    ൅ ݕ  ݁ݒ ାܧ∋ ݖ ൌ ݖ     ሽ ݔ 

ܵ ∧ ܶ ሺݔሻ  ൌ  ݂݅݊ ሼ ܵሺݕሻ  ൅  ܶሺݖሻ ׷   ,ݕ    ൅ ݕ  ݁ݒ ାܧ∋ ݖ ൌ ݖ    ሽ ݔ 

|ܶ|ሺݔሻ= sup { |ܶݔ ≥ |ݕ| :  |ݕ} 

ܶା(ݔ) = sup { ܶ׷ ݕ  { ݔ ≥ ݕ ≥ 0 

׷ ݕܶ-}sup = (ݔ)ିܶ  ,eşitlikleri gerçekleşir [Aliprantis ve Burkinshaw { ݔ ≥ ݕ ≥ 0 

1985].  

 

2.1.5. Önerme 

 

,ܵ Dedekind tam uzay olsun. O zaman her ܨ iki Riesz uzayı ve ܨ ve ܧ ,ܧ௕ሺܮ א ܶ   ሻܨ

ve her א ݔ  .ା için aşağıdaki önermeler doğrudurܧ

 

(1) ሼ ∑ ܵሺݔ௜
௡
௜ୀଵ ሻ ∨ ܶሺݔ௜ሻ ׷ ௜ݔ א ∑ ݁ݒ ାܧ ௜ݔ ൌ ௡ݔ

௜ୀଵ  ሽ ՛ ܵ ∨ ܶሺݔሻ dir. 

(2) ሼ ∑ ܵሺݔ௜
௡
௜ୀଵ ሻ ∧  ܶሺݔ௜ሻ ׷ ௜ݔ א ∑ ݁ݒ ାܧ ௜ݔ ൌ ௡ݔ

௜ୀଵ  ሽ ՛ ܵ ∧ ܶሺݔሻ dir. 

(3) ሼ ∑ |ܶሺݔ௜ሻ|௡
௜ୀଵ : ௜ݔ א ∑ ݁ݒ ାܧ ௜ݔ ൌ ௡ݔ

௜ୀଵ  ሽ ՛ |ܶ|ሺݔሻ dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 

1985].  

 

2.2. Sıralı Projeksiyonlar 

 

2.2.1.Tanım 

 

,ݔ Riesz uzayının alt vektör uzayı olsun. Eğer her bir ܧ bir ,ܩ  çiftinin ܩ ∋ ݕ

supremumu ܩ vektör uzayında bulunuyorsa bu alt uzaya ܧ nin bir Riesz alt uzayı 

denir.  
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Bir ܧ Riesz uzayının alt kümesi A olsun. Eğer |ݔ| ൑  ܣ ∋ ݔ iken ܣ ∋ ݕ ve |ݕ|

oluyorsa ܣ kümesine solid denir. Riesz uzayının solid olan alt vektör uzaylarına ideal 

denir.  

ൌ ݕ ∨ ݔ  
1
2

ሺ ݔ ൅ ݔ| ൅ ݕ  െ  .ሻ eşitliğinden her ideal bir Riesz alt uzaydır|ݕ

 

2.2.2.Tanım  

 

  için ן Riesz uzayında bir ağ olsun. Eğer her bir ܧ ,{αݔ} ve ܧ ∋ ݔ ,bir Riesz uzayı ܧ

 elemanına ݔ ağı {αݔ } ağı var ise {αݕ } α ↓ 0 olacak şekilde birݕ α veݕ ≥ | ݔ - αݔ |

sıralı yakınsıyor denir ve ݔα ⎯→⎯o  .ile gösterilir ݔ 

 

,ܣ  ݔ nın bir ağı olsun. Eğer {xα} ağı ܣ Riesz uzayının bir alt kümesi ve {xα} ܧ

elemanına sıralı yakınsıyor iken ݔ elemanı ܣ kümesine ait oluyorsa ܣ ya sıra kapalı 

denir. Sıra kapalı olan ideallere de band diyeceğiz. 

 

,ܣ  kümesini kapsayan en küçük ܣ .Riesz uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun ܧ

(kapsama bağıntısına göre) ideale ܣ kümesinin ürettiği ideal denir. ܣ kümesinin 

ürettiği ideal, { ݔ ,... ,2ݔ ,1ݔ ∃ : ܧ ∋ ݔn ∈ ܣ ve λ1, λ2, ..., λn ∈ Թ+ , |ݔ| ൑ ∑ λ௜
௡
௜ୀଵ  { |௜ݔ|

dir. ܣ= ሼݔሽ ise ܧ∋ݔ elemanının ürettiği ideal ܣ௫ ile gösterilirse ܣ௫ =ሼ y∈E ׷ λ׌ ൐ 0 ,

|y| ൑ λ|ݔ| ሽ kümesidir. Bir Riesz uzayında tek elemanlı kümelerin ürettikleri 

ideallere esas ideal denir. Benzer olarak ܣ kümesinin ürettiği band ܣ kümesini 

kapsayan en küçük banddir. 

 

2.2.1. Önerme 

 

,ܣ ݔRiesz uzayının bir ideali olsun. ሼ ܧ א E ׷ ஑ሽ ⊆ Aାve 0ݔሼ ׌ ൑ ஑ݔ ՛  ሽ  kümesi |ݔ|

 =௫ܤ ௫  iseܤ elemanının ürettiği band ݔ tarafından üretilen banddir. Üstelik tek bir ܣ

ሼݕ א |ݔ|݊ ∧ |ݕ|  :ܧ ՛   .ሽ dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985]|ݕ|
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Bir ܧ Riesz uzayında bir band ܤ olsun. Eğer ܧ ൌ  ܤ ௗ eşitliği sağlanıyorsaܤ ⊕ ܤ 

uzayına projeksiyon band denir. ܧ Dedekind tam Riesz uzayında her band, 

projeksiyon banddir. 

 

 sağlanıyorsa e elemanına zayıf ܧ = eܤ olsun. Eğer ܧ ∋ bir Riesz uzayı ve 0 < e ܧ

sıra birim denir. Bir Archimedean Riesz uzayında 0 ൏  elemanının zayıf sıra ܧ ∋ ݁ 

birim olması için gerekli ve yeterli koşul ݔ ⊥݁ iken 0 = ݔ olmasıdır.  

 

2.2.3.Tanım 

 

,ܧ  .bir operatör olsun  ܨ → ܧ :ܶ iki Riesz uzayı ve ܨ

 

(i) ܧ uzayında ݔ α
o⎯ →⎯  0 iken ܨ uzayında da  ܶݔ α

o⎯ →⎯  0 sağlanıyorsa ܶ 
operatörüne sıra sürekli operatör denir. 

(ii) ܧ uzayında ݔ n
o⎯ →⎯  0 iken ܨ uzayında da   ܶݔ n

o⎯ →⎯  0 sağlanıyorsa ܶ 
operatörüne σ- sıra sürekli operatör denir. 

 

 ܧ pozitif operatörünün sıra sürekli olması için gerekli ve yeterli koşul ܨ → ܧ :ܶ

içinde ݔ α ↓ 0 iken F içinde  ܶݔ α ↓ 0 sağlanmasıdır. 

 

2.3. Pozitif Lineer Fonksiyoneller 

 

 üzerinde tanımlı gerçel değerli sıra sınırlı operatörlerin ܧ .bir Riesz uzayı olsun ܧ

vektör uzayına ܧ Riesz uzayının sıra duali denir ve ܧ~ ile gösterilir. ݂ ∈ ܧ~ olsun. 

Eğer her bir ܧ ∋ ݔା için ݂ሺݔሻ ≥ 0 ise ݂ fonksiyoneline pozitif lineer fonksiyonel 

denir. ݂,  ሻ” sıralaması ileݔሻ ≤ ݃ሺݔା için ݂ሺܧ ∋ ݔ olsun “݂ ≤ ݃  ⇔  Her bir ~ܧ ∋ ݃

 bir sıralı vektör uzayıdır. Üstelik Թ bir Dedekind tam Riesz uzayı olduğundan ~ܧ

Önerme 2.5 den ܧ~ bir Dedekind tam Riesz uzaydır. 
 

 E üzerinde tanımlı bütün sıra sürekli ve , ~~ܧ =~ሻ~ܧRiesz uzayının sıra duali ሺ ~ܧ

sıra sınırlı lineer fonksiyonellerin uzayı ise ܧ୬
~  ile gösterilecektir. 
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2.3.1.Tanım 

 

ሻݕ ∨ ݔiçin ܶ ሺ ܧ∋ ݕ ,ݔ bir operatör olsun. Eğer her ܨ → ܧ :ܶ  ൌ  ܶሺݔሻ ∨ ܶሺݕሻ 

sağlanıyorsa ܶ ye bir örgü homomorfizmi denir. Aynı zamanda birebir olan Riesz 

homomorfizmlerine örgü izomorfizmi denir. Eğer ܧ Riesz uzayından ܨ Riesz 

uzayına örten bir örgü izomorfizmi varsa ܧ ve ܨ uzayları örgü izomorfiktir denir. 

 

ܶ:  bir birebir ve örten operatör olsun. ܶ operatörünün örgü izomorfizmi ܨ → ܧ

olması için gerekli ve yeterli koşul ܶ ve ܶିଵ operatörlerinin pozitif olmasıdır. 

 

2.3.2.Tanım  

 

 ሻ ≠ 0 olacak şekilde birݔiçin ݂ሺ ܧ ∋ ݔ ≠ bir Riesz uzayı olsun. Eğer her bir 0 ܧ

 .nin noktalarını ayırıyor denir ܧ ya~ܧ var ise ~ܧ ∋ ݂

 

2.3.3.Tanım  

 

 biçiminde (ݔ)݂ = ሺ݂ሻ^ݔ için  ~ܧ ∋ ݂ olsun. Her bir ܧ ∋ ݔ bir Riesz uzayı ve ܧ

tanımlanan ^: ܧ ՜  .dönüşümüne doğal gömme denir ~~ܧ 

 

2.3.1. Önerme 

 

՜ ݔ bir Riesz uzayı olsun. O zaman ܧ  içine Riesz ~~ܧ den ܧ doğal gömmesi ^ݔ

işlemlerini koruyan bir operatördür. (Yani her ݔ,y א E çifti için ሺݕ ∨ ݔሻ^ 

 .(dir^ݕ ∨^ݔ=

 

Özel olarak eğer ܧ~ uzayı ܧ nin noktalarını ayırıyor ise ݔ ՜  dönüşümü birebirdir^ݔ

(Bu durumda ܧ uzayı ܧ~~ uzayı içindeki görüntüsü ile özdeşleştirilerek  ܧ~~   

uzayının bir Riesz alt uzayı olarak düşünülebilir). 
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2.3.4.Tanım 

 

א ݑ ve ~ܧ ∋ ݂ ,Riesz uzayları ܨ ve ܧ א ݔ olsun. Her bir ܨ  için ሺ݂ ܧ  ٔ ሻݔሻሺݑ ൌ

 ݂ሺݔሻ ݑ biçiminde tanımlı operatöre rank bir operatörü denir. 

 

ܸ bir vektör uzayı olmak üzere ܸ üzerinde tanımlı lineer fonksiyonellerin 

oluşturduğu vektör uzayı ܸ* ile gösterilir. ܹ bir başka vektör uzayı ve ܶ ׷  ܸ → ܹ 

bir operatör olsun. Her bir ݂ ∈ ܹ* ve her bir ݒ ∈ ܸ için ܶ* ݂ ሺݒሻ  ൌ  ݂ ሺܶሺݒሻሻ 

olarak tanımlanan ܶ* : ܹ* → ܸ* operatöre ܶ operatörünün cebirsel eşleği 

(transpozu) denir. Genelde  < ܶ* ݂, ,݂ > = < ݒ  .biçiminde gösterilir < ݒܶ

 

2.3.2. Önerme 

 

 *ܶ .dir ~ܧ ⊇ (~ܨ) *ܶ bir sıra sınırlı operatör ise ܨ → ܧ :ܶ ,Riesz uzayları ܨ ve ܧ

operatörünün ܨ~ uzayına kısıtlanmasına ܶ operatörünün (sıra) eşleği denir ve ܶᇱ ile 

gösterilir. Yani ܶᇱ: ܧ →~ܨ~  < ܶᇱ ݂, ,݂> = < ݔ  .dir ܧ ∋ ݔ ,< ݔܶ

 

2.3.3. Önerme (Krengel–Synnatzschke) 

 

:ܶ Dedekind tam ve ܨ Riesz uzayları ܨ ve ܧ  bir sıra sınırlı operatör olsun. O ܨ → ܧ

zaman her bir ݂ א ௡ܨ
~ için|ܶᇱ| ݂ = |ܶ|ᇱ ݂ eşitliği sağlanır [Aliprantis ve Burkinshaw, 

1985].  

 

2.4. Topolojik Vektör Uzayları 

 

ܺ  bir vektör uzayı ve τ ,  ܺ  üzerinde  bir topoloji olsun. Eğer , 

 

+ : ܺ×ܺ → ܺ  , ሺݔ, ൅ ݔ →ሻ ݕ  ݕ 

* :Թ×ܺ → ܺ , ሺλ,  biçiminde tanımlı iki fonksiyon τ topolojisine göre sürekli ݔሻ → λݔ

ise (ܺ, τ) ikilisine bir topolojik vektör uzayı denir. 
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2.4.1.Tanım 

 

ܺ bir vektör uzayı olsun. ܣ, ܺ in boştan farklı bir alt kümesi olsun. Eğer ݔ, א ݕ  ve ܣ 

0൑ λ ൑ 1 için  λ ݔ ൅ ሺ1 െ λሻ א ݕ  .ya konveks küme denir ܣ oluyorsa ܣ 

,ܣ ܺ in boştan farklı bir alt kümesi olsun. Eğer ݔ א |λ| ݁ݒ ܣ  ൑ 1 için λא ݔ  ܣ 

oluyorsa ܣ ya dengeli küme denir.  

 

 nın ܣ kümesini içeren en küçük (kapsama bağıntısına göre) konveks kümeye ܣ

konveks zarfı denir ve ݋ܥሺܣሻ ile gösterilir. ݋ܥሺܣሻ ൌ ׷  ሼ∑ λ௜
௡
௜ୀଵ ௜ݔ ׷ ௜ݔ  א ,ܣ λ௜ ൒

0, ∑ ݁ݒ λ௜
௡
௜ୀଵ ൌ 1 ሽ ݀݅ݎ. 

 

Benzer şekilde ܣ kümesini içeren en küçük konveks ve dengeli kümeye ܣ nın mutlak 

konveks zarfı denir ve ݉݋ܥሺܣሻ ile gösterilir. ݉݋ܥሺܣሻ = ሼ∑ λ௜
௡
௜ୀଵ ௜ݔ ׷ ௜ݔ  א

∑ ݁ݒ ܣ |λ௜|௡
௜ୀଵ ൑ 1 ሽ  olduğu kolayca görülebilir. 

 

2.4.2.Tanım  

 

 topolojik uzayında açık kümelerden oluşan bir (τ ,ܧ) .bir topolojik uzay olsun ܧ

ሼܣ௜ ;  ݅ א  uzayının bir açık ܧ uzayına eşitse bu aileye ܧ ሽ ailesinin bileşimi tüm ܫ

örtüsü denir. Bir açık örtünün bir alt ailesi de gene bir açık örtü oluyorsa bu aileye alt 

örtü denir. 

 

Eğer (ܧ, τ) topolojik uzayında verilen her açık örtünün sonlu bir alt örtüsü varsa 

 alt kümesi için de ܣ uzayındaki bir ܧ .topolojik uzayına kompakt denir (τ ,ܧ)

kompaktlık benzer şekilde tanımlanır. 

 

 kümesine göreceli ܣ kümesinin kapanışı kompakt ise bu ܣ topolojik uzayında bir ܧ

kompakt denir. 
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2.4.3.Tanım  

 

(ܺ, τ) bir topolojik vektör uzayı olsun. Eğer ܺ uzayının sıfırının bir konveks 

komşuluklar tabanı var ise (ܺ, τ) topolojik uzayına bir lokal konveks topolojik vektör 

uzayı adı verilir. 

 

2.4.4.Tanım  

 

(ܺ, τ) bir lokal konveks topolojik uzay ve ܣ ⊆ ܺ olsun. Sıfırın her bir ܸ komşuluğu 

için ܣ ⊆ λܸ koşulunu sağlayan bir  λ ൐ 0 gerçel sayısı var ise ܣ kümesine  τ- sınırlı 

küme adı verilir. 

 

ܺ bir topolojik vektör uzayı ve ܺ üzerinde tanımlı yarınormların bir ܳ ailesi verilsin. 

ܺ üzerinde ܳ ailesindeki her bir yarınormu sürekli yapan ܺ üzerinde bir en kaba 

topoloji vardır. Bu topoloji altında ܺ bir konveks uzay olup sıfırın kapalı 

komşuluklar tabanı  σ (θ) = { { ݔ:   sup
1 ൑ i ൑ n  ܲi (ݔ) ≤ ε},  ε > 0,  ܲi ∈ܳ }  ailesidir. 

 

ܺ ve Xᇱ iki vektör uzayı ve ܺ x Xᇱ  üzerinde bir bilineer form < , > olsun. Eğer < , > 

bilineer formu,  

 

D : Her bir 0 ≠ ݔ ∈ ܺ için < 0 ≠ < ' ݔ ,ݔ olacak şekilde bir ݔ ' ∈ ܺᇱ  vardır. 

D' : Her bir 0 ≠ ݔ ' ∈ ܺᇱ  için < 0 ≠ < ' ݔ ,ݔ olacak şekilde bir ݔ ∈ ܺ vardır. Şartlarını 

sağlarsa ܺ ve ܺ' ne bir dual ikili denir ve < ܺ, ܺ′ > ile gösterilir. 

 

< ܺ, ܺᇱ > bir dual ikili olsun. Her bir ݔ '∈ܺᇱ  ve her bir ݔ∈ܺ için ܲ௫ᇲ(ݔ) =|൏ ,ݔ  Ԣ ൐ݔ

 | biçiminde tanımlanan ܲ௫ᇲ : ܺ → Թ fonksiyonu bir yarınormdur. 

 

ܳ = { ܲ௫ᇲ : ݔ ' ∈ܺᇱ } yarınormlar ailesinin ܺ üzerinde tanımladığı topolojiye zayıf 

topoloji denir ve σ(ܺ, ܺᇱ )ile gösterilir. σ(ܺ, ܺᇱ ) topolojisine göre sıfırın bir kapalı 
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komşuluklar tabanı {{ ݔ:  sup  | < ݔ ,ݔ'i > | ≤ 1}her bir 1≤ i ≤ n için ݔ'i ∈ ܺ′ } 

ailesidir.  

 

ܳ′ ={ ௫ܲ : ݔ ∈ܺ}, ௫ܲ (ݔ ′) = ⏐< ݔ ,ݔ′ >⏐, yarınormların ailesinin ܺ′ üzerinde 

doğurduğu zayıf topolojiyi ise σ (ܺ′, ܺ) ile göstereceğiz. Bu topolojiye göre  {ݔ′α} ⊆ 

ܺ′  ağının x′α → 0 olması için gerekli ve yeterli koşul her bir ݔ∈ܺ için < ݔ ,ݔ′α > → 0  

Թ de sağlanmasıdır. 

 

2.4.5.Tanım  

 

< ܺ, ܺ′ >  bir dual sistem ve τ, ܺ üzerinde bir lokal konveks topoloji olsun. Eğer 

(ܺ,τ) uzayının topolojik duali ܺ′ oluyorsa τ topolojisine dual sistem ile uyumludur 

denir. 

 

2.4.1. Önerme (Mackey) 

 

< ܺ, ܺ′ > bir dual ikili olsun. Dual sistem ile uyumlu olan ܺ üzerinde tanımlı tüm 

lokal konveks topolojilere göre ܺ uzayının sınırlı kümeleri aynıdır [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

2.4.6.Tanım  

 

Bir vektör uzayı ܧ üzerinde tanımlı, gerçel değerli ve ݔ noktasındaki değeri ԡݔԡ ile 

gösterilen bir fonksiyon aşağıdaki koşulları sağlarsa, bu fonksiyona ܧ üzerinde bir 

norm denir. 

 

(N1) : Her ݔ ്0 için ԡݔԡ ൐ 0 geçerlidir. 

(N2) : ԡן .|ן|= ԡݔ ԡݔԡ  א ן א ݔ ,ܭ   ܧ

(N3) : Her ݔ, א ݕ ݔiçin ԡ ܧ ൅ ԡݕ ൑ ԡݔԡ ൅ ԡݕԡ eşitsizliği sağlanır.  
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Bu takdirde (ܧ, ԡ ԡሻ çiftine normlu uzay ve ԡݔԡ sayısına da ݔ noktasının normu 

denir. 

 

ܺ bir normlu uzay olsun. ܺ norm metriğine göre tam ise ܺ e Banach uzayı denir. ܺ 

bir Banach uzayı ve ݔ → ݔ^ lineer dönüşümü örten ise ܺ uzayına yansımalı 

(refleksive) Banach uzayı denir.  

 

ܺ aşikar olmayan bir normlu uzay ve Xᇱ norm dual ise her bir (ݔ ,ݔ ') ∈ ܺ×ܺᇱ  için  

 bilineer formu D ve D' şartlarını sağlayacağından her bir normlu (ݔ) ' ݔ = < 'ݔ ,ݔ >

uzay üzerinde bir zayıf topoloji tanımlanabilir. 

 

2.4.2. Önerme (Eberlein-Smulian) 

 

Bir Χ normlu uzayının alt kümesi ܣ olsun. ܣ kümesinin göreceli zayıf kompakt 

(zayıf kompakt) olması için gerekli ve yeterli koşul ܣ içindeki her dizinin Χ uzayının 

 bir elemanına zayıf yakınsayan bir alt dizisinin var olmasıdır (kümesinin ܣ)

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.4.3. Önerme (Krein-Smulian) 

 

Bir Banach uzayının bir göreceli zayıf kompakt alt kümesinin konveks zarfı da 

göreceli zayıf kompakttır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.4.4. Önerme 

 

Eğer ሼݔ௡ሽ  dizisi bir Banach uzayında zayıf yakınsak ise  ሼ ∑ λ௡
ஶ
௡ୀଵ ௡ݔ ׷  ∑ |λ௡|ஶ

௡ୀଵ ൑

1ሽ   kümesi göreceli zayıf kompakttır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

|ݔ| içinde ܧ Թ  bir yarı norm olsun. Eğer → ܧ :݌ bir Riesz uzayı ve ܧ ൑  |ݕ|

koşulunu sağlayan her ܧ∋ ݕ ,ݔ için ݌ ሺݔሻ ≤  ݌ ሺݕሻ oluyorsa ݌ ye Riesz yarınormu 
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denir. ܧ bir Riesz uzayı ve ܧ :݌ → Թ bir fonksiyon olsun. Eğer ݌ aşağıdaki şartları 

sağlarsa ݌ foksiyonuna bir pseudonorm denir. 

 

(i) ݔ׊ א ≤ ሻݔሺ ݌   için    ܧ  0 

(ii) ݔ׊, ݕ א ݔሺ ݌  için  ܧ ൅ ሻݕ  ൑ ሻݔሺ ݌   ൅   ሻݕሺ ݌ 

(iii) ݔ׊ א  ሻ → 0ݔሺλ ݌  için λ → 0  yakınsarken  ܧ

(iv) ݔ׊, ݕ א |ݔ|  için ܧ ൑ ሻݔሺ ݌  olduğunda |ݕ|  ൑  . ሻݕሺ ݌ 

 

,ܳ bir Riesz uzayı ve ܧ  ܳ .üzerinde tanımlı Riesz yarı normlarının bir ailesi olsun ܧ

Riesz yarı normlar ailesinin ܧ üzerine koyduğu topolojiye lokal konveks-solid 

topoloji denir (ܧ, τ) ikilisine lokal konveks-solid Riesz uzayı denir. 

 

,ܣ bir Riesz uzayı ve ܧ  ܣ ∋ uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun. Her bir ϕ ∽ܧ

ve her bir ܧ ∋ ݑ için ݌ఝሺݑሻ ൌ |߮|ሺ|ݑ|ሻ ile tanımlı ݌ఝ, ܧ üzerinde bir Riesz 

yarınormudur. { ݌ఝ : ߮ א  üzerine koyduğu lokal ܧ Riesz yarınormlarının {ܣ

konveks-solid topolojiye mutlak zayıf topoloji denir ve |ߪ| ሺܧ,  .ሻ ile gösterilirܣ

 

2.4.5. Önerme 

 

 Hausdorff lokal konveks-solid Riesz uzayı olsun. O zaman aşağıdaki önermeler (τ,ܧ)

doğrudur. 

 

(i)   ܧ uzayının pozitif kısmı ܧା kümesi τ - kapalıdır. 

(ii) ܧ içinde ןݔ ՛ ve ןݔ
τ

՜  .dir ݔ = {ןݔ}ağı için sup {ןݔ} şartını sağlayan ݔ 
(iii) ܧ uzayının her bir bandi τ- kapalıdır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.4.6. Önerme 

 

ሼןݔሽ  (ܧ, τ) lokal konveks-solid Riesz uzayında bir ağ olsun ve ןݔ ՝ 0 sağlansın. O 

zaman ןݔ
τ

՜ 0 olması için gerek ve yeter şart ןݔ
σሺE,Eᇲሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ 0 olmasıdır [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  
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2.5. Banach Örgüleri 

 

bir Riesz uzayı ve ԡ ܧ ԡ, ܧ üzerinde bir norm olsun. Eğer  |ݔ| ൑  koşulunu |ݕ|

sağlayan her ݔ, ԡݔiçin   ԡ ܧ∋ ݕ ൑ ԡݕԡoluyorsa ԡ ԡ normuna ܧ üzerinde bir örgü 

(lattice) normu denir.  

 

Bir örgü normu ile donatılmış Riesz uzayına normlu Riesz uzayı denir. Üstelik 

normlu Riesz uzayı tam ise bu uzay Banach örgüsü adını alır. Açık olarak her bir 

normlu Riesz uzayı bir lokal konveks-solid Riesz uzayıdır. 

 

2.5.1. Önerme 

 

Normlu bir Riesz uzayının norm duali bir Banach örgüsüdür [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

Örnek  

 

 ௣ሺμሻܮ ሻ  için∞ ≥݌ ≥ሺ1 ݌ ሻ ve her birܭሺܥ bir kompakt Hausdorff uzay olmak üzere ܭ

uzayı bir Banach örgüsüdür. 

 

2.5.2. Önerme (Garrett Birkhoff) 

 

 dir. Şimdi ~ܧ = ′ܧ nin sıra duali çakışır. Yani ܧ Banach örgüsünün norm duali ile ܧ

{ܺn} , Banach uzaylarının bir dizisi olsun. 

 

ሺ1 ൑ ݌ ൏ ∞ሻ olmak üzere ; 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻp : = ሼݔ ൌ  ሺݔଵ, ,ଶݔ … ሻ : ݔ୬ א X୬ ve ԡݔԡ ൌ׷  ሺ∑ ԡݔ୬ԡ୮∞
୬ୀଵ ሻ

భ
౦ < ∞} 

şeklinde tanımlanan uzay  ԡݔԡ  ൌ  ሺ∑ ԡݔ୬ԡ୮∞
୬ୀଵ ሻ

భ
౦ normu ile Banach uzayıdır. 

 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻp Banach uzayına, {ܺn} lerin  Lp– toplamı denir. 
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ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻஶ ve ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻ଴ uzaylarını ise sırasıyla aşağıdaki şekilde 

tanımlayacağız. 

 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻஶ : = ሼ ݔ ൌ  ሺݔଵ, ,ଶݔ … ሻ : ݔ௡ א ܺ௡ ݁ݒ ԡݔԡ ׷  ௡ԡሽ < ∞ } veݔሼԡ݌ݑݏ 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻ଴ : = ሼ ݔ ൌ  ሺݔଵ, ,ଶݔ … ሻ : ݔ௡ א ܺ௡ ݁ݒ ݈݅݉ԡݔԡ ൌ 0  }. 

 

Eğer her bir ܺn Banach örgüsü ise ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻp de Banach örgüsüdür 

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.3. Önerme 

 

{ܺn}, Banach uzaylarının bir dizisi, 1 ൏ ,݌  ൏ ݍ ଵ  ݁ݒ ∞ 
௣

൅ ଵ
௤

 ൌ  1 olsun.  O zaman 

,ଵݔሺ = ݔ ଶݔ … ሻ א ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻp ve ݔᇱൌ ሺݔଵ
ᇱ , ଶݔ

ᇱ … ሻ א ሺ ଵܺ
ᇱ  ۩ ܺଶ

ᇱ ۩ … ሻ௤ için 

,ݔۃ ∑ = ۄᇱݔ ୬ݔ
′∞

୬ୀଵ ሺݔ୬ሻ olarak tanımlanan dual operatörü ile ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻ௣
′  = 

൫ ଵܺ
′ ۩ ܺଶ

′  ۩. . . . . . ൯୯ dir. 

 

Benzer olarak , 

 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻଵ
′  = ൫ ଵܺ

′۩ ܺଶ
′  ۩. . . . . . ൯ஶ ve 

ሺ ଵܺ ۩ ܺଶ۩. . . . . . ሻ଴
′  = ൫ ଵܺ

′ ۩ ܺଶ
′  ۩. . . . . . ൯ଵ olur   [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.4. Önerme  

 

Bir Banach örgüsünden bir normlu Riesz uzayına tanımlanan her bir pozitif operatör 

süreklidir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

 ağı {αݔ } α ↓ 0 şartını sağlayan her birݔ içinde ܧ bir Banach örgüsü olsun. Eğer ܧ

için  ԡןݔԡ↓ 0  oluyorsa ԡ ԡ normuna sıra sürekli norm denir. 
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2.5.5. Önerme (Fremlin-Meyer-Nieberg) 

 

Bir Banach örgüsünün sıra sürekli norma sahip olması için gerek ve yeter koşul ܧ 

nin her sıra sınırlı dik dizisinin 0 a normda yakınsak olmasıdır [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.6. Önerme 

 

 :bir Banach örgüsü ise aşağıdaki ifadeler birbirine denktir ܧ

 

(i) ܧ sıra sürekli norma sahiptir. 
(ii) ܧ içinde  0 ≤ ݔn↑≤  ݔ  ise  {ݔn}  bir Cauchy dizisidir. 
(iii) ܧ,σ Dedekind tam ve E içinde ݔn ↓ 0  ise || ݔn || ↓ 0   dir. 
(iv) ܧ uzayı ܧ'' uzayı içinde bir idealdir. 
(v) ܧ içindeki her bir sıra aralık zayıf kompakt bir kümedir [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.1.Tanım  

 

bir normlu uzay olsun. 0൑ ܧ ןݔ ՛ ԡןݔolduğunda ԡ  ݔ ՛ ԡݔԡ oluyorsa ܧ üzerindeki 

norma Fatou normu denir.  

 

2.5.2.Tanım 

 

ሼݔ௡ሽ, ܺ Banach uzayında bir dizi olsun. Eğer her bir ݔᇱ א ܺᇱ için lim ݔᇱሺݔ௡ሻ Թ de 

varsa bu diziye zayıf Cauchy dizisi denir. ܺ Banach uzayındaki her zayıf Cauchy 

dizisi ܺ in bir elemanına zayıf yakınsaksa ܺ uzayına zayıf dizisel tam denir. 

 

2.5.3.Tanım  

 

 .bir Banach örgüsü olsun ܧ
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(i) 1 ≤  ݌ ൏ ∞  olmak üzere  0 = ݕ ∧ ݔ şartını sağlayan her bir ܧ ∋ ݕ ,ݔ için 
ԡݔ ൅  .ye soyut Lp uzayı denir ܧ ԡp oluyorsaݕԡp +  ԡݔԡp =  ԡݕ 

(ii) 0 = ݕ ∧ ݔ koşulunu sağlayan her bir ܧ∋ ݕ ,ݔ için   ԡݕ ∨ ݔԡ=  max{ ԡݔԡ, ԡݕԡ}          
eşitliği sağlanırsa ܧ ye soyut ܯ uzay denir. Genelde soyut ܮଵ uzayına ܮܣ uzay, 
soyut ܯ uzayına ise ܯܣ uzay denir. 

 

2.5.7. Önerme  

 

 .bir Banach örgüsü olsun ܧ

 

(i) ܧ uzayının bir ܮܣ uzay olması için gerekli ve yeterli koşul her bir ݔ,  çifti +ܧ ∋ ݕ
için   ԡݔ ൅  .ԡolmasıdırݕԡ +  ԡݔԡ =  ԡݕ 

(ii) E uzayının bir ܯܣ uzay olması için gerekli ve yeterli koşul her bir ݔ,   +ܧ ∋ ݕ
için  ԡݕ ∨ ݔԡ=  max {ԡݔԡ, ԡݕԡ}  olmasıdır ሾZaanen, 1983ሿ. 

 

2.5.4.Tanım  

 

bir Riesz uzayı ve 0 ൏ ܧ  λ݁ olacak ≥|ݔ|  için ܧ ∋ ݔ olsun. Eğer her bir ܧ ∋ ݁ 

şekilde bir  λ ∈ Թ  var ise e elemanına ܧ Riesz uzayının sıra birimi denir. 

 

2.5.8. Önerme 

 

 ሻ uzay olması için gerekli veܯܣሺ ܮܣ uzayının bir ܧ .bir Banach örgüsü olsun ,ܧ

yeterli koşul ܧ' norm dualinin bir ܯܣ ሺܮܣሻ uzay olmasıdır [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.5.Tanım  

 

:ܲ bir Banach örgüsü olsun. Eğer ܧ ܧ ՜ lineer operatörü ܲଶ ܧ ൌ ܲ, ԡܲԡ ൑ 1 ve 

ܲ ൒ 0 ise ܲ ye pozitif contractive projeksiyon denir. Eğer ܲ: ᇱᇱܧ  ՜  pozitif ܧ

contractive projeksiyon varsa ܧ ye  ሺܲሻ özelliğine sahiptir denir.  
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2.5.9. Önerme 

 

ᇱᇱܧ :ܲ .birer Banach örgüsü olsun ܨ ve ܧ ՜  ,bir pozitif contractive projeksiyon ܧ

ܨ :ܶ ՜ ՜ ܧ :݆ lineer operatör ve ܶᇱ sıra sınırlı olsun. Eğer ܧ  ᇱᇱ doğal gömmeܧ 

dönüşümü varsa |ܶ| = P |ܶᇱ|ᇱ j = P |ܶᇱᇱ| j  olur [P.Meyer- Nieberg, 1991]. 

 

2.5.10. Önerme 

 

 birer Banach örgüsü olsun. Eğer aşağıdaki önermelerden birisi sağlanırsa ܨ ve ܧ

,ܧሺܮ ሻܨ  ൌ ,ܧ௥ሺܮ     .ሻ dirܨ

 

(i)   ܨ, Dedekind tam birimli ܯܣ uzayıdır. 

(iiሻ  ܨ, ,ܧ uzayı ve ܮܣ ሺܲሻ özelliğine sahiptir [P.Meyer- Nieberg, 1991]. 

 

2.5.11. Önerme  

 

 uzay olsun. O zaman her bir ܯܣ uzayı veya Dedekind tam birimli ܮܣ bir ܧ

,ሻ için  |ܶ| vardır ve  ԡ|ܶ|ԡ = ԡܶԡdir ሾSchaeferܧሺܮ∋ ܶ 1974ሿ. 

 

2.5.6.Tanım  

 

 nin her pozitif artan ve norm sınırlı dizisi, norm ܧ .bir Banach örgüsü olsun ܧ

yakınsak oluyorsa ܧ uzayına ܤܭ (Kantorovic Banach) uzayı denir. 

 

2.5.12. Önerme 

 

 .bir Banach örgüsü olsun. Aşağıdaki önermeler denktir ܧ

 

, ܧ  (1)  .uzayıdır ܤܭ

,ܧ  (2)  .ᇱᇱ nin bandidirܧ

ᇱሻ୬ܧሺ = ܧ  (3)
~  dir. 
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  .zayıf dizisel tamdır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985] ܧ  (4)

 

2.5.13. Önerme  

 

 uzayı olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul ܤܭ nin ܧ .bir Banach örgüsü olsun ܧ

 

(i)   ܧ nin sıra sürekli norma sahiptir ve 

(ii)  0൑ ןݔ  ՛  ve  supԡןݔԡ ൏ ∞ iken sup ןݔ vardır ሾZaanen, 1983ሿ. 

 

2.5.14. Önerme 

 

 ௕(E, F) = L(E, F) eşitliği sağlanırܮ  uzay olsun. O zaman ܤܭ bir ܨ uzay ve ܮܣ bir ܧ

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

  

2.5.15. Önerme 

 

Her ܮܣ uzay bir ܤܭ uzaydır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.16.  Önerme (Kakutani-Bohnenblust-Nakano) 

 

Bir ܧ Banach örgüsünün soyut ܮ௣ ሺ1 ≤ ݌ ≤ ∞ሻ uzay olması için gerekli ve yeterli 

koşul E nin bir ܮ௣ሺμሻ  uzayına örgü izometrik olmasıdır [Aliprantis ve Burkinshaw, 

1985].   

 

2.5.17.Önerme (Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein) 

 

 uzay olması için gerekli ve yeterli koşul ܯܣ Banach örgüsünün bir birimli ܧ

(homeomorfizm farkıyla tek) Ω , bir kompakt Hausdorff topolojik uzayı olmak üzere 

 ,ሺΩሻ Riesz uzayına örgü izometrik olmasıdır [Aliprantis ve Burkinshawܥ uzayının ܧ

1985]. Özel olarak, bir Banach örgüsünün ܯܣ uzay olması için gerekli ve yeterli 
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koşul bir ܥሺΩሻ uzayının kapalı bir Riesz alt uzayına örgü izometrik olmasıdır 

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.5.7.Tanım  

 

(ܺ, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer ܺ uzayının her açık kümesinin kapanışı yine 

açık oluyorsa ܺ topolojik uzayına Stonean uzay denir. 

 

2.5.18. Önerme 

 

ܺ kompakt topolojik uzay olmak üzere ܥሺܺሻ,  uzayının Dedekind tam olması için ܯܣ

gerek ve yeter koşul ܺ in Stonean olmasıdır [P.Meyer- Nieberg, 1991]. 

 

2.6. Kompakt Operatörler 

 

2.6.1.Tanım  

 

ܺ ve ܻ birer normlu uzay, ܶ: ܺ ՜ ܻ  bir operatör olsun. ܶ operatörü ܺ uzayının 

kapalı birim yuvarını ܻ nin bir göreceli norm kompakt kümesine dönüştürüyorsa ܶ 

ye kompakt operatör denir. Açık olarak her kompakt operatör bir norm sınırlı 

operatördür. 

 

2.6.1. Önerme 

 

ܺ ve ܻ birer normlu uzay, ܶ: ܺ ՜ ܻ  bir operatör olsun. ܶ nin kompakt operatör 

olması için gerekli ve yeterli koşul ܺ uzayının her norm sınırlı dizisinin ܶ altındaki 

görüntüsünün norm yakınsak bir alt diziye sahip olmasıdır. 

 

2.6.2. Önerme (Schauder) 

 

ܺ ve ܻ iki Banach uzayı, ܶ: ܺ ՜ ܻ  bir norm sınırlı operatör olsun.  



24 
 

 

T nin kompakt operatör olması için gerekli ve yeterli koşul ܶᇱ : ܻᇱ ՜ ܺᇱ 

operatörünün kompakt olmasıdır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7. Zayıf Kompakt Operatörler 

 

ܺ bir normlu uzay olmak üzere ܺ üzerindeki σሺܺ, ܺԢሻ zayıf topolojiyi ω ile, ܺ' 

üzerindeki σሺܺԢ, ܺሻ zayıf topolojiyi ise ω* ile göstereceğiz.  

 

2.7.1. Önerme 

 

ܺ ve ܻ normlu uzaylar, ܶ: ܺ → ܻ bir operatör olsun. O zaman aşağıdaki önermeler 

birbirine denktir. 

 

(i)   ܶ norm süreklidir.  

(ii)  ܶ zayıf süreklidir. [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.1.Tanım  

 

ܺ ve ܻ Banach uzayları, ܶ: ܺ → ܻ bir operatör olsun. Eğer ܺ uzayının kapalı birim 

yuvarının ܶ altındaki görüntüsü ܻ uzayının göreceli zayıf kompakt bir alt kümesi ise 

ܶ ye zayıf kompakt operatör denir. 

 

2.7.2. Önerme 

 

ܺ ve ܻ Banach uzayları olsun. ܶ: ܺ → ܻ operatörünün zayıf kompakt operatör 

olması için gerekli ve yeterli koşul ܺ uzayının her norm sınırlı dizisinin 

görüntüsünün zayıf yakınsak bir alt dizisinin olmasıdır [Aliprantis ve Burkinshaw, 

1985]. 
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2.7.3. Önerme 

 

ܺ ve ܻ Banach uzayları olsun, ܶ: ܺ → ܻ bir zayıf kompakt operatör ise ܶ norm 

süreklidir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985]. 

 

2.7.4. Önerme 

 

ܶ: ܼ ՜  ܺ sürekli lineer operatör ܶ nin zayıf kompakt olması için gerek ve yeter 

koşul ܵ: ܼ ՜ ܻ ,   ݆: ܻ ՜ ܺ sürekli operatörleri olmak üzere ܶ ൌ  ݆ܵ olacak şekilde 

en az bir tane ܻ yansımalı Banach uzayı olmasıdır [P.Meyer- Nieberg, 1991]. 

 

2.7.5. Önerme (Orliz Pettis) 

 

∑ ௡୬ݔ  serisinin terimleri bir ܺ Banach uzayına ait olsun. Eğer her artan ݇௡ pozitif 

tamsayıları için ∑ ௞ೕݔ
௡
௝ୀଵ   , ܺ uzayında zayıf yakınsarsa o zaman ∑ ௞ೕݔ

௡
௝ୀଵ  normda 

yakınsaktır. 

 

2.7.6. Önerme (Gantmacher) 

 

ܺ ve ܻ iki Banach uzayı, ܶ: ܺ→ ܻ bir sürekli operatör olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

önermeler birbirine denktir. 

 

(i) ܶ zayıf kompakt operatördür. 
(ii) ܶᇱᇱ ሺX''ሻ ⊆ ܻ dir. 
ሺiiiሻ ܶ ᇱ : ሺܻԢ,ω  .ሻ → ሺܺԢ,ωሻ  süreklidirכ
(iv) ܶᇱ zayıf kompakt operatördür [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.7. Önerme 

 

 ܺ, ܻ, ܼ Banach uzayları olmak üzere aşağıdaki önermeler doğrudur. 
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(1) ܺ den ܻ ye tanımlı bütün zayıf kompakt operatörlerin kümesi ܮሺܺ, ܻሻ uzayının 

norm kapalı alt vektör uzayıdır. 

(2) ܵ operatörü ܺ den ܻ ye, ܶ operatörü ise ܻ den ܼ ye tanımlı ve sürekli olsunlar. 

Eğer ܵ ve ܶ operatöründen biri zayıf kompakt ise, ܶܵ de zayıf kompakt olur 

[Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.8. Önerme 

 

ܺ bir Banach örgüsü ሼݔ௡ሽ , ܺ de bir dizi ve ሼݔ௡Ԣሽ ,  ܺᇱ nde bir dizi olmak üzere ܺ de  

௡ݔ
௪
՜ 0 ve  ܺᇱ  de ݔ௡Ԣ

௪
՜0  sağlanırsa o zaman, 

  

(1) ܵ:  ݈ଵ ՜ ܺ   ܵሺߙଵߙଶ … ሻ  ൌ  ∑  ஶ
௡ୀଵ  ௡  biçiminde tanımlı operatör veݔ௡ߙ 

(2) ܶ: ܺ ՜ ሻݔ଴  ܶሺܥ  ൌ  ሺݔଵ
ᇱ ሺݔሻ, ଶݔ 

ᇱ ሺݔሻ, … ሻ biçiminde tanımlı operatör zayıf 
kompakttır  [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.2.Tanım 

 

՜ ܧ :ܶ Riesz uzayları ܨ ve ܧ ג ݔ bir pozitif operatör. Her ܨ  פ için ܧ  ݔܵ ൑ פ  ܶ פ  פݔ

ise ܵ: ܧ ՜  .operatörü ܶ tarafından domine edilir denir ܨ

 

2.7.9. Önerme (Wickstead) 

 

 .Banach örgüleri için aşağıdaki önermeler denkttir ܨ ve ܧ

 

(1) Ya ܧ ′ ya da ܨ sıra sürekli norma sahiptir. 
(2) Bir zayıf kompakt operatör tarafından domine edilen ܧ den ܨ ye her pozitif 

operatör zayıf kopmaktır [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.10. Önerme 

 

Bir ܮܣ uzaydan bir ܤܭ uzay içine tanımlanan her zayıf kompakt operatör bir zayıf 

kompakt modüle sahiptir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985]. 



27 
 

 ye tanımlı zayıf kompakt operatörlerin ܩ den ܧ normlu uzaylar olmak üzere ܩ ve ܧ

uzayını ܹሺܧ,  .ሻ  ile göstereceğizܩ

 

2.7.11. Önerme 

 

 Dedekind tam birimli ܩ sıra sürekli norma sahip ve 'ܧ ,bir Banach örgüsü ܧ

 zayıf kompakt operatörün modülü vardır ܩ → ܧ :ܶ uzay olsun. O zaman her bir ܯܣ

ve bir zayıf kompakt operatördür [Schmidt, 1988]. 

 

2.7.12. Önerme 

 

 uzay ܯܣ Dedekind tam birimli ܩ sıra sürekli norma sahip ve 'ܧ bir Banach örgüsü ܧ

olsun. O zaman ܹሺܧ, ,ሻܩ ,ܧ௕ሺܮ  .ሻ Riesz uzayında bir idealdir. [Schmidt, 1988]ܩ

 

2.7.3.Tanım  

 

ܶ bir Banach örgüsü, ܺ bir Banach uzayı ܧ ׷  bir sürekli operatör olsun. Eğer  ܺ → ܧ 

her ܧ∋ݔାiçin ܶሺ ሾ0,  ሿ ሻ, ܺ uzayının göreceli zayıf kompakt alt kümesi iseݔ

ܶ operatörüne sıra zayıf (o-zayıf ) kompakt operatör denir. 

 

2.7.13. Önerme (Dodds) 

 

ܶ bir Banach örgüsü, ܺ bir Banach uzayı ܧ ׷  bir sürekli operatör olsun. O  ܺ → ܧ 

zaman aşağıdaki önermeler birbirine denktir. 

 

(i) ܶ o-zayıf kompakt operatördür. 
(ii) ܧ uzayının her sıra sınırlı (ݔn) dizisi için, ݈݅݉ ܶሺݔ௡ሻ  ൌ  0 olur. 
(iii) Her ܧ ∋ ݔାve her bir ε ൐  0 için |ݔ ≥|ݕ ve ݔ′ ሺ |ݕ|ሻ < δ olduğunda ԡܶݕԡ ൏ ε  

olacak şekilde bir 0 ≤ ܧ ∋ ′ݔ′ ve δ ൐  0 vardır.  
(iv) ܧ uzayını ܧ'' içinde doğurduğu ideal ܣ olmak üzere ܶ '' ሺܣሻ ⊆ ܺ olur [Aliprantis 

ve Burkinshaw, 1985].  
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2.7.4.Tanım  

 

ܶ bir Banach örgüsü, ܺ bir Banach uzayı ܧ ׷  bir sürekli operatör olsun. Eğer  ܺ → ܧ 

௡ሻݔ௡ሻ için ݈݅݉ ܶሺݔuzayının her bir norm sınırlı dik dizisi ሺ ܧ  ൌ  0 oluyorsa ܶ ye ܯ- 

zayıf kompakt operatör denir.  

 

2.7.14. Önerme (Meyer-Nieberg) 

 

Her ܯ- zayıf kompakt operatör bir zayıf kompakt operatördür [Aliprantis ve 

Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.5.Tanım  

 

ܻ, ܺ Banach uzayının kapalı alt vektör uzayı olmak üzere ܺ ൌ ܻ⊕ܼ olacak şekilde ܺ 

in başka bir kapalı alt vektör uzayı ܼ varsa ܻ ye tamamlanabilir denir. 

  

2.7.15. Önerme 

 

,ܭ  nın konveks solid zarfı ܭ Banach örgüsünün sınırlı bir alt kümesi olmak üzere ܧ

göreceli zayıf dizisel tam olsun. Aşağıdaki önermeler denktir. 

 

(i) ܭ, göreceli zayıf kompakttır. 
(ii) ݈ଵ in doğal bazına eşit olan ܭ nın elemanlarından oluşan hiçbir ݔ௡ dizisi yoktur 

öyle ki ݊ܽ݌ݏതതതതതതതሺݔ௡ሻ௡   ܧ de tamamlanmaktadır. 
(iii) ሺݔ௡

′ ሻ௡ , ܧ′ uzayının birbirine dik pozitif elemanlarının zayıf toplanabilir dizisi 
olmak üzere ݔ א ݊ için ܭ  ՜ ∞ iken ݔ௡

′ ሺݔሻ , 0 a düzgün yakınsar. 
(iv) ሺݔ௡

′ ሻ௡ , ܧ′ uzayının birbirine dik pozitif elemanlarının sıra sınırlı bir dizisi olmak 
üzere  א ݔ ݊ için ܭ  ՜ ∞ iken ݔ௡

′ ሺݔሻ , 0 a düzgün yakınsar ሾNiculescu. 1981ሿ. 

 

2.7.6.Tanım  

 

  .Archimedian Riesz uzayı ve ܺ Banach uzayı olsun ܧ
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՜ ܧ :ܶ  ܺ operatörü ܧ nin her sıra aralığının görüntüsünü norm sınırlı olursa ܶ ye 

aralık sınırlı operatör denir. ܶ: ܧ ՜  ܺ aralık sınırlı lineer operatör olmak üzere 

ሻݔሺܶሻሺݍ ൌ ԡݕሼԡܶ݌ݑݏ ׷ |ݕ| ൑  ሽ ile tanımlanan yarınorma mutlak monoton|ݔ|

yarınorm denir. 

 

2.7.16. Önerme (Dodds) 

 

Her aralık sınırlı lineer ܶ: ܧ ՜  ܺ operatörü için aşağıdaki önermeler denktir. 

 

(i) ܶ sıra- zayıf kompakttır.  
(ii) Her sıra sınırlı dik dizi ሺݔ௡ሻଵ

∞ א ݊ ା içinܧ ՜ ∞  iken ܶݍሺݔ௡ሻ ՜ 0  dir. 
(iii) Her sıra sınırlı dik dizi ሺݔ௡ሻଵ

∞ א ݊ ା içinܧ ՜ ∞  iken |ܶݔ௡| ՜ 0  dir. 
(iv) Her sıra sınırlı artan dizi ሺݔ௡ሻଵ

∞ א ௡ሻଵݔା için ሺܶܧ
∞ yakınsaktır [P. Meyer- 

Nieberg, 1991]. 

 

2.7.7.Tanım  

 

ܺ ve ܻ iki Banach uzayı ve ܶ: ܺ ՜ ܻ bir operatör olsun. Her ݔ א ܺ için ܭԡݔԡ ൑

ԡܶሺݔሻԡ ൑  ܶ pozitif sayıları bulunabiliyorsa ܯ ve ܭ ԡ olacak şekilde iki sabitݔԡܯ

operatörüne bir gömme denir. 

 

ܺ Banach uzayında ܻ Banach uzayı içine bir gömme varsa ܺ uzayı ܻ içine 

gömülebilir denir. ܶ operatörü Banach örgüleri arasında bir gömme ise ܶ ye örgü 

gömülebilir denir. ܺ Banach örgüsünden ܻ Banach örgüsüne bir gömme varsa ܺ 

uzayı ܻ içine örgü gömülebilir denir. 

 

2.7.17. Önerme (Lozonovskii–Mekler–Meyer–Nieberg) 

 

 .Dedekind tam Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir -ߪ  ,ܨ

 

 .de örgü gömülebilirdir ܨ , ∞݈ (1)
 .sıra süreli norma sahip değildir ,ܨ (2)
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 ା nın normda 0 a yakınsamayan sıra sınrlı dik bir dizisi vardır [Aliprantis veܨ (3)
Burkinshaw, 1985].  

 

2.7.18. Önerme 

 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir ,ܧ

 

(1)  ݈ଵ , ܧ de örgü gömülebilirdir. 

 .ᇱ sıra sürekli norma sahip değildirܧ  (2)

       

2.7.19. Önerme 

 

 ye ܧ den ܧ ,ܷ nin ݈ଵ e izomorfik olan her ܷ alt örgüsü için ܧ .Banach örgüsü olsun ܧ

bir pozitif projeksiyonun görüntüsüdür [P.Meyer- Nieberg, 1991]. 

 

2.7.20. Önerme 

 

 ܪ uzayının sıra sürekli norma sahip olması için gerek ve yeter koşul ܯܣ birimli ܪ

uzayının sonlu boyutlu olmasıdır. 

 

2.7.21. Önerme 

 

 uzayı ise bu ܯܣ Dedekind tam birimli ,ܨ Banach örgüleri olmak üzere ܨ ve ܧ

durumda ܮሺܧ, ሻܨ  ൌ ,ܧ௥ ሺܮ    .ሻ dir [Aliprantis ve Burkinshaw, 1985]ܨ

 

2.7.22. Önerme (Monoton Yakınsaklık Teoremi) 

 

ሺܺ,A , ሻ bir ölçü uzayı ve ሺ ߤ ௡݂ሻ ݀݁ ܯାሺܺ, A ሻ daki fonksiyonların monoton artan 

bir dizisi olsun. ሺ ௡݂ሻ dizisi f fonksiyonuna yakınsak ise ׬ ݂ ௑ ߤ݀ ൌ lim ׬ ୬݂௑  dir ߤ݀

[Cohn, 1980]. 
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3. ZAYIF KOMPAKT OPERATÖRLERİN MODÜLÜ 

3.1.Tanım  

,ܣ bir Banach örgüsü olmak üzere ܧ  .nin göreceli zayıf kompakt altkümesi olsun ܧ

|ܣ| ൌ ሼ|ݔ| ׷ ݔ  א kümesine ሺ ܧ ሽ  kümesi de göreceli zayıf kompakt oluyorsaܣ ଵܹሻ 

özelliğine sahiptir denir. ܤܭ uzayları ve ܯܣ uzayları ( ଵܹሻ özelliğine sahiptirler. 

Örnek 

ൌ ܧ ) sıra sürekli norma sahiptir fakat ܧ ଵሾ0,1ሿሻ olmak üzereܮ଴ሺܥ  ଵܹሻ özelliğine 

sahip değildir.  

Çözüm: ܧ ൌ  ଵሾ0,1ሿሻᇱᇱሿ uzayı içinde ideal olduğundanܮᇱᇱ= ݈ஶሾ ሺܧ ଵሾ0,1ሿሻ uzayıܮ଴ሺܥ 

) uzayının ܧ .uzayı sıra sürekli norma sahiptir ܧ ଵܹሻ özelliğine sahip olmadığını 

gösterelim. 

 ଵሾ0,1ሿܮ .ሻ ሾ0,1ሿ üzerinde tanımlı n. Rademacher fonksiyonu olsunݐߨ௡ (t)=sgn(sin2௡ݎ

de ݊ ՜ ∞ iken ݎ௡ (t) 
௪
՜  0  dir. 

௡ݔ  ൌ ൭ݎ௡ , , ௡ݎ … , ௡ ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥݎ
௡ ௧௔௡௘

, 0,0, … ൱ ൌ ܧ .olarak tanımlansın ܧ א  ଵሾ0,1ሿሻ uzayındaܮ଴ሺܥ 

݊ ՜ ∞ iken ݔ௡  
௪
՜  0 dır. Gerçekten, ܧᇱ ൌ ݈ଵሺܮஶሾ0,1ሿሻ olduğundan her ܨ א ᇱܧ ൌ

݈ଵሺܮஶሾ0,1ሿሻ  için  ܨ ൌ ሺ ௡݂
ᇱሻ olacak şekilde ሺ ௡݂

ᇱሻ א  .ஶሾ0,1ሿ vardırܮ

௡ݔ௡=ሺݔ 
௞ሻ௞ୀଵ

ஶ א ௡ሻݔ ሺܨ ଵሾ0,1ሿሻ  olmak üzereܮ଴ሺܥ  ൌ ௡ݔሺܨ 
௞ሻ  ൌ  ∑ ௞݂

ᇱஶ
௞ୀଵ ሺݔ௡

௞ሻ  dır. 

௡ሻݔ ሺܨ  ൌ ௡ݔሺܨ 
௞ሻ  ൌ  ∑ ௞݂

ᇱஶ
௞ୀଵ ሺݔ௡

௞ሻ  ൌ ∑ ௞݂
ᇱ௡

௞ୀଵ ሺݔ௡
௞ሻ  ൌ  ଵ݂

ᇱሺݎ௡ ሻ  ൅ ଶ݂
ᇱሺݎ௡ ሻ ൅ ڮ ൅

 ௡݂
ᇱሺݎ௡ ሻ oluğundan ܨ( ݔ௡) ՜ 0 olur. 

,| ௡ݎ|௡| = ൭ݔ | ,| ௡ݎ| … , ௡ |ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥݎ|
௡ ௧௔௡௘

, 0,0, … ൱ = ሺ ߯ሾ଴,ଵሿ, ߯ሾ଴,ଵሿ, … , ߯ሾ଴,ଵሿᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௡ ௧௔௡௘

, 0 … ሻ dir ve ݊ ് ݉  

olmak üzere ԡ| ݔ௡| െ ௠|ԡݔ | ൌ 1  dir. Bu nedenle ሺ| ݔ௡|ሻ dizisinin zayıf yakınsak bir 

alt dizisi yoktur. Dolayısıyla ܧ, ( ଵܹሻ özelliğine sahip değildir. 
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3.1. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir ,ܨ

)  ,ܨ (1) ଵܹሻ özelliğine sahiptir. 

(2) Her bir ܧ,  ye tanımlı her zayıf kompakt operatörün ܨ den ܧ uzayı için ܮܣ

modülü zayıf kompakttır. 

(3) ݈ଵ uzayından ܨ ye tanımlı her zayıf kompakt operatör zayıf kompakt modüle 

sahiptir. 

İspat   

) ,ܨ :(2) ฺ (1) ଵܹሻ özelliğine sahip ve ܶ: ܧ ՜  .bir zayıf kompakt operatör olsun ܨ 

|ܶ| nin mevcut ve zayıf kompakt bir operatör olduğunu gösterelim. 

nin kapalı birim yuvarı  ܷா ve pozitif kısmını da ܷா ܧ
ା   olsun. ܶ zayıf kompakt 

olduğundan ܶሺܷா
ାሻ göreceli zayıf kompakttır. ܶሺܷா

ା   ሻ kümesini ܣ ile gösterelim. 

ܣ ك ,ܨ dir ve ܨ ሺ ଵܹሻ özelliğine sahip olduğundan |ܣ| göreceli zayıf kompakttır. 

Önerme 2.4.2 den |A| nın kapalı konveks zarfı ܭ ൌ  .ሻ  da zayıf kompakttır|ܣ|ሺ ݋ܥ 

Her bir ݔ א  ܷா
ା   için ܣ௫ = ሼ ∑ |Tݔ୧| ׷ n א Գ ׷ ୧ݔ  ൒ 0, ∑ ୧ݔ ൌ ୬ ݔ

୧ୀଵ
୬
୧ୀଵ ሽ olsun. Önerme 

2.1.5 den A௫ ՛  olur. Ayrıca ܣ௫ ؿ ݖ dir. Gerçekten, keyfi bir ܭ ൌ ∑  ௡
௜ୀଵ |௜ݔܶ| א  ௫ܣ

elamanını alalım.  

ݖ ൌ ∑  ௡
௜ୀଵ ∑ = |௜ݔܶ| ԡݔ௜ԡ  ௡

௜ୀଵ . ቚ்ሺ௫೔ሻ
ԡ௫೔ԡ ቚ   eşitliğinde   ݕ୧ ൌ T ቀ ௫౟

ԡ௫౟ԡቁ olarak alınırsa ݕ୧ א A 

olmasından |ݕ୧| א K olur ve z = ∑  ௡
௜ୀଵ ԡݔ௜ԡ .  .௜| olurݕ|

א 0 ܷா
ା ve T(0) = 0 א ܶሺܷா

ାሻ olmasından 0 א   .olur ܭ

∑  uzayı olduğundan-ܮܣ ,ܧ  ௡
௜ୀଵ ԡݔ௜ԡ=ԡ∑ ௜ ௡ݔ

௜ୀଵ ԡ =ԡݔԡ  eşitliği sağlanır.   
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∑ = ן  ௡
௜ୀଵ ԡݔ௜ԡ =ԡ∑ ௜ ௡ݔ

௜ୀଵ ԡ = ԡݔԡ olarak alınırsa א ݔ ܷா
ା   olmasından ן ൑ 1 

olur. z elemanına 0.(1െן ) sayısını eklememiz değerini değiştiremeyeceğinden ve 

ݖ kümesinin tanımından ܭ א  .olduğu görülür ܭ 

 alt ağı ןzayıf kompakt küme olduğundan A୶ ağının zayıf yakınsak bir  A୶ ܭ

vardır.  A୶ן alt ağı yukarı yönlendirildiğinden ve zayıf yakınsaklığından  A୶ן ağı 

norm yakınsaktır. (Bkz. Önerme 2.4.6 ) Önerme 2.4.5 (ii) den ݌ݑݏሺ ܣ௫ןሻ  ൌ  א ሻݔሺݕ 

௫ሻܣሺ݌ݑݏ dir. Diğer taraftan ܭ  ൌ ሻݔሺݕ  א   olur. Önerme 2.1.3 den ܶ nin modülü ܭ 

|ܶ| var ve |ܶ|ሺݔሻ  ൌ  .ሻdirݔሺݕ 

Her א ݔ UE
ା için |T|ሺUEሻ ؿ  olur. |ܶ| ሺܷாሻ kümesi de göreceli zayıf kompakt ܭ

buradan |ܶ| zayıf kompakt olur. Ayrıca ԡܶԡ௥ = ԡ|ܶ|ԡ=ԡܶԡ dir.  

Gerçekten, her א ݔ UE
ା için 

ԡሺ|ܶ|ݔሻԡ ൌ ԡݕሺݔሻԡ ൌ ݈݅݉ሼԡݕԡ ; ݕ א ௫ሽ  ൑ܣ   ԡܶԡ       

ԡ∑ ௜|௡ݔܶ|
௜ୀଵ ԡ =ቛ∑ ԡݔ௜ԡ.  ቚܶሺ ௫೔

ԡ௫೔ԡሻቚ ௡
௜ୀଵ ቛ 

                      ൑ ∑ ԡݔ௜ԡ   ௡
௜ୀଵ ቛܶሺ ௫೔

ԡ௫೔ԡሻቛ 

                      ൑ ԡܶԡ . ԡ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ ԡ 

                      ൑ ԡܶԡ  

ԡ|ܶ|ԡ ൑ ԡܶԡ bulunur. Diğer taraftan  ԡܶԡ ൑ ԡ|ܶ|ԡ olduğundan ԡܶԡ௥ = ԡ|ܶ|ԡ = ԡܶԡ 

dir. 

ሺ2ሻ ฺሺ3ሻ:  ݈ଵ  , ܮܣ uzayı olduğundan ispat açıktır. 

 (3)ฺ(1): Kabul edelim ki  (3) sağlansın ancak (1) sağlanmasın. Yani ݈ଵ den ܨ ye 

tanımlı her zayıf kompakt operatör, zayıf kompakt modüle sahip olsun. Ancak F’ nin 

en az bir göreceli zayıf kompakt alt kümesi ܣ için |ܣ| kümesi göreceli zayıf kompakt 

olmasın. Yani ܣ nin bir ሺݕ௡ሻ dizisi için ሺ|ݕ௡| ሻ dizisi zayıf yakınsak bir alt diziye 
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sahip olmasın. ܣ göreceli zayıf kompakt olduğundan ܣ nın her  ሺݕ௡ሻ dizisinin zayıf 

yakınsak bir ሺݔ௡ሻ  alt dizisi vardır, fakat ሼ|ݔ௡|ሽ௡ୀଵ
ஶ   dizisinin zayıf yakınsak hiçbir alt 

dizisi yoktur. 

ܶ:  ݈ଵ  ՜ ௜ሻߣ ሺ    ܨ ௜ሻߣ  ଵ olmak üzere ܶሺ݈  א ൌ ∑  ௜ߣ
ஶ
௜ୀଵ ௜ݔ א  .olarak tanımlansın ܨ

ܶ anlamlıdır. Gerçekten, ܵ௡ =∑  ௜ߣ
௡
௜ୀଵ  ௜ kısmi toplamlar dizisini alalım. ሺܵ௡ሻ ninݔ

Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. n൐ ݉ ൐ ݊௢ olmak üzere, 

ԡܵ௡ െ ܵ௠ԡ = ԡ∑  ௜ߣ
௡
௜ୀଵ ௜ݔ െ ∑  ௜ߣ

௠
௜ୀଵ   ௜ԡݔ

                  = ԡ∑  ௜ߣ 
௡
௜ୀ௠ାଵ   ௜ԡݔ

                 ൑ ∑ ԡߣ௜ ݔ௜ԡ௡
௜ୀ௠ାଵ   

                 =∑ .| ௜ߣ| ԡݔ௜ԡ௡
௜ୀ௠ାଵ  

                 ൏ M . ∑ ௜ |௡ߣ|
௜ୀ௠ାଵ  ൏ M. ఌ

 ெ
௜ ሻߣ௜ሻ norm sınırlı ve ሺݔሺ )         ߝ =   א   ݈ଵ ) 

Dolayısıylaሺܵ௡ሻ ك F de Cauchy dizisi olur. ܨ tam olduğundan ݈݅݉ܵ௡ ൌ ∑  ௜ߣ
ஶ
௜ୀଵ ௜ݔ  א

F olur. 

ܶ nin iyi tanımlı olduğu da kolayca gösterilebilir. 

ሼ ∑ ௡ߣ
ஶ
௡ୀଵ ௡ݔ ׷  ∑ |௡ߣ|  ൑ 1 ஶ

௡ୀଵ ሽ = ൛ܶሺߣ௡ሻ: ௡ߣ א  ܷ௟భ ൟ = T൫  ܷ௟భ ൯ dir. Önerme 2.4.4 

den ܶ zayıf kompakttır. (3) den ܶ nin zayıf kompakt bir modülü vardır. 

ܵ ൌ ∑  ௜ߣ
ஶ
௜ୀଵ ܵ .௜|    olsunݔ| ൌ |ܶ|  olduğunu gösterelim. Kolayca görülebilir ki 

ܶט ൑ ܵ dir. ܶט operatörünün başka bir üst sınırı olarak ܭ operatörünü alalım. ܵ ൑  ܭ

dır.  

Gerçekten her  0 ൑ ௜ ሻߣ)= ߣ ג  ݈ଵ için   ߤ௜ ൌ ሺ0,0, , ௜ߣ … 0, 0, … ሻ א   ݈ଵ olarak 

tanımlanırsa ט T(ߤ௜ሻ ൑                                 ௜ሻ olur. Buradanߤ)ܭ

௜ሻߤ)T ט ൑ ௜ݔ ௜ߣ ט ฺ ௜ሻߤ)ܭ ൑                                              ௜ሻߤ)ܭ 
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|௜ݔ| ௜ߣ ฺ ൑          ௜ሻߤ)ܭ 

ฺ∑  ௜ߣ
ஶ
௜ୀଵ ∑ ௜|   ൑ݔ| ஶܭ

௜ୀଵ ሺߤ௜ሻ   

ฺS(ߣ) ൑  .olur (ߣሺܭ

௜ሻݔଵ için |ܶ|ሺ݈  ג௜ ሻߣ) ݎ݁ܪ ൌ ∑  ௜ߣ
ஶ
௜ୀଵ  .௜|  bulunurݔ|

݁௜ ൌ ሺ0,0,0, … ,1,0, … . ሻ seçelim. 

ሼ|ݔ௜| ൌ |ܶ|݁௜ሽ௜ୀଵ
ஶ  dizisi zayıf yakınsak alt dizi içerir. Ancak ሼ|ݔ௡|ሽ௡ୀଵ

ஶ  dizisinin hiçbir 

zayıf yakınsak alt dizisi yoktu. Bu bir çelişkidir, dolayısıyla kabulümüz yanlıştır. 

3.2. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir  ,ܧ

ᇱ, ሺܧ (1) ଵܹሻ özelliğine sahiptir. 
(2) Dedekind tam birimli ܯܣ uzayı ܨ için, ܧ den ܨ ye her zayıf kompakt 

operatörün, zayıf kompakt bir modülü vardır. 
 den ݈∞ a tanımlı her zayıf kompakt operatörün zayıf kompakt bir modülü ܧ (3)

vardır. 

 

İspat  

 

ሺ1ሻ ฺ ሺ2ሻ:  ܨ Dedekind tam birimli ܯܣ uzayı olsun. O zaman ݄݁ݎ ܶ א ,ܧ௥ሺܮ   ሻܨ

,ܧሺܮ= ܲ ሻ için  |ܶ| = P|ܶԢ|ᇱj = P|ܶԢԢ| ݆  olur. Buradaܨ ׷ ᇱᇱܨ  ՜  bir pozitif ܨ

contractive projeksiyon ve  ݆ ׷ ՜ ܧ   .ᇱᇱdoğal gömme dönüşümüdürܧ 

 

Eğer ܶ zayıf kompakt ise ܶԢ zayıf kompakttır ( Bkz. Önerme 2.7.6 (Gantmacher)). 

Önerme 2.5.11 den ܨᇱ bir ܮܣ uzayı ve Önerme 3.1 in (2) şartından |ܶԢ| zayıf 

kompakttır. Gantmacher teoremden |ܶԢ|ᇱ zayıf kompakt |ܶ| =P|ܶԢ|ᇱj olmasından ve 

Önerme 2.7.7 den  |ܶ| zayıf kompakttır. 

 

ሺ2ሻ ฺ ሺ3ሻ:  ݈ஶ Dedekind tam birimli ܯܣ uzayı olduğundan açıktır. 
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ሺ3ሻ ฺ ሺ1ሻ:  Kabul edelim ki ܧᇱ, ሺ ଵܹሻ özelliğine sahip olmasın. O zaman ݊ ՜ ∞ 

için ݔ௡
ᇱ א ௡ݔ Ԣ zayıf yakınsak dizisi vardır öyle kiܧ

ᇱ ՜ ଴ݔ
ᇱ א    ᇱ zayıf yakınsar. Fakatܧ 

ሼ|ݔ௡
ᇱ |ሽ௡ୀଵ

ஶ  nin zayıf yakınsak alt dizisi yoktur. 

ܶ ׷ ܧ  ՜ ݈ஶ  ܶሺݔሻ  ൌ ൫ݔ௡
ᇱ ሺݔሻ൯௡ୀଵ

ஶ
 olarak tanımlansın. ݔ௡

ᇱ  zayıf yakınsak 

olduğundan ݔ௡
ᇱ  zayıf sınırlıdır ve buradan  ݔ௡

ᇱ  norm sınırlıdır, ܶ anlamlıdır. ܶ zayıf 

kompakttır.  

ܵ: ܧ ՜ ௢ܥ ؿ ݈ஶ  her ݔ א ൌ ݔܵ için ܧ  ሺݔ௡
ᇱ ሺݔሻ െ ଴ݔ

ᇱ ሺݔሻሻ௡ୀଵ
ஶ  olarak tanımlansın. 

Önerme 2.7.8 den ܵ zayıf kompakt operatördür.  ܵ௢: ܧ ՜ ݈ஶ    ݁௢=ሺ1,1 … ሻ א ݈ஶ   için  

ܵ௢ ൌ ଴ݔ
ᇱ ሺݔሻ . ݁௢   olarak tanımlanan ܵ௢ , rank bir operatörüdür, dolayısıyla zayıf 

kompakt bir operatördür. ܶ ൌ  ܵ ൅ ܵ௢ olduğundan  ܶ de zayıf kompakt operatördür. 

՜   ܧ :|ܶ| ݈ஶ    her ݔ א ݔ|ܶ|için ܧ ൌ ൫|ݔ௡
ᇱ |ሺݔሻ൯௡ୀଵ

ஶ
 dır. Gerçekten 

|ݕܶ| sup ሼ = ݔ|ܶ| ׷  |ݕ|   ൑  ሽ ݔ

         =sup ሼ|ݔ௡
ᇱ ሺݕሻ| ׷  |ݕ| ൑                                        ሽݔ

         ൑sup ሼ|ݔ௡
ᇱ | ሺ|ݕ|ሻ ׷ |ݕ|  ൑  ሽݔ

         =൫|ݔ௡
ᇱ |ሺݔሻ൯ dir.  

Diğer taraftan ܶט ൑ ܪ olacak şekilde bir ܪ  א ,ܧ௕ሺܮ  .ሻ seçelimܨ

Her ݔ א ሻݔሺܶט  ା içinܧ ൑   .ሻ dirݔሺܪ

݊ ׊ א Գ için ݔט௡
ᇱ ሺݔሻ ൑ ൑ (ݔ) ( ௡Ԣݔטሻ ฺ ሺݔሺܪ  ൑ (ݔ) |௡Ԣݔ|ฺ ሻݔሺܪ   .ሻ olurݔሺܪ 

Buradan |ܶ|ݔ ൌ ൫|ݔ௡
ᇱ |ሺݔሻ൯௡ୀଵ

ஶ
   bulunur. ሺ3ሻ den |ܶ| zayıf kompakt operatördür. 

|ܶ|: ՜   ܧ ݈ஶ    |ܶ|Ԣ=ሺ݈ஶ ሻᇱ ՜ ܧᇱ 

௡ሻߣሺ ݎ݁ܪ א   ݈ଵ ؿ  ሺ݈ஶ ሻᇱ için |ܶ|Ԣ ሺߣ௡ሻ =∑ ௡ߣ
ஶ
௡ୀଵ ௡ݔ| 

ᇱ | olur.  
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Gantmacher teoreminden   |ܶ|ᇱ   zayıf kompakttır. ݁௡  ݈ଵ uzayının n.terimi 1 diğer 

terimleri 0 olan elemanı olmak üzere, ሼ |ݔ୬
ᇱ |  ;  ݊ א Գ ሽ = ሼ|ܶ|Ԣ݁௡:   ݁௡ א  lଵ  ; ݊ א Գሽ 

olur. |ܶ|ᇱ zayıf kompakt olduğundan ሼ |ݔ௡
ᇱ |  ;  ݊ א Գ ሽ zayıf yakınsak alt dizi içerir. 

Ancak bu mümkün değildir. Bu bir çelişkidir.  (3) ฺ (1) sağlanır. 

Aşağıdaki örnek ܨ birimsiz bir Dedekind tam ܯܣ uzayı ܧ, bir ܯܣ uzayı olduğunda 

Önerme 3.2 nin sonuçlarının sağlanmadığını gösterecektir. 

Örnek  

ൌ ܧ , ሺሾ0,1ሿሻܥ ൌ ܨ  ݈ஶሺܨ௡ሻ, ௡ܨ ൌ  ሺ݈ஶ, ԡ. ԡሻ ve her ሺλ୩ሻ א ݈ஶ için ԡሺߣ௞ሻԡ = 

maxሼ ԡሺߣ௞ሻԡ∞ , ݈݊݅݉ ݊ ௞|ሻ ሽ olsun. O zaman herߣ|ሺ݌ݑݏ א Գ  için ܨ௡ bir Dedekind 

tam ܯܣ uzayıdır. Bu yüzden ܨ de Dedekind tam ܯܣ uzayı olur.  

Çözüm : ௡ܶ: ܧ ՜ ݂ ݎ݄݁  ௡ܨ א ç݅݊   ௡݂ܶ݅  ܧ ൌ ቀ2௡ ׬ ூ೙ݐ௞݀ݎ݂
ቁ

௞ୀଵ

ஶ
 ௡ , ሾ0,1ሿ üzerindeݎ 

n.dereceden Rademacher fonksiyonu ve  ܫ௡ ൌ ሺ2ି௡, 2ି௡ାଵሻ olsun. 

௡ݎ ଵሾ0,1ሿ uzayındaܮ
௪
՜ 0  dir.  ܮଵሾ0,1ሿ ,  Eᇱ nün kapalı alt uzayı olduğundan Eᇱ içinde 

௡ݎ
௪
՜ 0  dir. 

௡ܶ: ܧ ՜ ؿ   ௢ܥ ݊ ݎ݄݁ ௡ , Önerme 2.7.2 denܨ א Գ için ௡ܶ zayıf kompakttır. Her bir 

݂ א ݊ ݎܾ݅ ݎ݄݁ ݁ݒ ܧ א Գ için ԡ ௡݂ܶԡி೙=ฯቀ2௡ ׬ ݂. ூ೙ݐ௞݀ݎ
ቁ

௞ୀଵ

ஶ
ฯ

ஶ
  ൑ ԡ݂ԡ dir. Böylece 

ԡܶ ԡ ൑ 1 bulunur. 

௡ܶ nin modülü | ௡ܶ| vardır ve | ௡ܶ|f = ቀ2௡ ׬ ݂. ூ೙ݐ௞݀ݎ
ቁ ݁௢

      
א  ௡ , burada ݁௢ =(1,1,…)ܨ

dır. Ayrıca her ݊ א Գ içinԡ ௡ܶԡ௥ = ԡ| ௡ܶ|ԡ = n  dir. 

ܶ ׷ ՜ ܧ  ݂ܶ     ܨ ൌ ቀଵ
௡ ௡ܶቁ

௡ୀଵ

∞
   olarak tanımlansın. O zaman ܶ zayıf kompakt, ܶ nin 

modülü vardır ve ݄݁ݎ ݊ א Գ  için ݁௡തതത  ൌ  ଵ
௡

   ݁௢ olmak üzere  
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|ܶ|݂ =ቀଵ
௡

| ௡ܶ|݂ቁ
௡ୀଵ

ஶ
= ቀሺ2௡ ׬ ூ೙ݐ݀ ݂

ሻ ௘೚
௡

ቁ
௡ୀଵ

ஶ
=  ቀሺ2௡ ׬ ூ೙ݐ݀ ݂

ሻ ݁௡തതത    ቁ
௡ୀଵ

ஶ
   dir. |ܶ| zayıf 

kompakt değildir. Gerçekten,  

0൑ ௡݂ ൑ 1 olacak şekilde  ௡݂ א ݐ seçilsin ve ܧ ב ሻݐ௡    iken  ௡݂ሺܫ  ൌ 0 

ve  ׬ ݂. ூ೙ݐ௞݀ݎ
 =2ି௡ିଵ olsun. ௡݂  ler sıra sınırlı ve diktir.  

݊ ݎ݁ܪ א Գ  için ԡ |ܶ| ௡݂ ԡ ൒ ቛ ଵ
௡

| ௡ܶ| ௡݂ ቛ ൌ 2௡ ׬ ௡݂ ݀ݐூ೙
 = ଵ

ଶ
  bulunur. 

Önerme 2.7.18 gösterir ki |ܶ| sıra-zayıf kompakt değildir ve bu yüzden zayıf 

kompakt da değildir.ሺݔ௡ሻ  ܺ Banach uzayında bir dizi olsun. ܪ, Գ nın sonlu alt 

kümesi olmak üzere ݈݅݉ு ∑ ௡ݔ
 
௡אு ൌ א x , ݔ ܺ oluyorsa ሺݔ௡ሻ dizisine koşulsuz 

toplanabilir dizi (şartsız toplanabilir dizi) denir. 

Eğer ܧ Banach örgüsündeki her ሼ ݔ௡ሽ  koşulsuz toplanabilir dizisi için ሼ∑ ୧|௡ݔ |
௜ୀଵ ሽ୬ୀଵ

∞    

dizisi E de sıra sınırlı olduğunda ሼ |ݔ௡| ሽ୬ୀଵ
∞  toplanabilir oluyorsa ܧ ye sıra sınırlı ܯܣ  

uzayı denir ሾG. Groenewegen , A. van Rooij. 1987ሿ. 

3.3. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir ,ܧ

 .uzayıdır ܯܣ sıra sınırlı ′ܧ (1)

(2) Her bir ܤܭ uzayı ܨ için ܧ den ܨ ye her regüler zayıf kompakt operatörün zayıf 

kompakt bir modülü vardır. 

 den  ݈ଵ e tanımlı her zayıf kompakt operatörün zayıf kompakt bir modülü ܧ (3)

vardır. 

İspat  

ܧ :ܶ ,uzayı ܤܭ  ,ܨ :(2)ฺ(1) ՜  regüler zayıf kompakt operatör olsun. ܶ regüler ܨ

operatörünü alalım, her regüler operatör sıra sınırlı olduğundan ܶ sıra sınırlıdır. ܨ 

Dedekind tam olduğundan |ܶ| vardır. Kabul edelim ki  |ܶ| zayıf kompakt olmasın,  

Önerme 2.7.15 de ܭ kümesi olarak  |ܶ|ሺܷሻ kümesini alırsak, o zaman  ሺݔ௡
ᇱ ሻ௡ ,  ᇱܨ
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uzayının sıra sınırlı, dik ve pozitif bir dizisi olmak üzere ve |ܶ|ሺܷሻ üzerinde (ݔ௡
ᇱ ሻ, 0 a 

düzgün yakınsak değildir. 

Dolayısıyla sup ൛ห ݔ௡
ᇱ ൫|ܶ|ሺݔሻ൯ห ; ݔ   א ܷൟ ൌ ฮ |ܶ|′ݔ௡

ᇱ  ฮ  ൒ ߝ ൐ 0 sağlanır. 

Önerme 2.3.3 (Krengel –Synnatzschke) den her bir ݂ א ௡ܨ
~ için |Tᇱ| ݂ ൌ|T|ᇱ݂  

eşitliği sağlanır. ݎ݁ܪ ݊ ௡ݔ  |Գ  için ԡ|ܶᇱ א
ᇱ ԡ  ൒ ߝ ൐ 0 bulunur. 

ᇱ üzerindeki norm Fatou özelliğini sağlar. Gerçekten 0൑ܧ ן݂ ՛ ݂  Eᇱ üzerinde 

sağlansın. Her ݔ א ܷ için 0൑ | |ሻݔሺן݂ ൑ | ሻ|ݔ|ሺ|ן݂ ൑ ݂ሺ|ݔ|ሻ olduğundan 0 ൑ ԡ ԡן݂ ൑

ԡ݂ԡ dir. 

Diğer taraftan her ן için ԡ ԡן݂ ൑ ݇ olsun. 

ݔ׊ א ܷା için ݂ןሺݔሻ ൑ ݇ 

 ฺ sup ݂ןሺݔሻ ൑ ݇  

ฺ݂ሺݔሻ ൑ ݇ olur. 

|݂ሺݔሻ| ൑ |݂|ሺ|ݔ|ሻ ൑  ݂ሺ|ݔ|ሻ  ൑ ݇  

ฺsup ሼ|݂ሺݔሻ| ׷ ݔ א ܷሽ ൑ ݇ 

ฺԡ݂ԡ ൑ ݇ bulunur. Dolayısıyla ԡ ԡן݂   ՛   ԡ݂ԡ olur. Önerme 2.1.5. (3) den ݄݁ݔ ݎ௡
ᇱ א

ାܨ
ᇱ  ݅ç݅݊  ൛ ∑ | Tᇱz୬୧

ᇱ |௠೙
௜ୀଵ ׷   z୬୧

ᇱ א ାܨ
ᇱ ݁ݒ  ∑  z୬୧

ᇱ௠೙
௜ୀଵ ൌ ௡ݔ

ᇱ ൟ   ՛   |Tᇱ|ሺ ݔ௡
ᇱ ሻ olur. 

 Eᇱ üzerindeki norm Fatou normu olduğundan  ฮ∑ | Tᇱz୬୧
ᇱ |௠೙

௜ୀଵ ฮ   ՛   ԡ|Tᇱ|ሺ ݔ௡
ᇱ ሻԡ 

bulunur. Böylece z୬ଵ
ᇱ ,  z୬ଶ

ᇱ , … , z୬௠೙
ᇱ א ାܨ

ᇱ  için ∑  z୬୧
ᇱ௠೙

௜ୀଵ  ൌ ݔ௡
ᇱ  olacak şekilde 

௡݉ ݎܾ݅ ݖܽ ݊݁ א Գ vardır  …(1) 

ฮ∑ หܶ ′z୬୧
′ ห௠೙

௜ୀଵ ฮ ൅  ଵ
  ଶ

൐ ࢿ  ฮ|Tᇱ| ݔ௡
′  ฮ ൒  ࢿ

ฺ ฮ∑ |ܶᇱz୬୧
ᇱ |௠೙

௜ୀଵ ฮ ൐ ଵ
  ଶ

 (2)… ࢿ 
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ᇱݔ א ݊ ᇱ ve herܨ א Գ ݅ç݅݊ ∑ ௜ݔ
ᇱ௡

௜ୀଵ ൑  .ᇱ olsunݔ

 zଵଵ
ᇱ ൅   zଵଶ

ᇱ ൅ ڮ ൅ zଵ௠భ
ᇱᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௫భᇲ

+ zଶଵ
ᇱ ൅   zଶଶ

ᇱ ൅ ڮ ൅ zଶ௠మ
ᇱᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௫మᇲ

൅ zଷଵ
ᇱ ൅   zଷଶ

ᇱ ൅ ڮ ൅ zଷ௠య
ᇱᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௫యᇲ

+….. 

serisinin kısmi toplamlar dizisi artan ve sıra sınırlıdır. ݎ݁ܪ ݂ א ାܨ
ᇱᇱ için  

݂ ሺݖଵଵ
ᇱ ൅ ݖଵଶ

ᇱ ൅ ڮ ൅ ଶଵݖ 
ᇱ ൅ ڮ ൅ ௠ଵݖ 

ᇱ ൅ ڮ ൅ ௠௡ݖ 
ᇱ ሻ    ൑  ݂ ሺݔ௡

ᇱ ሻ olduğundan  

lim ݂ ሺݖଵଵ
ᇱ ൅ ଵଶݖ 

ᇱ ൅ ڮ ൅ ଶଵݖ 
ᇱ ൅ ڮ ൅ ௠ଵݖ 

ᇱ ൅ ڮ ൅ ௠௡ݖ 
ᇱ ሻ א    Թ olur. Buradan serinin 

kısmi toplamlar dizisi zayıf Cauchy dizisidir. 

Hipotezden ܶ operatörü zayıf kompakt ve Gantmacher teoreminden ܶᇱ zayıf 

kompakttır. 

Önerme 2.7.4 den ܵ: ᇱܨ ՜ ܻ,  ݆: ܻ ՜ ᇱ ൌܶ ݁ݎ݁ݖᇱsürekli operatörleri olmak üܧ ܵ ל

݆ olacak şekilde bir ܻ yansımalı Banach uzayı vardır. ܻ yansımalı Banach uzayı 

olduğundan ܻ ൌ ܻᇱᇱ  dir. ܵ sürekli bir operatör olduğundan ܵݖଵଵ
ᇱ ൅ ଵଶݖܵ

ᇱ ൅  ڮ

serisinin kısmi toplamlar dizisi ܻ de bir ݕ elemanına zayıf yakınsar. Önerme 2.7.4 

den ve ݆ sürekli olduğundan  ݆ܵ ሺݖଵଵ
ᇱ ൅ ڮ ሻ  serisinin kısmi toplamlar dizisi zayıf 

yakınsaktır.  

ܶᇱݖଵଵ
ᇱ ൅ ܶᇱ ݖଵଶ

ᇱ ൅ ڮ ൅ ܶᇱݖଵ௠భ
ᇱ ൅ ܶᇱݖଶଵ

ᇱ ൅ ڮ ൅ ܶᇱݖଷଵ
ᇱ ൅   (∗) ڮ

ܶᇱ zayıf kompakt olduğundan (∗) serisinin kısmi toplamlar dizisi zayıf yakınsak bir 

dizi oluşturur. (∗) serisinin her alt serisi de zayıf yakınsaktır. Önerme 2.7.5 (Orliz 

Pettis) den ܶᇱݖଵଵ
ᇱ  , ܶᇱ ݖଵଶ

ᇱ  ,…., ܶᇱݖଵ௠భ
ᇱ , ܶᇱݖଶଵ

ᇱ ,…, ܶᇱݖଶ௠మ
ᇱ ,…,ܶᇱݖଷଵ

ᇱ  , …dizisi normda 

yakınsaktır. Dolayısıyla bu dizi koşulsuz toplanabilir bir dizidir. Bu koşulsuz 

toplanabilir diziyi göz önüne alalım. ݎ݁ܪ ݊ א Գ için, ∑  ∑  หܶᇱ ݖ௜௝
ᇱ ห  ൑ ௠௜

௝ୀଵ
௡
௜ୀଵ  

∑  ∑  |ܶᇱ | ௠௜
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ௜௝ݖ

ᇱ  = |ܶᇱ  | ሺ∑ ௜ݔ
ᇱ௡

௜ୀଵ ሻ ൑ |ܶᇱ  |  ሺݔᇱሻ olur.  

Böylece |ܶᇱݖଵଵ
ᇱ |, … , |ܶᇱݖ௠ଵ

ᇱ |  , |ܶԢݖଶଵ
ᇱ |, … , |ܶԢݖ௠ଶ

ᇱ | …. dizisi sıra sınırlı kısmi 

toplamlara sahiptir. ܧᇱ sıra sınırlı ܯܣ uzayı olduğundan|ܶᇱݖଵଵ
ᇱ |, … , |ܶᇱݖ௠ଵ

ᇱ |  ,
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|ܶԢݖଶଵ
ᇱ |, … , |ܶԢݖ௠ଶ

ᇱ | …. dizisi toplanabilirdir. Dolayısıyla ฮ ∑  |ܶԢݖ௡௜
ᇱ | ௠೙

௜ୀଵ ฮ    ՜ 0    

olur.  Bu ise (2) ile çelişir. Böylece |ܶ| zayıf kompakttır. 

(2)֜(3) ݈ଵ bir ܮܣ uzayı ve her  ܮܣ uzayı da ܤܭ uzayı olduğundan kanıt açıktır. 

(3)֜(1): Kabul edelim ki (3) sağlansın. ሼݔ௡
ᇱ ሽ௡ୀଵ

ஶ   E′ nde koşulsuz toplanabilir dizi ve 

݊ ݎ݄݁ א Գ için ∑ ௜ݔ|
ᇱ|௡

௜ୀଵ    ൑ ௡ݔ|ᇱ   olsun. ሼݔ
ᇱ |ሽ௡ୀଵ

ஶ  toplanabilirdir. Her  ݊ א Գ her bir 

ݔ א ᇱᇱݔ  ݁ݒ ܧ א ∑ ᇱᇱ içinܧ ௜ݔ|
ᇱሺݔሻ|௡

௜ୀଵ    ൑ ∑ ௜ݔ|
ᇱ|௡

௜ୀଵ ሺ|ݔ|ሻ ൑  .ሻ olur|ݔ|ᇱሺݔ

Ayrıca ݄݁ݎ ݊ א Գ ve her ݔᇱᇱ א ∑  ᇱᇱ içinܧ ௜ݔሺ"ݔ|
ᇱሻ|௡

௜ୀଵ    ൑  ∑ ௡|"ݔ|
௜ୀଵ ሺ|ݔ௜

ᇱ|ሻ  ൑

௡ݔԢሻ    olduğundan  ൫ݔሺ |"ݔ|
ᇱ ሺݔሻ൯, ൫|ݔ௡

ᇱ |ሺݔሻ൯, ൫ݔ"ሺݔ௡
ᇱ ሻ൯ א  ݈ଵ  olur. 

 ܶ ׷ ܧ  ՜  ݈ଵ ,  xא ሻݔolmak üzere  ܶሺ ܧ ൌ ሺ ݔ௡
ᇱ ሺݔሻሻ olarak tanımlansın. ܶ anlamlıdır. 

Gerçekten ݄݁ݔ ݎ א ௡ݔ )  ç݅݊݅ ܧ
ᇱ ሺݔሻሻ א   ݈ଵ dir. 

Ayrıca ݔଵ ൌ ݊ ݎ݁ܪ .ଶ olsunݔ א Գ için ሺݔ௡
ᇱ ሺݔଵሻሻ ൌ ሺ ݔ௡

ᇱ ሺݔଶሻሻ  olacağından ܶ iyi 

tanımlıdır. 

|ݕ| ൑ |ݕܶ|     ݁ݎ݁ݖü ݈݇ܽ݉݋ ݔ  ൌ ห൫ݔ௡
ᇱ ሺݕሻ൯ห  ൑ ௡ݔ|

ᇱ |ݕ| | ൑ ௡ݔ|
ᇱ | ሺݔሻ א  ݈ଵ olduğundan 

ܶ sıra sınırlı ve ݈ଵ Dedekind tam olduğundan ܶ nin modülü |ܶ| vardır. 

ܶ = |ܶ| ต
 ஹ଴

- ሺ|ܶ|  െ  ܶ ሻᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ஹ଴

 olduğundan ܶ regüler operatördür.  

|ܶ|ሺݔሻ  ൌ  ሺ|ݔ௡
ᇱ |ሺݔሻሻ dır. Gerçekten bir ܵ operatörünü ݔ א ሻݔç݅݊ ܵሺ݅ ܧ  ൌ  ሺ|ݔ௡

ᇱ |ሺݔሻሻ  

olarak tanımlayalım. |ܶ| ൌ ܵ olduğunu gösterelim. 

ݔ ݎ݁ܪ א ሻݔା için  േܶሺܧ  ൌ  േݔ௡
ᇱ ሺݔሻ  ൑ ௡ݔ| 

ᇱ |ሺݔሻ olduğundan േܶ ൑  ܵ dir.  

Şimdi േܶ ൑ ݔ ݎ݁ܪ .olsun ܪ  א ௡ݔା    için  േሺܧ
ᇱ ሺݔሻሻ  ൑          ሻݔሺܪ 

േሺݔ௡
ᇱ ሺݔሻሻ  ൑ ሻݔሺܪ   ฺ ௡ݔ|  

ᇱ ሺݔሻ|  ൑   ሻݔሺܪ 

ฺ ௡ݔ|  
ᇱ |ሺݔሻ  ൑   ሻݔሺܪ 
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ฺ ܵ ൑ |ܶ|   olur. Buradan da ܪ   ൌ  ܵ ൌ  ሺ|ݔ௡
ᇱ |ሺݔሻሻ elde edilir. 

ܶᇱ: ݈ஶ ՜ ௡ሻߣஶ için  Tᇱሺ݈ א ௡ሻߣᇱ her ሺܧ ൌሺ∑ .௡ߣ ௡ݔ
ᇱஶ

௡ୀଵ  ሻ dönüşümünü göz önüne 

alalım.  

  .ஶ için Tᇱᇱ: Eᇱᇱ ՜ ሺ݈ଵሻᇱᇱൌ ሺ݈ஶሻᇱ  olur݈ א ௡ሻߣᇱᇱ ߳ Eᇱᇱ  ve  her ሺݔ ݎ݁ܪ

 ∑ ௡ݔᇱᇱሺݔ ௡ߣ 
ᇱ ሻஶ

௡ୀଵ  ൌ ݈݅݉௡՜ஶ ∑ ௡ݔᇱᇱሺݔ ௡ߣ 
ᇱ ሻ௡

௞ୀଵ  

     ൌ ݈݅݉௡՜ஶݔԢԢሺ∑ ௡ݔ ௡ߣ 
ᇱ ሻ௡

௞ୀଵ  

     ൌݔᇱᇱ ݈݅݉௡՜ஶሺ∑ ௡ݔ ௡ߣ 
ᇱ ሻ௡

௞ୀଵ  

    ൌݔᇱᇱ ሺ∑ ௡ݔ ௡ߣ
ᇱஶ

௡ୀଵ  ሻ 

    ൌݔᇱᇱ ሺܶᇱ ሺλ୬ሻ  

Böylece ܶᇱᇱݔᇱᇱ ሺሺλ୬ሻሻ ൌ ∑ ௡ݔᇱᇱሺݔ ௡ߣ 
ᇱ ሻஶ

௞ୀଵ   dir.   

Ayrıca ݔᇱᇱሺݔ௡
ᇱ ሻ^ሺߣ௡ሻ ൌ ∑ ௡ݔᇱᇱሺݔ௡ሺߣ 

ᇱ ሻஶ
௡ୀଵ ሻ ൌ ܶᇱᇱݔᇱᇱ ሺߣ௡ሻ olduğundan ݔᇱᇱሺݔ௡

ᇱ ሻ ൌ ܶᇱᇱݔᇱᇱ 

olur. Her ݔԢԢ א ௡ݔᇱᇱሺݔᇱᇱ ൌ ሺݔԢԢ için ܶᇱᇱܧ
ᇱ ሻሻ א ݈ଵ   olur. Buradan  ܶᇱᇱܧᇱᇱ  ك ݈ଵ olur.      

Önerme 2.7.6 (Gantmacher) dan ܶ zayıf kompakttır. Hipotezden |ܶ|zayıf kompakttır.  

Gantmacher önermesinden |ܶ|ᇱ zayıf kompakttır. Her ݔ א  için  ܧ

 ሺ|ܶ|ᇱ݁௡ሻሺݔሻ ൌ ሺ݁௡ሻ൫|ܶ|ሺݔሻ൯ ൌ ∑ ݁௡
௞ஶ

௞ୀଵ  . |ܶ|ሺݔሻ௞  ൌ  ∑ ݁௡
௞ஶ

௞ୀଵ  . ሺ|ݔ௞
ᇱ |ሺݔሻሻ ൌ|ݔ௡

ᇱ |ሺ ݔሻ 

dir. 

Dolayısıyla her ݔ א  .௡Ԣ| bulunurݔ|için  |T|ᇱ݁௡ൌ ܧ

݊ ௡ ൌ ݁ଵ ൅ ݁ଶ ൅ .... ൅ ݁௡ olsun. Herݑ  א Գ için ԡݑ௡ԡ ൌ1  ve 0൑  ݑ௡ ՛   dir. 

݂ ݎ݁ܪ א ݈ஶ
ା  için  0 ൑ fሺݑ௡ሻ ՛ ൑ ԡ݂ԡ.ԡݑ௡ԡ ൑ ԡ݂ԡ olur. 

 ݈݅݉ ݂ሺݑ௡ሻ א  Թ    mevcut olduğundan  ሺݑ௡ሻ zayıf Cauchy dizisi olur. 
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 ௡ = ݁ଵ + ݁ଶ + .... + ݁௡      ݈∞ da zayıf Cauchy dizisi olduğundan |ܶ| ᇱ nün zayıfݑ

kompaktlığından |ܶ|ᇱሺݑ௡ሻ ൌ ሺ|ݔଵ
ᇱ | ൅ |ݔଶ

ᇱ | ൅ ... ൅|ݔ௡
ᇱ |ሻ  artan dizisi zayıf yakınsak ve 

bu yüzden norm yakınsak olur.  

Bu da ሼ|ݔ௡
ᇱ |ሽ௡ୀଵ

ஶ  dizisinin toplanabilir olmasını gerektirir. Yani  ܧᇱ sıra sınırlı ܯܣ- 

uzayı olur. 
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4. ZAYIF KOMPAKT OPERATÖRLERİN VEKTÖR ÖRGÜLERİ 

,ܨuzayının bir altuzayı olsun. Eğer ሺ ܧ de ܨ ,bir kısmi sıralı vektör uzayı ܧ ൑ሻ bir 

vektör örgüsü ve her ݔ, ג ݕ  de hesaplanan supremumu ܨ elemanının ݕ ve ݔ için ܨ 

ile ܧ de hesaplanan supremumu aynı ise ܨ ye ܧ nin genelleştirilmiş alt örgüsü denir. 

Örneğin ܮ௥ሺܥሾെ1, 1ሿሻ bir vektör örgüsü değildir. Ancak Kሺܥሾെ1, 1ሿሻ   bir vektör 

örgüsüdür. Böylece Kሺܥሾെ1, 1ሿሻ , ܮ௥ሺܥሾെ1, 1ሿሻ nin bir genelleştirilmiş alt 

örgüsüdür. 

 Banach örgüsüne tanımlı bütün zayıf kompakt operatörlerin ܨ Banach örgüsünden ܧ

uzayı ܹሺܧ, ,ܧሻ olarak gösterilsin. ܹ௥ሺܨ  ሻ ise pozitif zayıf kompakt operatörlerܨ

tarafından gerilen zayıf kompakt operatörlerin alt uzayı olsun.  

Yani ܹ୰ሺܧ, ሻ= ሼܴܨ ൌ ܵ െ ܶ;  ܵ, ܶ א ܹሺܧ, ܵ   ,ሻܨ ൒ 0, ܶ ൒ 0ሽ dir. Önerme 3.1 den 

bir ሺ ܨ ,uzayı-ܮܣ bir ܧ ଵܹሻözelliğine sahip Banach örgüsü iken ܹሺܧ, ,ሻܨ ,ܧ௥ሺܮ  ሻܨ

nin genelleştirilmiş alt örgüsü olur. 

א ݔ kısmi sıralı kümesinin bir alt kümesi olsun. Eğer ܺ ,ܣ  ܺ , ܽ, ג ܾ  için ܣ 

ܽ ൑ ൑ ݔ   ܾ iken ג ݔ  .ya sıra konveks küme denir ܣ oluyorsa ܣ 

4.1. Önerme 

 .Banach örgüsü olsun. Aşağıdaki önermeler denktir ,ܨ uzayı ve ܮܣ sonsuz boyutlu ܧ

ሺ , ܨ (1) ଵܹሻ özelliğine sahiptir. 
(2) ܹሺܧ,   .௥(E,F) nin genelleştirilmiş altörgüsüdürܮ , ሻܨ
(3) ܹሺܧ,  .ሻ bir vektör örgüsüdürܨ

İspat  

(1) ฺ (2): Önerme 3.1. den, ܨ, ሺ ଵܹሻ özelliğine sahip iken her bir ܮܣ ,ܧ uzayı için ܧ 

den ܨ ye her zayıf kompakt operatörün modülü vardır ve zayıf kompakttır. 

ג ܶ  ܹሺܧ, ื ܧ :ܶ .ሻ olsunܨ  .zayıf kompakt ise |ܶ| zayıf kompakttır. (Bkz ܨ 

Önerme 3.1.)  
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|ܶ| ג   ܹሺܧ, ,ܧሻ  olduğundan ܹሺܨ ܶ ሻ bir vektör örgüsü olur. Ayrıcaܨ ג ,ܧ௥ሺܮ   ሻܨ

ve |ܶ| ܮ ג௥(E,F) olur. 

(2) ฺ (3) : (2) önermesinden ܹሺܧ,  .ሻ bir vektör örgüsüdürܨ

(3) ฺ (1) : Farz edelim ki (3) sağlansın. 

ൌ ܧ ,ଵሺܺܮ  ,ܣ ሻߤ  ൌ  sonsuz boyutlu olduğundan ܺ de sonsuz ܧ .ሻ olsunߤଵሺܮ 

elemanlıdır. Her ݅ ג  Գ için 0 ൏ ௜ሻܣሺ ߤ   ൏  ∞ olacak şekilde ܺ in ܣଵ, ,ଶܣ  … , ଷܣ

dik ölçülebilir kümelerini bulabiliriz. ܣ ൌ ڂ  ௜ܣ
ஶ
௜ୀଵ  olsun.       

ג ݂ ݎ݁ܪ ,ܲ için ܧ  ௜ܲ ׷ ื ܧ  ൌ ݂ ܲ   ܧ   ݂. ߯஺   ,   ௜ܲ  ݂ ൌ  ݂. ߯஺೔ olarak 

tanımlansınlar.  ݅ ്  ݆ için  ௜ܲ . ௝ܲ ൌ ௜ܲ ሺܲ െ ௜ܲሻ ൌ ሺܲ െ ௜ܲሻ ௜ܲ = 0  dir. Gerçekten, 

 ൫ ௜ܲ . ௝ܲ൯ሺ݂ሻ  ൌ  ܲ݅൫ ௝ܲ  ݂൯  ൌ  ௜ܲ ቀ݂ ߯஺ೕቁ  ൌ  ݂. ߯஺ೕ. ߯஺೔  ൌ  0  

 ௜ܲ  ൫ሺܲ െ ௜ܲሻ݂൯  ൌ  ௜ܲ ൫݂ ߯஺ െ ݂ ߯஺೔൯  ൌ
 ௙ ఞಲ.௙ ఞಲ೔

ఞಲ೔
െ  

௙ ఞಲ೔ఞಲ

ఞಲ೔
 ൌ  0 Ayrıca 

൫ܲ– ௜ܲ൯ሺ ௜ܲ ݂ሻ ൌ ൫ܲ– ௜ܲ൯൫݂ ߯஺೔൯ ൌ ܲ൫݂ ߯஺೔൯ െ ௜ܲ൫݂ ߯஺೔൯ ൌ
௙ఞಲ. ఞಲ೔

 ఞಲ೔
െ

 ௙ఞಲ೔.ఞಲ೔
 ఞಲ೔

ൌ 0    

olduğundan ݅ ് ݆ iken  ௜ܲ  . ௝ܲ  ൌ  0 olur. 

ג ݂  ݎ݁ܪ için ݂ܲ ൌ ܧ   ∑ ௜ܲ
ஶ
௜ୀଵ ݂   olduğunu gösterelim. 

ܶ ൌ  ݂ܲ  ve  ௡ܶ  ൌ  ∑ ௜݂ܲ௡
௜ୀଵ   ൌ  ݂. ڂ߯  ஺೔

೙
೔సభ

    olarak alalım. ௡ܶ  ՛ ve ௡ܶ  
ԡ.ԡ
ሱሮ   ݂ܲ  dir. 

Gerçekten,     

ڂ߯  ஺೔
೙
೔సభ

 .dir (ݔ)஺߯ ≥ (ݔ)

א ݊  ݎ݁ܪ  Գ için     ߯஺೙(ݔ)  ≤  ߯ڂ ஺೔
೙
೔సభ

 olsun. Buradan ܭ olacak şekilde bir  ܭ  ≥  (ݔ)

א ݊   ݎ݄݁  Գ ve  1 ൑  ݅ ൑  ݊ için    χA౤
 .olur ܭ ≥ (ݔ)

௡బolacak şekilde en az bir ݊଴ܣ ג ݔ için ܣ ג ݔ  ݎ݁ܪ א Գ vardır. Dolayısıyla  
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χڂ A౟
౤బ
౟సభ

 .dır ܭ ≥ (ݔ)

χڂ A౟
౤బ
౟సభ

 ܭ ≥ (ݔ)χA ฺܭ ≥ 1 ฺ ܭ ≥ (ݔ)

χڂ Ai
n
iస1

  .bulunur  (ݔ)χA ↑ (ݔ) 

Böylece her ݂ ג ڂ߯ ݂ ା  içinܧ  ஺೔
೙
೔సభ

ሺݔሻ    ՛   ݂߯஺ሺݔሻ elde edilir. Monoton 

yakınsaklık teoreminden ݄݁ג ݂  ݎ ା için ݂ܲ ൌܧ   ∑ ௜ܲ
ஶ
௜ୀଵ ݂ bulunur. ݂ା, ݂ି ג Eା 

olmak üzere   ݄݁ܧ ג ݂  ݎ,  ݂ = ݂ା െ ݂ିolarak yazılabildiğinden  ∑ ௜ܲ
∞
௜ୀଵ ݂ ൌ

 ∑ P୧
∞
୧ୀଵ ݂ା െ ∑ P୧

∞
୧ୀଵ ݂ି = P݂ା െ P݂ି = P ݂ elde edilir. 

Kabul edelim ki ܨ, ሺ ଵܹሻ özelliğini sağlamasın. O zaman ܨ nin en az bir zayıf 

yakınsak ሺݕ௡ሻ dizisi var ve ሼ|ݕ௡|ሽ dizisi zayıf yakınsak hiçbir alt diziye sahip 

olmasın.  

ൌ ܧ :ܵ ሻߤଵሺܮ   ื ג ݂ her  ܨ  için ݂ܵ ൌ ܧ   ∑ ቀ׬ ஺೙ݐ݀ ݂
ቁஶ

௡ୀଵ          .௡ olarak tanımlansınݕ

∑ ቚ׬ ஺೔ߤ݀ ݂
ቚ௡

௜ୀଵ  ≤ ∑ ׬ ஺೔ ߤ݀ |݂|
௡
௜ୀଵ ׬ ≥ ஺ߤ݀ |݂| ׬≥  ௑ ߤ݀ |݂| =ԡ݂ԡ ሺ ݕ௡ሻ zayıf yakınsak 

dolayısıyla norm sınırlı olduğundan aşağıdaki eşitsizlik bulunur. 

 ∑ ቛቀ׬ ஺೔ߤ݀ ݂
ቁ ௡ቛ௡ݕ

௜ୀଵ ≤ ∑ ቚ׬ ஺೔ߤ݀ ݂
ቚ௡

௜ୀଵ . ԡݕ௡ԡ ≤M. ∑ ቚ׬ ஺೔ߤ݀ ݂
ቚ௡

௜ୀଵ  ൑M. ԡ݂ԡ          

∑ ቀ׬ ஺೔ݐ݀ ݂
ቁஶ

İୀଵ y୬  serisi mutlak yakınsaktır. Uzay tam olduğundan bu seri 

yakınsaktır. ݂ ג  ܷா olsun. א ݊  ݎ݁ܪ  ܰ için   ߣ௡ olarak ቚ׬ ஺೙ߤ݀ ݂
ቚ  seçelim. 

ܵሺ݂ሻ ك  ሼ ∑ ௡  ;ஶݕ௡ߣ
௡ୀଵ ∑ |௡ߣ| ൑ 1 ஶ

௡ୀଵ ሽbulunur. 

ܵሺܷாሻ ك ሼ ∑ ௡  ;ஶݕ௡ߣ
௡ୀଵ ∑ |௡ߣ| ൑ 1ஶ

௡ୀଵ ሽ elde edilir. 

Önerme 2.4.4 den ܵሺܷாሻ de göreceli zayıf kompakt olur. Dolayısıyla ܵ zayıf 

kompakttır. ܹሺܧ, – ሻ   bir vektör örgüsü olduğundan ܵ veܨ ܵ nin supremumu 

ܹሺܧ, ݂ ݎ݁ܪ .ሻ uzayında vardır. Buna ܷ diyelimܨ א  için ܧ

ܷ݂ ൌ ∑ ቀ׬ ஺೙ݐ݀ ݂
ቁஶ

௡ୀଵ ܷܲ ௡|  dir. Önceݕ| ൒  olduğunu gösterelim. ܲ pozitif   ܲܵט



47 
 

operatör olduğundan ܲ süreklidir. ܷ bir zayıf kompakt operatör olduğundan ܷܲ zayıf 

kompakttır.  

א ܷܲ  ܹሺܧ, ܵט ሻ veܨ ൑ ܷ olduğundan  ܵטሺܲሻ ൑ ܷܲdir.  

Diğer taraftan ܵט (݂߯஺)= ט ቀ∑ ׬ ݂χA ݀ߤ஺೙
∞
௡ୀଵ ቁ ט = ୬ݕ ቀ∑ ׬  ஺ځ஺೙ߤ݀ ݂

∞
௡ୀଵ ቁ  ݂ܵט =୬ݕ

olduğundan ܲܵט ൌ  .olur  ܵט

ܷܲ ൒ ܲܵט ൌ ܷ ݁ݒ  ܵט ൌ  ܵ ∨ ሺ– ܵ ሻ olduğundan ܷܲ ൒ ܷ dır. Ayrıca ܷܲ ൑ ܷ 

olduğunu görmek için ݂ א  .seçelim ܧ 

 ܷܲሺ݂ሻ  ൌ  ܷሺ݂ܲሻ  ൌ  ܷሺ݂߯஺ሻ ൑ ܷ݂    ሺ ܷ ൒ 0, ݂߯஺ ൑ ݂ olduğundan) ܷܲ ൑ ܷ 

bulunur. 

ܷܲ ൒ ܷ  ve ܷܲ ൑ ܷ  olmasından ܷܲ ൌ ܷ olur. Ayrıca, 

ܵ ௜ܲ ݂ ൌ  ݂ܵ߯஺೔  ൌ ∑ ቀ׬ ݂߯஺೔ ݀ߤ஺೙
ቁஶ

௡ୀଵ ௡ݕ  ൌ ∑ ቀ׬ ஺೔ ቁஶځ஺೙ߤ݀ ݂
௡ୀଵ ௡ݕ  ൌ ׬  ௜ݕ  ஺೔ߤ݂݀

eşitliğinden ܵP୧ ݂ ൌ ቀ׬  .୧ elde edilirݕ A౟ ቁߤ݂݀

ܵ zayıf kompakt operatör ve  ௜ܲ operatörleri sürekli olduğundan ܵ ௜ܲ zayıf 

kompakttır. |ܵ ௜ܲ |   ܮ௥(E, F) de hesaplanır. |ܵ ௜ܲ | nin varlığından, ݄݁ݎ ݂ א  için ܧ

 |ܵP୧ | ݂=ቀ׬ א f  ݎ݄݁ ,୧|     dir. Gerçektenݕ| A౟ ቁߤ݂݀ ሺܵP୧ሻሺ݂ሻט  ା ݅ç݅݊ܧ ൑  |ܵP୧ ݂|  

dir. 

|ܵP୧ ݂| ൌ ቚቀ׬ ୧ቚ ൑ݕ A౟ ቁߤ݂݀ ቀ׬ ሺܵP୧ሻሺ݂ሻ ൑ט ୧|  olduğundanݕ| A౟ ቁߤ݂݀ ቀ׬    |୧ݕ| A౟ ቁߤ݂݀

dir.ܵט ௜ܲ operatörlerinin başka bir üst sınırı ܭ operatörü olsun. א ܭ ,ܧ௥ሺܮ  .ሻ dirܨ

ܵט  ௜ܲ ൑ ݂ ve buradan da her ܭ א P୧݂  ൑ܵט ା ݅ç݅݊ܧ  .olur   ݂ܭ

P୧݂  ൑ܵט ݂ܭ ฺ ט ቀ׬   ݂ܭ ୧ ൑ݕ A౟ ቁߤ݂݀
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ฺቚቀ׬ ୧ቚݕ A౟ ቁߤ݂݀ ൑ ݂ܭ 

׬ฺ ݂ ݎ݄݁ Dolayısıyla . ݂ܭ ୧| ൑ݕ|  A౟ߤ݂݀ א ܵ| için ܧ ௜ܲ | ݂=ቀ׬ A౟ ቁߤ݂݀    .ݎݑ݈݋    |୧ݕ|

Açıktır ki  |ܵ ௜ܲ | א  ܹሺܧ, ሻ dir. Bu yüzden ܷሺܲܨ െ ௜ܲሻ ൅ |ܵ ௜ܲ | ,ܧሺܹ א   .ሻ dirܨ

ܷሺܲ െ ௜ܲሻ ൅ |ܵ ௜ܲ | ൒ ሺܲܵט െ ௜ܲሻ ט  ܵ ௜ܲ  ൌ ൌ ܲܵט  dir. Dolayısıyla ܷሺܲ ܵט  െ ௜ܲሻ 

+|ܵ ௜ܲ | ൒ ܷ 

ܷܲ ൌ ܷ olduğundan  |ܵ ௜ܲ| ൒ ܷ ௜ܲ olur. Ayrıca ܷ ௜ܲ ൒ |ܵ ௜ܲ | olduğundan ܷ ௜ܲ 

ൌ |ܵ ௜ܲ | elde edilir.  ݎ݁ܪ ݂ א ݅ ݎ݄݁ ve ܧ א Գ için ܷ ௜݂ܲ ൌ ቀ׬  Aiݐ݂݀
ቁ  ୧ |     olur. Oݕ|

nedenle   ܷ݂ ൌ  ܷܲ ݂ ൌ  ܷሺ∑ ௜݂ܲ ஶ
௜ୀଵ ሻ  ൌ  ∑ ܷ ௜݂ܲஶ

௜ୀଵ ൌ ∑ ሺ׬ ஺೔ݐ݂݀
ஶ
௜ୀଵ ሻ|ݕ௜| olur. 

݃௡ = ଵ
ఓሺ஺೙ሻ

  ߯஺೙ א olsun. ԡ݃௡ ԡଵ ܧ ൌ 1 ve ܷ݃௡ ൌ  .௡| dirݕ|

 ܷ݃௡ ൌ ∑ ሺ׬ ଵ
ఓሺ஺೙ሻ

  ߯஺೙஺೔
∞ሻߤ݀

௜ୀଵ  |௡ݕ| 

        = 1
ఓሺAnሻ

׬)   χAnAn
 |௡ݕ| ሻߤ݀

        = 1
ఓሺAnሻ

|௡ݕ| .ሺAnሻߤ  ൌ  |௡ݕ|

ԡ݃௡ ԡଵ ൌ ׬ |݃௡|ா ׬=ݐ݀ ଵ
ఓሺ஺೙ሻ

  ߯஺೙ா  .olur 1=ݐ݀

ܷ zayıf kompakt, ԡ݃௡ ԡଵ ൌ 1 ve ܷ݃௡ ൌ , ௡| dir. ܷ݃௡ݕ|  de göreceli zayıf kompakt ܨ

bir küme olur. Dolayısıyla  ሼ|ݕ௡| ;  ݊ א Գ ሽ zayıf yakınsak alt dizi içerir. Bu mümkün 

değildir, kabulümüz yanlıştır.  

4.2. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler birbirine denktir ܨ

) ,ܨ   (1) ଵܹ) özelliğine ve sıra sürekli norma sahiptir.   
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(2) Her bir ܧ, ,ܧuzayı için ܹሺ ܮܣ ,ܧ௥ሺܮ  ,ሻܨ  ሻ nin sıra konveks genelleştirilmiş altܨ
örgüsüdür. 

,ܧuzayı için ܹሺ ܮܣ sonsuz boyutlu ܧ   (3) ,ܧ௥ሺܮ  ሻ   bir örgü veܨ  ሻ  nin sıra konveksܨ
alt kümesidir. 

İspat  

 uzayı ܮܣ ,ܧ özelliğine sahip ve (Wଵ) ܨ .sıra sürekli norma sahip olsun ܨ :(2)֜(1)

olduğundan ܹሺܧ, ,ܧ௥ ሺܮ , ሻܨ  ሻ nin genelleştirilmiş alt örgüsüdür. (Bkz. Önermeܨ

3.1) 

ܹሺܧ, ,ܧ௥ ሺܮ ,ሻܨ ܴ ሻ nin sıra konveks alt kümesidir. Geçektenܨ ,ܧ௥ ሺܮ ג ,ܵ ,ሻܨ ܶ ג

 ܹሺܧ, ሻ için ܵ ൑ܨ  ܴ ൑  ܶ olsun. 0 ൑  ܴ െ  ܵ ൑  ܶ െ ܵ olacak şekilde 

ܶ െ ג ܵ  ܹሺܧ,   Eା גᇱᇱݔ .ሻ alalımܨ
ᇱᇱ  0 ൑  ሺܴ െ ܵሻᇱᇱ ሺݔ "ሻ ൑ ሺT െ Sሻᇱᇱ ሺݔ "ሻ ג  .olur ܨ 

  .içinde idealdir ′′ܨ ,ܨ sıra sürekli norma sahip olduğundan ܨ

DolayısıylaሺR െ Sሻᇱᇱ(ݔ "ሻ ג  ܴ .olur ܨ  െ  ܵ zayıf kompakt bir operatör olur, buradan 

ג ܴ  ܹ ሺܧ,  .ሻ dir. Bu da istenileni verirܨ

(2)֜(3) : (2) önermesinden ispat açıktır. 

 

,ܧuzayı olsun. ܹ ሺ  ܮܣ sonsuz boyutlu ܧ  : (1)֜ (3) ,ܧሻ bir örgü ve L௥ ሺܨ  ሻ nin sıraܨ

konveksi olsun. ܧ sonsuz boyutlu ܮܣ uzayı olduğundan ܧ' sonsuz boyutlu birimli 

 ,ܨ sıra sürekli norma sahip değildir. Önerme 3.1 den 'ܧ uzayıdır. Dolayısıyla ܯܣ

( ଵܹ)  özelliğine sahiptir. ܶ: ܧ ՜  pozitif operatörünü göz önüne alalım. ܶ, pozitif ܨ 

operatör olduğundan regülerdir. ܵ ג  ܹ ሺܧ, , ሻܨ 0 ג  ܹ ሺܧ, 0 ݁ݒ ሻܨ ൑  ܶ ൑  ܵ olmak 

üzere ܹ ሺܧ, ,ሻܨ ,ܧ௥ ሺܮ ܶ ሻ nin sıra konveks alt kümesi olduğundanܨ ג  ܹ ሺܧ,  .ሻ dirܨ

Önerme 2.7.9 (Wickstead) (2) önermesi sağlanır. ܧ' sıra sürekli norma sahip 

olmadığından ܨ, sıra sürekli norma sahip olur. 

 

4.3. Önerme  

 

 Banach örgüsü için aşağıdaki ܧ ,uzayı ܯܣ sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli  ,ܨ

önermeler denktir. 
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)  ,′ܧ    (1) ଵܹ)  özelliğine sahiptir. 

(2) ܹ ሺܧ, ,ܧሻ, L௥ ሺܨ  .ሻ nin bir altörgüsüdürܨ
(3) ܹ ሺܧ,  .ሻ bir vektör örgüsüdürܨ

İspat 

)  ,ᇱܧ :(2)֜(1) ଵܹ)  özelliğine sahip olsun.  

Önerme 2.7.21 den ܮሺܧ, ሻܨ  ൌ ,ܧ௥ ሺܮ  ,ܧ௥ ሺܮ .ሻ dirܨ  ሻ  bir vektör örgüsüdür. Önermeܨ

3.1 den ܹ ሺܧ, , ሻܨ ,ܧ௥ ሺܮ  .ሻ vektör örgüsüdürܨ

ሺ2ሻ  ֜ ሺ3ሻ : ܹ ሺܧ, ,ሻܨ ,ܧ௥ ሺܮ ,ܧሻ nin bir alt örgüsü olduğundan ܹ ሺܨ  ሻ bir vektörܨ

örgüsüdür. 

ሺ3ሻ ֜ ሺ1ሻ : Kabul edelim ki ܧᇱ,  ( ଵܹ)  özelliğine sahip olmasın. O zaman ܧᇱ nün en 

az bir zayıf yakınsak dizisi  (ݔ௡
ᇱ ሻ vardır, fakat ሼ|ݔ௡

ᇱ | ׷ ݊ א Գሽ   hiçbir zayıf yakınsak 

alt dizi içermez. Burada ݔ௡
ᇱ ௪

՜ א   ᇱݔ  .ᇱ olsunܧ

 ሺܺሻ ya izomorftur (Bkz. Önerme 2.5.17ܥ uzayı olduğundan bir ܯܣ birimli ܨ 

(Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein)). ܨ Dedekind tam olduğundan ܥሺܺሻ 

de Dedekind tam ve Önerme 2.5.18 den ܺ, Stoneandır. ܨ ൌ  ሺܺሻ olarak kabul ܥ 

edelim. ܨ sonsuz boyutlu olduğundan ܥሺܺሻ sonsuz boyutlu, ܺ sonsuz elemanlı. ܺ 

uzayının ayrık ve hem açık hem kapalı alt kümelerinin bir dizisi vardır. Bunlara 

  .diyelim {௡ܣ}

ܳ௡ : ܨ ՜ ݂ her ܨ  א ç݅݊ ܳ௡ ݂ ൌ݅ ܨ  ݂ ߯஺೙ olarak tanımlansın. ܫி  olarak ܨ nin 

özdeşlik dönüşümümü alalım.  

0 ≤ ܳ௡ ≤ ܫி ve  m് ݊ için ܳ௠ . ܳ௡= ܳ௠ (ܫி - ܳ௠) = (ܫி - ܳ௠).  ܳ௠ ൌ 0 dir.  

Gerçekten ݔ ג ܺ olmak üzere; ሺ ܳ௡ ݂ሻ ሺݔሻ  ൌ  ሺ݂ ߯஺೙ሻሺݔሻ  ൑   ݂ሺݔሻ ൌ  ሺܫி݂ሻሺݔሻ dir. 

Ayrıca ሺ ܳ௠ . ܳ௡ )(f) = ܳ௠ ሺܳ௡ ݂ሻ= ܳ௠(f ߯஺೙)=  f ߯஺೘.  ߯஺೙ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
଴

 = 0 olur.  
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 ܳ௠ (ܫி - ܳ௠)(f) =  ܳ௠ (ܫி݂ - ܳ௠݂) =  ܳ௠ (f െ݂߯஺೘) = f ߯஺೘ െ  f ߯஺೘. ߯஺೘ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
 ఞಲ೘

 = 0 olur. 

ൣ൫ܫி –  ܳ௠൯ ܳ௠൧(f) = (ܫி – ܳ௠)( ܳ௠ f) = ሺܫி – ܳ௠)൫f ߯஺೘൯= ܫி൫ f ߯஺೘൯ െ ܳ௠(f ߯஺೘) 

= f ߯஺೘ െ f ߯஺೘. ߯஺೘ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
 ఞಲ೘

ൌ 0  elde edilir. 

݊ ݎ݁ܪ א Գ ݅ç݅݊ ݕ௡
ᇱ =ݔ௡

ᇱ െ x' ve  ߯௫ : X→Թ  ߯௫ (ݔ) =1 olmak üzere ܵ ׷ ՜ ܧ   her ܨ

ݔ א ሻݔç݅݊ ܵሺ݅ ܧ  ൌ ሻ߯௫ᇣᇧᇤᇧᇥݔᇱሺݔ 
ோሺ௫ሻ

൅  ∑ ௡ݕ
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
்ሺ௫ሻ

  olarak tanımlansın. ݎ݁ܪ ݊ א Գ ݅ç݅݊ 

௡ݕ
ᇱ =ݔ௡

ᇱ െ ݕ     ,' ݔ௡
ᇱ  , 0 a zayıf yakınsar.  ܶ ׷ ՜ ܧ  ሻݔሺܶ  ܨ  ൌ  ∑ ௡ݕ

ᇱ ሺݔሻஶ
௡ୀଵ ߯஺೙ olarak 

tanımlansın. ∑ ௡ݕ
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ serisinin kısmi toplamlar dizisini alalım ve bunu ௡ܶ  ሺݔሻ 

ile gösterelim. ݎ݁ܪ ݊ א Գ ݅ç݅݊ ௡ܶ  ሺݔሻ ൌ ∑ ௞ݕ
ᇱ௡

௞ୀଵ ଵݕ = ஺ೖ߯ (ݔ) 
ᇱ  (ݔ) ߯஺భ + ݕଶ

ᇱ  (ݔ) ߯஺మ 

௡ݕ +…+
ᇱ  ሺݔሻ߯஺೙ olsun. 

Keyfi ࣟ ൐ 0 verilsin. ݎ݁ܪ ݊ ൒ n଴ için  |ݕ௡
ᇱ  ሺݔሻ |< ࣟ olacak şekilde ݁݊ ܽݖ bir n଴ א Գ 

vardır.   ݊଴  ൏ ݊ ൏ ݉ olmak üzere; 

  ԡ ௡ܶ  ሺݔሻ െ ௠ܶ ሺݔሻԡஶ = ฮ ∑  หݕ௞
ᇱ ሺݔሻ߯஺ೖ ห ௠

௞ୀ௡ାଵ  ฮ
ஶ

  

= max൛ ห∑ ௞ݕ 
ᇱ ሺݔሻ߯஺ೖሺܽሻ௠

௞ୀ௡ାଵ ห  ;    ܽ ג ܺൟ 

≤ max ൛∑  หݕ௞
ᇱ ሺݔሻ | ൉ |߯஺ೖሺܽሻ ห ௠

௞ୀ௡ାଵ  ;  ܽ ג ܺൟ 

∑൛ݔܽ݉ > .ߝ  ห߯஺ೖሺܽሻ ห ௠
௞ୀ௡ାଵ ;  ܽ ג ܺൟ 

 = ࣟ .max൛∑  ห߯஺ೖሺܽሻ ห ௠
௞ୀ௡ାଵ   ;    ܽ ג ܺൟ  <  ࣟ        olur. 

ൌ ܨ  ሻ normdaݔሻ Cauchy dizisi olduğundan  ௡ܶ  ሺݔሺܺሻ tam uzay ve ௡ܶ  ሺܥ 

yakınsaktır. ܶ ሺݔሻ א ܧ :ܵ  .dir ܨ ՜       ܨ

 ܵሺݔሻ ൌ  ܴሺݔሻ ൅ ܶሺݔሻ ൌ ሻ߯௫ݔᇱሺݔ   ൅ ∑ ௡ݕ 
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙    , ܴሺݔሻ  ൌ   ሻ߯௫ݔԢ ሺݔ 
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ܴ rank bir operatörü olduğundan, ܴ kompakt operatör dolayısıyla zayıf kompakt 

operatördür.  

ܶᇱ  : ܨᇱ→ܧᇱ  eşlek dönüşümünü göz önüne alalım. Her א ݔ ᇱݕ ve her ܧ  א  ᇱ içinܨ

,ݔۃ ܶᇱݕᇱۄ ൌ ,ݔܶۃ ∑)yᇱ = ۄᇱݕ ௡ݕ 
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙)= ∑ ᇱ ሺஶݕ 
௡ୀଵ ௡ݕ

ᇱ ሺݔሻ߯஺೙ሻ 

= ∑ ᇱሺஶݕ 
௡ୀଵ ߯஺೙ሻݕ௡

ᇱ  (ݔ) dır. Dolayısıyla ܶᇱݕᇱ = ∑ ᇱ ሺஶݕ 
௡ୀଵ ߯஺೙ሻݕ௡

ᇱ  dir.  

ܷிᇲ  , ܨᇱ nün kapalı birim yuvarı ve ݕᇱ א ܷிᇲ   olmak üzere; 

∑ ௡ݕ| 
ᇱ  ሺ௠

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ | ൑ ∑ ௡ݕ|
ᇱ |௠

௡ୀଵ ߯஺೙   ൑ ᇱ|ሺ߯௑ሻݕ| ൑ ԡݕᇱԡ ൑ 1 olduğundan 

݈݅݉௠՜ஶ ∑ ௡ݕ| 
ᇱ  ሺ௠

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ | ൑ 1   olur.   

Dolayısıyla  ܶᇱ (ܷிᇲ  ) = ൛∑ Ԣሺஶݕ 
௡ୀଵ ߯஺೙ሻ ݕ௡

ᇱ : ∑ ௡ݕ| 
ᇱ  ሺஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ | ൑ 1ൟ dir. 

Önerme 2.4.4 ve Tanım 2.7.1. den  ܶᇱ  zayıf kompakttır. ܶ zayıf kompakttır. (Bkz. 

Önerme 2.7.6 (Gantmacher))  

ܵ ൌ ܴ ൅ ܶ olduğundan ܴ ג  ܹሺܧ, ג ܶ ሻ veܨ  ܹሺܧ, ג ܵ ሻ olduğundanܨ  ܹሺܧ,  ሻܨ

dir. (3) den ܷ, – ݁ݒ ܵ  ܵ nin supremumu olsun ve ܷ, ܹ ሺܧ,  ሻ dedir. Şimdi ੇ௡ ܷ௫ ൌܨ

௡ݔ|
ᇱ  |ሺ ݔሻ ߯஺೙ olduğunu gösterelim. 

Gerçekten ੇ௡  ܷ ൒ േੇ௡ S dir, bu nedenle ੇ௡  ܷ ൒  |ੇ௡ S| …..( ∗ )Her ݔ א   için ܧ

|ੇ S௡ | ݔ ൌ | ݔ୧ 
ᇱ | ሺݔሻ ߯஺೔  dir. Gerçekten ܵ: ܧ ՜ , ܨ ੇ௡ : ܨ ՜  :olmak üzere ੇ௡S ܨ

՜ ܧ ݔ ve her ܨ א ∑ ሻ ߯௑൅ݔԢሺݔ௡ ሺੇ = ݔ için  ੇ௡ S ܧ ௡ݕ 
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ ൌ ݔԢሺݔሻ ߯௑ . 

߯஺೙ ൅ ሺ∑ ௡ݕ 
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ ߯஺೙ ൌ  ݔᇱሺݔሻ߯஺೙ା ݕ௡
ᇱ  ሺݔሻ  ߯஺೙ bulunur. 

Diğer taraftan   

       ௡ (Sx)ੇ ט = (ݔ) (ሺ ੇ௡ Sט

ൌ ט ੇ௡ ሺݔ 'ሺݔሻ ߯௫  ൅ ∑ ௡ݕ 
ᇱ  ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ 
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ൌ  טሺݔԢሺݔሻ ߯௫ . ߯஺೙ ൅ ሺ∑ ௡ݕ 
ᇱ ሺݔሻஶ

௡ୀଵ ߯஺೙ሻ  ߯஺೙ሻ 

ൌ ሻ . ߯஺೙ݔԢሺݔሺט ൅ ௡ݕ
ᇱ ሺݔሻ. ߯஺೙ ሻ 

ൌ߯ט஺೙ ሺݔԢሺݔሻ ൅ ݕ௡
ᇱ ሺݔሻ ሻ                  

ൌ ሻݔԢሺݔ஺೙ ሺ߯ט ൅ ௡ݔ 
ᇱ ሺݔሻ  െ ௡ݕሻ ሻ    ሺݔԢሺݔ

ᇱ ൌ  ݔ௡
ᇱ  െݔᇱ olduğundanሻ 

ൌ ߯ט஺೙   ݔ௡
ᇱ  ሺݔሻ 

Dolayısıyla her ݔ א ௡ݔ   ஺೙߯ט = (ݔ) (ሺ ੇ௡ Sט  için ܧ
ᇱ  ሺݔሻ olur.  

Buradan |ੇ௡ S|  ሺݔሻ ൑ |ݔ௡
ᇱ  ሺݔሻ|. ߯஺೙ ൑ |ݔ௡

ᇱ | ሺݔሻ. ߯஺೙…..ሺ1ሻ 

Diğer taraftan ݔ א |ݕ| ା veܧ ൑  .olsun ݔ

௡ݔ
ᇱ  ሺyሻ ߯஺೙ൌ ሺੇ௡ Sሻሺyሻ ൑ |ੇ௡ Sሺyሻ|  ൑ |ੇ௡ S|  |ݕ| ൑ |ੇ௡ S| ሺݔሻ olur. 

௡ݔ
ᇱ  ሺyሻ ߯஺೙ ൑  |ੇ௡ S| ሺݔሻ ฺ ݌ݑݏ ൛ݔ௡

ᇱ  ሺyሻ߯஺೙ ; |ݕ|  ൑ ൟݔ ൑ |ੇ௡ S| ሺݔሻ 

ฺ  ߯஺೙  ݌ݑݏ ሼݔ௡
ᇱ  ሺyሻ ; |ݕ|    ൑  ሻݔ ሽ ൑ |ੇ௡ S|ሺݔ

ฺ ߯஺೙ .|ݔ௡
ᇱ | ሺݔሻ ൑ |ੇ௡ S|ሺ ݔሻ…..ሺ2ሻ 

(1) ve (2) den |ੇ௡ S|ሺ ݔሻൌ |ݔ௡
ᇱ | ሺݔሻ ߯஺೙ elde edilir. 

|ੇ௡ S| ݔ ൌ |ݔ௜
ᇱ  |ሺݔሻ ߯஺೔   dir. |ੇ௡ S | rank bir operatörü olduğundan zayıf kopmaktır. 

Ayrıca  ሺܫி െ ੇ௡ሻ U ൅ |ੇ௡ S |  א  ܹ ሺܧ,   .ሻ  dirܨ

Diğer taraftan ሺܫி െ  ੇ௡ሻܷ ൅ |ੇ௡ S| ൒ േܵ ݀݅ݎ. Dolayısıyla ሺܫி െ ੇ௡ሻܷ ൅|ੇ௡ S|൒ ܷ 

olur ve ੇ௡ ler pozitif olduğundan ੇ௡ ሾሺܫி െ  ੇ௡ሻܷ ൅ |ੇ௡ S|  ൒ ੇ௡ U olur. 

ੇ௡ ൑ ி olduğundan ੇ௡|ੇ௡ S|  ൑|ੇ௡ S| elde edilir. Dolayısıyla |ੇ௡ S| ൒ܫ ੇ௡ U …ሺ∗∗ሻ 

bulunur. ሺ∗ሻ ve ሺ∗∗ሻ dan ੇ௡  ܷ ൌ |ੇ௡ S|   dir.  
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Diğer taraftan ݄݁ݔ , ܰ߳݊ ݎ ג ୬ݔ|  ൌ ݔ için ੇ௡  U ܧ
ᇱ | ሺݔሻ ߯஺೙   olduğu çıkar. 

Her ݐ௡ ܣ ג௡ seçilsin ve ݂ ג  ג ௡ߜ olarak tanımlansın o zaman (௡ݐ) ݂ =(݂) ௡ߜ  için ܨ 

ାܨ
′  ve ԡߜ௡ԡ =1 dir. 

Açıktır ki ੇ௡
ᇱ ௠ߜ ൌ  ൜ߜ௡ , ݉ ൌ ݊

0  , ݉ ് ݊       dir. 

,݉ ݎ݁ܪ  ג ݊ Գ , ג ݔ ሻݔ௡ሻ ሺߜiçin (ܷԢ ܧ  ൌ ሻݔ௡ሺੇ௡ܷߜ ሻൌݔ௡ ሺܷߜ'ሻൌੇ௡ݔ௡ ሺܷߜ ൌ|ݔ௡
ᇱ | 

ሺݔሻ olduğundan  ݄݁ݎ n ג Գ için U' ߜ௡  ൌ |ݔ௡
ᇱ | olur. 

ܷ ve ܷ' operatörlerinin zayıf kompaktlığından ሼ|ݔ௡
ᇱ | ; n ג Գ ሽ zayıf yakınsak alt dizi 

içerir. Bu bir çelişki yaratır, dolayısıyla kabulümüz yanlıştır. 

4.4. Önerme 

 .bir Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler birbirine denktir ܧ

 .sıra sürekli norma sahiptir 'ܧ   (1)

(2) Her bir Dedekind tam birimli ܯܣ uzayı ܨ için ܹሺܧ, ,ܧ௥ሺܮ ,ሻܨ  ሻ nin birܨ

idealidir. 

(3)   Sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli ܯܣ uzayı ܨ için ܹሺܧ, ,ܧ௥ሺܮ ,ሻܨ  ሻ nin birܨ

idealidir. 

İspat 

) uzayıdır ve ܤܭ , 'ܧ .sıra sürekli norma sahip olsun 'ܧ :(2)֜(1) ଵܹ) özelliğine 

sahiptir. 

Önerme 4.3 den ܹ ሺܧ, ,ܧ௥ሺܮ , ሻܨ ג ܵ .ሻ nin bir vektör örgüsüdürܨ ,ܧ௥ሺܮ   ሻ olmakܨ

üzere |ܵ| ൑  ܶ, ג ܶ ܹ ሺܧ, ܵ ሻ ikenܨ ג ܹ ሺܧ,  ,ሻ olduğunu gösterelim. Gerçektenܨ

Önerme 2.7.9. (Wickstead) dan 0 ൑  ܵା ൑   ܶ, 0 ൑  ܵି ൑  ܶ , ܵା, ܵି ג   ܹ ሺܧ,  ሻܨ

olur. Buradan ܵ ൌ  ܵା  െ ܵି ג   ܹ ሺܧ,                                                                         .ሻ olurܨ

(2)֜(3): (2) önermesinden ispat açıktır. 
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 sıra ,ܨ uzayı olduğu için ܯܣ sonsuz boyutlu Dedekind tam birimli ,ܨ :(1)֜(3)

sürekli norma sahip değildir. Önerme 2.7.9 (Wickstead) deki  (2)  koşulu hipotezden 

vardır ve ܨ, sıra sürekli norma sahip olamayacağından, ܧ' sıra sürekli norma sahiptir. 

Biliniyor ki genelde ܹሺܧ, ሻܨ ؿ  ,ܧ௥ሺܮ  ye tanımlı bütün ܨ den ܧ .ሻ doğru değildirܨ

pozitif zayıf kompakt operatörlerin gerdiği uzayı  W୰ሺܧ,  .ሻ ile göstereceğizܨ

4.5. Önerme 

  .Banach örgüleri için aşağıdaki önermeler denktir ܨ ve ܧ

(1) Aşağıdaki koşullardan birisi sağlanır. 
a) ܧ′, sıra sürekli norma sahiptir ve ܨ, Dedekind tamdır. 
b) ܨ sıra sürekli norma sahiptir. 

Dedekind tam ve eğer 0 ൑  ,ܨ (2)  ܵ ൑ ג ܶ    ܹሺܧ, ג ܵ ሻ iseܨ  ܹሺܧ,  .ሻ dirܨ
(3) ܹ௥ሺܧ,  .ሻ Dedekind tam vektör örgüsüdürܨ
(4) ܹ୰ሺܧ,  .ሻ içinde sıra sınırlı artan her küme supremuma sahiptirܨ

İspat 

(1)֜(2): Kabul edelim ki a) koşulu sağlansın. ܧᇱ  sıra sürekli norma sahip ve ܨ 

Dedekind tam olsun. 0 ൑  ܵ ൑   ܶ olmak üzere ܶ ג  ܹሺܧ, ג ܵ ሻ olmak üzereܨ

 ܹሺܧ,  .ሻ dir (Bkz. Önerme 2.7.9)ܨ

b) ܨ sıra sürekli norma sahip olsun. Dolayısıyla ܨ Dedekind tamdır. Önerme 2.7.9 

dan 0 ൑  ܵ ൑   ܶ olmak üzere ܶ ג  ܹሺܧ, ג ܵ ሻ içinܨ  ܹሺܧ,  .ሻ olurܨ

(2) ֜(3) : ܹ୰ሺܧ,  ሻ pozitif zayıf kompakt operatörler tarafından gerilen zayıfܨ

kompakt operatörlerin bir alt uzayı olsun. ܴ א ܹ୰ሺܧ, ሻ olsun o zaman ܴ ൌܨ  ܵ –  ܶ 

olacak şekilde ܵ, ܶ zayıf kompakt operatörleri vardır. 

0 ൑  ܴା ൑  |ܴ|  ൑  |ܵ െ ܶ|   ൑ |ܵ| ൅ |ܶ | ൌ  ܵ ൅ ג ܶ  ܹሺܧ,  ሻ dir. Benzer şekildeܨ

0 ൑   ܴି  ൑  ܵ ൅ ܶ dir. Hipotezden ܴା+ܴିגWሺܧ,  +ሻ olur. |ܴ| =ܴାܨ

ܴିolmasından |ܴ| ג ܹሺܧ, |ܴ| ሻ  olur. Dolayısıylaܨ א W୰ሺܧ, ,ܧሻ dir. W୰ሺܨ  ሻ bir ܨ

vektör örgüsüdür.  
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Ayrıca ܹ୰ሺܧ,   .ሻ Dedekind tam vektör örgüsüdürܨ

(3) ֜(4) : ܹ୰ሺܧ,  .ሻ Dedekind tam vektör örgüsü olduğundan ispat açıktırܨ

(4) ֜(1): Kabul edelim ki (4) önermesi sağlansın. ܨ , Dedekind tam uzaydır.  

uzayında sağlansın.0 ൑ ܨ   ݕ ≥ ןݕ  ,  ↑ ןݕ ≥ 0 ג ݂   .ᇱ   seçelimܧ 

 O zaman ݂ሺݔ଴ሻ ൌ 1 olacak şekilde ݔ଴ א ןܶ .ାvardır ܧ  ׷ ܧ ՜ , ܨ ݂ ג  Eᇱ , ןݕ  ג

ݔ olsun. Her ןݕfٔ= ןܶ  olmak üzere ܨ  א  olarak  ןݕሻݔሻ = ݂ሺݔሺןܶ için ܧ

tanımlansın. Açık olarak  ܶן zayıf kompakttır.  

ܶ ׷ ܧ ՜ ݂  ܨ ג  Eᇱ , ݕ ג ݔ için   T = fٔy olsun. Her ܨ  א  olarak ݕሻݔሻ = ݂ሺݔiçin ܶሺ ܧ

tanımlansın. 0 ≤ ܶן ↑  ve ܶן ≤ ܶ dir. Hipotezden sup  ሼ  ሽ = ଴ܶ   olacak şekilde ןܶ

pozitif bir ଴ܶ  operatörü vardır.  sup ሼןݕሽ   = ଴ܶ (ݔ଴)   dır.  

 (଴ݔ) bulunur ve f  (଴ݔ) ଴ܶ ≥  ןݕ଴ሻݔ) dır. Buradan f   (଴ݔ) ଴ܶ ≥   (଴ݔ)  ןܶ  için  ן ݎ݁ܪ

= 1 olduğundan ןݕ  ≤ F (ݔ଴) - - - ٘ 

ݎ݁ܪ ג ݖ ሽ ların başka bir üst sınırı ןݕiçin ሼ    ן  .olsun ܨ 

Her ݔ ג .ሻݔ൑  ݂ሺ ןݕ ሻݔା  için ݂ሺܧ   .dir ݖ

݂ሺݔሻ ןݕ ൑  ݂ሺݔሻ. ฺ  ݖ ݂ ≥  ሻݔሺןܶ ٔ   ሻݔሺݖ

֜ ןܶ ൑ ݂ ٔ   ݖ

֜ ଴ܶ ൑ ݂ ٔ   ݖ

֜ ଴ܶ (ݔ଴)   ≤ ݂ ሺݔ଴ሻ .   ݖ

֜ ଴ܶ (ݔ଴)   ≤ z bulunur. Bu da istenendir.  

Şimdi ise ya ܧᇱ ya da ܨ nin sıra sürekli norma sahip olduğunu göstermeliyiz. Kabul 

edelim ki ne  ܧᇱ ne de ܨ sıra sürekli norma sahip olsunlar. 
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݈ଵ ve ݈∞  sırasıyla ܧ ve ܨ nin kapalı alt örgüleri olur. (Bkz. Önerme 2.7.17-18) 

ܶ (݈ଵ) , ܧ nin kapalı alt vektör örgüsü olur. Önerme 2.7.19 dan ܧ den ݈ଵ e bir ܲ 

pozitif projeksiyonu vardır.  

אሺ݈ଵሻᇱ=  ݈ஶ ve her λ= ( λ௞ ) ג ׎, ௡׎ ݈ଵ için ׎௡((λ௞)) =ߣ௡ ve Ø((λ௞)) = ∑ λ௞
ஶ
௞ୀଵ  olarak 

tanımlansınlar.  

Her ݊ א Գ için ݁௡ dizisi n. terimi 1 diğer terimleri 0 olan bir dizi olmak üzere ݁௡തതത 

=݁ଵ+ ݁ଶ+ ---- + ݁௡ג lஶ olsun. 

 ௡ܶ : ݈ଵ   →  ݈ஶ ؿ אher λ= ( λ௞ ) , ܨ ݈ଵ için ௡ܶ ሺߣሻ =∑ ሻ.௡ߣ௞ ሺ׎
௞ୀଵ ݁௞തതത  olarak 

tanımlansın.  

Sonlu tane sınırlı dizinin toplamı sınırlı olduğundan ௡ܶ ሺߣሻג  ݈ஶ ؿ  .dir ܨ

 ܷ௡ : ݈ଵ   →  ݈ஶ ؿ אher λ= ( λ௞ )  , ܨ ݈ଵ ve 1 = (1,1,1,…) ג  ݈ஶ   için 

 ܷ௡  ሺߣሻ = ׎ ሺߣሻ.1 + ∑ ௞׎
௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ olarak tanımlansın. ܷ௡  ሺߣሻ  ג  ݈ஶ ؿ  ܨ

dir. 

Açıktır ki 0 ≤ ௡ܶ ↑ ve 0 ≤ ܷ௡   ↓ sağlanır. Gerçekten 

ଵ݈  ג λ ݎ݁ܪ
ା      için ݊ ൑  ݉ olsun. 0 ൑ ∑  ୬

୩ୀଵ ୩ሺλሻ. e୩തതത׎  ൑ ∑  ୫
୩ୀଵ ୩ሺλሻ e୩തതത׎ ൌ T୫ ሺλሻ 

olduğundan  ௡ܶ ሺλሻ ≤ ௠ܶ ሺλሻ dır. Buradan  ௡ܶ  ≤ ௠ܶ  olur.  

݊ ൑  ݉ olsun ܷ௡  ൒ ܷ௠ olduğunu gösterelim. 

ଵ݈  ג λ ݎ݁ܪ 
ା   ve ݊ ൑  ݉ olsun. 

ܷ௡  ሺߣሻ  ൌ ׎ ሺߣሻ  . 1 ൅ ∑ ௞׎
௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ ൌ ∑ ௞ߣ

ஶ
௞ୀଵ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ   

ܷ௡  ሺߣሻ ൌ ∑ +  ሻ  . 1ߣሺ ׎  ௞׎
௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ  

ܷ௠   ሺߣሻ ൌ ∑ +  ሻ  . 1ߣሺ ׎  ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ 
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ܷ௠   ሺߣሻ ൌ .  ሻߣሺ ׎  ૚ ൅  ∑ ௞׎
௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ + ∑ ௞׎

௠
௞ୀ௡ାଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ 

ܷ௠   ሺߣሻ ൌ  ܷ௡  ሺߣሻ ൅ ∑ ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ……..(څ) Diğer taraftan 

∑ ௞׎
௠
௞ୀ௡ାଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ = ׎௡ାଵ ሺߣሻ . (݁௡ାଵതതതതതത െ ૚ሻ ൅ ڮ ൅ ׎௠ ሺߣሻ ሺ݁௠തതതത െ ૚ሻ 

ሻ . ݁௡ାଵതതതതതതߣ௡ାଵ ሺ׎ =                            െ ሻ . ૚ߣ௡ାଵ ሺ׎ ൅ ڮ ൅ ׎௠ ሺߣሻ ݁௠തതതത െ ׎௠ ሺߣሻ. ૚ 

                             ൌ ሻ. ݁௡ାଵതതതതതതߣ௡ାଵ ሺ׎ ൅ ڮ ൅ ׎௠ ሺߣሻ ݁௠തതതത െ ሺ׎௡ାଵ ሺߣሻ.1+…+ ׎௠ ሺߣሻ. ૚ሻ 

Her ݇ ג Գ için ݁௞തതത ≤ 1 olduğundan  ׎௞ ሺߣሻ. ݁௞തതത ≤ ׎௞ ሺߣሻ. 1 ve buradan  

 ∑ ௞׎
௠
௞ୀ௡ାଵ ሺߣሻ. ݁௞തതത  ≤  ∑ ௞׎

௠
௞ୀ௡ାଵ ሺߣሻ.1 

 ฺ   ∑ ௞׎
௡ାଵ
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ 1ሻ ≤ 0 

 .ሻ olurߣሻ ≥ ܷ௠   ሺߣdan ܷ௡  ሺ (څ)

, ݊  ݎ݁ܪ ג ݉  Գ ݅ç݅݊  ௠ܶ ൑    ܷ௡   dır. ݊ ൐ ݉ için gösterelim. 

ܷ௡  ሺߣሻ ൌ ∑ + ሻ . 1ߣሺ ׎  ௞׎
௡
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ 

ൌ . ሻߣሺ ׎ ૚ ൅  ∑ ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ሺ݁௞തതത െ ૚ሻ  

∑+  ሻ . 1ߣሺ ׎= ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ. ݁௞തതത െ ∑ ௞׎

௠
௞ୀଵ ሺߣሻ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ૚ െ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ૚ 

ሻߣሻ . 1+ ௠ܶ ሺߣሺ ׎= െ ∑ ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ૚ 

= ௠ܶ ሺߣሻ ൅ ሻ . 1െߣሺ ׎ ∑ ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ૚ dir ve 

 0 ൑ ሻ . 1െߣሺ ׎ ∑ ௞׎
௠
௞ୀଵ ሺߣሻ ൅ ∑ ௞׎

௡
௞ୀ௠ାଵ ሺߣሻ. ૚ olduğundan ௡ܶ ൑    ܷ௠    olur. 

Ayrıca ௡ܶ ሺߣሻ ൒ 0 olduğundan ܷ௠  ൒ 0  olur. 

 ܲ  pozitif  projeksiyon olduğundan  0 ≤  ௡ܶ ↑, 0 ≤ ܷ௡   ↓ olduğundan  0 ൑   ௡ܶ ܲ ՛  

ve 0 ൑   ܷ௡  ܲ ՝ bulunur. 
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Diğer taraftan ܹ୰ሺܧ, ,ܧሻ içindeki sıra sınırlı artan her küme ܹ୰ሺܨ  ሻ içindeܨ

supremuma sahip olacağından { ௡ܶP} dizisinin bir supremumu mevcuttur. { ௡ܶP}lerin 

supremumu ܵ olsun. Her ݉, א ݊ Գ için ௡ܶ ≤ ܷ௠   olduğundan  ௡ܶ P ≤ ܷ௠  P ve  ௡ܶ P  

≤  S ≤   ܷ௠   P olur.  

ܧ :ܲ ՜ ݈ଵ    pozitif projeksiyon ve ݁௞  ג ݈ଵ
ା olsun. O zaman ௞ܶ ܲ݁௞ ൑ ܵ݁௞ ≤ ܷ௞   ܲ݁௞  

bulunur. Şimdi ݁௞തതത ൌ  ௞ܶ ܲ݁௞  ݁ݒ ܷ௞   ܲ݁௞ = ݁௞ തതതത    olduğunu gösterelim. 

Gerçekten, ݁௞  ג ݈ଵ olduğundan ܲ݁௞ = ݁௞ dır.  ݇ ൌ ݅ için  ݁௞
௜   1ve ݇ ് ݅ için  ݁௞

௜  = 0 

olacağından  ௞ܶ ܲ݁௞   ൌ ௞ܶ (݁௞ ) = ∑  ௞
௜ୀı ∑ =   ௜ (݁௞ ) ݁௜׎   ௞

௜ୀı    ݁௞
௜   ݁௜ = 1 . ݁௜ = 1 . ݁௞തതത      

elde edilir. 

∑= ( ௞݁) ׎  ஶ
௜ୀన    ݁௞

௝ . 1 ൌ ∑    ݁ݒ  1  ௞
௜ୀన ௜ (݁௞ ) (݁௜ -1)ൌ׎   ݁௞തതത െ 1 olacağından  

ܷ௞   ܲ݁௞= ܷ௞    ݁௞   = ׎ (݁௞ ) . 1 + ∑  ௞
௜ୀన  .௜ (݁௞ ) (݁௜ -1) =  ݁௞തതത   elde edilir׎ 

Dolayısıyla ܵ݁௞  = ݁௞തതത   dir. S zayıf kompakt olduğundan (݁௞തതത ) dizisinin zayıf 

yakınsak bir alt dizisi vardır. Fakat { ݁௞തതത ;  k ג Գ }  ݈∞ uzayında hiçbir zayıf yakınsak 

alt diziye sahip değildir. Bu yüzden F uzayının da zayıf yakınsak alt dizisi yoktur. 

Çelişkiye düştük, kabulümüz yanlıştır.  

4.6. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler birbirine denktir ,ܨ

 .sıra sürekli norma sahiptir ܨ (1)
(2) Her ܧ Banach örgüsü için ܹ௥ሺܧ,  .ሻ Dedekind tam vektör örgüsüdürܨ
(3)   ܹ௥ሺ݈ଵ ሺܮଶሾ0,1ሿሻ,  .ሻ bir vektör örgüsüdürܨ

İspat    

(1) ֜(2) : Önerme 4.5 den ispat açıktır. 

(2) ֜(3):  ݈ଵ (ܮଶሾ0,1ሿ) Banach örgüsü olduğundan ispat açıktır.  
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݊ Dedekind tam olduğunu gösterelim. Her-ߪ nin ܨ  :(1)֜(3) א Գ için ݕ௡ ג  ାܨ

olmak üzere her bir sıra sınırlı dik ሼݕ௡ ሽ dizisi ݕ ג  .ା ile üstten sınırlı bir dizi olsunܨ

; ௡ݕሼ ݌ݑݏ ݊ א Գሽ nin varlığını göstermek yeterlidir. Bunun için aşağıda 

tanımlayacağımız operatörlerden yararlanacağız. 

 .௡ , ሾ0,1ሿ üzerinde n. Rademacher fonksiyonu olsunݎ

ܵ, ܶ ׷ ՜ ܧ  her ሺ  ܨ  ௞݂ሻ ג  ܧ ൌ ݈ଵ (ܮଶሾ0,1ሿ) için ܵሺ ௞݂ሻ  ൌ  ∑  ሺ׬ ଵ݂ 
ଵ

଴
ஶ
௡ୀଵ   ௡  veݕ ሻ ݐ݀ ௡ݎ

ܶሺ ௞݂ሻ  ൌ  ሺ׬ ଵ݂ 
ଵ

଴  .olarak tanımlansınlar. Açık olarak ܵ ve ܶ anlamlıdır  ݕ ሻ ݐ݀

ܧ :ܲ ՜ ) ଶሾ0,1ሿ     herܮ ௞݂) ג E için ܲሺ ௞݂ሻ  ൌ ଵ݂  ve ܮ :ܪଶሾ0,1ሿ ՜ ג ݂    ܨ  ଶሾ0,1ሿܮ

için  ܪሺ݂ሻ  ൌ ∑  ሺ׬ ݂ଵ
଴

ஶ
௡ୀଵ  .௡  biçiminde tanımlı olsunlarݕ ሻ ݐ݀ ௡ݎ

ܵ ൌ  ଶሾ0,1ሿܮ .dir. Şimdi ܵ nin zayıf kompakt bir operatör olduğunu gösterelim ܲܪ

yansımalı uzay olduğundan ܲ sürekli operatörü zayıf kompakttır. ܪ sürekli bir 

operatör olduğundan ܵ operatörü zayıf kompakttır.  

േܵ ൑ ܶ dir. Gerçekten her ݊ א Գ için ݕ௡ ג  ା olmak üzere her bir sıra sınırlı dikܨ

ሼݕ௡ ሽ dizisi ݕ ג ା ile üstten sınırlı bir dizi olduğundan 0ܨ ൑ ∑ ௡ݕ
௞
௡ୀଵ ൑  .dır ݕ

ሻݐ௡ ሺݎ  ൑ 1  olmasından ׬ ଵ݂
ଵ

଴ ௡ dt ൑ݎ ׬ ଵ݂
ଵ

଴ dt dır.  

׬ ଵ݂
ଵ

଴ ௡ dt ൑ݎ ׬ ଵ݂
ଵ

଴ dt ฺ ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ ௡ݕ௡ dt ሻݎ ൑ ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ dt) ݕ௡ ൑ ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ dt) ݕ  

 ฺ∑ ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ ௡ݕ௡ dt ሻݎ
௞
௡ୀଵ  ൑ ∑ ሺ׬ ଵ݂

ଵ
଴ dt ሻݕ௡

௞
௡ୀଵ =ሺ׬ ଵ݂

ଵ
଴ dtሻ ∑ ௡ݕ

௞
௡ୀଵ ൑ ሺ׬ ଵ݂

ଵ
଴ dt) ݕ 

ฺ∑ ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ ௡ݕ௡ dt ሻݎ
∞
௡ୀଵ  ൑ ሺ׬ ଵ݂

ଵ
଴ dt) ݕ elde edilir. Dolayısıyla ܵ ൑ ܶ olur ve benzer 

şekilde  െܵ ൑ ܶ olduğu gösterilebilir. 

ܶ rank bir operatörü olduğundan ܶ zayıf kompakttır. ܵ, א ܶ ܹሺܧ,  ሻ olduğundanܨ

ܵ, ܶ ,ܧW୰ሺ א ,ܧሻ dir.െܵ ve ܵ operatörlerinin W୰ሺܨ  .ሻ deki supremumu ܷ olsunܨ

Her 0 ൑ ݂ ג ,݂) = ଶሾ0,1ሿ için ݂ҧܮ 0,0,0 … ሻ א E olarak tanımlansın. 



61 
 

ܷ േ ܵ ൒ χതሾ଴,ଵሿ ൒    ݁ݒ  0 ௡ഥݎ    olduğundan ܷ ҧ߯ሾ଴,ଵሿ ൒ ௡ഥݎܷ ൒ ௡ഥݎܵ   ݀ıݎ.  Dolayısıyla 

ܷ ҧ߯ሾ଴,ଵሿ ൒ ௡ഥݎܵ   dir. Bu eşitsizliklerden ሺܷ േ ܵሻሺ ҧ߯ሾ଴,ଵሿ േ ௡ഥݎ ሻ  ൒ 0 elde edilir.  

௡ഥݎܵ ൌ ௡ഥݎ  .௡   olduğunu gösterelimݕ ݇ elemanı (…௡ ,0,0ݎ)= ൌ ݊ için  ݎ௞ . ௡ ൌݎ ௡ݎ
ଶ ve 

݇ ് ݊ için  ݎ௞ . ௡ ൌݎ 0 olacağından ܵݎ௡ഥ ൌ  ∑  ሺ׬ .௞ݎ
ଵ

଴
ஶ
௡ୀଵ ׬௞ =ቀݕ  ሻݐ݀ ௡ݎ  ௡ݎ

ଶଵ
଴ ቁݐ݀  =௡ݕ

1.    ௡ݕ =௡ݕ

ܶ χതሾ଴,ଵሿ  = ሺ׬ ߯ሾ଴,ଵሿ
ଵ

଴ dt ) y = 1.y dir  ve  0 ൑ ௡ݕ ൑  ܷ ҧ߯ሾ଴,ଵሿ ൑ ܶ ҧ߯ሾ଴,ଵሿ olmasından 

௡ݕ ൑ U ҧ߯ ሾ଴,ଵሿ ൑  .olur ݕ

ܷ χതሾ଴,ଵሿ , ݕ௡ terimleri için bir üst sınır oldu. ݕ௡ terimleri için seçilen başka bir üst sınır 

ݕ)için ݖ ൌ alınabilir) ܷχതሾ଴,ଵሿ ൑ ݖ ௡ሽݕሼ݌ݑݏ doğru olacağından ݖ ൌ ܷ χതሾ଴,ଵሿ olur.  

,ܨ   .Dedekind tam uzaydır-ߪ

Ayrıca ܨ sıra sürekli norma sahiptir. ݕ௡ א  olan bir ݕ ା terimleri dik ve supremumuܨ

ሺݕ௡ ሻ dizisi alalım. 

İspatı tamamlamamız için ԡݕ௡ԡ ՜ 0 olduğunu göstermemiz gerekiyor. Bunun için 

operatörlerden faydalanacağız. 

, ௡ݎ)= ௡ݔ , ௡ݎ , ௡ݎ … . . . , ௡ ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥݎ
௡ ௧௔௡௘  

, 0, … ሻ א ଶሾ0,1ሿሻܮ଴ሺܥ ك ݈ஶሺܮଶሾ0,1ሿሻ ൌ   ᇱ veܧ

,଴ ൌሺ ߯ሾ଴,ଵሿݔ  ߯ሾ଴,ଵሿ, ߯ሾ଴,ଵሿ, … . ሻ א  ,ܵ ᇱ olmak üzereܧ ܶ ׷ ՜ ܧ  א ݃ her ܨ   için ܧ

ܵ݃ ൌ ∑ ݃ሺஶ
௡ୀଵ ௡ ve ܶ݃ ൌݕ௡ሻݔ  ݃ሺݔ଴ሻ ݕ olarak tanımlansınlar. 

ሺݔ௡ሻ terimleri dik olan bir dizi veܮଶሾ0,1ሿ uzayında ݎ௡ (t) 
௪
՜ 0 olduğundan  ݔ௡  

௪
՜ 0 dır.     

Her bir ݕᇱ א ݊,ᇱܨ א Գ için, ∑ ௡ሻ|௡ݕᇱሺݕ|
௜ୀଵ ൑ ∑ ᇱ|௡ݕ|

௜ୀଵ ሺݕ௡ሻ ൑ ሻݕᇱ|ሺݕ| ൑ ԡݕᇱԡ. ԡݕԡ 

olduğundan,  ሺݕᇱሺݕ௡ሻሻ ג ݈ଵ  dir. 

א ݃  ,olmak üzere ܧ
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ܵᇱݕᇱሺ݃ሻ ൌ ᇱሺܵ݃ሻݕ ൌ ݕᇱሺ∑ ݃ሺݔ௞
ஶ
௞ୀଵ ሻ ݕ௞ሻ 

ൌݕᇱሺ݈݅݉௡՜ஶ ∑ ݃ሺݔ௞
௡
௞ୀଵ ሻ ݕ௞ ሻ 

ൌ݈݅݉௡՜ஶ ∑ ݃ሺݔ௞
௡
௞ୀଵ ሻ ݕᇱሺݕ௞ሻ 

ൌ  ∑ ݃ሺx୩
ஶ
୩ୀଵ ሻ yᇱ ሺy୩ሻ 

ൌ  ∑ ௞ෞஶݔ 
௞ୀଵ ሺ݃ሻ.          ௞ሻݕᇱ ሺݕ

ൌ∑ ௞ݔ
ஶ
௞ୀଵ ሺ݃ሻ.  ௞ሻݕᇱ ሺݕ 

ൌሺ∑ ௞ݔ
ஶ
௞ୀଵ ∑ᇱ ൌݕ௞ሻሻሺ݃ሻ elde edilir. Dolayısıyla Sᇱݕᇱ ሺݕ  ୩ݔ

ஶ
୩ୀଵ  .  .௞ሻ olurݕᇱ ሺݕ

yᇱ א ܷிᇲ  için, ∑ | yᇱ ሺݕ௡ሻ|ஶ
௡ୀଵ ൑ ԡݕᇱԡ. ԡݕԡ ൑ ԡyԡ  

Sᇱ ሺܷிᇲ  ሻ ∑ሼ ؿ ௡ߣ
ஶ
௡ୀଵ ;୬ݔ   ∑ ௡|ஶߣ|

௡ୀଵ ൑  ԡݕԡሽ ൌ ԡyԡ ሼ∑ ௡ߣ
ஶ
௡ୀଵ ; ୬ݔ    ∑ ௡|ஶߣ|

௡ୀଵ ൑  1ሽ 

olur. Önerme 2.13 den ܵᇱ zayıf kompakt ve buradan ܵ zayıf kompakttır. Ayrıca 

ܵט ൑ ܶ ve ܵ, ܶ ,ܧW୰ሺ א ,ܷ .ሻ dirܨ ܵ ve – ܵ nin supremumu olsun o zaman 

hipotezden ܷ, W୰ሺܧ,  .ሻ uzayındadırܨ

ܳ௞: EืE   Q୩ ( ௡݂ )=(0,0,0,0,…, ୩݂ณ
୩ ı୬ୡı

 ୠ୧୪ୣşୣ୬

, 0, … ሻ olarak tanımlansın. 

ܷܳ௞ ( ௡݂ )=ቀ׬ ୩݂
ଵ

଴ dtቁ ൫ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ൯ olduğunu gösterelim. ܳ௞ ൒ ௡ሻݔ௞ dir. ሺܳܵט ൌ

ሺݔ௡
௞ሻ௞ୀଵ

ஶ א ݃ ݁ݒ ᇱܧ ൌ ሺ݃௡ሻ א ∑ =௡ሻݔolmak üzere    ݃ሺ ܧ ׬ g୬
୩ଵ

଴
∞
୩ୀଵ . ௡ݔ

௞  dt şeklinde 

yazılabilir.  

ܵ݃ = ∑ ሺ∑ ׬ ݃௡
௜ଵ

଴
∞
୧ୀଵ . ௡ݔ

௜   dt∞
௡ୀଵ            .௡     olurݕ ( 

ܵܳ௞ (݂) = ܵQ୩ ( ௡݂ ) = ∑ ሺ∑ ׬ Q୩ ሺ ௡݂  ሻ୧ଵ
଴

∞
୧ୀଵ . ௡ݔ

௜   dt∞
௡ୀଵ  .௡ şeklinde yazılabilirݕ ( 

݇ ൌ 1 için Qଵ ( ௡݂  )=( ଵ݂,0,0,….)  ve  ݅ ൌ 1 durumunda Q୩ ሺ ௡݂  ሻ୧ ൌ ଵ݂ diğer terimler 

0 dır ve   ܵQଵ ( ௡݂ )= ሺ׬ ଵ݂
ଵ

଴ . rଵ dt) yଵ dır. 
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݇ ൌ 2 için  Qଶ ( ௡݂) = ( 0, ଶ݂,0,….) ve ݅ ൌ 1 için Qଶ ሺ ௡݂  ሻଵ ൌ 0, ݅ ൌ 2 

için Qଶ ሺ ௡݂  ሻଶ ൌ ଶ݂ diğer terimler 0 dır. ܵQଶ ( ௡݂ ) = ∑ ሺ∑ ׬ Qଶ ሺ ௡݂  ሻ୧ଵ
଴

∞
୧ୀଵ . ௡ݔ

௜   dt∞
௡ୀଵ  ) 

׬௡=ሺݕ ଶ݂
ଵ

଴ . rଶ dt) ݕଶ dır. 

Yani ݅ ൌ ݇ durumları mevcut ve ܵQ୩ ( ௡݂ ) =∑ ሺ∞
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴ . r୩ dt) y୧  olur. ௡݂  ൌ

௡݂  ߯ቂ ଴,  భ
 మೖ ቃ    olarak alalım. 

ܵQ୩ ( ௡݂  ߯ቂ ଴,  భ
 మೖ ቃ ) = ∑ ሺ∞

௜ୀ௞ ׬ ୩݂ ߯ቂ ଴,  భ
 మೖ ቃ

ଵ
଴ . r୩ dt) y୧  olur.ܵטQ୩ ൑ ܶ olsun. ܶ א  ௥(E,F)ܮ

dir. 

) Q୩ܵט ௡݂  ߯ቂ ଴,  భ
 మೖ ቃ ) ൑ ܶሺ ௡݂  ߯ቂ ଴,  భ

 మೖ ቃ ሻ                

) Q୩ܵט ௡݂  ߯ቂ  భ
 మೖ,  భ

 మೖషభ ቃ ) ൑ ܶ ൬ ௡݂  ߯ቂ  భ
 మೖ,  భ

 మೖషభ ቃ ൰  

… ܵQ୩ ( ௡݂  ߯ሾ ଴,ଵ ሿ ) ൑ ܶ൫ ௡݂  ߯ሾ ଴,ଵ ሿ ൯ 

  Bunları alt alta toplarsak, 

) Q୩ܵט ௡݂  ߯ሾ ଴,ଵ ሿ ) ൑ ܶ൫ ௡݂  ߯ሾ ଴,ଵ ሿ ൯ = ܶ( ௡݂ ሻ  olur.  േ ∑ ሺ∞
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dt y୧ ) ൑

ܶሺ ௡݂ ሻ. . . ሺ∗) olur. 

׬) ୩݂
ଵ

଴  dt)(ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ א (        ܨ

 ∑ ሺ௡
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴ . r୩ dt) y୧  ൑ ∑ ቚ׬ ୩݂

ଵ
଴ . r୩ dtቚ ݕ୧

௡
௜ୀ௞    

                                  ൑ ∑ ሺ׬ ୩݂
ଵ

଴ . |r୩| dtሻ ݕ୧
௡
௜ୀ௞        

                                  ൑ ∑ ሺ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻ ݕ୧
௡
௜ୀ௞                ሺ |r୩| ൌ 1 ሻ 

                                  ൑ ݌ݑݏ ቂ∑ ሺ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻ ݕ୧
௡
௜ୀ௞ ቃ 
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                                  ൑ ݌ݑݏ ቂ∑ ሺ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻ ݕ୧
௡
௜ୀଵ െ ∑ ሺ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሻ ݕ୧

௞ିଵ
௜ୀଵ ቃ 

                                  ൑ ׬ ୩݂
ଵ

଴  dt . ݌ݑݏ ∑  ୧ݕ 
௡
௜ୀଵᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ୀ௬

െ ׬ ୩݂
ଵ

଴  dt ∑ ୧ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ  

∑ ሺ௡
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴ . r୩ dt) ݕ୧  ൑ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሺݕ െ ∑ ௜ݕ

௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ olur. Eşitsizliğin her iki tarafının 

limitini alırsak ݈݅݉௡՜∞ ∑ ሺ௡
௜ୀ௞ ׬ ௞݂

ଵ
଴ . ௜  ൑ݕ ሻݐ݀ ௞ݎ lim௡՜∞ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሺݕ െ ∑ ௜ݕ

௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ  

ܵQ୩ ( ௡݂ ) = ∑ ሺ∞
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴ . r୩ dtሻ ݕ୧ ൑ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሺݕ െ ∑ ௜ݕ

௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ olur. Buradan  

 ܵQ୩ ( ௡݂ ) ൑ ሺ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻሺݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ   olur. ሺ∗) eşitsizliğinden                             

∑ ሺ∞
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dt) ݕ୧  ൑ ܶሺf୬ሻ bulunur. Dolayısıyla, 

݈݅݉௦՜ஶ ቄ∑ ሺ௦
௜ୀ௞ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሻ ݕ୧  ቅ   ൑ ܶሺf୬ሻ ve. 

݈݅݉
௦՜ஶ

 ቄ∑ ሺ௦
௜ୀଵ ׬ ୩݂

ଵ
଴  dtሻ ݕ୧ െ  ∑ ሺ௞ିଵ

௜ୀଵ ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻ y୧ቅ ൑ ܶሺf୬ሻ 

ሺ ׬ ୩݂
ଵ

଴  dtሻሺݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ ൑ ܶ olur. 

|ܵQ୩ |( ௡݂ ) = ׬ ୩݂
ଵ

଴  dt൫ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ൯     elde edilir. |ܵQ୩ |  ܮ௥(E, F) de vardır. ܵ zayıf 

kompakt operatör , Q୩ sürekli olduğundan ܵQ୩ א  ܹሺܧ, | ሻ dir. |ܵQ୩ܨ ൑ ܷQ୩ 

olduğundan 0 ൑  ܷܳ௞ א ܹ୰ሺE, Fሻ   dir. Gerçekten, 

ܵQ୩ = ܷQ୩ถ
ஹ଴

െ ൭ܷQ୩ െ ܵQ୩ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ஹ଴

൱ א W୰ሺE, Fሻ dir.  

 ܷQ୩ | W(E, F) hipotezden |ܵQ୩ א א W୰ሺE, Fሻ dir.  

ܷሺܫா െ ܳ௞ሻ ൅  |ܵܳ௞ | ൒  .olduğunu gösterelim  ܵט

ܷሺܫா െ ܳ௞ሻሺ ௡݂ ሻ ൌ    Uሺ ଵ݂, ଶ݂, … ,0, ୩݂ାଵ, … ሻ+ |ܵQ୩ |݂ 
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                               ൒ ሺܵט ଵ݂, ଶ݂, … ,0, ୩݂ାଵ, … ሻ ט Sሺ0,0, … , ୩݂, 0, … ሻ 

ሺܵט =                                ଵ݂, ଶ݂, … , ୩݂, ୩݂ାଵ, … ሻ=Sሺ ୬݂ሻ 

Aynı zamanda ܷሺܫா െ ܳ௞ሻܳ௞ ൌ 0 dır. 

Bu yüzden    |ܵܳ௞ |  I  ൒ |ܵܳ௞ |ܳ௞ ൌ (U(ܫா െ ܳ௞ሻ ൅  |ܵܳ௞ |ሻ ܳ௞ ൒ ܷܳ௞ 

ܷܳ௞ =|ܵܳ௞ | olur. Buradan ܷܳ௞ሺ ௡݂ሻ ൌ ቀ׬ ௞݂
ଵ

଴ ቁݐ݀  ൫ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ൯      eşitliği 

sağlanır. 

݄௡=(0,0,…,  ߯ሾ ଴,ଵ ሿᇣᇤᇥ
௡.௧௘௥௜௠

,0,…) alalım h୬ א  ݕ =olur. U݄௡ ܧ െ ∑ ௜ݕ
௡ିଵ
௜ୀଵ  ՝  dir. Gerçekten  

U݄௡=׬  ߯ሾ ଴,ଵ ሿ݀ݐଵ
଴ ݕ)  െ ∑ ௜ݕ

௡ିଵ
௜ୀଵ ሻ 

݄௡ ൑ ݄௠  olmak üzere 

U݄௡ ൌ ݕ െ ∑ ௜ݕ
௡ିଵ
௜ୀଵ  = yെሺݕଵ ൅ ଶݕ ൅ ڮ ൅  (௡ିଵݕ

ݕ =                        െ ሺݕଵ ൅ ଶݕ ൅ ڮ ൅ ௡ିଵݕ ൅ ڮ ൅ ௡ݕ + (௠ିଵݕ ൅ ௡ାଵݕ ൅ ڮ ൅  ௠ିଵݕ

                       = U݄௠ ൅ ௡ݕ ൅ ௡ାଵݕ ൅ ڮ ൅  ௠ିଵݕ

ܷ݄௡ ൒ ܷ݄௠olur. ܷ nun zayıf kompaktlığından ൫ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ ൯ normda 0 a yakınsar. 

ݕ െ ∑ ௜ݕ
௞ିଵ
௜ୀଵ

ԡ.ԡ
ሱሮ0 ฺ ݕ

ԡ.ԡ
ሱሮ ∑ ௜ݕ

௞ିଵ
௜ୀଵ olur.  ݕ௡= ∑ ௜ݕ

௡
௜ୀଵ െ ∑ ௜ݕ

௡ିଵ
௜ୀଵ

ԡ.ԡ
ሱሮ 0 olur. 

݊ ՜ ∞ ݅݇݁݊  ԡݕ௡ԡ ՜ 0 dır. Önerme 2.5.6 dan F sıra sürekli norma sahip olur. 

4.7. Önerme 

 .Banach örgüsü için aşağıdaki önermeler denktir ,ܧ

 .ᇱ, sıra sürekli norma sahiptirܧ   (1)
,ܧDedekind tam Banach örgüsü için ܹ୰ሺ  ,ܨ (2)  .ሻ Dedekind tam vektör örgüsüdürܨ
(3) ܹ୰ሺE, ݈∞ ሺܮଶሾ0,1ሿሻሻ vektör örgüsüdür. 
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İspat   

(1)ฺ(2): Önerme 4.5 den ispat açıktır. 

(2)ฺ(3): ݈∞ ሺܮଶሾ0,1ሿሻሻ Dedekind tam olduğundan ve hipotezden 

ܹ௥ሺܧ, ݈ஶ ሺܮଶሾ0,1ሿሻሻ bir vektör örgüsüdür. 

(3)ฺ(1) ܹ௥ሺܧ, ݈ஶ ሺܮଶሾ0,1ሿሻሻ vektör örgüsü ise Önerme 4.5 den ve ݈ஶ ሺܮଶሾ0,1ሿሻ sıra 

sürekli norma sahip olmadığından ܧᇱ sıra sürekli norma sahiptir. 
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