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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

(𝒇𝒏)     𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, bir fonksiyon dizisi 

𝑪[𝒂, 𝒃]     [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel    

     değerli fonksiyonların uzayı                      

‖𝒇‖𝑪[𝒂,𝒃]               ‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| ile tanımlanan norm 

‖𝒇‖𝑪[𝑰]     𝐼 = [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] olmak üzere,  

     ‖𝑓‖𝑪[𝑰] = max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑓(𝑥)| ile tanımlı norm  

𝚪𝒒(𝒕)     𝑡 > 0 için q-gamma fonksiyonu 

𝑩𝒒(𝒕, 𝒔)    𝑡, 𝑠 > 0 için q-beta fonksiyonu  

‖𝒇‖     ‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑥≤∞

|𝑓(𝑥)| ile tanımlanan norm 

𝑳𝒏(𝒇; 𝒙)    𝑛 ∈ ℕ olmak üzere Stancu-Beta operatörleri 

𝑳𝒏
𝒒(𝒇; 𝒙)    Tek değişkenli q-Stancu-Beta operatörler dizisi 

𝐋𝒏𝟏,𝒏𝟐

𝒒𝟏,𝒒𝟐 (𝒇; 𝒙, 𝒚)    İki değişkenli q-Stancu-Beta operatörler dizisi 

𝑲𝟐(𝒇, 𝜹)    𝑓 fonksiyonunun Peetre K- fonksiyoneli 

𝝎(𝒇, 𝜹)    𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü 

𝝎𝟐(𝒇, 𝜹)    𝑓 fonksiyonunun ikinci süreklilik modülü 

𝑩𝒙𝟐[𝟎, ∞)    Ağırlıklı fonksiyon uzayı 

𝑪𝒙𝟐[𝟎, ∞)    𝐵𝑥2[0, ∞) ağırlıklı uzayındaki tüm sürekli 

fonksiyonların alt uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

Stancu [1], (0,∞) aralığı üzerinde tanımlı Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar yardımıyla 

 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =
1

𝐵(𝑛𝑥,𝑛+1)
∫

𝑡𝑛𝑥−1

(1+𝑡)𝑛𝑥+𝑛+1 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
              (1.1) 

olarak verdiği operatörleri tanımlamıştır. Abel ve Gupta [2], Eş. 1.1 ile verilen bu 

operatörlerin yakınsama oranını hesaplamışlardır. Gupta ve arkadaşları [3] da bu 

operatörlerin yakınsama oranını sınırlı salınımlı fonksiyonların türevleri yardımıyla elde 

etmişlerdir. 

q-Stancu-Beta operatörleri Aral ve Gupta [4] tarafından  

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1
𝑓(𝑞[𝑛]𝑞𝑥𝑢)𝑑𝑞𝑢

∞ 𝐴⁄

0

 

 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0, ∞), q ∈ (0,1) ve 𝑓, [0, ∞) üzerinde tanımlı 

reel değerli sürekli ve sınırlı bir fonksiyondur. 

Aral ve Gupta [4] bu operatörlerin doğrudan ve ağırlıklı yaklaşım sonuçlarını elde 

etmişlerdir. 

 

İki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörler Özkan ve Korkmaz [5] tarafından 

tanımlanmış ve Volkov tip düzgün yakınsaklık ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremleri 

çalışılmıştır. 

 

Bu tezde, Aral ve Gupta [4] tarafından tanımlanan tek değişkenli ve Özkan ve  

Korkmaz [5] tarafından tanımlanan iki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörlerin Volkov tip 

düzgün yakınsaklık ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremleri araştırılmıştır. 

 

Tezin birinci bölümünde literatür geçmiş sunularak giriş yapılmıştır.  

 

İkinci bölümde tezin anlaşılmasını kolaylaştıracak bazı temel kavramlar sunulmuştur.  

 

Üçüncü bölümde Aral ve Gupta [4] tarafından tanımlanan tek değişkenli q-Stancu-Beta tip 
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operatörlerin tanımı, özellikleri verilmiş ve bu operatörlerin yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir.  

 

Dördüncü bölümde Özkan ve Korkmaz [5] tarafından tanımlanan iki değişkenli q-Stancu-

Beta tip operatörlerin tanımı ve özellikleri verilmiştir. Bu operatörlerin Volkov tip teoremi 

ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşımı incelenmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Lineer Pozitif Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

2.1.1 Tanım 

 

X ve Y lineer iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer herhangi bir 𝑓 ∈ 𝑋 fonksiyonunu bir g ∈ 𝑌 

fonksiyonuna karşılık getiren bir 𝐿: 𝑋 → 𝑌 dönüşümü varsa, bu durumda L’ye X’ den Y’ye 

bir operatör denir. Bu operatör 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥) ile gösterilir [6]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 lineer iki fonksiyon uzayı ve 𝐿, X’ den Y’ye bir operatör olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 ve 𝛼1, 

𝛼2 ∈ ℝ için, 

𝐿(𝛼1𝑓(𝑡) + 𝛼2𝑔(𝑡) ;  𝑥) = 𝛼1𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) + 𝛼2𝐿(𝑔(𝑡); 𝑥) 

koşulu sağlanırsa, bu durumda 𝐿’ ye lineer operatör denir [6]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 lineer iki fonksiyon uzayı, 𝐿, X’ den Y’ye bir operatör olsun. 𝑓 ≥ 0 koşulunu sağlayan 

her 𝑓 ∈ 𝑋 için 𝐿(𝑓; ∙) ≥ 0 koşulu sağlanırsa, bu durumda 𝐿’ye pozitif operatör denir. 

𝑋 ve 𝑌 iki lineer fonksiyon uzayı olsun. Hem lineerlik hem de pozitiflik koşulunu 

sağlayan bir 𝐿: 𝑋 → 𝑌 operatörüne lineer pozitif operatör denir [6]. 

 

2.1.1. Lemma 

 

𝑋 ve 𝑌 lineer iki fonksiyon uzayı olsun. Bir 𝐿: 𝑋 → 𝑌 lineer pozitif operatörü monoton 

artandır. Yani, her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 için 𝑓 ≤ 𝑔 ise 𝐿( 𝑓; ∙)  ≤ 𝐿(𝑔; ∙) eşitsizliği doğrudur [6]. 
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İspat 

 

Kabul edelim ki, 𝑓 ≤ 𝑔   olsun. Bu durumda, 𝑔 − 𝑓 ≥ 0  olacağından ve L, pozitif operatör 

olduğundan, 

𝐿(𝑔 − 𝑓; ∙) ≥ 0                  (2.1) 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca, 𝐿 operatörü lineer olduğundan, 

𝐿(𝑔 − 𝑓; ∙) = 𝐿(𝑔; ∙) − 𝐿(𝑓; ∙) 

elde edilir. Bu ifadenin Eş.2.1’de kullanılması ile  

𝐿(𝑔; ∙) − 𝐿(𝑓; ∙) ≥ 0 elde edilir. Bu da 𝐿(𝑔; ∙) ≥ 𝐿(𝑓; ∙) olmasını gerektirir. 

 

2.1.2. Lemma 

 

𝑋 ve 𝑌 lineer iki fonksiyon uzayı ve 𝐿, X’ den Y’ye bir lineer pozitif operatör olsun. Bu 

durumda  

|𝐿(𝑓; ∙)| ≤ 𝐿(|𝑓|; ∙)  

eşitsizliği sağlanır [6]. 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑔 fonksiyonu için, 

−|𝑔| ≤ 𝑔 ≤ |𝑔|  

dir. L operatörünün lineer olmasından ve monoton artan özelliğinden, 

𝐿(−|𝑔|; ∙) ≤ 𝐿(𝑔; ∙) ≤ 𝐿(|𝑔|; ∙)  

yazılabilir. Bu ise, 

|𝐿(𝑔; ∙)| ≤ 𝐿(|𝑔|; ∙) 

olduğunu gösterir. 

 

2.1.4. Tanım 

 

𝑋 lineer bir fonksiyon uzayı olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑓𝑛 ∈ 𝑋 ise (𝑓𝑛)’ye 𝑋 üzerinde fonksiyon 

dizisi denir. 

Her 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ için 𝑓𝑛1,𝑛2
∈ 𝑋 ise (𝑓𝑛1,𝑛2

) de iki indisli fonksiyon dizisidir. 
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2.1.5. Tanım 

 

𝑋 ve 𝑌 lineer iki fonksiyon uzayı olsun. Her 𝑛 ∈  ℕ ve 𝑓 ∈ 𝑋 için 𝐿𝑛(𝑓; ∙) ∈ 𝑌 olacak 

şekildeki 𝑋 uzayından 𝑌 uzayına tanımlı (𝐿𝑛(𝑓; ∙))’ye bir operatör dizisi denir. 

 

2.1.6. Tanım 

 

[𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde tanımlı sürekli ve reel değerli fonksiyonların kümesi 𝐶[𝑎, 𝑏] 

ile gösterilir. Bu uzaydaki norm  

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 𝑚𝑎𝑥𝑎≤𝑥≤𝑏|𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlıdır. 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı ‖∙‖𝐶[𝑎,𝑏] normu ile bir normlu uzaydır [7]. 

2.1.7. Tanım 

 

(𝑓𝑛), 𝐶[𝑎, 𝑏] içinde bir fonksiyon dizisi olsun. Eğer her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

şartı sağlanıyorsa, (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında, 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır denir [7]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

𝐼 = [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] olmak üzere, C(I), I üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonlar 

uzayı olsun. C(I), 

‖𝑓‖𝐶(𝐼) = max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑓(𝑥, 𝑦)|  

normu ile bir Banach uzayıdır [7]. 

 

2.1.9. Tanım 

 

𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ olsun. (𝑓𝑛1,𝑛2
), 𝐶(𝐼) üzerinde bir fonksiyon dizisi olmak üzere, 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑓𝑛1,𝑛2
− 𝑓‖

𝐶(𝐼)
= lim

𝑛1,𝑛2→∞
max

(𝑥,𝑦)∈𝐼
|𝑓𝑛1,𝑛2

(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = 0 

koşulu sağlanıyorsa, (𝑓𝑛1,𝑛2
) fonksiyon dizisi 𝐼 üzerinde 𝑓 ye düzgün yakınsaktır denir [7]. 
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2.1.10. Tanım 

 

(𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) reel herhangi iki dizi, 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olacak şekilde 𝑝 ve 𝑞 iki 

sayı olsun. Eğer  

∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1  ve ∑ |𝑦𝑛|𝑞∞

𝑛=1  serileri yakınsaksa,  

∑|𝑥𝑛𝑦𝑛| ≤

∞

𝑛=1

(∑|𝑥𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝⁄

(∑|𝑦𝑛|𝑞

∞

𝑛=1

)

1
𝑞⁄

 

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir. Burada 𝑝 = 𝑞 = 2 alınırsa, bu eşitsizlik Cauchy-

Schwarz eşitsizliği olarak bilinmektedir [7]. 

 

2.2. q-Analiz’in Temel Kavramları 

 

Bu kısımda q-analiz’in temel kavramlarından bahsedilecektir. 

 

2.2.1. Tanım  

 

𝑞 > 0 olmak üzere, negatif olmayan herhangi bir 𝑛 tamsayısı için n’nin q-tamsayısı 

 [𝑛]𝑞 = {
𝑞𝑛−1

𝑞−1
,        𝑞 ≠ 1

𝑛        ,        𝑞 = 1  
                (2.2) 

olarak tanımlanır [8]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

𝑛 ≥ 𝑟 ≥ 0 olmak üzere, q-faktöriyel, 

[𝑛]𝑞! = {
[1]𝑞 [2]𝑞 … [𝑛]𝑞 ,         𝑛 = 1,2, …

1                  ,          𝑛 = 0
              (2.3) 

olarak ifade edilir. Ayrıca q-binom katsayıları, 

[
𝑛
𝑟

]
𝑞

=
[𝑛]𝑞!

[𝑛−𝑟 ]𝑞![𝑟]𝑞!  
                 (2.4) 

olarak ifade edilir. 𝑞 = 1 durumunda q-binom katsayılarının klasik binom katsayılarına 

indirgendiği Eş.2.3’ten açıktır [8]. 
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2.2.3. Tanım 

 

Gamma ve Beta fonksiyonları Euler tarafından sırasıyla 

Γ(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1∞

0
𝑒−𝑥𝑑𝑥, 𝑡 > 0               (2.5) 

ve 

Β(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑥𝑡−1(1 − 𝑥)𝑠−1𝑑𝑥, 𝑠, 𝑡 > 0
1

0
              (2.6) 

olarak tanımlanmıştır [8]. 

 

Bu iki fonksiyon için aşağıdaki özellikler sağlanmaktadır: 

(i) Γ(𝑡 + 1) = 𝑡Γ(t),                (2.7) 

(ii) Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!, 𝑛 = 1,2,3, …              (2.8) 

(iii) Β(𝑡, 𝑠) =
Γ(t)Γ(s)

Γ(t+s)
.                (2.9) 

 

2.2.4. Tanım 

 

𝑡 > 0 için q- gamma fonksiyonu,  

г𝑞(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1∞

0
𝐸𝑞

−𝑞𝑥𝑑𝑞𝑥              (2.10) 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝐸𝑞
𝑥, klasik 𝑒𝑥 üstel fonksiyonunun q-analoğunu 

göstermektedir. 

𝐸𝑞
𝑥 = ∑ 𝑞𝑗(𝑗−1) 2⁄ 𝑥𝑗

[𝑗]𝑞!

∞
𝑗=0               (2.11) 

serisi ile tanımlıdır ve  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = ∑ 𝑓(𝑞𝑗)

∞

𝑗=−∞

∞

0

𝑞𝑗(1 − 𝑞), 𝑞 ∈ (0,1) 

olur [8]. 

 

q-Gamma fonksiyonu aşağıdaki iki özelliği sağlamaktadır. 

(i) г𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]𝑞г𝑞(𝑡)             (2.12) 

(ii) г𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]𝑞!.                    (2.13) 
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2.2.5 Tanım 

 

𝑡, 𝑠 > 0 için q-beta fonksiyonu,  

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑥𝑡−1(1 − 𝑞𝑥)𝑞
𝑠−1𝑑𝑞𝑥

1

0
             (2.14) 

olarak tanımlıdır [8]. 

 

q-Beta fonksiyonu için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(i) 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛 + 1) =
1−𝑞𝑛

1−𝑞𝑡+𝑛 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛), 𝑡 > 0, 𝑛 = 1,2, …,         (2.15) 

(ii) 𝐵𝑞(𝑡, 1) =
1

[𝑡]𝑞
,              (2.16) 

(iii) 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛) =
(1−𝑞)(1−𝑞)𝑞

𝑛−1

(1−𝑞𝑡)𝑞
𝑛 .             (2.17) 

q-Gamma ve q-Beta fonksiyonları arasındaki ilişki, 

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) =
Γ𝑞(𝑡)Γ𝑞(𝑠)

Γ𝑞(𝑡+𝑠)
               (2.18) 

eşitliğiyle bilinmektedir [8]. 

 

2.2.6. Tanım 

 

𝐴 > 0 olmak üzere, q-genelleştirilmiş integral 

∫ 𝑓(𝑥)
∞/𝐴

0
𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞) ∑ 𝑓 (

𝑞𝑛

𝐴
)

𝑞𝑛

𝐴
∞
𝑛=−∞             (2.19)  

olarak tanımlanır [9]. 

 

2.2.7. Tanım 

 

q-Beta integral, 

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝐴, 𝑡) ∫
𝑥𝑡−1

(1+𝑥)𝑞
𝑡+𝑠 𝑑𝑞𝑥

∞/𝐴

0
            (2.20) 

olarak tanımlanır [10]. Burada 𝐴 > 0 için, 

𝐾(𝐴, 𝑡 + 1) = 𝑞𝑡𝐾(𝐴, 𝑡)              (2.21)                                                                                               

ve  

𝐾(𝐴, 𝑡) =
1

𝐴+1
𝐴𝑡 (1 +

1

𝐴
)

𝑞

𝑡
(1 + 𝐴)𝑞

1−𝑡.            (2.22)                   
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2.2.8. Tanım 

 

q-Binom formülü ise,    

(𝑥 + 𝑎)𝑞
𝑛 = ∑ [𝑛

𝑗
]

𝑞
𝑞𝑗(𝑗−1)/2𝑎𝑗𝑥𝑛−𝑗𝑛

𝑗=0              (2.23) 

olarak tanımlanır [8]. 

 

2.2.9. Tanım  

 

(𝑥 + 𝑎)𝑞
𝑛 = ∏ (𝑥 + 𝑞𝑗𝑎)𝑛−1

𝑗=0               (2.24) 

gösterimi q-Pochammer sembolü olarak bilinmektedir [4]. 
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3. q-STANCU-BETA TİP OPERATÖRLER 

 

3.1. Tek Değişkenli q-Stancu-Beta Tip Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

𝐶𝐵[0, ∞) ile [0,∞) aralığında tanımlı reel değerli sürekli sınırlı f fonksiyonlarının 

uzayı gösterilsin. 𝐶𝐵[0, ∞) uzayındaki norm, 

‖𝑓‖ = sup
0≤𝑥≤∞

|𝑓(𝑥)| 

ile tanımlıdır. 

 

3.1.1. Tanım 

 

𝑞 ∈ (0,1), 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑓: [0, ∞) → ℝ sürekli ve sınırlı bir fonksiyon olsun. 

 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) =

𝐾(𝐴,[𝑛]𝑞𝑥)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥,[𝑛]𝑞+1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥−1

(1+𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1 𝑓(𝑞[𝑛]𝑞𝑥𝑢)𝑑𝑞𝑢
∞ 𝐴⁄

0
            (3.1) 

 

şeklinde tanımlanan operatörlere q-Stancu-Beta operatörleri denir [4]. 

𝑞 = 1 alındığında Eş. 3.1 ile verilen q-Stancu-Beta operatörü Eş.1.1’de tanımlı 𝐿𝑛 

operatörüne indirgenir. 

 

3.1.1. Lemma 

 

𝑛 ∈ ℕ, 𝑞 ∈ (0,1) ve 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖 , 𝑖 = 0,1,2,3,4 olsun. Eş.3.1’de verilen q-Stancu-Beta 

operatörleri için aşağıdaki ifadeler doğrudur [4]. 

(i) 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒0(𝑡); 𝑥) = 1 

 

(ii) 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥) = 𝑥 

 

(iii) 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥+1)𝑥

𝑞([𝑛]𝑞−1)
 

 

(iv) 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥+2)([𝑛]𝑞𝑥+1)𝑥

([𝑛]𝑞−1)([𝑛]𝑞−2)𝑞3
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(v)  𝐿𝑛
𝑞 (𝑒4(𝑡); 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥+3)([𝑛]𝑞𝑥+2)([𝑛]𝑞𝑥+1)𝑥

([𝑛]𝑞−1)([𝑛]𝑞−2)([𝑛]𝑞−3)𝑞6
. 

 

İspat 

 

(i) 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒0(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴,[𝑛]𝑞𝑥)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥,[𝑛]𝑞+1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥−1

(1+𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1 𝑑𝑞𝑢
∞ 𝐴⁄

0
 

Eş.2.20’den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒0(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

𝐵𝑞 ([𝑛]
𝑞
𝑥 + 1 , [𝑛]

𝑞
)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 1)
= 1 

elde edilir. 

 

(ii) Eş.2.20’den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥)   =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥

(1 + 𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1
𝑑𝑞𝑢

∞ 𝐴⁄

0

 

      =
𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 1 , [𝑛]𝑞)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 1)
 

yazılabilir. 

 

Eş.2.18 ve Eş.2.21’den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 1)
 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)
 

×
Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)𝑞[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)
. 

Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥) =

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)
 

elde edilir. Daha sonra Eş. 2.12’den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒1(𝑡); 𝑥) =

[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞)[𝑛]𝑞

 

= 𝑥 

bulunur. 
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(iii) Eş.2.20’den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥)   =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

 𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥+1

(1 + 𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1

∞/𝐴

0

𝑑𝑞𝑢 

=
𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

𝐵([𝑛]𝑞𝑥 + 2, [𝑛]𝑞 − 1)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 2)
 

yazılabilir. 

 

Eş.2.18 kullanılarak 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)
 

×
Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 2)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 2)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)
. 

Gerekli sadeleştirmelerden sonra 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥) =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 2)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 2)
. 

elde edilir. 

 

Şimdi Eş.2.12 kullanılarak ve gerekli sadeleştirmeler yapılarak 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥)   =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)[𝑛]𝑞Γ𝑞([𝑛]𝑞)

([𝑛]𝑞𝑥 + 1)[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

 𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 2)
 

=
𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

Γ𝑞([𝑛]𝑞)

𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

 𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 2)
 

bulunur. 

 

Eş. 2.21 ve Eş.2.12 kullanılarak 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑒2(𝑡); 𝑥)    =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞2[𝑛]𝑞𝑥

Γ𝑞([𝑛]𝑞)

𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

𝑞2[𝑛]𝑞𝑥 𝑞𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)
 

=
𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

𝑞Γ𝑞([𝑛]𝑞)
 

=
𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)

𝑞([𝑛]𝑞 − 1)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 1)
 

=  
𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)

𝑞([𝑛]𝑞 − 1)
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elde edilir. 

 

(iv)  Eş. 2.20 ve Eş. 2.18’den 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =  

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞3[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥+2

(1 + 𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1

∞/𝐴

0

𝑑𝑞𝑢 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =

𝑞3[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

𝐵([𝑛]𝑞𝑥 + 3, [𝑛]𝑞 − 2)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 3)
 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =

𝑞3[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)
 

×
Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 3)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 2)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 3)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 3 + [𝑛]𝑞 − 2)
 

Eş.2.12 ve Eş.2.21’ den 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =

𝑞3[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)[𝑛]𝑞([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 2)

×
Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 2)

𝑞3[𝑛]𝑞𝑥+3𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)
 

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒3(𝑡); 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑥

([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)𝑞3
 

elde edilir. 

 

(v) Eş.2.20’den 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒4(𝑡); 𝑥)   =

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞4[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)
∫

𝑢[𝑛]𝑞𝑥+3

(1 + 𝑢)𝑞

[𝑛]𝑞𝑥+[𝑛]𝑞+1

∞/𝐴

0

𝑑𝑞𝑢 

=
𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)𝑞4[𝑛]𝑞𝑥

𝐵𝑞([𝑛]𝑞𝑥, [𝑛]𝑞 + 1)

𝐵([𝑛]𝑞𝑥 + 4, [𝑛]𝑞 − 3)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 4)
 

Eş. 2.18 ve Eş. 2.21’den, 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒4(𝑡); 𝑥) =

𝑞4[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)
 

×
Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 4)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)

𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥 + 4)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 4 + [𝑛]𝑞 − 3)
 

=
𝑞4[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 4)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)

𝑞[𝑛]𝑞𝑥+3𝑞[𝑛]𝑞𝑥+2𝑞[𝑛]𝑞𝑥+1𝑞[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)
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=
𝑞4[𝑛]𝑞𝑥𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 4)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)

𝑞4[𝑛]𝑞𝑥𝑞6𝐾(𝐴, [𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + [𝑛]𝑞 + 1)
 

gerekli sadeleştirmeler yapılıp Eş. 2.12 kullanılırsa 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒4(𝑡); 𝑥)   =

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 4)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)𝑞6
 

=
([𝑛]𝑞𝑥 + 3)([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)[𝑛]𝑞𝑥Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)

([𝑛]𝑞)([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)([𝑛]𝑞 − 3)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 3)𝑞6Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)
 

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 𝐿𝑛
𝑞 (𝑒4(𝑡); 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥 + 3)([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑥

([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)([𝑛]𝑞 − 3)𝑞6
 

elde edilir. 

 

3.1.2. Lemma 

 

𝑞 ∈ (0,1) ve 𝑥 ∈ [0, ∞) için, aşağıdaki ifadeler doğrudur [4]. 

i) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥) ; 𝑥) =  0 

ii) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) =  

𝑥2(1−𝑞+
𝑞

[𝑛]𝑞
)+𝑥

1

[𝑛]𝑞

𝑞−
𝑞

[𝑛]𝑞

 

iii) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)3; 𝑥) =

(𝑥+
2

[𝑛]𝑞
)(𝑥+

1

[𝑛]𝑞
)𝑥

(1−
1

[𝑛]𝑞
)(1−

2

[𝑛]𝑞
)𝑞3

−
3𝑥2(𝑥+

1

[𝑛]𝑞
)

(1−
1

[𝑛]𝑞
)𝑞

+ 2𝑥3 

iv) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥) =

(𝑥+
3

[𝑛]𝑞
)(𝑥+

2

[𝑛]𝑞
)(𝑥+

1

[𝑛]𝑞
)𝑥

(1−
1

[𝑛]𝑞
)(1−

2

[𝑛]𝑞
)(1−

3

[𝑛]𝑞
)𝑞6

−
4𝑥(𝑥+

2

[𝑛]𝑞
)(𝑥+

1

[𝑛]𝑞
)𝑥

(1−
1

[𝑛]𝑞
)(1−

2

[𝑛]𝑞
)𝑞3

+
6𝑥3(𝑥+

1

[𝑛]𝑞
)

(1−
1

[𝑛]𝑞
)𝑞

− 3𝑥4 

 

İspat 

 

i) 𝐿𝑛
𝑞  nin lineerliğinden ve Lemma 3.1.1 (i), (ii) den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑡; 𝑥) − 𝑥𝐿𝑛

𝑞 (1; 𝑥) = 𝑥 − 𝑥 = 0 

elde edilir. 

 

ii) 𝐿𝑛
𝑞

 nin lineerliğinden ve Lemma 3.1.1 (i), (ii), (iii)’den, 

𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) 

= 𝐿𝑛
𝑞 (𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2 ; 𝑥) = 𝐿𝑛

𝑞 (𝑡2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛
𝑞 (𝑡; 𝑥) +  𝑥2𝐿𝑛

𝑞 (1; 𝑥) 
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=
𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)

([𝑛]𝑞 − 1)𝑞
− 2𝑥2 + 𝑥2 

=
𝑥2[𝑛]𝑞 + 𝑥 − 𝑥2𝑞[𝑛]𝑞 + 𝑥2𝑞

𝑞([𝑛]𝑞 − 1)
 

=
𝑥2([𝑛]𝑞 − 𝑞[𝑛]𝑞 + 𝑞) + 𝑥

𝑞([𝑛]𝑞 − 1)
 

=
𝑥2 (1 − 𝑞 +

1

[𝑛]𝑞
) + 𝑥

1

[𝑛]𝑞

𝑞 −
𝑞

[𝑛]𝑞

 

elde edilir. 

 

iii) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)3; 𝑥) 

= 𝐿𝑛
𝑞 (𝑡3 − 3𝑡2𝑥 + 3𝑡𝑥2 − 𝑥3; 𝑥) 

= 𝐿𝑛
𝑞 (𝑡3; 𝑥) − 3𝑥𝐿𝑛

𝑞 (𝑡2; 𝑥) + 3𝑥2𝐿𝑛
𝑞 (𝑡; 𝑥) − 𝑥3𝐿𝑛

𝑞 (1; 𝑥)            (3.2) 

Lemma 3.1.1 de tanımlanan (i) (ii) (iii) ifadeleri Eş. 3.2 de yazılırsa, 

𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)3; 𝑥) =

([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑥

([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)𝑞3
− 3𝑥 (

𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)

([𝑛]𝑞 − 1)𝑞
) + 3𝑥3 − 𝑥3 

𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)3; 𝑥) =

(𝑥 +
2

[𝑛]𝑞
) (𝑥 +

1

[𝑛]𝑞
) 𝑥

(1 −
1

[𝑛]𝑞
) (1 −

2

[𝑛]𝑞
) 𝑞3

−
3𝑥2 (𝑥 +

1

[𝑛]𝑞
)

(1 −
1

[𝑛]𝑞
) 𝑞

+ 2𝑥3 

elde edilir. 

 

iv) 𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥) 

= 𝐿𝑛
𝑞 (𝑡4 − 4𝑡3𝑥 + 6𝑡2𝑥2 − 4𝑡𝑥3 + 𝑥4; 𝑥) 

= 𝐿𝑛
𝑞 (𝑡4; 𝑥) − 4𝑥𝐿𝑛

𝑞 (𝑡3; 𝑥) + 6𝑥2𝐿𝑛
𝑞 (𝑡2; 𝑥) − 4𝑥3𝐿𝑛

𝑞 (𝑡; 𝑥) + 𝑥4𝐿𝑛
𝑞 (1; 𝑥) 

=
([𝑛]𝑞𝑥 + 3)([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑥

𝑞6([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)([𝑛]𝑞 − 3)
− 4𝑥

([𝑛]𝑞𝑥 + 2)([𝑛]𝑞𝑥 + 1)𝑥

([𝑛]𝑞 − 1)([𝑛]𝑞 − 2)𝑞3
  

+
6𝑥2𝑥([𝑛]𝑞𝑥 + 1)

([𝑛]𝑞 − 1)𝑞
− 4𝑥4 + 𝑥4 

=
(𝑥 +

3

[𝑛]𝑞
) (𝑥 +

2

[𝑛]𝑞
) (𝑥 +

1

[𝑛]𝑞
) 𝑥

(1 −
1

[𝑛]𝑞
) (1 −

2

[𝑛]𝑞
) (1 −

3

[𝑛]𝑞
) 𝑞6

−
4𝑥2 (𝑥 +

2

[𝑛]𝑞
) (𝑥 +

1

[𝑛]𝑞
)

(1 −
1

[𝑛]𝑞
) (1 −

2

[𝑛]𝑞
) 𝑞3

+
6𝑥3 (𝑥 +

1

[𝑛]𝑞
)

(1 −
1

[𝑛]𝑞
) 𝑞

− 3𝑥4 

elde edilir. 
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3.1.3. Lemma 

 

 𝑞 ∈ (0,1) ve 𝑥 ∈ [0, ∞) olsun. Lemma 3.1.1’in ispatı doğrultusunda ilerlenirse, aşağıdaki 

rekürrans formülü elde edilir [4]. 

 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑡𝑚; 𝑥) =

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥 + 𝑚)Γ𝑞([𝑛]𝑞 − 𝑚 + 1)

Γ𝑞([𝑛]𝑞𝑥)Γ𝑞([𝑛]𝑞 + 1)𝑞𝑚(𝑚−1) 2⁄
. 

 

3.2. Tek Değişkenli q-Stancu-Beta Tip Operatörlerin Yaklaşımı 

 

3.2.1. Korovkin tip yaklaşım 

 

Bu kısımda öncelikle Korovkin teoremi hatırlanacaktır. Daha sonra q-Stancu Beta 

operatörleri için Korovkin tip teorem verilecektir. 

 

3.2.1. Teorem (P. P. Korovkin Teoremi) 

 

Her n ∈ ℕ için 𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] şeklinde tanımlı (𝐿𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi 

olsun. Her bir 𝑖 = 0,1,2 için 𝑒𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖  olmak üzere, 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑖; ∙) − 𝑒𝑖‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 , 𝑖 = 0,1,2 

koşulları sağlanırsa, bu durumda [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

olan her 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için,  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓; ∙) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

olur [11]. 

 

3.2.2. Teorem  

 

(𝑞𝑛), her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑞𝑛 ∈ (0,1) ve lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olacak şekilde herhangi bir dizi olsun. Bu 

durumda her 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑟] için (𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑓, ∙))

𝑛∈ℕ
 lineer pozitif operatörler dizisi [0, 𝑟] 

aralığında 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsar. 

 

 



18 

 

İspat 

 

𝑖 = 0,1,2 için t bir parametre olmak üzere, 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖 Korovkin teoremindeki test 

fonksiyonları olsun. 

 

𝑖 = 0,1 için, Lemma 3.1.1 (i) ve (ii) den, 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒𝑖; ∙) − 𝑒𝑖‖𝐶[0,𝑟]

= 0 

olduğu açıktır. 

 

𝑖 = 2 için, Lemma 3.1.1 (iii) den, 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒2(𝑡); ∙) − 𝑒2‖

𝐶[0,𝑟]
= lim

𝑛→∞
max

0≤𝑥≤𝑟
|

𝑥([𝑛]𝑞𝑛𝑥+1)

([𝑛]𝑞𝑛−1)𝑞𝑛
− 𝑥2|           (3.3) 

𝑓(𝑥) =
𝑥([𝑛]𝑞𝑛𝑥+1)

([𝑛]𝑞𝑛−1)𝑞𝑛
− 𝑥2 ve eğer 

𝑐1 =
1

([𝑛]𝑞𝑛−1)𝑞𝑛
, 𝑐2 = [𝑛]𝑞𝑛

                 (3.4) 

alınırsa, 

𝑓(𝑥) = 𝑐1𝑥(𝑐2𝑥 + 1) − 𝑥2 olur ve 𝑥 ∈ [0, 𝑟] olmak üzere, 

𝑓(𝑥) = (𝑐1𝑐2 − 1)𝑥2 + 𝑐1𝑥 

olur. 

 

𝑓′(𝑥) = 2(𝑐1𝑐2 − 1)𝑥 + 𝑐1 = 0 

sağlanır. 

 

𝑥 = −
𝑐1

2(𝑐1𝑐2 − 1)
 

elde edilir. 

 

Şimdi 𝑐1 ve 𝑐2 yerine Eş.3.4’deki değerlerini yazarsak 

𝑥 = −
1

([𝑛]𝑞𝑛
− 1)𝑞𝑛

1

2 (
[𝑛]𝑞𝑛

([𝑛]𝑞𝑛−1)𝑞𝑛
) − 2

 

= −
1

2([𝑛]𝑞𝑛
− 𝑞𝑛[𝑛]𝑞𝑛

+ 𝑞𝑛)
< 0 

olur. 
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𝑓′(𝑥) > 0 olduğundan 𝑓 artan olup, maksimum değerini aralığın sağ uç noktasında alır. 

O halde, 

𝑐𝑛 = max
𝑥∈[0,𝑟]

|
𝑥([𝑛]𝑞𝑛

𝑥 + 1)

([𝑛]𝑞𝑛
− 1)𝑞𝑛

− 𝑥2| =
𝑟([𝑛]𝑞𝑛

𝑟 + 1)

([𝑛]𝑞𝑛
− 1)𝑞𝑛

− 𝑟2 

=
𝑟2([𝑛]𝑞𝑛

− 𝑞𝑛[𝑛]𝑞𝑛
+ 𝑞𝑛) + 𝑟

([𝑛]𝑞𝑛
− 1)𝑞𝑛

 

=

[𝑛]𝑞𝑛
[(1 − 𝑞𝑛 +

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

) 𝑟2 +
1

[𝑛]𝑞𝑛

𝑟]

[𝑛]𝑞𝑛
[𝑞𝑛 −

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

]
 

=
[(1 − 𝑞𝑛 +

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

) 𝑟2 +
1

[𝑛]𝑞𝑛

𝑟]

[𝑞𝑛 −
𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

]
 

elde edilir.  

 

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 =
[(1 − 𝑞𝑛 +

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

) 𝑟2 +
1

[𝑛]𝑞𝑛

𝑟]

[𝑞𝑛 −
𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

]
= 0 

olur. 

Dolayısıyla,  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒2(𝑡); ∙) − 𝑒2‖

𝐶[0,𝑟]
= 0  

bulunur. 

 

Sonuç olarak 

𝑖 = 0,1,2 için 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒𝑖; ∙) − 𝑒𝑖‖𝐶[0,𝑟]

= 0 

olup, Korovkin teoreminden [0, 𝑟] aralığı üzerinde her 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑟] için  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑓) − 𝑓‖

𝐶[0,𝑟]
= 0 

olur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.2.2. Not 

Eş.2.2’den, 𝑞𝑛 ≠ 1 için, 

[𝑛]𝑞𝑛
=

𝑞𝑛
𝑛−1

𝑞𝑛−1
. 
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1

[𝑛]𝑞𝑛

=
𝑞𝑛 − 1

𝑞𝑛
𝑛 − 1

=
𝑞𝑛 − 1

(𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛
𝑛−1 + 𝑞𝑛

𝑛−2 + ⋯ + 𝑞𝑛 + 1)
  

=
1

𝑞𝑛
𝑛−1 + 𝑞𝑛

𝑛−2 + ⋯ + 𝑞𝑛 + 1
 

yazılabilir ve 

lim
𝑛→∞

lim
𝑞𝑛→1

1

[𝑛]𝑞𝑛

= lim
𝑛→∞

lim
𝑞𝑛→1

1

𝑞𝑛
𝑛−1 + 𝑞𝑛

𝑛−2 + ⋯ + 𝑞𝑛 + 1
= lim

𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

bulunur. 

 

3.2.2. Doğrudan yaklaşım sonuçları 

 

3.2.1. Tanım 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝐵[0, ∞) olsun. 𝑓 fonksiyonunun birinci mertebeden süreklilik modülü 𝛿 > 0 için  

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup
0<ℎ≤𝛿

sup
0≤𝑥<∞

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|              (3.5) 

olarak tanımlıdır [12]. 

 

𝑓 fonksiyonunun ikinci mertebeden süreklilik modülü ise, 

𝜔2(𝑓, 𝛿) = sup
0<ℎ≤𝛿

sup
0≤𝑥<∞

|𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 2𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)|            (3.6) 

olarak tanımlıdır [12]. 

 

W2 ≔ {𝑔 ∈  𝐶𝐵[0, ∞): 𝑔′, 𝑔′′ ∈  𝐶𝐵[0, ∞)} olsun. 

𝛿 > 0 olsun.  

 

Her 𝑓 ∈  𝐶𝐵[0, ∞) için Peetre K-fonksiyoneli, 

𝐾2(𝑓, 𝛿) = 𝑖𝑛𝑓{‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛿‖𝑔′′‖ ∶ 𝑔 ∈  W2}             (3.7) 

olarak tanımlanır [12]. 

 

Her 𝑓 ∈  𝐶𝐵[0, ∞) için  

𝐾2(𝑓, 𝛿) ≤ 𝐶 𝜔2(𝑓, √𝛿), 𝛿 > 0                (3.8) 

koşulunu sağlayan bir pozitif 𝐶 sabiti vardır [12]. 
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3.2.3. Teorem 

 

𝑓 ∈  𝐶𝐵[0, ∞) ve 0 < 𝑞 < 1 olsun. O zaman her 𝑥 ∈ [0, ∞) ve 𝑛 ∈ ℕ  için  

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 𝐶 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑛(𝑥)) 

eşitsizliğini sağlayan bir 𝐶 > 0 sabiti vardır[4]. 

 

Burada,  

𝛿𝑛
2(𝑥) =

𝑥2(1−𝑞+
1

[𝑛]𝑞
)+𝑥

1

[𝑛]𝑞

𝑞−
𝑞

[𝑛]𝑞

 .                (3.9) 

 

İspat 

 

𝑔 ∈  𝑊2 olsun. Taylor açılımından 

𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) + ∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

𝑥
,  𝑡 ∈ [0, ∞) 

yazılabilir. 

 

Son eşitliğin her iki tarafına 𝐿𝑛
𝑞

 uygulanırsa 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑔(𝑡), 𝑥) = 𝐿𝑛

𝑞 (𝑔(𝑥); 𝑥) +  𝐿𝑛
𝑞 (𝑔′(𝑥)(𝑡 − 𝑥); 𝑥) + 𝐿𝑛

𝑞 (∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢; 𝑥
𝑡

𝑥

) 

elde edilir ve operatörün lineerlik özelliği kullanılırsa 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑔(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥)𝐿𝑛

𝑞 (1; 𝑥) + 𝑔′(𝑥)𝐿𝑛
𝑞 ((𝑡 − 𝑥); 𝑥) + 𝐿𝑛

𝑞 (∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢; 𝑥
𝑡

𝑥
)  

elde edilir. 

 

Lemma 3.1.1 (i) ve Lemma 3.1.2 (i) den 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑔(𝑡); 𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝐿𝑛

𝑞 (∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑑𝑢; 𝑥)
𝑡

𝑥

) 

bulunur. 

 

Son eşitlikte düzenleme yapılıp eşitliğin her iki tarafında mutlak değer alınırsa 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ |𝐿𝑛

𝑞 (∫ (𝑡 − 𝑢)𝑔′′
𝑡

𝑥

(𝑢)𝑑𝑢; 𝑥)| 

elde edilir. 
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Operatörün monoton özelliği ve belirli integralin özelliğinden 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)|      ≤ 𝐿𝑛

𝑞 (∫ |(𝑡 − 𝑢)𝑔′′(𝑢)|𝑑𝑢
𝑡

𝑥

; 𝑥) 

   ≤ 𝐿𝑛
𝑞 (∫ |𝑡 − 𝑢||𝑔′′(𝑢)|𝑑𝑢

𝑡

𝑥
; 𝑥) 

yazılabilir. 

 

Burada, 

𝑣 = 𝑡 − 𝑢, 𝑑𝑣 = −𝑑𝑢 

𝑢1 = 𝑥, 𝑣1 = 𝑡 − 𝑥 

𝑢2 = 𝑡,         𝑣2 = 𝑡 − 𝑡 = 0 ve 𝑥 < 𝑡 olsun. 

∫ |𝑡 − 𝑢|𝑑𝑢 = ∫ |𝑣|𝑑𝑣
0

𝑡−𝑥

= ∫ 𝑣𝑑𝑣 =
(𝑡 − 𝑥)2

2
≤ (𝑡 − 𝑥)2

𝑡−𝑥

0

𝑡

𝑥

 

‖𝑔′′‖ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,∞)|𝑔′′(𝑥)| olup her 𝑥 ∈ [0, ∞) için |𝑔′′(𝑥)| ≤ ‖𝑔′′‖ eşitsizliğinden 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛

𝑞 (∫ |𝑡 − 𝑢||𝑔′′(𝑢)|𝑑𝑢; 𝑥
𝑡

𝑥
) ≤ 𝐿𝑛

𝑞 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)‖𝑔′′‖  

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛

𝑞 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)‖𝑔′′‖             (3.10) 

elde edilir. 

 

Şimdi, 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) ifadesine terim ekleyip terim çıkartılırsa 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛

𝑞 (𝑓(𝑡); 𝑥) + 𝐿𝑛
𝑞 (𝑔(𝑡); 𝑥) −  𝐿𝑛

𝑞 (𝑔(𝑡); 𝑥) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)  

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) =  𝐿𝑛

𝑞 (𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡); 𝑥) −  (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) +  𝐿𝑛
𝑞 (𝑔(𝑡); 𝑥) − 𝑔(𝑥) 

𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛

𝑞 (𝑓 − 𝑔; 𝑥) − (𝑓 − 𝑔)(𝑥) + 𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)        (3.11) 

olur. 

 

Üçgen eşitsizliği Eş. 3.11’e uygulanırsa 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ | 𝐿𝑛

𝑞 (𝑓 − 𝑔; 𝑥) − (𝑓 − 𝑔)(𝑥)| + |𝐿𝑛
𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

≤ |𝐿𝑛
𝑞 (𝑓 − 𝑔; 𝑥)| + |(𝑓 − 𝑔)(𝑥)| + |𝐿𝑛

𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)|  

≤ |(𝑓 − 𝑔)(𝑥)| 𝐿𝑛
𝑞 (1; 𝑥) + |(𝑓 − 𝑔)(𝑥)| + |𝐿𝑛

𝑞 (𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)|       (3.12) 

elde edilir. 

 

Eş. 3.10, Eş. 3.12’ye uygulanırsa 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖ +  𝐿𝑛

𝑞 ((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)‖𝑔′′‖ 
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bulunur. 

 

Lemma 3.1.2 (ii) den 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖ + (

𝑥2 (1 − 𝑞 +
𝑞

[𝑛]𝑞
) + 𝑥

1

[𝑛]𝑞

𝑞 −
𝑞

[𝑛]𝑞

) ‖𝑔′′‖ 

≤ 2 (‖𝑓 − 𝑔‖ + (
𝑥2(1−𝑞+

𝑞

[𝑛]𝑞
)+𝑥

1

[𝑛]𝑞

𝑞−
𝑞

[𝑛]𝑞

 ) ‖𝑔′′‖)  

yazılabilir. 

 

Eş.3.9’dan 𝛿 = 𝛿𝑛
2 seçilirse 

≤ 2(‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛿𝑛
2‖𝑔′′‖) 

elde edilir. 

 

eşitsizliğin sağ tarafına 𝑔 ∈  𝑊2 üzerinden infimum alınırsa 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑖𝑛𝑓(‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛿𝑛

2‖𝑔′′‖)           (3.13) 

olur.  

 

Peetre K-fonksiyonelinin tanımı Eş. 3.13’e uygulanırsa 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝐾2(𝑓, 𝛿𝑛

2(𝑥))  

elde edilir. Eş.3.8’ den, 

|𝐿𝑛
𝑞 (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2 𝐶ω2(𝑓, 𝛿𝑛(𝑥)). 

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.2.3. Ağırlıklı yaklaşım 

 

𝑓, [0, ∞) üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥 ∈ [0, ∞) için  

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(1 + 𝑥2)               (3.14) 

olacak şekilde 𝑓 fonksiyonuna bağlı bir 𝑀𝑓 > 0 mevcut ise bu şekildeki tüm 𝑓 

fonksiyonların uzayına ağırlıklı uzay denir ve bu uzay 𝐵𝑥2[0, ∞) ile gösterilir. 

 

𝐵𝑥2[0, ∞) üzerindeki norm, her 𝑓 ∈  𝐵𝑥2[0, ∞) için 
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‖𝑓‖𝑥2 = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[0,∞)
|𝑓(𝑥)|

1+𝑥2               (3.15) 

ile tanımlıdır. 𝐵𝑥2[0, ∞) içindeki tüm sürekli fonksiyonların alt uzayı 𝐶𝑥2[0, ∞) ile 

gösterilsin. 𝑓 ∈ 𝐶𝑥2[0, ∞) ve  

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

1+𝑥2
                (3.16) 

limiti mevcut olacak şekildeki tüm 𝑓 fonksiyonların alt uzayı 𝐶∗
𝑥2[0, ∞) ile gösterilsin [4]. 

 

3.2.4. Teorem 

 

𝑓 ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0, ∞), ayrıca 𝑓′, 𝑓′′ ∈ 𝐶𝑥2

∗ [0, ∞) olsun. 𝐴 > 0 iken, [0, 𝐴] üzerinde, (𝑞𝑛), her n∈

ℕ için 𝑞𝑛 ∈ (0,1) ve lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olacak şekilde bir dizi olsun. Bu durumda aşağıdaki 

eşitlik sağlanır [4]. 

lim
𝑛→∞

[𝑛]𝑞𝑛
(𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)) =
𝑥(1 + 𝑥)

2
𝑓′′(𝑥) 

 

İspat 

 

Taylor formülünden 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) +
1

2
𝑓′′(𝑥)(𝑡 − 𝑥)2 + 𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2        (3.17) 

yazılabilir. 

 

Burada 𝑟(𝑡, 𝑥) kalan terim ve lim
𝑡→𝑥

𝑟(𝑡, 𝑥) = 0 dır. 

Eş.3.17’de düzenleme yapılıp, 𝐿𝑛
𝑞𝑛 operatörü eşitliğin her iki tarafına uygulanırsa 

𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 

𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝐿𝑛

𝑞𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)
𝑓′′(𝑥)

2
+ 𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) 

elde edilir. 

 

Son eşitliğin her iki tarafını [𝑛]𝑞𝑛
 ile çarparsak, 

[𝑛]𝑞𝑛
(𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)) = [𝑛]𝑞𝑛
𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥)𝑓′(𝑥) + [𝑛]𝑞𝑛
𝐿𝑛

𝑞𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)
𝑓′′(𝑥)

2
 

+[𝑛]𝑞𝑛
𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) 

bulunur. 
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Cauchy- Schwartz eşitsizliğinden, 

𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) ≤ √𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑟2(𝑡, 𝑥); 𝑥)√𝐿𝑛
𝑞𝑛((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥)         (3.18) 

elde edilir. 

𝑟2(∙, 𝑥) ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0, ∞) ve 𝑟2(𝑥, 𝑥) = 0 dır. Teorem 3.2.3’ten ve 𝑥 ∈ [0, 𝐴] olduğundan 

lim
𝑛→∞

𝐿𝑛
𝑞𝑛 (𝑟2(𝑡, 𝑥); 𝑥) = 𝑟2(𝑥, 𝑥) = 0            (3.19) 

bulunur. 

 

Eş.3.18, Eş.3.19 ve Lemma 3.1.3’ten faydalanılarak sıkıştırma teoreminden, 

lim
𝑛→∞

[𝑛]𝑞𝑛
𝐿𝑛

𝑞𝑛 (𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 0 

olur. 

 

Son olarak, Lemma 3.1.2 kullanılarak, 

lim
𝑛→∞

[𝑛]𝑞𝑛
(𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)) 

= lim
𝑛→∞

[𝑛]𝑞𝑛
(𝐿𝑛

𝑞𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥)𝑓′(𝑥) +
1

2
𝐿𝑛

𝑞𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)𝑓′′(𝑥) + 𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑟(𝑡, 𝑥)(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)) 

=
𝑥(1 + 𝑥)

2
𝑓′′(𝑥) 

elde edilir. 

 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

3.2.5. Teorem (Gadzhiev’ in ağırlıklı yaklaşım teoremi) 

 

(𝐿𝑛),  𝐶𝑥2[0, ∞)’dan 𝐵𝑥2[0, ∞)’a tanımlı lineer pozitif operatörlerin dizisi ve 𝑘 = 0,1,2 

için 𝑒𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘 olsun. Eğer 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑘; ∙) − 𝑒𝑘‖𝑥2 = 0, 𝑘 = 0,1,2            (3.20) 

ise, o zaman her 𝑓 ∈ 𝐶∗
𝑥2[0, ∞) için 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓; ∙) − 𝑓‖𝑥2 = 0 

dır [13,14]. 

 

Şimdi, q-Stancu-Beta operatörleri için Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremini verelim. 
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3.2.6. Teorem 

 

(𝑞𝑛), her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑞𝑛 ∈ (0,1) ve lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olacak şekilde herhangi bir dizi olsun. 

Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0, ∞) için, 

lim
 n→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑓; ∙) − 𝑓‖𝑥2 = 0 

olur [4]. 

 

İspat 

 

İspat Eş.3.20’deki koşullar gösterilerek yapılır. 

𝑣 = 0,1 için Lemma 3.1.1 (i), (ii) den, 

lim
 n→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒𝑣(𝑡); ∙) − 𝑒𝑣‖𝑥2 = 0             (3.21) 

olduğu açıktır. 

𝑣 = 2 için, Lemma 3.1.1 (iii) ve Eş.3.15’ ten, 

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒2(𝑡); ∙) − 𝑒2‖𝑥2 

≤ sup
𝑥∈[0,∞)

|[𝑛]𝑞𝑛
− 𝑞𝑛[𝑛]𝑞𝑛

+ 𝑞𝑛|

𝑞𝑛([𝑛]𝑞𝑛
− 1)

𝑥2

1 + 𝑥2
+ sup

𝑥∈[0,∞)

1

𝑞𝑛([𝑛]𝑞𝑛
− 1)

𝑥

1 + 𝑥2
 

≤ sup
𝑥∈[0,∞)

[𝑛]𝑞𝑛
(1 − 𝑞𝑛 +

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

)

[𝑛]𝑞𝑛
(𝑞𝑛 −

𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

)

𝑥2

1 + 𝑥2
+ sup

𝑥∈[0,∞)

1

𝑞𝑛([𝑛]𝑞𝑛
− 1)

𝑥

1 + 𝑥2
 

≤ sup
𝑥∈[0,∞)

(1−𝑞𝑛+
𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛
)

𝑞𝑛(1−
1

[𝑛]𝑞𝑛
)

𝑥2

1+𝑥2 + sup
𝑥∈[0,∞)

1

𝑞𝑛([𝑛]𝑞𝑛−1)

𝑥

1+𝑥2           (3.22) 

Eş. 3.22 de teoremin hipotezi dikkate alınırsa 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛
𝑞𝑛(𝑒2(𝑡); ∙) − 𝑒2‖𝑥2 = 0             (3.23) 

elde edilir. Teorem 3.2.5 dikkate alınarak, Eş.3.21 ve Eş.3.23’ den ispat tamamlanır. 
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4. İKİ DEĞİŞKENLİ q-STANCU-BETA TİP OPERATÖRLER 

 

Bu bölümde, Barbosu’nun [15] çalışmasındaki benzer teknik kullanılarak Özkan ve 

Korkmaz [5] tarafından tanımlanan ve çalışılan iki değişkenli q-Stancu-Beta tip 

operatörlerinin Volkov tip yaklaşım teoremi ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremleri 

incelenecektir. 

 

4.1. İki Değişkenli q-Stancu-Beta Tip Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

4.1.1. Tanım 

 

ℝ+ ≔ [0, ∞) olmak üzere,𝑓, ℝ+ × ℝ+ üzerinde tanımlı iki değişkenli reel değerli sürekli 

ve sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐴1, 𝐴2 > 0 ve 𝑞1, 𝑞2 ∈ (0,1) olmak üzere, her (𝑥, 𝑦) ∈

ℝ+ × ℝ+, 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ için iki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörler 

𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) =
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1+𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1+𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0
𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)𝑑𝑞2

𝑣𝑑𝑞1
𝑢

                   (4.1) 

şeklinde tanımlanır [5].  

 

Bu operatörler lineer pozitif operatörlerdir. 

 

𝑎, 𝑏 keyfi reel sabitleri ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶([0, ∞) × [0, ∞)) keyfi fonksiyonları için 

𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 ((𝑎𝑓 + 𝑏𝑔); 𝑥, 𝑦) = 𝑎𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓; 𝑥, 𝑦) + 𝑏𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑔; 𝑥, 𝑦) 

eşitliğinin sağlandığını gösterelim:  

𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 ((𝑎𝑓 + 𝑏𝑔); 𝑥, 𝑦) =
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

 

× (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 
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=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

 

× [𝑎𝑓(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣) +  𝑏𝑔(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)]𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑎𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 

+
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑏𝑔(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 

= 𝑎
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

 

+𝑏
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑔(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)

∞ 𝐴2⁄

0

∞ 𝐴1⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 

= 𝑎𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓; 𝑥, 𝑦) + 𝑏𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑔; 𝑥, 𝑦) 

elde edilir. Bu durumda, 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2  lineer operatördür. 

 

Her 𝑓 ∈ 𝐶([0, ∞) × [0, ∞)) için 𝑓 ≥ 0  olsun. Tanım 2.2.7’den 

𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) ≥ 0 olduğu açıktır. O halde 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2  pozitif operatördür. 

 

İki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörlerin tanımına eşdeğer olan yardımcı teorem 

aşağıdaki gibi verilebilir. 
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4.1.1. Lemma 

 

(i)L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) =  𝐿𝑛1
𝑥 (𝐿𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2); 𝑞1) 

(ii)L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) =  𝐿𝑛2

𝑦
(𝐿𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1); 𝑞2) 

eşitlikleri doğrudur [5]. 

 

Burada,  

𝐿𝑛1
𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1) 

≔
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 𝑓(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑠)𝑑𝑞1

𝑢 

                   (4.2) 

𝐿𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2) 

≔
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑓(𝑡, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)𝑑𝑞2

𝑣 

                   (4.3) 

İspat 

 

(i) 𝐿𝑛1
𝑥 (𝐿𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2); 𝑞1) 

 

= 𝐿𝑛1
𝑥 (

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑓(𝑡, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣)𝑑𝑞2

𝑣;  𝑞1) 

olup burada  𝐿𝑛1
𝑥 ’in lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
 𝐿𝑛1

𝑥
∞ 𝐴2⁄

0

(𝑓(𝑡, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣);  𝑞1)𝑑𝑞2

𝑣 

                   (4.4) 

elde edilir. Eş.4.4 ve Eş. 4.2 birlikte düşünülürse 

=
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

 

×
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 𝑓(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣 )𝑑𝑞1
𝑢𝑑𝑞2

𝑣 

son ifade düzenlenirse 
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=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞ 𝐴2⁄

0

∞/𝐴1

0

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣 )𝑑𝑞2

𝑣𝑑𝑞1
𝑢    

= L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) 

elde edilir. 

 

(ii) 𝐿𝑛2

𝑦
(𝐿𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1); 𝑞2) 

= 𝐿𝑛2

𝑦 (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 𝑓(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑠 )𝑑𝑞1

𝑢; 𝑞2) 

olup burada, 𝐿𝑛2

𝑦
’nin lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

𝐿𝑛2

𝑦
 (𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑠 ); 𝑞2)𝑑𝑞1
𝑢 

                   (4.5) 

elde edilir. Eş. 4.5 ve Eş. 4.3 birlikte düşünülürse 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 

×
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑓(𝑞1
[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣 )𝑑𝑞2
𝑣𝑑𝑞1

𝑢 

elde edilir. 

 

Son ifade düzenlenirse 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

 

× ∫ ∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞ 𝐴2⁄

0

∞/𝐴1

0

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1
𝑓(𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥𝑢, 𝑞2
[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣 )𝑑𝑞2

𝑣𝑑𝑞1
𝑢    

= L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) 

elde edilir. 

 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4.1.2. Lemma 

 

𝑒𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  iki boyutlu test fonksiyonları olmak üzere, Eş.4.1’de tanımlanan operatör 

için aşağıdaki eşitlikler doğrudur [5]. 

(i) L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒00; 𝑥, 𝑦) = 1        

(ii) L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒10; 𝑥, 𝑦) = 𝑥        

(iii) L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒01; 𝑥, 𝑦) = 𝑦        

(iv) L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒20; 𝑥, 𝑦) =  
𝑥([𝑛1]𝑞1𝑥+1)

𝑞1([𝑛1]𝑞1−1)
       

(v) L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒02; 𝑥, 𝑦) =
𝑦([𝑛2]𝑞2𝑦+1)

𝑞2([𝑛2]𝑞2−1)
        

 

İspat 

 

(i)  𝑒00(𝑡, 𝑠) = 𝑡0𝑠0 = 1 için, 

Lemma 4.1.1 (i) den 

L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (1; 𝑥, 𝑦) =  𝐿𝑛1
𝑥 (𝐿𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2, 𝑥, 𝑦); 𝑞1, 𝑥, 𝑦) 

= 𝐿𝑛1
𝑥 (

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣) 

yazılabilir. 𝐿𝑛1
𝑥 ’nin lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫ 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦)

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣 

= 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣 

Lemma 3.1.1 (i)’den ve Lemma 4.1.1’de Eş.4.2’den 

= (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 𝑑𝑞1
𝑢) . 1 

Lemma 3.1.1 (i)’den 

= 1 

elde edilir. 
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(ii) 𝑒10(𝑡, 𝑠) = 𝑡1𝑠0 = 𝑡 için, 

Lemma 4.1.1 (ii) den 

L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑡; 𝑥, 𝑦) =  𝐿𝑛2

𝑦
(𝐿𝑛1

𝑥 (𝑡; 𝑞1, 𝑥, 𝑦); 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= 𝐿𝑛2

𝑦 (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥
𝑢 𝑑𝑞1

𝑢) 

yazılabilir. 𝐿𝑛2

𝑦
’ nin lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫ 𝐿𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2, 𝑥, 𝑦)
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥
𝑢 𝑑𝑞1

𝑢 

= 𝐿𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2, 𝑥, 𝑦) (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1

∞/𝐴1

0

 𝑑𝑞1
𝑢) 

Eş.4.3 ve Lemma 3.1.1 (ii)’den 

= (
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣) 𝑥 

Lemma 3.1.1 (i)’den 

= 1. 𝑥 = 𝑥 

elde edilir. 

 

(iii) 𝑒01 = 𝑡0𝑠1 = 𝑠 için, 

Lemma 4.1.1 (i)’den 

L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑛1
𝑥 (𝐿𝑛2

𝑦 (𝑠; 𝑞2, 𝑥, 𝑦); 𝑞1, 𝑥, 𝑦) 

𝐿𝑛1
𝑥 (

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦
𝑣 𝑑𝑞2

𝑣) 

yazılabilir. 𝐿𝑛1
𝑥 ’in lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫ 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦)

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦
𝑑𝑞2

𝑣 

= 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦) (

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦
𝑑𝑞2

𝑣) 

Eş.4.2 ve Lemma 3.1.1 (ii)’den 
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= (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1
  𝑑𝑞1

𝑢 
∞/𝐴1

0

) 𝑦 

Lemma 3.1.1 (i)’den 

= 1. 𝑦 

= 𝑦 

elde edilir. 

 

(iv)  𝑒20 = 𝑡2𝑠0 = 𝑡2 için, 

Lemma 4.1.1 (ii)’den 

L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑒20; 𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑛2

𝑦
(𝐿𝑛1

𝑥 (𝑡2; 𝑞1, 𝑥, 𝑦); 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= 𝐿𝑛2

𝑦 (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1
𝑞1

2[𝑛1]𝑞1𝑥
𝑢2 𝑑𝑞1

𝑢 
∞/𝐴1

0

) 

𝐿𝑛2

𝑦
’in lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝑞1

2[𝑛1]𝑞1𝑥
∫ 𝐿𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2, 𝑥, 𝑦)
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥+1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1
 𝑑𝑞1

𝑢 
∞/𝐴1

0

 

= 𝐿𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2, 𝑥, 𝑦)
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

𝑞1

2[𝑛1]𝑞1𝑥
∫

𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥+1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1
 𝑑𝑞1

𝑢 
∞/𝐴1

0

 

Eş.4.3 ve Lemma 3.1.1(iii)’den 

= (
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑑𝑞2
𝑣) (

𝑥([𝑛1]𝑞1
𝑥 + 1)

𝑞1([𝑛1]𝑞1
− 1)

) 

Lemma 3.1.1 (i)’den 

= 1.
𝑥([𝑛1]𝑞1

𝑥 + 1)

𝑞1([𝑛1]𝑞1
− 1)

 

=  
𝑥([𝑛1]𝑞1

𝑥 + 1)

𝑞1([𝑛1]𝑞1
− 1)

 

elde edilir. 

 

(v)  𝑒02 = 𝑡0𝑠2 = 𝑠2 için, 

Lemma 4.1.1 (i)’den  

L𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑠2; 𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑛1
𝑥 (𝐿𝑛2

𝑦 (𝑠2; 𝑞2, 𝑥, 𝑦); 𝑞1, 𝑥, 𝑦) 
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= 𝐿𝑛1
𝑥 (

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦−1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

𝑞2
2[𝑛2]𝑞2𝑦𝑣2 𝑑𝑞2

𝑣) 

𝐿𝑛1
𝑥 ’in lineerliğinden 

=
𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2

𝑦)𝑞2
2[𝑛2]𝑞2𝑦

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫ 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦)

𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦+1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

 𝑑𝑞2
𝑣 

= 𝐿𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1, 𝑥, 𝑦)

𝐾(𝐴2, [𝑛2]𝑞2
𝑦)𝑞2

2[𝑛2]𝑞2𝑦

𝐵𝑞2
([𝑛2]𝑞2

𝑦, [𝑛2]𝑞2
+ 1)

∫
𝑣[𝑛2]𝑞2𝑦+1

(1 + 𝑣)𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦+[𝑛2]𝑞2+1

∞ 𝐴2⁄

0

 𝑑𝑞2
𝑣 

Eş.4.2 ve Lemma 3.1.1 (iii)’den 

=  (
𝐾(𝐴1, [𝑛1]𝑞1

𝑥)

𝐵𝑞1
([𝑛1]𝑞1

𝑥, [𝑛1]𝑞1
+ 1)

∫
𝑢[𝑛1]𝑞1𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥+[𝑛1]𝑞1+1
  𝑑𝑞1

𝑢 
∞/𝐴1

0

) (
𝑦([𝑛2]𝑞2

𝑦 + 1)

𝑞2([𝑛2]𝑞2
− 1)

) 

Lemma 3.1.1 (i)’den 

= 1.
𝑦([𝑛2]𝑞2

𝑦 + 1)

𝑞2([𝑛2]𝑞2
− 1)

 

elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.1 

 

𝑒𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  iki boyutlu test fonksiyonları olmak üzere, Eş.4.1’de tanımlanan operatör 

için aşağıdaki eşitlikler doğrudur [5]. 

i) 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 ((𝑒10 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) =
𝑥2(1−𝑞1,𝑛1+

𝑞1,𝑛1
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

)+𝑥
1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1

(𝑞1,𝑛1− 
𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1

)

 

ii) 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 ((𝑒01 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) =
𝑦2(1−𝑞2,𝑛2+

𝑞2,𝑛2
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

)+𝑦
1

[𝑛2]𝑞2,𝑛2

(𝑞2,𝑛2− 
𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2

)

 

 

Lemma 4.1.2 kullanılarak küçük bir hesaplamayla kolaylıkla görülebilir. 

 

4.2. İki Değişkenli q-Stancu-Beta Tip Operatörlerin Yaklaşımı 

 

Bu bölümde, Özkan ve Korkmaz [5] tarafından verilen iki değişkenli q-Stancu-Beta tip 

operatörlerinin düzgün yakınsaklığı incelenmiştir. 



35 

 

 

 

İlk önce Volkov’un [16] iki değişkenli fonksiyonlar için verdiği düzgün yakınsaklık 

teoremini hatırlayalım. 

 

4.2.1.Volkov tip teorem 

 

4.2.1. Teorem (Volkov teoremi) 

 

𝐴, ℝ2′de kapalı ve sınırlı bir bölge, 𝐶(𝐴), bu 𝐴 bölgesinde tanımlı sürekli ve reel değerli 𝑓 

fonksiyonların kümesi ve 𝐿𝑛,𝑚(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦), 𝐶(𝐴) üzerinde tanımlı bir lineer pozitif 

operatörler dizisi olsun. 

𝑓0 = 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 1 

𝑓1 = 𝑒10(𝑡, 𝑠) = 𝑡 

𝑓2 = 𝑒01(𝑡, 𝑠) = 𝑠 

𝑓3 = 𝑒20(𝑡, 𝑠) + 𝑒02(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 + 𝑠2 

olmak üzere, (𝐿𝑛,𝑚) lineer pozitif operatörler dizisi  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖
𝐶(𝐴)

= 0 ,            𝑖 = 0,1,2,3  

koşullarını sağlıyorsa bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐴) için 𝐴 üzerinde 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓) − 𝑓‖
𝐶(𝐴)

= 0 

gerçeklenir [16]. 

 

4.2.2. Teorem 

 

0 < 𝑞1,𝑛1,𝑞2,𝑛2
≤ 1 olmak üzere, (𝑞1,𝑛1

) (𝑞2,𝑛2
) dizileri 

lim
𝑛1→∞

𝑞1,𝑛1
= 1 , lim

𝑛2→∞

𝑞2,𝑛2
= 1               (4.6) 

koşullarını gerçekliyorsa, her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) için, (𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓; 𝑥, 𝑦)) operatörler dizisi 𝐼 

üzerinde 𝑓(𝑥, 𝑦)’ye düzgün yakınsaktır [5]. 

 

İspat 

 

Bu teoremin ispatında Teorem 4.2.1 kullanılacağından öncelikle 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖
𝐶(𝐴)

= 0 ,            𝑖 = 0,1,2,3  
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şartlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

Öte yandan, 𝐶(𝐼) uzayındaki normun 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 − 𝑓‖
𝐶(𝐼)

= lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

şeklinde tanımlandığı biliniyor. O halde, 

 

i) Lemma 4.1.2 (i)’den 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (1; 𝑥, 𝑦) − 1| = 0 

olduğu açıktır. 

ii) Lemma 4.1.2 (ii)’den ve Eş.4.6’dan 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥|  = lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑥 − 𝑥| = 0 

bulunur. 

 

iii) Lemma 4.1.2 (ii) ve Eş.4.6’dan 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

 max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑠;  𝑥, 𝑦) − 𝑦|  =  lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑦 − 𝑦| = 0 

bulunur. 

 

iv) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟1 olsun. 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
𝑥∈[0,𝑟1]

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡2, 𝑥, 𝑦) − 𝑥2| = lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
𝑥∈[0,𝑟1]

|
𝑥 ([𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑥 + 1)

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
− 𝑥2| 

sağlanır. 

 

𝑓𝑛1
(𝑥) =  

𝑥([𝑛1]𝑞1,𝑛1
𝑥+1)

𝑞1,𝑛1([𝑛1]𝑞1,𝑛1
−1)

− 𝑥2 ve 

𝑐1 =
1

𝑞1,𝑛1([𝑛1]𝑞1,𝑛1
−1)

,       𝑐2 = [𝑛1]𝑞1,𝑛1
              (4.7) 

olsun. 

 

O halde, 𝑥 ∈ [0, 𝑟1] için, 

𝑓𝑛1
(𝑥) = 𝑐1𝑥(𝑐2𝑥 + 1) − 𝑥2 

𝑘𝑛1
= max

𝑥∈[0,𝑟1]
|𝑓𝑛1

(𝑥)| olur. 

𝑓𝑛1

′(𝑥) = 2𝑐1𝑐2𝑥 + 𝑐1 − 2𝑥 = 0  ise, 
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𝑥 =
−𝑐1

2(𝑐1𝑐2 − 1)
 

olur. 

 

Son eşitlikte Eş.4.7 kullanılırsa, 

𝑥 =

−1

𝑞1,𝑛1([𝑛1]𝑞1,𝑛1
−1)

2([𝑛1]𝑞1,𝑛1
− 𝑞1,𝑛1[𝑛1]𝑞1,𝑛1

+1)

𝑞1,𝑛1([𝑛1]𝑞1,𝑛1
−1)

= −
1

2 ([𝑛1]𝑞1,𝑛1
−  𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1
+ 1)

< 0 

olup bu nokta kritik noktadır. 

 

Her 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑛1

′(𝑥) > 0 olduğundan fonksiyon artan olup, 𝑓𝑛1
fonksiyonu maksimum 

değerini aralığın sağ uç noktasında alır. 

 

O halde, 

𝑘𝑛1
= max

𝑥∈[0,𝑟1]
|

𝑥 ([𝑛1]𝑞1,𝑛1
𝑥 + 1)

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
− 𝑥2| = max

𝑥∈[0,𝑟1]
|
(1 − 𝑞1,𝑛1

)𝑥2

𝑞1,𝑛1

+
𝑥

𝑞1,𝑛1
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

| 

≤
(1 − 𝑞1,𝑛1

)

𝑞1,𝑛1

𝑟1
2 +

1

𝑞1,𝑛1
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑟1 

ve sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛1→∞

(
(1 − 𝑞1,𝑛1

)

𝑞1,𝑛1

𝑟1
2 +

1

𝑞1,𝑛1
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑟1) = 0 

lim
𝑛1→∞

𝑘𝑛1
= 0 olur. 

 

v) 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑟2 olsun. 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
𝑦∈[0,𝑟2]

|𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑠2, 𝑥, 𝑦) − 𝑦2| 

= lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
𝑦∈[0,𝑟2]

|
𝑦 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑦 + 1)

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
− 𝑦2| 

sağlanır. 

𝑓𝑛2
(𝑦) =

𝑦([𝑛2]𝑞2,𝑛2
𝑦+1)

𝑞2,𝑛2([𝑛2]𝑞2,𝑛2
−1)

− 𝑦2 olsun ve 

𝑐3 =
1

𝑞2,𝑛2([𝑛2]𝑞2,𝑛2
−1)

,       𝑐4 = [𝑛2]𝑞2,𝑛2
               (4.9) 
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şeklinde ifade edilsin. 

 

O halde, 𝑦 ∈ [0, 𝑟2] için, 

𝑓𝑛2
(𝑦) = 𝑐3𝑦(𝑐4𝑦 + 1) − 𝑦2 

olur ve 

𝑚𝑛2
= max

𝑦∈[0,𝑟2]
|𝑓𝑛2

(𝑦)| sağlanır. Ve 

𝑦 =
−𝑐3

2(𝑐3𝑐4 − 1)
 

elde edilir. 

 

Son eşitlikte Eş.4.9 kullanılırsa, 

𝑦 =

−1

𝑞2,𝑛2([𝑛2]𝑞2,𝑛2
−1)

2([𝑛2]𝑞2,𝑛2
−𝑞2,𝑛2[𝑛2]𝑞2,𝑛2

+1)

𝑞2,𝑛2([𝑛2]𝑞2,𝑛2
−1)

= −
1

2 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2
− 𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2
+ 1)

< 0 

                 (4.10) 

olur ve bu nokta kritik noktadır. 

 

Her 𝑦 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑛2

′(𝑦) > 0 olduğundan fonksiyon artan olup 𝑓𝑛2
 fonksiyonu maksimum 

değerini aralığın sağ uç noktasında alır. 

O halde, 

𝑚𝑛2
= max

𝑦∈[0,𝑟2]
|
𝑦 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑦 + 1)

𝑞2 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2
− 1)

− 𝑦2| = max
𝑦∈[0,𝑟2]

|
(1 − 𝑞2,𝑛2

)𝑦2

𝑞2,𝑛2

+
𝑦

𝑞2,𝑛2
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

| 

≤
(1 − 𝑞2,𝑛2

)𝑟2
2

𝑞2,𝑛2

+
𝑟2

𝑞2,𝑛2
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

 

lim
𝑛2→∞

(
(1 − 𝑞2,𝑛2

)

𝑞2,𝑛2

𝑟2
2 +

1

𝑞2,𝑛2
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑟2) = 0 

ve sıkıştırma teoreminden  

lim
𝑛2→∞

𝑚𝑛2
= 0 dır. 

 

Dolayısıyla (i), (ii), (iii), (iv), (v) ifadeleri, Teorem 4.1.1’de ki şartları sağladığından 

(𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓; 𝑥, 𝑦)) operatörler dizisi, 𝑓(𝑥, 𝑦)’ ye düzgün yakınsaktır. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 
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4.2.2. Ağırlıklı yaklaşım 

 

Bu bölümde, Özkan ve Korkmaz [5] tarafından verilen iki değişkenli q-Stancu-Beta tip 

operatörlerinin Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremi verilmiştir. 

 

𝜌: [0, ∞) × [0, ∞) → ℝ , 𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 iki değişkenli ağırlık fonksiyonu olsun. 

𝐵𝜌ile [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde tanımlı, her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, ∞) × [0, ∞) için 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥, 𝑦), 𝑀𝑓 > 0 şartını sağlayan reel değerli fonksiyonların uzayı 

gösterilsin. 

 

𝐶𝜌ise, 𝐵𝜌nun tüm sürekli 𝑓 fonksiyonlarının alt uzayını göstersin. 

𝐶𝜌 ve 𝐵𝜌 uzayları üzerindeki norm her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌(veya 𝐵𝜌) için 

‖𝑓‖𝜌 = sup
𝑥,𝑦≥0

|𝑓(𝑥,𝑦)|

𝜌(𝑥,𝑦)
               (4.11) 

olarak tanımlıdır. 

 

𝐶𝜌
0 ile de lim

√𝑥2+𝑦2→∞

𝑓(𝑥,𝑦)

𝜌(𝑥,𝑦)
< ∞ 

olacak şekildeki bütün 𝑓 fonksiyonlarının 𝐶𝜌içindeki alt uzayı gösterilsin. 

 

4.2.1. Lemma 

 

(𝐿𝑛1,𝑛2
)

𝑛1,𝑛2∈ℕ
, 𝐶𝜌’dan 𝐵𝜌’ ya tanımlı herhangi bir lineer pozitif operatörlerin dizisi olsun. 

Bu durumda  

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝜌)‖

𝜌
≤ 𝑀  

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 reel sayısı mevcuttur. 

 

Gadzhiev, aşağıdaki ağırlıklı yaklaşım teoremini vermiştir [13,14]. 

 

4.2.3. Teorem 

 

𝑓0 = 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 1, 𝑓1 = 𝑒10(𝑡, 𝑠) = 𝑡, 𝑓2 = 𝑒01(𝑡, 𝑠) = 𝑠, 

𝑓3 = 𝑒20(𝑡, 𝑠) + 𝑒02(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 + 𝑠2 
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İki değişkenli test fonksiyonları ve (𝐿𝑛1,𝑛2
)

𝑛1,𝑛2∈ℕ
 𝐶𝜌’dan 𝐵𝜌’ya lineer pozitif 

operatörlerin herhangi bir dizisi olsun. Eğer (𝐿𝑛1,𝑛2
)

𝑛1,𝑛2∈ℕ
 operatörler dizisi 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖

𝜌
= 0, 𝑖 = 0,1,2,3 

şartlarını sağlar ise, bu durumda her f ∈ 𝐶𝜌
0 için 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝑓) − 𝑓‖

𝜌
= 0  

limiti doğrudur [5]. 

 

(𝑎𝑛1
)

𝑛1∈ℕ
 ve (𝑏𝑛2

)
𝑛2∈ℕ

 

lim
𝑛1→∞

𝑎𝑛1
= ∞, lim

𝑛2→∞
𝑏𝑛2

= ∞ 

olacak şekilde reel sayı dizileri olsun. 𝐼𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
 ile  

𝐼𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
= {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑛1

, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏𝑛2
}  

olarak tanımlı bölge gösterilsin. 

 

Aşağıda tanımlı lineer pozitif operatörü ele alalım: 

�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓; 𝑥, 𝑦) = {
𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 (𝑓; 𝑥, 𝑦)      , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2

𝑓(𝑥, 𝑦)                   , (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐼𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2

 

                 (4.13) 

 

4.2.4. Teorem 

 

0 < 𝑞1,𝑛1,𝑞2,𝑛2
< 1 olmak üzere(𝑞1,𝑛1

), (𝑞2,𝑛2
) Eş.4.6’daki koşulları sağlayan diziler, 

�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 , Eş. 4.13 ile tanımlı lineer pozitif operatörlerin dizisi olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
0 için  

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓) − 𝑓‖
𝜌

= 0  

doğrudur [5]. 

 

İspat 

 

�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2  operatörünün 𝐶𝜌’dan 𝐵𝜌’ya bir operatör olduğunu göstermeliyiz. 

Lemma 4.1.2 dikkate alınarak 
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‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝜌)‖
𝜌

= sup
𝑥,𝑦≥0

|�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (1 + 𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ 1 + sup
(𝑥,𝑦)∈𝐼𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

|1 + 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑠2; 𝑥, 𝑦)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ 1 + sup
(𝑥,𝑦)∈𝐼𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
{1 +

𝑥 ([𝑛1]𝑞1,𝑛1
𝑥 + 1)

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
+

𝑦 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2
𝑦 + 1)

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
} 

≤ 1 + {1 +
2[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
+

2[𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
} 

≤ 6. 

 

Böylece �̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 , 𝐶𝜌’dan 𝐵𝜌’ya bir lineer operatördür. İspatı tamamlayabilmek için 

Teorem 4.2.3’ün şartlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

 

Lemma 4.1.2 dikkate alınarak, 𝑖 = 0,1,2 için 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖
𝜌

= 0             (4.14) 

olduğu açıktır. 

Lemma 4.1.2 tekrar dikkate alınarak 

‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓3) − 𝑓3‖
𝜌

= sup
𝑥,𝑦≥0

|�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ sup
(𝑥,𝑦)∈𝐼𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
{|

𝑥 ([𝑛1]𝑞1,𝑛1
𝑥 + 1)

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
− 𝑥2| + |

𝑦 ([𝑛2]𝑞2,𝑛2
𝑦 + 1)

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
− 𝑦2|} 

≤
|[𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 𝑞1,𝑛1
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 𝑞1,𝑛1
|

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
+

1

𝑞1,𝑛1
([𝑛1]𝑞1,𝑛1

− 1)
 

+
|[𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 𝑞2,𝑛2
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 𝑞2,𝑛2
|

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
+

1

𝑞2,𝑛2
([𝑛2]𝑞2,𝑛2

− 1)
 

                 (4.15) 

elde edilir. 
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Eş. 4.15’ten 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓3) − 𝑓3‖
𝜌

= 0             (4.16) 

bulunur. Eş.4.14 ve Eş.4.16’dan, Teorem 4.2.3’ün hipotezleri sağlanır.  

 

Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝑔
0 için, 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖�̃�𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓) − 𝑓‖
𝜌

= 0 

elde edilir. 
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5. SONUÇLAR 

 

Bu tezde, tek ve iki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörlerin yaklaşım özellikleri 

çalışılmıştır. Teorem 3.2.2’de tek değişkenli operatörlerin düzgün yakınsaklığı Korovkin tip 

bir teoremle araştırılmıştır. Teorem 3.2.3’ de tek değişkenli operatörlerin yakınsama oranı 

ikinci mertebeden süreklilik modülü yardımıyla hesaplanmıştır. Teorem 3.2.4’ de tek 

değişkenli operatör için asimptotik bir formül verilmiştir. Teorem 3.2.6’da tek değişkenli 

operatörler için Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremi verilmiştir. Teorem 4.2.2’de iki 

değişkenli operatörlerin düzgün yakınsaklığı Volkov tip bir teoremle araştırılmıştır.  

 

Son olarak, Teorem 4.2.4’ de iki değişkenli operatörlerin Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım 

teoremi incelenmiştir. 

 

Özetle, bu tezde Aral ve Gupta [4] ve Özkan ve Korkmaz [5] tarafından tanımlanan ve 

çalışılan sırasıyla tek ve iki değişkenli q-Stancu-Beta tip operatörlerinin yaklaşım özellikleri 

araştırılmıştır. 
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