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ÖZET 

 Gruplardaki birleşme özelliğinin bir otomorfizma yardımıyla zayıflatılarak grupların 

genelleştirilmesi sayılabilecek olan dönerli gruplar [1,2] de tanımlanmıştır. Gruplarda 

olduğu gibi dönerli gruplarda da dönerli grubun işlemini ve ters işlemi sürekli yapan 

topolojiler tanımlanarak topolojik dönerli gruplar elde edilebilmektedir. Bu çalışmada da 

topolojik dönerli grupların bazı özellikleri ve topolojik gruplardan ayrıldığı noktalar 

incelenmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

Auto (G,⊕)                                             G den G ye otomorfizma grubunun bir alt grubu 

 

Aut(G,⊕)                                               G den G ye otomorfizmaların grubu 

 

�̅�                                                         A kümesinin kapanışı 

 

Ao                                                       A kümesinin iç noktalarının kümesi 

 

A x B                                                  A ile B kümesinin Kartezyen çarpımı  

 

N(x)                                                     x noktasının komşuluklar ailesi 

 

(X, τ)                                                   X topolojik uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

Cebir ve topolojinin ortak katkı ile geliştirdiği konulardan biri topolojik gruplardır. Bir 

gruptan topolojik grup üretildiği gibi, grup yapısına benzeyen bir cebirsel yapıdan da bir  

topolojik grup üretilebilmektedir. Bu cebirsel yapılardan biri de dönerli gruplardır. 

Gruplarla benzer özellikleri taşıyan dönerli gruplarla ilgili yapılan çalışmaların önemli bir 

kısmı A. A. Ungar’a aittir. Dönerli grup tanımı Ungar tarafından 1988 yılında “ Thomas 

Rotation and the Parametrization of The Lorentz Transformation Group” ve 1990 yılında                    

“Weakly Associative Groups” adıyla yayınlanan makalelerde yapılmıştır. Önemli dönerli 

gruplardan olan Möbius dönerli grubu ile ilgili ilk çalışmaları yapan da A. A. Ungar’dır. 

Möbius toplamının bir dönerli grup işlemi olduğunu inceleyen Ungar, Möbius dönerli 

grubuyla ilgili çalışmalara 1988 de başlamış ve bu çalışmalarına [1] ve [2]’ de yer vermiştir. 

Möbius toplamında olduğu gibi Einstein toplamının da bir dönerli grup işlemi olduğu A.A. 

Ungar tarafından 2001 senesinde “Beyond the Einstein Addition Law and its Gyroscopic 

Thomas precession” ismiyle yayınlanan çalışmada incelenmiştir. A.A.Ungar sonraki 

senelerde yaptığı dönerli gruplarla ilgili çalışmalarına [3] ‘de yer vermiş ve dönerli grupların 

cebirsel özellikleri araştırılmaya devam edilmiştir.  

Topolojik gruplarda olduğu gibi dönerli grupların da topoloji ile ilişkisi hakkında çalışmalar 

yapılmaktadır. R. Lal ve Akhilesh C.Yadav sağ topolojik dönerli gruplarla ilgili  araştırma 

yapanlardandır. W. Atipontrat 2017’de yayınladığı makale [4] ile dönerli grup işlemi ile ters 

dönüşüm fonksiyonlarını sürekli kılan topolojiler yardımıyla dönerli grupların topolojisi 

hakkında çalışmalar ortaya koymuş ve topolojik dönerli grup tanımını yaparak topolojik 

özeliklerini incelemiştir. 

Bu tezde ise, ikinci bölümde topolojik uzay, metrik uzay ve grup teorisine ait bazı  kavramlar 

ve sonraki bölümlerde karşılaşılacak teorem ve önermelere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise, bir küme üzerinde tanımlı ⊕ işleminin grup özelliklerinden sol birim 

ve sol ters özelliklerine sahip olan, sol döngü özelliğini ve gruptaki birleşme özelliğinden 

daha zayıf bir yapı olan sol dönerli birleşme özelliğini sağlayan dönerli grup tanımı  

yapılmıştır. önerli grupların cebirsel özellikleri ile ilgili bazı teoremlere ve ispatlarına yer 
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verilmiştir. Dönerli grupla ilişkili eş dönerli grup tanımlanmış ve bazı özelliklerine yer 

verilerek, dönerli grupların gruplardan farklı olan 1. ve 2. sağ kısaltma kuralına değinilmiştir. 

Dördüncü bölümde;  [5-7] ‘den semitopolojik grup, paratopolojik grup,  quasitopolojik grup 

ve topolojik grup tanımlanmış ve bazı örnekler verilmiştir. Beşinci bölümün ayrıldığı 

topolojik dönerli gruplarla karşılaştırma imkanı olması için; topolojik dönerli grupların 

belirtilen özelliklerine parelel olan topolojik grup özellikleri teoremlerle verilmiş ve ispatları 

yapılmıştır. Topolojik grupların metrikleştirilebilir olma ve tamamen düzenli olma 

durumuna  Birkhoff- Kakutani teoreminden yararlanılarak değinilmiştir. 

Beşinci bölümde ise; topolojik dönerli gruplarla ilgi W. Atipontrat’ın “ Topological  

Gyrogroups : Generalization of topological groups, Topology and its Applications” 

makalesine yer verilmiştir. Burada açık bırakılan sorulara değinilmiştir. Möbius dönerli 

grubu ve Einstein dönerli grubuna yer verilerek topolojik dönerli grup olmaları na yer 

verilmiştir. 

Altıncı bölümde ise sonuç ve öneriler bulunmaktadır. 
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2. BAZI TANIM VE TEOREMLER 

İki alt başlık bulunan bu bölümde ilk başlıkta sonraki bölümlerde ihtiyaç duyulabilecek 

topolojik ve metrik uzaylarla ile ilgili bazı kavram ve teoremler bulunmaktadır. Bunlar [13]’  

de yer almaktadır. 

İkinci başlıkta ise gruplarla ilgili bazı temel kavramlara değinilmiştir. 

2.1. Bazı Topolojik Tanım ve Teoremler 

Bu başlıkta bazı topolojik ve metrik uzay kavram, tanım ve teoremleri verilecektir. 

2.1.1. Tanım 

X herhangi bir küme olmak üzere τ, X in alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer, 

(T1) ∅, X ∈ τ 

(T2) τ ailesinin herhangi sonlu sayıdaki elemanının arakesiti τ ailesine aittir. 

(T3) τ ailesinin herhangi  bir alt ailesindeki kümelerin birleşimi τ ailesindedir.      

koşulları sağlanıyorsa, τ ailesine X kümesi üzerinde bir topoloji, (X, τ) ikilisine de bir  

topolojik uzay denir. 

2.1.2. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay olsun. τ ailesine ait X uzayının her A alt kümesine açık küme denir. 

Eğer X – A kümesi τ ailesine ait ise A alt kümesine kapalı küme denir. 

2.1.3. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay ve A ile N kümeleri X uzayının iki alt kümesi olsun. Eğer,                               

A   U   N olacak biçimde τ ailesine ait bir U kümesi varsa, N alt kümesine A kümesinin 
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bir komşuluğu denir. Yalnız bir elemandan oluşan {x} kümesinin bir komşuluğuna ise                  

x ∈ X noktasının bir komşuluğu denir. 

(X, τ) topolojik uzayının x ∈ X noktasının bütün komşuluklarının oluşturduğu aileye x in 

komşuluklar ailesi denir ve N(x) ile gösterilir. 

2.1.4. Tanım 

X bir topolojik uzay ve Y   X olsun. τY = {Y ∩ U :  U ∈ τ } ailesi Y üzerinde bir topolojidir. 

Bu topolojiye τ topolojisinin Y alt kümesi üzerine indirgediği alt uzay topolojisi denir.         

(Y, τY) ikilisine X in bir topolojik alt uzayı denir. 

2.1.5. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay olsun. ß   τ olmak üzere, eğer X in her açık alt kümesi ß ailesinin 

bazı elemanlarının birleşimi olarak yazılabiliyorsa ß ailesine τ topolojisinin bir tabanı (bazı) 

denir. 

2.1.6. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay ve x ∈ X olsun. X in bütün komşuluklar ailesi N(x) olmak üzere 

M(x)N(x) olsun. Eğer, her N ∈ N(x) için M N olacak biçimde bir M ∈ M(x) varsa 

M(x) ailesine x ∈ X elemanının bir komşuluk tabanıdır denir. 

2.1.7. Teorem 

α ve ß aileleri, sırasıyla, bir X kümesi üzerindeki τ ve τ′  topolojileri için birer taban olsun. 

τ′ τ olması için gerek ve yeter şart her B ∈ ß ve her x ∈ B için x ∈ A   B olacak biçimde 

en az bir A ∈ α elemanının var olmasıdır. 
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2.1.8. Tanım  

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X  → Y bir fonksiyon olsun. x0  ∈ X olmak üzere f (x0) 

ögesinin her V komşuluğu için x0 elemanının f(U)   V olacak biçimde bir U komşuluğu 

varsa f fonksiyonu x0 noktasında süreklidir denir. 

Her x0 ∈ X için x0 noktasında sürekli olan f :  X  → Y fonksiyonuna sürekli fonksiyon denir. 

2.1.9. Tanım 

X ve Y topolojik uzaylar ve f :  X  →  Y  bir fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonu X in her 

açık alt kümesini Y nin bir açık kümesine resmediyorsa f ye açık fonksiyon,  X in her kapalı 

kümesini Y nin bir kapalı kümesine resmediyorsa f ye kapalı fonksiyon denir. 

2.1.10. Tanım 

X ve Y topolojik uzaylar olmak üzere f : X  → Y bire-bir ve örten bir fonksiyon olsun.                     

Eğer f ve f-1 fonksiyonları sürekli ise f dönüşümüne bir homeomorfizma denir. Aralarında 

bir homeomorfizma tanımlanabilen topolojik uzaylara homeomorf veya eş yapılı topolojik 

uzaylar denir. 

2.1.11. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay olsun. 

1) X in x ≠ y biçimindeki her x, y elemanı için, bu noktalardan en az birisinin, diğerini 

içermeyen en az bir komşuluğu varsa bu uzaya T0 - uzayı denir. 

2)  X in  x  ≠ y  biçimindeki her  x, y  elemanı için, x ve y nin birbirini içermeyen en az bir      

komşuluğu varsa X uzayına T1 - uzayı denir. 
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3) X in x ≠ y biçimindeki her x, y elemanı N1 ∩ N2  ≠ ∅ olacak biçimde x in bir N1 ∈ N(x)  

ve y nin bir N2 ∈ N(y) komşuluğu varsa X uzayına T2 - uzayı (Hausdorff uzayı) denir. 

4) Her x ∈ X ve x i içermeyen kapalı her K kümesi için K ve x in ayrık komşulukları varsa  

X uzayına düzgün uzay denir. 

(X, τ) uzayı hem T1 uzayı hem de düzgün ise bu uzaya T3 uzayı denir. 

5) Her x ∈ X ve x i içermeyen  her  F  kapalısı  için  f(x) = 0 ve f (F) = {1} olacak biçimde  

sürekli bir   f  :   X   →  [0,1] fonksiyonu varsa X uzayına tamamen düzgün uzay denir. 

 

Tamamen düzgün bir topolojik uzay, aynı zamanda T1 uzayı ise bu uzaya T3.5 uzayı denir. 

2.1.12. Tanım 

I bir indis kümesi ve her i ∈ I için Xi  bir küme olsun. ∏ Xi∈I ᵢ  = { x : I → ⋃ Xᵢi∈I  :x(i) ∈ Xi  }   

∏ Xi∈I ᵢ  = { x : I → ⋃ Xᵢi∈I  : x(i) ∈ Xi  }  kümesine Xi kümelerinin Kartezyen çarpımı denir. 

x ∈ ∏ Xi∈I ᵢ  elemanının i deki değeri genellikle x(i) yerine xi ile gösterilir. 

 ᴨk  :    ∏ Xi∈I ᵢ           →     Xk 

      (x1, x2, …, xi, …)   →        ᴨk (x1, x2, …, xi, …) = xk  

fonksiyonuna  ∏ Xi∈I ᵢ  kümesinin Xk kümesi üzerine projeksiyonu denir. 

2.1.13. Tanım 

(X, τ)  bir topolojik uzay olmak üzere, X uzayının her x elemanının sayılabilir bir komşu 

luk tabanı varsa X uzayına birinci sayılabilir uzay denir. 

Şimdi metrik uzay ile ilgili bazı tanım, kavram ve teoremlere yer verelim.  
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2.1.14. Tanım 

Boş kümeden farklı bir X kümesi üzerinde tanımlı pozitif değerli  

d: X x X  → [0, ∞) 

     (x,y)   →  d (x,y) 

fonksiyonu her x, y, z ∈ X için aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa d ye bir sözde metrik denir.  

(i) d (x,x) = 0  

(ii) d(x,y) = d(y,x)  

(iii) d( x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z) 

Bu durumda (X, d) ikilisine bir sözde metrik uzayı denir. 

Tanımda geçen (i) özelliği yerine (i′) d (x,y) = 0 ⇔ x = y özelliği sağlanıyorsa d ye bir metrik 

ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir. 

(X, d) bir metrik uzay olsun. Her x ∈ X ve r >0 için, B(x,r) = {y ∈ X : d (x,y) < r }   X 

alt kümesi, x merkezli, r yarıçaplı açık yuvar olarak  adlandırılır. 

2.1.15. Teorem 

Bir metrik uzayda herhangi iki açık yuvarın arakesiti boştan farklı ise bu arakesitin her 

elemanı için o elemanı merkez kabul eden ve arakesitin kapsadığı bir açık yuvar vardır. 

İspat 

(X, d) bir metrik uzay olsun.  a, b ∈ X ve r1, r2 pozitif gerçel sayılar olmak üzere B(a, r1) ve 

B(b, r2) yuvarları X uzayının herhangi iki açık yuvarı olsun. Eğer c ∈ B(a, r1) ∩ B(b, r2) ise, 

B(c, r)   B (a, r1)  ∩  B (b, r2)  olacak  biçimde  bir  r > 0  sayısının var olduğunu görelim.  

c ∈ B (a, r1)  olduğundan  d (a, c) < r1  dir.  Öyleyse,   r1 - d (a, c) >  0  dir. Benzer  şekilde 
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r2 - d (a, c) > 0 dir. r = min{r1 - d (a,c), r2 - d (a,c)} olsun. B(c, r)B(a, r1) ∩  B(b, r2)  dir. 

Şöyle ki, x ∈ B(c, r) alalım. d metrik  olduğundan  d(x,a) ≤  d(x,c) + d(c,a)  dir.  x ∈  B(c, r) 

olduğu  için  d( x, c) < r olur.  Öyleyse  d (x, a) <  r  +  d(c,a) olur.  r  sayısının tanımından   

d(x,a) < r1 - d (a,c) + d(c,a)  olur.  d(a,c) = d (c,a) olduğundan, d(x,a) < r1 bulunur. Öyleyse 

x ∈ B(a,r1) olur. Benzer yolla x ∈ B(a, r2) bulunur. Böylece B(c, r)B(a, r1) ∩ B(b, r2) elde  

edilir. 

2.1.16. Tanım 

(X, d) bir metrik uzayı olmak üzere X üzerinde tanımlanan ß : = { B(x, r) : x ∈ X, r > 0 } 

ailesi bir topoloji tabanıdır. Tabanı ß olan topolojiye  d  metriği tarafından  üretilen metrik 

topoloji denir ve τd  ile gösterilir. τd topolojisi; 

τd = { UX :  her x ∈ U için B(x,r) U olacak biçimde bir r >0 var} dir. 

2.1.17. Önerme  

(X, d) bir metrik uzay olmak üzere τd, d metriği tarafından üretilen bir metrik topoloji olsun. 

U ∈ τd olması için gerek ve yeter şart her x ∈ U için x ∈ B U olacak biçimde bir B açık 

yuvarının olmasıdır. 

İspat 

U, X in açık bir alt kümesi ve x ∈ U olsun. U açık olduğundan B(x, rx) 
  U olacak biçimde              

olacak biçimde B(x, rx) açık yuvarı vardır.  

U alt kümesinin herhangi bir x elemanı için x ∈ B(y, r)U olacak biçimde r > 0 sayısı var 

olsun.  Öyleyse,  d(x, y) < r  olup,  r - d(x, y) = s > 0  dır.   Öyleyse, B(x, s)    U bulunur.  
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Şöyle ki;    z ∈ B(x, s)  aldığımızda  da  d(x, z) <  s olacaktır.  Üçgen  eşitsizliğinden r sayısı                                                         

d (y, z) <   d( y, x)  +  d(x, z)  <  d(x, y) + s  = r  olur.  Böylece,  d(y, z) < r  olur.  Buradan,                             

z ∈ B(y, r)  olup, B(y, r)   U olduğundan, z ∈ U olur. Öyleyse, B(x, s)   U olup,  U ∈ τd  

dir. 

2.1.18. Teorem  

(X, d) bir metrik uzay ve x ∈ X olmak üzere B(x, 
1

n
 ) = { y ∈ X : d (x,y) < 

1

n
 } açık yuvarlarının 

oluşturduğu { B(x, 
1

n
 ) : n ∈ N+ } ailesi x in bir komşuluk tabanıdır. 

İspat 

U   X açık olmak üzere x ∈ U olsun. U metrik topolojiye göre açık olduğundan Tanım              

2.1.16 dan B(x, r) U  olacak biçimde bir r > 0 vardır.  
1

r
 ≤ n0 olacak biçimde bir  n0 ∈ N

+ 

vardır.  
1

r
 ≤ n0  olduğundan  

1

n₀
 ≤ r  olup, B(x, 

1

n₀
 )   B(x, r)  dir. Böylece,                                   

B(x, 
1

n₀
) U olup, {B(x, 

1

n₀
) : n ∈ N+} ailesi x in bir komşuluk tabanıdır. 

2.1.19. Teorem  

Her metrik uzay birinci sayılabilir ve T2 - uzayıdır. 

İspat 

Her x ∈ X için { B(x, 
1

n
 ) : n ∈ N+ } ailesi Teorem 2.1.18 den x in bir komşuluk tabanı olduğu 

için X uzayı birinci sayılabilir uzaydır. 

X uzayının Hausdorff uzayı olduğunu görelim. Bunun için, X  in  x ≠ y  biçimindeki   x, y  

elemanlarını alalım. x ≠ y olduğu için d(x,y) > 0 dir.  d(x,y) = s diyelim.   r = 
s

3
    seçilirse 

B(x,r) ∩ B(y,r) = ∅ olur. Şöyle ki; z ∈ B(x,r) ∩ B(y,r) alalım.  Öyleyse;  d(x,z) < r   olur ve  
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d(y,z) < r olur. Üçgen eşitsizliğinden,  d(x,y) <  d(x,z) + d(z,y) < r + r = 2r olur.  Buradan 

d(x,y) = s = 3r olduğundan 3r < 2r elde edilir. Bu ise bir çelişki olup, B (x,r) ∩  B(y,r) = ∅                                  

dir. Böylece X metrik uzayı bir Hausdorff uzayıdır. 

2.1.20. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, X uzayının alt kümelerinden oluşan bir Ɗ ailesinin  

birleşimi X kümesine eşitse Ɗ ailesine X topolojik uzayının bir örtüsüdür denir. Elemanları  

açık kümeler olan örtüye açık örtü denir. 

Ɗ ailesinin bir alt ailesi X uzayını örtüyorsa, bu alt aileye Ɗ ailesinin bir alt örtüsü denir. 

2.1.21.Tanım 

X bir topolojik uzay olsun. Eğer X kümesinin her açık örtüsünün  sonlu bir alt örtüsü varsa 

X uzayına kompakt uzay denir. 

2.1.22. Tanım 

(X, τ)  bir topolojik uzay olsun. X uzayında X1 ∪ X2 = X  olacak  biçimde  ayrık açık  X1 ve  

X2  kümeleri var ise X uzayına bağlantısız uzay  ve { X1 , X2 }  kümesine de X uzayının  bir  

parçalanışı denir. Hiçbir parçalanışı olmayan topolojik uzaya  bağlantılı uzay denir. 

2.1.23. Teorem (Tychonoff Teoremi) 

{(Xi, τi) : i ∈ I} bir topolojik uzaylar ailesi olsun. ∏ Xᵢi∈I  Kartezyen çarpımının kompakt  

olması için gerek ve yeter şart her i∈ I için Xi   topolojik uzayının kompakt olmasıdır. 
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2.2. Gruplarla İlgili Bazı Kavramlar 

Bu bölümde gruplarla ilgili bazı tanım ve kavramlara yer verilmiştir. 

2.2.1. Tanım                                                                                                                                                        

S boştan farklı bir küme olmak üzere  

⊕ : S x S →  S 

        (a,b) → a ⊕ b   

fonksiyonuna S üzerinde bir ikili işlem denir. 

2.2.2. Tanım    

                                                                                                                                                                                      

S boştan farklı bir küme ve S kümesi üzerinde bir ikili işlem ⊕ olmak üzere (S, ⊕) ikilisine 

bir magma denir. 

Magmalar birim elemana sahip olabilir. Her s ∈ S için  e ⊕ s  = s ⊕ e = s olacak biçimde                   

e ∈ S varsa e ye (S, ⊕) magmasının birimi ve S magmasına ise birimli magma denir.  

(S, ⊕) magmasının birim elemanı olarak 0 ∈ S kullanılacak. 

2.2.3. Tanım 

(S, ⊕) bir magma olsun. ⊕ işlemi S üzerinde birleşme özelliğine sahipse, yani; her x, y,                     

z ∈ S için  (x ⊕ y) ⊕ z = x ⊕ (y ⊕ z) eşitliği sağlanıyorsa (S, ⊕) magmasına bir yarı grup 

denir. 

2.2.4. Tanım 

(S, ⊕) bir birimli magma olsun. a, b ∈ S olmak üzere x ve y bilinmeyenli a ⊕ x = b ve                               

y ⊕ a = b denklemleri bir tek çözüme sahipse (S, ⊕) magmasına bir döngü denir [3].  
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2.2.5. Tanım 

(G, ⊕) ikilisi bir yarı grup olmak üzere, eğer ⊕ işlemi  

(Ġ1) Her a ∈ G için a ⊕ 0 = 0 ⊕ a = a olacak biçimde bir birim eleman 0 ∈ G vardır, 

(Ġ2) Her a ∈ G için a ⊕ (⊖a) = (⊖a) ⊕ a = 0 olacak biçimde a ∈ G nin bir ters elemanı                       

        ⊖a ∈ G vardır. 

koşullarını sağlıyorsa (G, ⊕) ikilisine bir grup denir. 

2.2.6. Tanım 

(G, ⊕) bir grup olsun. Her a, b ∈ G için a ⊕ b = b ⊕ a eşitliği sağlanıyorsa (G, ⊕) ikilisine 

bir değişmeli grup denir. 

2.2.7. Tanım 

(G, ⊕) bir grup olsun. H, G nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere  

(A1) Her a ∈ H için ⊖a ∈ H  

(A2) Her a, b ∈ H için a ⊕ b ∈ H  

özellikleri sağlanıyorsa H alt kümesine G nin bir alt grubu denir. 

2.2.8. Tanım 

(G, ʘ) ve (G′, ●) iki grup ve  f :  G → G′   bir  fonksiyon  olmak  üzere,  Her a, b ∈ G   için                

f(a ʘ b) = f(a) ● f(b) oluyorsa, f  fonksiyonuna   bir  grup   homomorfizması  denir.  Eğer f       

bire-bir, örten bir fonksiyon ve bir grup homomorfizması ise f ye bir grup izomorfizması ve 

ayrıca G den G ye bir izomorfizmaya  bir  grup otomorfizması   denir.  G üzerindeki  bütün  

otomorfizmaların kümesi Aut (G, ʘ) ile gösterilir. 
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3. DÖNERLİ GRUPLAR 

Bu bölüm dönerli grupların cebirsel özelliklerine ayrılmıştır. Dönerli gruplarla grupların 

farkından bahsedilmiş ve ilgili tanım ve teoremlere yer verilmiştir. İleri bölümlerde 

incelenecek olan topolojik dönerli gruplarda karşılaşılabilecek kavramlar ve teoremler yer 

almaktadır. 

3.1. Tanım  

(G, ⊕) bir magma olsun. Eğer ⊕ işlemi, 

(G1) Her a ∈ G için 0 ⊕ a = a koşulunu sağlayan bir sol birim eleman 0 ∈ G vardır, 

(G2) Her a ∈ G için ⊖a ⊕ a = 0 koşulunu sağlayan a ∈ G nin bir sol tersi ⊖a ∈ G vardır,         

(G3) Her a, b ∈ G için;  öyle bir g[a,b]: G → G, g[a,b] ∈Aut(G,⊕) otomorfizması vardır ki, 

        her c ∈ G için a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ g[a,b](c) sol dönerli birleşme özelliği sağlanır, 

(G4) Her a, b ∈ G için sol döngü özelliği olarak adlandırılan; 

         g[a,b] = g[a⊕b,b]  eşitliği sağlanır. 

özelliklerini sağlıyorsa, (G, ⊕) ikilisine bir dönerli grup denir [3,4]. 

g[a,b] ∈ Aut(G, ⊕) otomorfizmasına   a, b ∈ G elemanlarının ürettiği dönerli otomorfizma   

denir.  g : G x G  → Aut (G, ⊕)  dönüşümüne ise G magmasının dönerli üreteni denir [3]. 

(G3)  de  verilen  sol  dönerli  birleşme  özelliğine  benzeyen ve ondan yararlanılarak tanımı  

yapılan sağ dönerli birleşme özelliği şöyledir;  her a, b ∈ G için;  öyle bir  g[b,a] :  G → G,                      

g[b ,a]  ∈  Aut (G, ⊕)  dönerli  otomorfizması vardır ki;  G  magmasının her  c elamanı  için  

(a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ g[b,a](c) )  sağlanır. 
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(G4) de verilen sol döngü özelliğine benzeyen ve sol döngü özelliğinden yararlanılarak  

tanımlanan sağ döngü özelliği şöyledir [3]. 

 g[a,b] = g[a,b⊕a] 

Burada grup teorisine benzer şekilde dönerli grup homomorfizması, izomorfizması ve 

otomorfizması [8] de şöyle tanımlanmaktadır. 

(G, ⊕1) ve (H, ⊕2) birer dönerli grup ve f : G → H bir fonksiyon olsun. Eğer; her a, b ∈ G  

için f (a ⊕1 b) = f (a)   ⊕2  f(b)  oluyorsa f fonksiyonuna  bir  dönerli  grup homomorfizması  

denir.  Bire-bir  ve  örten dönerli grup  homomorfizmasına  bir  dönerli grup  izomorfizması  

denir.  Eğer,  f : G →   H   fonksiyonu;  G  ile  H dönerli grupları   arasında bir dönerli grup  

izomorfizması ise G ile H birbirine izomorftur denir ve G ≅  H  ile  gösterilir,  ayrıca  G  den  

G ye bir dönerli grup izomorfizmasına ise bir dönerli grup otomorfizması denir [8]. 

3.2. Tanım 

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. Her a, b ∈ G için a ⊕ b = g [a,b](b ⊕ a) eşitliği sağlanıyorsa  

(G, ⊕) ikilisine bir dönerli değişmeli dönerli grup denir [3]. 

Şimdi bazı dönerli grup örneklerini görelim. 

3.3. Örnek  

ⅅ = {z ∈ ℂ IzI < 1} kümesi kompleks açık birim disk olsun. ⅅ x ⅅ  kümesi üzerinde 

tanımlanan,  

⊕m : ⅅ x ⅅ → ⅅ;  

           (x,y) → ⊕m (x,y) = (x + y) (1+ xy)-1 

ikili işlemi (Möbius toplamı) ile (ⅅ, ⊕m) ikilisi bir dönerli gruptur, fakat (ⅅ, ⊕m) ikilisi bir  
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grup değildir. Şöyle ki,   her x ∈  ⅅ için   0 ⊕m x = (0 + x) (1+ 0x)-1 = x   olacak biçimde bir  

0 ∈ ⅅ sol birim elemanı ve –x ⊕m x =(–x + x)(1+(−x)x) -1 olacak biçimde x in bir sol tersi                      

–x ∈ ⅅ vardır, fakat x = 
1

3
 , y = 

−i

3
  ve z = 

i

3
  için x = ( 

1

3
 ⊕m 

−i

3
 ) ⊕m  

i

3
  ≠  

1

3
 ⊕m ( 

−i

3
 ⊕m  

i

3
 )                                             

olduğu için birleşme özelliği sağlanmaz. Buna rağmen ⅅ kümesinin her x, y, z elemanı için                    

x ⊕m (y ⊕m z ) = (x ⊕m y) ⊕m g[x,y](z)  olacak biçimde bir  

g [x,y] : ⅅ → ⅅ;  

              z  → gx,y(z) =  (1+xy) (1+ xy)-1 z 

dönerli otomorfizması vardır. Burada (B, ⊕m) dönerli grubu Möbius dönerli grubu olarak  

adlandırılır [1,3,4]. 

3.4. Örnek  

c ışık hızı,  IIvII  ise   v  ∈ ℝ3  vektörünün  normu  olmak  üzere  ℝc
3 =  { v ∈ ℝ3 :  IIvII  < c } 

kümesi Einstein’in hız kümesidir. Bu küme alışılmış topoloji  ile  donatılan  R3 uzayının  bir  

alt uzayıdır. ℝc
3 x ℝc

3   uzayı üzerinde tanımlanan  

⊕E : ℝc
3 x ℝc

3  → ℝc
3 

               (u,v) → u ⊕E v = 
1 

1+
(𝐮.𝐯)

c2

 (  u + 
1

γᵤ  
 v + 

1

c2

𝛾ᵤ

1+𝛾ᵤ
(u.v) u ) 

ikili işlemi Einstein toplamıdır. Burada u, v ∈ ℝc
3 vektörlerinin iç çarpımı (u.v) olup 𝛾ᵤ ise 

tanımı aşağıda verilen c merkezli yuvar içindeki gama faktörüdür. 

𝛾ᵤ = 
1

√1−
(𝐮.𝐮)

c2

     

(RC
3, ⊕E )  ikilisi bir dönerli gruptur, fakat bir grup değildir. Şöyle  ki;  her   u ∈ RC

3   için 

0 ⊕E u = u olacak biçimde bir sol birim eleman 0 ∈ RC
3 vardır, - u ⊕E u = 0 olacak biçim 

de u nun bir sol tersi – u ∈ RC
3 vardır.  u = (1,1,0), v = (0,1,0), w = (0,0,1)   elemanları için 

(u ⊕E v) ⊕E w ≠ u ⊕E (v ⊕E w) olduğundan birleşme özelliği sağlanmaz.  Buna  rağmen, 
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u ⊕E (v ⊕E w) =  (u ⊕E v)⊕E g[u,v](w)  olacak biçimde bir dönerli  otomorfizma  olduğu  

için   ⊕E   Einstein toplamı  ℝc
3   kümesi  üzerinde  sol  dönerli  birleşme  özelliğini  sağlar.                         

Burada (RC
3, ⊕E) dönerli grubu Einstein dönerli grubu olarak adlandırılır [2,3,4]. 

Her grup birim otomorfizma  I(x) = x  ile  sol  dönerli  birleşme  özelliğini sağladığı için bir  

dönerli gruptur, fakat her dönerli grubun bir grup olamayacağı 3.3 Örnek ve 3.4 Örnek den  

görülebilir [4]. 

3.5. Teorem (İlk Dönerli Grup Teoremleri) 

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. a, b, c ∈ G olmak üzere aşağıdakiler sağlanır [3]. 

(1)  a ⊕ b = a ⊕ c ise b = c dir. (Genel Sadeleştirme Özelliği) 

(2)  G nin bir sol birim elemanı 0 ile gösterilmek üzere g[0,a] = I birim otomorfizmadır. 

(3)  a ∈ G nin bir sol tersi x olsun. Bu durumda g[x,a] = I birim otomorfizmadır. 

(4)  Her a ∈ G için g[a,a] = I birim otomorfizmadır. 

(5) G nin her sol birimi aynı zamanda bir sağ birimdir. 

(6) G nin bir tek sol birim elemanı vardır. 

(7) Her sol ters aynı zamanda sağ terstir.  

(8) Her a ∈ G nin bir tek sol tersi vardır ve bu sol ters ⊖a olmak üzere ⊖(⊖a) = a dır. 

(9) ⊖a ⊕ (a ⊕ b) = b   (sol sadeleştirme kuralı) 

(10) Her x ∈ G için, g[a,b](x) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕(b ⊕ x)) dir. (Dönerli Üreten Özelliği) 

(11) Her a, b ∈ G için g[a,b](0) = 0 dır. 

(12) Her x ∈ G için g[a,b](⊖x) = ⊖ g[a,b](x) 

(13) g[a,0]= g[0,b] = I birim otomorfizmadır. 
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İspat  

(1) G bir dönerli grup olduğundan (G2) den her elemanının bir sol tersi vardır. a nın bir sol 

      tersi x olsun.  a ⊕ b = a ⊕ c  olsun.  x ⊕ (a ⊕ b) = x ⊕ (a ⊕ c)   eşitliğinde sol dönerli  

      birleşme özelliği uygulanırsa;     (x ⊕ a) ⊕ g[x,a](b) = (x ⊕ a) ⊕ g[x,a](c) elde edilir.                                

        x ⊕ a = 0 olduğundan;   0 ⊕g[x,a](b) = 0 ⊕ g[x,a](c) olur. Buradan g[x,a]b = g[x,a](c) 

        elde edilir. g[x,a] otomorfizması bire-bir olduğundan b = c olur. 

(2)  G nin herhangi bir x elemanını alalım. 0, G nin sol birimi olduğundan,  

       a ⊕ x = 0 ⊕ (a ⊕ x) dir. Sol dönerli birleşme özelliğinden;  

       a ⊕ x = (0 ⊕ a) ⊕ g[0,a](x) = a ⊕ g[0,a](x)  elde edilir. (1) den x = g[0,a](x) bulunur.  

       O halde g[0,a] = I birim otomorfizmasıdır. 

 (3)  a ∈ G nin bir sol tersi x olsun. (G4) den g[x,a] =  g[x⊕a,a]   olur. x  a   nın bir sol tersi   

       olduğundan x ⊕ a = 0 olup, g[x⊕a,a] = g[0,a] dır. (2) den g[0,a] = I birim otomorfizma                             

       olduğundan g[x,a] =  g[x⊕a,a]= g[0,a]  = I birim otomorfizmadır. 

(4)  a ∈ G alalım. (2) den g[0,a] = I birim otomorfizma olduğundan ve (G4) den                                          

       g[0,a] = g[0⊕a,a] = g[a,a] = I birim otomorfizma olur. 

(5) 0, G nin bir sol birim elemanı olsun. a, G nin herhangi bir elemanı olmak üzere;  

      a ⊕ 0 = a olduğunu görelim.  (G2)  den var olan a nın  bir  sol tersi x olsun.  Sol dönerli  

      birleşme özelliğinden; x ⊕ (a ⊕ 0) = (x ⊕ a) ⊕g[x,a](0)  dır. x, a nın  sol tersi olduğu  

      için  x ⊕ a = 0 dır. (3) den g[x,a](0) = 0 olup,   

      x ⊕ (a ⊕ 0) =  (x ⊕ a) ⊕ g[x,a](0) = 0 ⊕ 0 = 0 = x ⊕ a  olup, x ⊕ (a ⊕ 0) = x ⊕ a 

     elde edilir ve  (1) den  a  ⊕ 0  =  a bulunr.  Böylece  0,  G nin bir  sağ birim elemanıdır. 
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(6) G nin iki sol birim elemanı  0 ve 0* olsun. Bu sol birim  elemanlarının  birbirine eşit  

       olduğunu görelim. (5) den  0 aynı zamanda  sağ birim  elemandır.  0  = 0* ⊕ 0 = 0*                                  

       elde edilir. Öyleyse 0 = 0* olup,  G nin bir tek sol birim elemanı vardır.  

(7) a ∈ G alalım. G bir dönerli grup  olduğundan a nın  bir  sol  tersi vardır.  a  nın sol tersi 

      x olsun. x in a nın sağ tersi  olduğunu görelim. Sol dönerli birleşme özelliğinden;   

      x ⊕ (a ⊕ x) = (x ⊕ a) ⊕ g[x,a](x) … (i) eşitliği elde edilir. (3) den 

      g[x,a](x) = I(x) = x dır. x ⊕ a = 0 olduğundan (i) eşitliği;  x ⊕ (a ⊕ x) = 0 ⊕ x = x    

      olur. (5) den her sol birim aynı zamanda bir sağ birim olduğu için 

      x ⊕ (a ⊕ x) = x = x ⊕ 0 olur.  Genel  Sadeleştirme  Özelliğinden   a ⊕ x = 0  olur ve 

      böylece x elemanı a nın bir sağ tersidir. 

(8) a ∈ G alalım. a nın iki sol tersi x ve y olsun. (7) den x ve y sol ters  elemanları  sağ ters  

      ters elemandır. Öyleyse; a ⊕ x = a ⊕ y = 0 dır. (1) den x = y elde edilir. Öyleyse a nın 

      bir tek sol ters elemanı vardır. (G2) den (⊖a) ⊕ a = 0 olduğu için ⊖a, a nın sol tersidir. 

      Benzer şekilde a, ⊖a nın tersi olup, ⊖(⊖a) = a olur.   

(9) (8) den  a  nın  sol tersi  ⊖a  dir. Sol dönerli  birleşme   özelliği   uygulandığında, 

      ⊖a  ⊕  (a ⊕ b) = ((⊖a) ⊕ a) ⊕ g[⊖a,a](b) …(ii)  eşitliği  elde  edilir.  (3)  den 

      g[⊖a,a] = I birim otomorfizma ve dolayısıyla g[⊖a,a] b = b olup,                                        

      (⊖a) ⊕ a = 0 olduğundan  (ii) eşitliğinden ⊖a ⊕ (a ⊕ b) = 0 ⊕ b = b elde edilir.  

(10) x ∈ G alalım. Sol dönerli birleşme özelliği uygulandığında;  

        a ⊕ (b ⊕ x) = (a ⊕ b) ⊕ g[a,b](x) olur. Eşitliğin her iki tarafına  ⊖ (a ⊕ b)  elemanı  

        eklenirse    ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ ( b ⊕ x )) =  ⊖(a ⊕ b) ⊕ ((a ⊕ b) ⊕ g [a,b] (x)  olup,  

        eşitliğin sağ tarafı (9) dan g[a,b](x) olur. Böylece                                                                         

        ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ (b ⊕ x)) = g[a,b](x)  bulunur. 
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(11) (10) da verilen dönerli üreten özelliğinden, g[a,b](x) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ ( b ⊕ x )) 

        olup, x = 0 için g[a,b](0) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ ( b ⊕ 0 )) dir. 0,  G nin  birim elemanı 

        olduğundan, b ⊕ 0 = b olup, g[a,b](0) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ b) olur. (8) den a ⊕ b ∈ G   

        elemanının tersi ⊖(a ⊕ b) olup, ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ b) = 0 dir. Böylece g[a,b](0) = 0 

        elde edilir. 

 

(12) x ∈ G alalım. (8) den x in tersi ⊖x ve x ⊕(⊖x) = 0 ∈ G olup, (11) den   

        g[a,b](x ⊕(⊖x)) = g[a,b](0) = 0 dır. Aynı zamanda g[a,b] otomorfizma  olduğundan 

        g[a,b](x ⊕ (⊖x)) = g[a,b](x) ⊕ g[a,b](⊖x) = 0 olur. Burada sol kısaltma kuralından   

        sonra ⊖g[a,b](x) ⊕{ g[a,b](x) ⊕ g[a,b](⊖x)} = ⊖ g[a,b ](x) ⊕ 0 = ⊖ g[a,b](x)   

        bulunur. ⊖g[a,b]x ⊕{g[a,b](x) ⊕g[a,b](⊖x)} = ⊖g[a,b](x)  eşitliğinde sol taraf (9)  

        dan g[a,b](⊖x) e eşittir. Böylece, g[a,b](⊖x) = ⊖g[a,b](x)  elde edilir. 

        

(13) G nin herhangi bir x elemanını alalım. (10) da verilen dönerli üreten özelliğinde b = 0 

       için   g [a,0](x) = ⊖(a ⊕ 0)  ⊕ (a ⊕ ( 0 ⊕ x))  olur. 0,  G nin sol birim elemanı olup,  

       0 ⊕ x = x ve (5) den her sol birim aynı zamanda bir sağ birim olduğundan  a ⊕ 0 = a 

       dır.  Böylece  g[a,0](x) = ⊖a ⊕ (a ⊕ x) olur. (9)  da  verilen  sol kısaltma  kuralından 

       ⊖a ⊕ (a ⊕ x) = x dir. Öyleyse, g[a,0](x) = x = I(x) olup, g[a,0] = I birim  

       otomorfizmadır.  

       g[0,a] = I birim otomorfizma olduğu (2) de verilmiştir. 

(G,⊕) bir dönerli grup olmak üzere her sağ birim eleman aynı zamanda bir sol birim 

elemandır ve ayrıca sağ birim eleman bir tek olup, 0 dır.  

(G,⊕) bir dönerli grup ve her a, b ∈ G için ⊖b⊖a = ⊖b⊕(⊖a) olup, ⊖(a ⊕ a) = ⊖a ⊖a 

dır [3]. 
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3.6. Teorem  

(G,⊕) bir dönerli grup olsun. Her  a, b ∈ G için;  ⊖(a ⊕ b) =  g [a,b](⊖b⊖a) eşitliğiyle 

verilen toplamsal ters kuralı sağlanır [3]. 

İspat 

a,  b  ∈  G  olsun.  G dönerli  grup  olduğundan  ⊖ b  ⊖a  ∈  G   dir.  Teorem 3.5. (10) dan 

 x ∈ G olup, x = ⊖ b⊖a için;  g[ a,b ] (⊖ b⊖a) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ (b ⊕ (⊖ b⊖a))) olur.  

Teorem 3.5 (9) dan b ⊕ (⊖b ⊖a) = ⊖a olup, g[a,b ] (⊖b⊖a ) = ⊖( a ⊕ b)⊕  (a ⊕(⊖a))  

olur. Teorem 3.5.8 den   a  ∈  G nin tersi  ⊖a  olduğundan  a ⊕  (⊖a))  = 0 dır.  Öyleyse  

g[a,b](⊖b⊖a) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ 0 olup, g[a,b] (⊖b⊖a) = ⊖(a ⊕ b) elde edilir. 

 

3.7. Önerme  

(G, ⊕)  bir  dönerli  grup  olsun.  Her   a, b ∈  G  için;    g[a,b](b) =  ⊖(⊖(a ⊕ b) ⊕ a) ve    

g[a,⊖b](b) = ⊖(a ⊖ b) ⊕ a eşitlikleri sağlanır [3]. 

İspat 

a, b ∈ G alalım. Teorem 3.5 (10) da verilen eşitlikte x = ⊖b için  

g[a,b](⊖b) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ ( b ⊕ (⊖b)) olur.  b ⊕ (⊖b) = 0 olduğundan,  

g[a,b](⊖b) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ (a ⊕ 0) olur. a ⊕ 0 = a olduğundan, 

g[a,b](⊖b) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ a olur. Teorem 3.5.(12) den g[a,b](⊖b) = ⊖g[a,b](b) olup, 

⊖g[a,b](b) = ⊖(a ⊕ b) ⊕ a olur. Buradan g[a,b](b) = ⊖((⊖(a ⊕ b) ⊕ a) bulunur.  

Diğer eşitliğin ispatı için verilen ilk eşitlik b yerine ⊖b için yeniden yazılırsa;     

g[a,⊖b](⊖b) = ⊖(⊖(a ⊕ (⊖b)) ⊕ a) olur. Teorem 3.5.(12) den                                      

g[a,⊖b](⊖b) = ⊖g[a,⊖b](b) dir.  Böylece  ⊖g[a,⊖b](b) = ⊖(⊖(a ⊕ (⊖b)) ⊕ a)  olur. 
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Buradan  g[a,⊖b](b) = ⊖(a ⊕ (⊖b) ⊕ a elde edilir. 

3.8. Teorem 

 

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. Her a, b, c ∈ G için aşağıdaki özellikler sağlanır [3]. 

1. g[a,b⊕c] (g[b,c]) = g [a⊕b,g[a,b](c)] (g[a,b]) 

2. g[a,⊖g[a,b](b) ] (g[a,b]) = I 

3. g[⊖a,a⊕b] (g[a,b]) = I 

4. g[b,a⊕b] (g[a,b]) = I 

İspat 

1. Sol   dönerli  birleşme  özelliğinin   artarda  uygulanmasıyla oluşan  iki  farklı  denklem  

    zincirini görelim. Şimdi  birinci denklem  zincirini   görelim. Herhangi bir  x  ∈  G alalım.   

    Sol dönerli  birleşme özelliğinden,  a ⊕  {b ⊕   (c ⊕ x) } = a ⊕ {(b ⊕ c) ⊕ g[b,c] (x )} 

    olur. Eşitliğin sağ tarafında ikinci kez sol dönerli birleşme  özelliği uygulandıktan sonra 

    a ⊕ { b ⊕(c ⊕ x) } = {a ⊕ (b ⊕ c)} ⊕ g[a,b⊕c] (g[b,c](x)) … (iii) eşitliği elde edilir. 

    Şimdi ikinci denklem zincirini görelim. Sol dönerli birleşme özelliğini farklı elemanlarla  

    uygulayalım;     a ⊕ {b ⊕ (c ⊕ x)} = (a ⊕ b) ⊕ g[a,b] (c ⊕ x) olur.   g[a,b] otomorfizma   

    olduğundan   g[a,b] (c ⊕ x) = g[a,b] c ⊕ g[a,b] ( x)  olur. Buradan  işlem devam ettirilirse 

    a ⊕ {b ⊕ (c ⊕ x)} = (a ⊕ b) ⊕ ( g[a,b](c) ⊕ g[a,b](x) )  olur.   Eşitliğin  sağ  tarafında  

    da   ikinci   kez  sol  dönerli   birleşme özelliğinin  uygulanmasının    ardından,   böylece 

    a  ⊕ {b ⊕ (c ⊕ x)} =  {(a ⊕ b) ⊕ g[a,b](c)}  ⊕  g[a⊕b, g[a,b](c)] (g[a,b](x) )    olur.  

    Sol dönerli  birleşme özelliğinden   (a ⊕ b) ⊕ g [ a,b] (c) = a ⊕ ( b ⊕ c)   olduğundan, 

    a ⊕ {b ⊕(c ⊕ x)} = a ⊕ (b ⊕ c) ⊕ g [a⊕b,g[a,b](c)] (g[a,b](x) ) … (IV)   elde edilir. 

    (İİİ) ve (IV)  eşitliklerinin sol tarafları birbirine eşit  olduğundan sağ tarafları  da eşittir.  
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    {a ⊕ (b ⊕ c)}⊕g[a,b⊕c] (g[b,c](x)) = {a ⊕ (b ⊕ c)}⊕ g [a⊕b, g[a,b](c)] (g[a,b] (x))  

    olup, sol kısaltma kuralından g[a,b⊕c] (g[b,c](x) ) =  g [a⊕b, g[a,b](c)] (g[a,b](x) ) elde 

    edilir. Eşitlik her x ∈ G için sağlandığı için g[a,b⊕c] (g[b,c]) = g [a⊕b,g[a,b](c) ] (g[a,b])      

    olur. 

2. (1.) de  verilen  eşitlik c ∈ G  yerine  ⊖b  için yeniden  yazılırsa;  her   x ∈ G elemanı için, 

    g [a, b⊕(⊖b)] (g[b,⊖b](x) ) = g [a⊕b, g[a,b](⊖b) ](g[a,b](x) ) … (V) eşitliği elde  edilir.  

    b ∈  G  elemanını  tersi  ⊖b olduğundan  b ⊕( ⊖b)  = 0  olmasından dolayı  (V) eşitliği; 

    g [a,0] ( g [b,⊖b]  (x) )  =  g [a ⊕ b, g[a,b](⊖b)] ( g[a,b](x) )  olur.  Teorem  3.5.( 3 ) den  

    g(b,⊖b) = I olduğundan g[b,⊖b](x) = x dir. Ayrıca Teorem 3.5.(13) den g [a,0](x) = I(x)   

    otomorfizma olup (V) eşitliği; I (x) = g [a⊕b, g[a,b](⊖b) ] ( g[a,b](x) ) …(VI) halini alır. 

    Teorem 3 .5.(12)  den  g[a,b] (⊖b)  = ⊖ g[a,b ](b)  olduğundan ( VI ) eşitliğinin yeni hali 

     I (x) = g [a⊕b,⊖g[a,b](b) ] ( g[a,b](x) )  olur. Burada sol  döngü  özelliği  uygulanırsa; 

    I (x) = g [( a⊕b)⊖g[ a,b ](b), ⊖ g[a,b](b) ] ( g[a,b](x) ) elde edilir.  Sol  dönerli  birleşme  

    özelliğinden;    (a ⊕ b) ⊖  g[a,b](b)  = a ⊕ (b ⊕ (⊖b))  olur.  b ⊕(⊖b) =  0 olduğundan 

     (a⊕b)⊖g[a,b](b) = a ⊕ 0 = a  olup, (VI) eşitliği;  I(x) = g [a, ⊖g[a,b](b) ]  (g[a,b]( x)) 

      olur.  Her  x  elemanı  için eşitlik sağlandığından I =  g [a,⊖g[a,b](b)] (g[a,b]) elde edilir. 

      

3. (1.) de verilen eşitlik b ∈ G  yerine ⊖a için yeniden yazılırsa;   

    g [a,(⊖a)⊕c] ( g[⊖a,c] ) = g [a⊕(⊖a), g[a,(⊖a)(c) ] ( g[a,⊖a] ) … (VII) eşitliği elde 

    edilir. a ∈ G nin tersi ⊖a olduğundan a⊕(⊖a) = 0 dır.   Böylece eşitliğin sağ tarafı; 

    g [0, g[a,⊖a]c ] ( g[a,⊖a] )  olur.   Teorem 3.5.(13) den   (VII) eşitliğinin sağ tarafı;  

    g [0, g[a,⊖a ](c) ] (g[a,⊖a]) = I birim otomorfizma olup,  (VII) eşitliği; 

    g [a,⊖a⊕c] (g[⊖a,c]) = I halini alır. Şimdi a = ⊖a ve c = b için (VII) eşitliği 

    g [⊖a, a⊕b] g [a,b] = I birim otomorfizmadır. 
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4. (3.) de sol döngü  özelliği uygulanırsa,   g[ ⊖ a  ⊕ (a ⊕ b), a ⊕ b] ( g[a ,b ] ) =   I olur.                                      

    Sol dönerli birleşme özeliğinden, ⊖a ⊕(a⊕b) = (⊖a ⊕ a) ⊕   g [ ⊖a,a ] (b ) =  b  olur.   

    Buradan g [b, a⊕b] (g[a,b]) = I elde edilir.   

 

3.9. Teorem 

 

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. Her a, b, c ∈ G için (⊖a⊕b) ⊕ g[⊖a,b](⊖b⊕c) = ⊖a⊕c 

eşitliği sağlanır [3]. 

İspat 

Herhangi a, b, c ∈ G elemanlarını alalım. Her a, b ∈ G için g[a,b] otomorfizması bir 

homomorfizma olduğundan,   g[ ⊖ a,b]( ⊖ b ⊕ c) =  g[⊖a ,b](⊖ b) ⊕  g[⊖a,b] (c) olup, 

(⊖a ⊕b) ⊕ g[⊖a,b]( ⊖ b ⊕ c) = (⊖a ⊕b) ⊕{g[⊖a,b]( ⊖b) ⊕ g[⊖a,b](c) } … (VIII)           

eşitliği elde edilir. Teorem 3.5 (12) den g[ ⊖a,b ](⊖b) = ⊖g[⊖a,b] (b) olup,   sol dönerli 

birleşme özelliği uygulandıktan sonra (VIII) eşitliği; 

(⊖a ⊕ b) ⊕ g[⊖a,b] (⊖b ⊕c) = { (⊖a ⊕ b) ⊕ (⊖g[⊖a,b] (b) } ⊕      

 g[⊖a ⊕ b,⊖g[⊖a,b](b) ]  ( g[⊖a,b](c) ) 

 olur. Teorem 3.8. (2) de (VI) dan g[⊖a ⊕ b, g[⊖a,b](⊖b)] ( g[⊖a,b](c) ) = dir. Böylece 

(VIII) eşitliği  (⊖a ⊕ b ) ⊕ g[a,b](⊖b ⊕ c) ={ (⊖a ⊕b) ⊕ g[a,b](⊖b)} ⊕ c   halini alır. 

alır.  Burada  sağ taraftaki parantez içine sol dönerli birleşme özelliği  uygulandıktan sonra 

 (( ⊖a ⊕b )  ⊕  g[ a,b ]  (⊖b) =  (⊖a) ⊕ (b ⊕ (⊖b ) ) olup, b ⊕ (⊖ b) = 0  olduğundan 

((⊖a ⊕b) ⊕  g[ a,b ](⊖b)  = ( ⊖a) ⊕ 0 = (⊖a)  elde edilir. Son durumda (VIII) eşitliği; 

(⊖a ⊕b) ⊕ g[⊖a,b]  (⊖b ⊕c) = (⊖a) ⊕ c olur.  
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3.10. Tanım 

(G, ⊕) bir dönerli grup   olsun.   Her a, b ∈  G   için;    a ⊞ b = a ⊕  g [a,⊖b](b)  biçiminde                                  

tanımlanan  ⊞  işlemine  (G, ⊕)  dönerli grubu için eş işlemi denir. (G, ⊞)   magması da eş 

dönerli grup olarak  adlandırılır   ve  (G, ⊕)  dönerli grubuyla ilişkili eş  dönerli grup denir 

[3]. 

⊟  işlemi, her a, b ∈ G  için  a  ⊟ b =  a ⊞ (⊖b)  biçiminde   tanımlanmaktadır.  O halde, 

a ⊟ b = a ⊞ (⊖b) = a ⊕ g[a, ⊖(⊖b)](⊖b) = a ⊕ g[a,b](⊖b) olur [3]. 

3.11. Teorem 

(G, ⊕) bir dönerli grup ve (G, ⊞) ikilisi (G, ⊕) dönerli grubu ile ilişkili eş  dönerli grubu 

olsun. Her x, y ∈ G için;  x ⊕ y = x ⊞ g[x,y](y)  eşitliği sağlanır [3]. 

İspat 

 

x, y ∈ G alalım. Tanım 3.10 dan  x ⊞ g[x,y](y) = x ⊕ g[x, ⊖g[x,y](y) ] (g[x,y](y))  olur. 

Teorem 3.8.(2) den g [x,⊖g[x,y](y)] (g[x,y] (y))  = I(y) = y olur. Buradan; 

x ⊞ g[x,y](y)  = x ⊕ y  bulunur.          

 

Dönerli  gruplarda,  gruplardan  farklı olan ve   ⊞  eş  işleminden  yararlanarak elde edilen 

kısaltma kuralları şöyledir [3,4]. 

 (G, ⊕) bir dönerli grup olmak üzere; her x, y, z ∈ G için aşağıdaki özellikler sağlanır [3]. 

(1) (⊖x) ⊕ (x ⊕ y) = y                                                (Sol Sadeleştirme Kuralı)                                                 

(2) ( x ⊕(⊖y))⊕g[x,⊖y)(y) = (x ⊕(⊖y))⊞ y = x    ( 1.Sağ Sadeleştirme Kuralı) 

(3) x ⊕ g[x, y](⊖y) ⊕y = (x ⊟ y) ⊕ y = x                ( 2. Sağ Sadeleştirme Kuralı ) 
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3.12. Teorem  

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. x ∈ G olmak üzere; her a, b ∈ G için                                                                                                      

a ⊕ x = b denkleminin bir tek çözümü vardır ve x = ⊖a ⊕ b dir.                                                                                                  

x ⊕ a = b denkleminin bir tek çözümü vardır ve x = b ⊟ a dir.  

[3]. 

İspat 

Herhangi a, b ∈ G alalım.    a ⊕ x = b   denkleminde eşitliğin her iki yanına  ⊖a  eklenirse              

⊖a ⊕ ( a ⊕ x ) = ⊖a ⊕ b olur ve Teorem 3.5 (9) dan ⊖a ⊕ ( a ⊕ x ) = x   olur. Böylece  

x = ⊖a⊕ b bulunur. O halde ⊖a ⊕ b ∈ G elemanı a ⊕ x = b denkleminin bir çözümüdür. 

Şimdi de x ⊕ a = b denkleminin bir çözümünü bulalım. x = x   ⊕ 0  eşitliği 0 =  a ⊕ (⊖a)  

için yeniden yazılırsa x = x ⊕ a⊕ (⊖a)) olur. Eşitliğin sağ tarafında  sol dönerli birleşme 

me özelliği uygulanırsa;   x = (x ⊕ a) ⊕ g[x,a](⊖a) olur.  Burada sol döngü   özelliğinden        

g[x,a](⊖a) = g[x⊕a,a](⊖a) dir. Böylece eşitlik x = ( x ⊕ a ) ⊕ g[x⊕a,a](⊖a) halini alır.  

x ⊕ a = b olduğundan,  eşitlik   x = b ⊕ g[b,a](⊖a) olup (G, ⊕) dönerli grubu için Tanım  

3.10 da verilen  eş işlemden   x = b ⊟ a olur.  Böylece bu denklemlerin bir çözümü  vardır.   

(G, ⊕) bir dönerli grubu aynı zamanda bir döngü olduğundan denklemlerin bir tek çözümü  

vardır [3]. 
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3.13. Teorem   

 

(G, ⊕) bir dönerli grup ve (G, ⊞) magması  (G, ⊕) dönerli grubuyla ilişkili eş dönerli grup 

olsun. Bu durumda   (G, ⊕)   nin birim elemanı 0,  (G, ⊞) magmasının da   birim  elemanıdır. 

Buna ek olarak (G, ⊞) nin herhangi bir a elemanının tersi  ⊟a,  (G, ⊕) nin  a  elemanının  

tersi olan ⊖a ya eşittir. Yani; ⊟a = ⊖a dir [3]. 

İspat 

Tanım 3.10 dan a ⊞ 0 = a ⊕g[a,0](0) dır.   Teorem 3.5.(13) den g[a,0](0) =  I(0) = 0 olur. 

Buradan    a ⊞ 0 = a ⊕ 0 = a dır. Benzer şekilde  0 ⊞ a = 0 ⊕ g[0,a] (a) = a dır. Böylece 

(G, ⊞) nin bir sağ ve sol birim elemanı (G, ⊕) nin birim elemanına eşittir. (G, ⊕) nin bir 

tek sağ ve bir tek sol birimi var ve bunlar birbirine eşit olduğundan, (G, ⊕)  nin birim ele- 

manı ile (G, ⊞) nin birim elemanları eşit olup, 0 dır. 

Şimdi benzer işlemleri ters eleman için yapalım.  (G, ⊞)   eş dönerli grubundan herhangi bir  

a elemanı alalım. a nın tersinin (⊖a) olduğunu görelim. Tanım 3.10 dan;  eş işlem kuralından 

a ⊞ (⊖a) =  a ⊕ g[a,a](⊖a) dir.  Teorem 3.5 (4)   den  g[a,a] = I   birim otomorfizma olduğu  

için  g[a,a](⊖a) = ⊖a  dir. Öyleyse a ⊞ (⊖a) = a ⊕ (⊖a) = 0 olup,  ⊖a,  ⊞  işlemine  

göre a nın bir sağ tersidir. Benzer şekilde (⊖a) ⊞ a = 0 dır. ⊖a, ⊞ işlemine göre a nın bir  

sol tersidir. (G, ⊞)  nin a elemanının sağ ve sol tersi (G, ⊕) nin a elemanının sol tersi  ⊖ a  

dır.  (G, ⊕)  nin a elemanının sol tersi bir tek olduğundan  (G, ⊞)  nin a elemanının sağ  ve  

sol tersi de bir tektir. Öyleyse (G, ⊞) nin herhangi a elemanının tersi ⊟a = ⊖a = olup,  her  

a, b ∈ (G, ⊞) için a ⊞ (⊖b) = a ⊞ (⊟b) = a ⊟ b  dir. 

Elemanları G de tanımlı bütün otomorfizmaların kümesi Aut(G, ⊕) fonksiyonların bileşke  

işlemine göre bir gruptur, bu gruba (G, ⊕) nin otomorfizma grubu denir. f, g ∈ Aut(G, ⊕) 
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olmak üzere f o g  yerine f g biçiminde gösterilecektir [3]. 

3.14. Teorem 

(G, ⊕) bir dönerli grup ve  Aut(G, ⊕), G  nin otomorfizma  grubu olsun.  Her  a, b ∈ G ve  

her A  ∈ Aut(G, ⊕) otomorfizması için A(g[a,b]) = g[A(a), A(b)] A eşitliği sağlanır [3]. 

İspat 

a, b, x ∈ G ve A ∈ Aut(G, ⊕) alalım. Buradan A(a), A(b), A g[a,b](x) ∈ G olup, A homo 

morfizma olduğundan  {A(a) ⊕ A(b)}  ⊕  A g[a,b](x) =  A{(a ⊕ b) ⊕ g[a,b](x) }…(*)  

eşitliği sağlanır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki parantezin içinde sol dönerli birleşme özelliği  

uygulanırsa,  (a ⊕ b) ⊕  g[a,b](x)  = a ⊕ (b ⊕  x)  olur.  Böylece  eşitliğin yeni  durumu;  

{A(a) ⊕ A(b)} ⊕ A(g[a,b]) x = A(a ⊕ (b ⊕ x))  halini alır. Sağ taraf,  A  otomorfizması  

bir   homomorfizma   olduğu için    A( a ⊕ (b ⊕ x )) = A(a) ⊕ A( b ⊕ x ) olup,  buradan  

A( a ⊕ ( b ⊕ x ))  =  A(a) ⊕ (A( b ) ⊕ A( x ))  elde edilir. Burada  sağ  tarafta sol dönerli  

birleşme özelliği uygulanırsa,  A(a ⊕ (b ⊕ x))  =  (A(a) ⊕ A(b))  ⊕ g [A(a),A(b)] A(x) 

olup, (*) eşitliği; (A(a) ⊕ A(b)) ⊕ A g[a,b] (x) =  (A(a) ⊕ A(b)) ⊕  g[ A(a), A(b) ] A(x)    

halini alır. Burada Teorem 3.5.(1) den  A  g[a,b] x =  g[ A(a), A(b) ] A(x)  bulunur. Eşitlik    

her  x  ∈  G için sağlandığından,  Ag[a,b] = g[A(a), A(b)] A elde edilir. 

3.15. Teorem     

(G, ⊕) bir dönerli grup ve (G, ⊞), (G, ⊕) dönerli grubuyla  ilişkili eş dönerli  grup  olsun.  

Bu durumda  (G, ⊕)  dönerli grubuyla, kendisiyle  ilişkili (G, ⊞)  eş  dönerli grubu  aynı   

otomorfizma grubuna sahiptir. Yani, Aut (G, ⊕) = Aut (G, ⊞) dir [3]. 
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İspat 

Aut (G, ⊕) ile Aut (G, ⊞) otomorfizma gruplarının elemanları;  G üzerinde tanımlı bütün  

otomorfizmalar  olduğu  için  bu grupların elemanları aynı olup, her  f ∈  Aut  ( G, ⊕) için                 

f I = f olacak biçimde I ∈ Aut  ( G, ⊕)  birim otomorfizması ve  f-1 f =  I   olacak biçimde f  

nin bir sol tersi f-1 ∈  Aut  (G, ⊕) vardır.  Aut (G, ⊞) otomorfizma grubu Aut  (G, ⊕) oto 

morfizma grubuyla aynı birim elemana sahip olup, her  g  ∈ Aut (G, ⊞)  otomorfizmasının  

bir  sol tersi g-1∈ Aut (G, ⊞) vardır.  

Şimdi; Aut (G, ⊕) Aut (G,⊞) ve Aut (G, ⊞)Aut (G, ⊕) olduklarını  görelim. Önce 

Aut (G, ⊕) Aut  (G, ⊞)  olduğunu görelim.   Herhangi  bir  f ∈ Aut (G, ⊕) ve herhangi                       

a, b ∈ G alalım. Tanım 3.10 dan  f (a ⊞ b) =  f (a ⊕ g[a, ⊖b]b) olur. f  nin homomorfizma 

olmasını sağ tarafta uygularsak, f (a ⊕ g [a,⊖b] b ) = f (a) ⊕ f (g [a, ⊖b ] b) olur. Burada 

Teorem 3.14 den f (g[a, ⊖b] )= g[f(a),⊖f(b)] f(b)  olup,            

f (a ⊞ b) = f (a ⊕ g[a, ⊖b]b) =  f(a) ⊕ g[ f (a),⊖ f(b) ] f(b)  elde edilir. Sağ  taraf  Tanım  

3.10 dan f(a) ⊕ g [ f(a),⊖f(b) ]f(b)) = f(a) ⊞ f(b) olur.  Böylece;  f (a ⊞ b) = f(a) ⊞ f(b)  

olup,  A(G, ⊕) Aut (G, ⊞) elde edilir. 

Şimdi Aut  (G, ⊞)   Aut  (G, ⊕) olduğunu  görelim.  f ∈ Aut  (G, ⊞)  ve  a, b ∈ G alalım. 

f (a ⊕ b) =f (a) ⊕ f(b) olduğunu görelim. Bunun için önce f(a ⊟ b) = f(a) ⊟f(b) eşitliğinin 

sağlandığını görelim.  0 ⊕  f(0)  =  f (0) dır.  0 = 0 ⊞ 0 olduğu  için  f (0) = f (0 ⊞ 0) olup, 

f fonksiyonu homomorfizma  olduğundan,  f (0 ⊞ 0) = f(0) ⊞ f(0) olup,   Tanım 3.10 dan;   

f(0) ⊞ f(0) = f(0) ⊕ f(0) elde edilir. Böylece, f(0) = f(0) ⊞ f(0) = f(0) ⊕ f(0) olup, f(0) = 0 

bulunur.  a  ∈  (G, ⊞ ) nin  tersi, ⊟ a  olduğundan,  a ⊞  ( ⊟a ) = a ⊟ a = 0 dır.   Böylece; 

0 = f ( 0 ) = f(a ⊟a) = f (a ⊞ ( ⊟a ))  olur. f fonksiyonu bir  homomorfizma   olduğundan,                                                    

f (a ⊞(⊟a)) = f (a) ⊞ f (⊟a) olup, 0  =  f (a) ⊞ f (⊟a) bulunur.  Buna göre f(a)  elemanının 

tersi f (⊟a) dır. f(a) ∈ (G, ⊞) nin tersi  Teorem 3.13 den  ⊟f( a )  olduğundan  ve  (G, ⊞)  
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eş   dönerli   grubunun  her   elemanının tersi  tek olduğu için    f (⊟a) = ⊟f(a)  elde edilir. 

a ⊟ b = a ⊞ (⊟ b) olduğu için  f(a ⊟ b) = f( a ⊞(⊟b) ) olup, f homomorfizma olduğundan  

 f(a ⊞(⊟b)) = f(a) ⊞ f(⊟b) olur. f(⊟b) = ⊟f(b) olduğundan,                                                              

f(a) ⊞f(⊟b) = f(a) ⊞ ( ⊟f(b)) = f (a) ⊟ f(b) olur. Böylece,  f (a ⊟ b) = f (a) ⊟ f(b)  … (*)  

elde edilir.  Şimdi;  f (a ⊕ b) = f (a) ⊕ f(b)  olduğunu görelim. 1. Sağ  kısaltma kuralından                        

a = (a ⊕ b) ⊟ b olup,  f (a) = f ((a ⊕ b) ⊟ b) dir. f  homomorfizma olduğundan ve (*) dan  

sağ taraf   f ( ( a ⊕ b) ⊟ b ) = f (a ⊕ b) ⊟  f(b) dir.  Böylece  f(a)   =  f(a ⊕ b) ⊟ f(b) olur. 

Burada  her  iki  tarafa  f(b) eklenirse, f(a) ⊕ f(b) = (  f(a ⊕ b) ⊟ f(b)) ⊕ f(b) olur.  2. sağ 

kısaltma kuralının uygulanmasının ardından  (f( a  ⊕  b)  ⊟ f ( b )) ⊕ f ( b )  = f ( a  ⊕ b )  

olur.   Böylece;  f(a) ⊕ f(b) = f(a ⊕ b)  elde edilir ve Aut (G, ⊞ ) Aut (G, ⊕) olur.  

Dönerli gruplar, grup  teorisinin  tamamlayıcı  bir  parçasıdır. Her  dönerli  grup, dönerli yarı  

direkt çarpım grubu adıyla gruplara genişletilebilir [3]. 

Dönerli Yarı Direkt Çarpım Gruplarını inceleyelim. Dönerli Yarı Direkt Çarpımı; grup teo-  

rideki yarı direkt çarpımın doğal bir genelleştirmesidir [3]. 

3.16. Tanım 

 

(G, ⊕) bir  dönerli grup olsun. Her a, b ∈ G   için G  nin  bütün  g[a,b]  otomorfizmalarını  

içeren Aut (G, ⊕) grubunun herhangi bir alt grubuna bir dönerli otomorfizma grubu denir.  

Auto (G, ⊕) ile gösterilir [3]. 
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3.17. Tanım 

 

G bir dönerli grup ve  Auto (G, ⊕) G nin bir dönerli otomorfizma grubu olmak üzere her             

x, y ∈ G ve her X, Y ∈ Auto (G, ⊕) için (x,X), (y,Y) ∈ G x Auto (G,⊕) olmak üzere üzerinde 

(x,X) (y,Y) = (x ⊕ Xy , g [x, Xy] X Y ) ikili işlem tanımlı olan G x Auto (G,⊕)  

kümesine dönerli yarı direkt çarpımı denir [3]. 

Dönerli Yarı Direkt Çarpımının bir grup olduğunu Teorem 3.18 de görelim.  

3.18. Teorem 

 

(G, ⊕) bir dönerli grup ve Auto (G, ⊕) G nin bir dönerli  otomorfizma  grubu olsun. Bu 

durumda Tanım 3.17 de tanımlanan ikili işlem ile  G x Auto(G,⊕) bir gruptur [3]. 

 

İspat 

 

Herhangi A, B  ∈ Auto (G,⊕) ve a, b ∈ G alalım. A(b) ∈ G olup,  g[a, A(b)] ∈ Aut (G, ⊕) 

dir. Auto (G, ⊕), Aut (G, ⊕) grubunun bir alt grubu olduğundan g[a, A(b)]AB ∈ Auto (G,⊕)  

dir. Böylece  (a,A)(b,B) = ( a ⊕ A(b) , g[a, A(b)] AB ) ikili işlemi kapalıdır. 

 

(i) Birim eleman özelliği; a, b ∈ G ve A, B  ∈ Auto (G,⊕) alalım. 

(a,A)(b,B) = ( a ⊕ A(b) , g[a, A(b)] AB ) = (a,A) olacak şekilde ( b, B) ∈ G x Auto( G, ⊕ ) 

elemanının var olup, b = 0 ve B = I  olur. Böylece (x,X) = (0,I) ∈ G x Auto (G, ⊕)  dir.                                                                                                                                            

 (ii) Ters eleman özelliği: A-1, A otomorfizmasının tersi ve a ∈ G olmak üzere;                                      

(a, A) ∈ G x Auto (G,⊕)  elemanın tersi;  (⊖A-1a, A-1 ) dır. Şöyle ki; 

(a, A) (⊖A-1a, A-1 ) = (⊖A-1a ⊕ A-1a , g [⊖A-1a, A-1a] A-1A ) = (0,I) dır. 
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iii) Birleşme özelliği: (a1, A1), (a2, A2), (a3, A3) ∈  G  x  Auto (G,⊕)  alalım.  İkili işlemden, 

(a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = (a1, A1)(a2 ⊕ A2a3, g[a2 A2a3] A2 A3) olur.   Sağ   tarafta   ikili                  

işlem tekrar uygulandıktan sonra, 

(a1, A1) ((a2, A2)  (a3, A3)) = (a1 ⊕ A1(a2 ⊕ A2a3), g[a1, A1(a2 ⊕ A2a3)] A1 g[a2,A2a3] A2 A3) 

elde edilir. A1 otomorfizması bir homomorfizma olduğundan,  

a1 ⊕A1(a2 ⊕ A2a3) = a1 ⊕ (A1a2 ⊕ A1A2a3) olup,  Teorem 3.14 den;  

g[a1, A1(a2 ⊕A2a3)]  A1  g[a2, A2a3] A2 A3) = g[a1, A1 (a2 ⊕A2a3)] g[A1a2 ,A1A2a3)] A1A2 A3 

bulunur. Böylece,  

(a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = ( a1 ⊕ (A1a2 ⊕ A1A2a3) ,  

                                              g[a1, A1(a2 ⊕A2a3)] g[A1a2 ,A1A2a3)] A1A2 A3 ) … (*)  

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde, ikili işlemden  

((a1, A1) (a2, A2)) (a3, A3) = (a1 ⊕ A1a2, g[a1,A1a2]A1 A2)  (a3, A3)  

olur. Tekrar ikili işlem uygulandıktan sonra, 

((a1, A1) (a2, A2)) (a3, A3) = ( (a1⊕A1a2) ⊕ g[a1,A1a2] A1 A2 a3,  

                                           g[a1⊕A1a2 , g[a1,A2 a2] A1A2a3 ]  (g[a1,A1a2]A1A2A3  )  ) …( **)  

eşitliği elde edilir. a1 = a,  A1 a2 = b,  A1A2 a3 = c  için (*) ve (**)   eşitlikleri yeniden yazılırsa 

 (*) eşitliği; (a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = ( a ⊕ (b ⊕ c) , g[a,b⊕c ] (g[b,c] A1A2A3 )  )   

olur  ve  (**) eşitliği;  

((a1, A1) (a2, A2)  (a3, A3)) = ( (a ⊕ b) ⊕ g[a,b]c , g [ a⊕b , g[a,b]c ] (g[a,b] A1A2A3)  )  

halini alırSol dönerli birleşme özelliğinden, (a ⊕ b) ⊕  g[a ,b]c = a ⊕ (b ⊕ c)  olduğundan  

ve Teorem3.8 (1) den g[a,b⊕c] g[b,c] = g[a⊕b,g[a,b]c] g[a,b] olduğundan;  (*) ve (**)  

eşitlikleri birbirbirine eşittir. Böylece birleşme özelliği sağlanır. 
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4. TOPOLOJİK GRUPLAR  

Bu bölüm topolojik gruplara ayrılmıştır. Topolojik grupların bazı cebirsel ve topolojik 

özellikleri irdelenmiştir. Bir topolojik grup üzerinde tanımlanan bazı fonksiyonların 

homeomorfizm olma durumları açıklanmış, bir topolojik grubun açık, kapalı, kompakt ya da 

bağ- lantılı olan alt kümelerinin sürekli fonksiyon altında topolojik özelliklerini koruyup, 

koru- madıklarına, topolojik grubun ayırma aksiyomlarına, bir topolojik grubun T0 ve T3 – 

uzayı olmasının eşdeğer olduğuna yer verilmiş ve Hausdorff topolojik grubun tamamen 

düzenli olma durumu incelenmiştir. Bir topolojik grubun metrikleştirilebilir ve birinci 

sayılabilir olması arasındaki ilişkiyi açıklayan Birkhoff-Kakutani teoremine ve topolojik 

grupların Kartezyen çarpımlarının da bir topolojik grup olma durumuna ve üzerindeki 

topolojiye yer verilmiştir. 

4.1. Tanım 

(S, ⊕) bir yarı grup ve (S, τ) bir topolojik uzay olsun. Her a ∈ S için; 

Ra : S → S 

        x → Ra (x) = x ⊕ a  

dönüşümü sürekli ise (S, ⊕, τ) üçlüsüne bir sağ topolojik yarı grup denir [5]. 

Benzer şekilde; her a ∈ S için, 

La : S → S, x → La (x) = a ⊕ x   

dönüşümü sürekliyse (S, ⊕, τ) üçlüsüne ise bir sol topolojik yarı grup denir [5]. 

Tanım 4.1 de verilen iki dönüşüm sırasıyla sağ ve sol öteleme dönüşümleridir. 

4.2. Tanım 

Hem sağ hem de sol topolojik yarı grup olan (S, ⊕, τ) üçlüsüne bir yarı topolojik yarı grup 

denir [5]. 
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4.3. Tanım 

(S, ⊕) bir yarı grup ve (S, τ) bir topolojik uzay olsun. S x S kümesi çarpım topolojisi ile 

donatılsın. Eğer; 

⊕ : S x S → S  

        (x,y) → x ⊕ y                 

fonksiyonu sürekli ise (S, ⊕, τ) üçlüsüne bir topolojik yarı grup denir [5]. 

4.4. Tanım 

(S, ⊕, τ) üçlüsü bir sağ (sol) topolojik yarı grup olsun. S bir grup ise (S, ⊕, τ) üçlüsüne bir 

sağ (sol) topolojik grup denir [5].  

Sağ (sol) topolojik grubun tanımından yararlanarak yarı topolojik grubun tanımı şöyle 

verilecektir. 

4.5. Tanım 

(S, ⊕) bir grup ve (S, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, eğer her a ∈ S için, 

Ra : S  → S,  x → Ra (x) = x ⊕ a sağ öteleme dönüşümü ile Ra : S  → S,  x → Ra (x) = a ⊕ x  

sol öteleme dönüşümü sürekli ise (S, ⊕, τ) üçlüsüne bir yarı topolojik grup denir [9]. 

4.6. Örnek 

 

α ∉ ℝ olmak üzere  S  = ℝ ∪ {α} kümesi reel sayılar kümesinin tek nokta kompaktlaşması                     

olsun. S kümesi üzerindeki ikili işlem 

 

f  : S x S → S  

       (x,y) →  f(x,y) = {

x + y,                      x, y ∈ R

       α,                   diğer durumlar
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biçiminde tanımlansın. Bu dönüşümle S bir yarı topolojik yarı gruptur.  f fonksiyonu (α,α)  

noktasında sürekli olmadığı için topolojik yarı grup  değildir. f  fonksiyonunun  (α,α) nokta 

sında sürekli olmadığını görelim. Kabul edelim ki, f fonksiyonunun (α,α) noktasında sürekli  

olsun. Öyleyse [0,1] R alt kümesi, R nin bir kompakt alt kümesi olup, α elemanının          

{α} ∪ (ℝ  ⃥ [0,1])  komşuluğu için, f (({α} ∪ ℝ  ⃥F1) x ({α} ∪ ℝ  ⃥F2 )) 
 {α} ∪ (ℝ  ⃥[0,1]) …(*) 

olacak biçimde ℝ nin F1 ve F2 kompakt alt kümeleri var olup, F1 
 [a,b] ve F2 

 [c,d] 

olacak biçimde a, b, c, d ∈ ℝ  vardır. x = maks {|a|, |b|, |c|, |d| } + 1 denirse, |a| < x olup,                                                    

- x < a < x  olur ve buradan –x ∉  [a,b] elde edilir. Böylece -x ∈ ℝ  ⃥ [a,b]  bulunur. Benzer 

şekilde |d| < x olup  - x < d < x olur. Öyleyse x ∉ [c,d] olup, buradan x ∈ ℝ  ⃥ [c,d]  bulunur. 

(*) dan; f(-x,x)  f (({α} ∪ ℝ  ⃥F1) x ({α} ∪ ℝ  ⃥F2 ))  {α} ∪ (ℝ  ⃥[0,1]) olup,                                                  

f(-x,x) = x + x = 0 ∈ {x} ∪ (ℝ  ⃥ [0,1]) bulunur. Halbuki 0 ∉ {α} ∪ (ℝ   ⃥[0,1])  dir. Öyleyse 

kabulümüz yanlış olup, f fonksiyonu (α, α) noktasında sürekli değildir [5]. 

 

4.7. Tanım 

(S, ⊕) bir grup, (S, τ) bir topolojik uzay olsun. S x S kümesi çarpım topolojisi ile donatılsın.  

Eğer; 

 ⊕ : S x S  → S  

         (x,y)  → x ⊕ y 

dönüşümü sürekli ise S uzayına bir paratopolojik grup denir [5]. 

Tanım 4.3 ten görüleceği gibi her paratopolojik grup bir topolojik yarı gruptur.  
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4.8. Örnek  

 

Reel sayılar kümesi üzerinde tabanı ß = { [ a,b) : a ≤ x < b } olan topoloji τ olmak  üzere  

(R, +, τ) üçlüsü bir paratopolojik  gruptur. Şöyle ki; + : R x R → R  fonksiyonu  süreklidir. 

Fakat,  – : R → R  ters dönüşüm fonksiyonu sürekli değildir. Çünkü  [0,1) aralığı bu 

topolojiye göre açık olmasına rağmen, [ 0,1) aralığının - : R → R dönüşümü altındaki ön 

görüntüsü (-1,0 ] olup, açık değildir. Çünkü (-1,0]aralığının altına ß tabanından 0 ı içeren 

hiçbir küme yerleştirilemez [5]. 

4.9. Tanım 

(S, ⊕, τ) üçlüsü bir yarı topolojik grup olsun. Eğer S nin her elemanını tersine eşleyen  

⊖ : S → S; x → ⊖x 

dönüşümü sürekli ise S uzayına bir quasitopolojik grup denir [5]. 

Şimdi topolojik grup tanımını verelim. 

 

4.10. Tanım 

(G, ⊕) bir grup ve (G, τ) bir topolojik uzay olmak üzere 

(i)         ⊕ : G x G   → G       

                           (a,b)   → a ⊕ b                                                                             

(ii)        ⊖ :  G  →  G 

               a   →  ⊖ a                                                                                

 

dönüşümleri sürekli ise (G, ⊕, τ) üçlüsüne bir topolojik grup denir [5,9,10]. 
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Bu dönüşümlerin sürekliliği N(x), x noktasının komşuluklar ailesi olmak üzere komşuluklar 

yardımıyla şöyle ifade edilebilmektedir [9]. 

(i) deki dönüşümün sürekli olması için gerek ve yeter koşul x, y ∈ G olmak üzere x ⊕ y ele 

     manının her W komşuluğu için U ⊕ V   W olacak biçimde  bir U  ∈ N(x)  ve V ∈ N(y) 

     komşuluklarının var olmasıdır. Burada U ⊕ V = { u ⊕ v :  u ∈ U, v ∈ V } dir. 

(ii) deki dönüşümün sürekli olması için gerek ve yeter koşul x ∈ G olmak üzere ⊖x elema 

     nının her W komşuluğu için ⊖UW olacak biçimde bir U ∈ N(x) komşuluğunun var  

     olmasıdır. Burada ⊖U = {⊖x :  x ∈ U} dir. 

Topolojik grup tanımı şöyle de verilebilir. 

(G, ⊕) bir grup ve (G, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, eğer  

 ⱷ : G x G   → G       

        (a,b)   → ⱷ(a,b) = a ⊕(⊖b)                                                                                                

dönüşümü sürekli ise (G, ⊕, τ) üçlüsüne bir topolojik grup denir. 

Şimdi bazı örnekler verelim. 

4.11. Örnek  

G bir grup olsun. G üzerinde ayrık topoloji var olsun. Buna göre   

 

ⱷ : G x G   → G       

       (a,b)    →  a ⊕ (⊖b) 

 

fonksiyonu süreklidir. Böylece (G, ⊕, τ) üçlüsü bir topolojik gruptur [6,10]. 

 

G ayrık olmayan topoloji ile donatıldığında da ⱷ : G x G   → G; (a,b)  → a ⊕ (⊖b) fonksiyo  

nu sürekli olup, (G, ⊕, τ) üçlüsü bir topolojik grup olur [6]. 
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4.12. Örnek  

Reel sayılar kümesi üzerindeki bilinen toplama işlemi ile bir gruptur. Reel sayılar kümesi 

adi (alışılmış) topoloji ile donatılsın. Buna göre     

 ⱷ  : R x R  →  R   

       (a,b)    →  a – b 

fonksiyonu süreklidir. Böylece reel sayılar kümesi bir topolojik gruptur [10]. 

4.13. Teorem 

G bir topolojik grup ve a ∈ G olmak üzere aşağıdaki fonksiyonların her biri bir 

homeorfizmdir [5,9,10,11]. 

 

 i-)   La : G → G    

                x → a ⊕ x        (sol öteleme dönüşümü) 

 ii-)   Ra : G  → G     

                 x  → x ⊕ a      (sağ öteleme dönüşümü) 

 iii-)  h : G → G     

                x →⊖ x            (ters dönüşüm)                                                                                                                                                

İspat 

Verilen fonksiyonların her birinin bire-bir, örten, sürekli ve tersinin de sürekli olduğunu 

görelim. 

i-) Sol öteleme dönüşümü 

La : G → G                                                                                                               

        x → a ⊕ x  

bire-birdir. Şöyle ki,  La(x1) = La (x2) eşitliğini sağlayan her x1, x2 ∈ G için a ⊕ x1 = a ⊕ x2  
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eşitliğinde sol kısaltma uygulanarak x1 = x2 elde edilir.  

Şimdi La  fonksiyonunun örten olduğunu görelim.  y ∈ G  alalım.  ⊖ a ∈ G ve y  ∈ G  olduğu 

için (⊖a)⊕ y ∈ G olur. x = (⊖a)⊕ y için La (x) = a ⊕ ((⊖a) ⊕ y) = (a ⊕ (⊖a)) ⊕ y = y  

elde edilir. Böylece sol öteleme dönüşümü örtendir.   

La fonksiyonu süreklidir. Şöyle ki, G topolojik grup olduğundan ⊕ : G x G → G,                       

(x,y) → x ⊕ y süreklidir ve La = ⊕|{a} x G  olduğundan La süreklidir. 

Son olarak La
-1 fonksiyonun sürekliliğini görelim. La sol öteleme dönüşümü bijektif olduğu 

için  La
-1 fonksiyonu  

La
-1: G → G      

         x → (⊖a)⊕ x  

fonksiyonudur. Öyleyse, La
-1 = L⊖a olduğundan La

-1 süreklidir. 

Böylece La sol öteleme dönüşümü bijektif, sürekli ve tersi de sürekli olduğundan 

homemorfizmdir. 

ii-) Sağ öteleme dönüşümünün de homeomorfizm olduğu benzer şekilde gösterilebilir. 

iii-)Ters dönüşüm fonksiyonu 

h : G → G    

       x → ⊖x           

bire-birdir. Şöyle ki;  h(x1) = h(x2) eşitliğini sağlayan her x1, x2  ∈ G için ⊖x1  =  ⊖x2 

eşitliğinden, G  grup olduğundan her elemanın bir  tek tersi olduğundan  x1 = x2 elde  edilir.  

h fonksiyonu örtendir. Şöyle  ki; y  ∈  G alalım.  ⊖y ∈ G olduğundan x = ⊖y için h(x) = y  

elde edilir. Böylece ters dönüşüm fonksiyonu örtendir.     
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G topolojik grup olduğundan ters dönüşüm fonksiyonu süreklidir. Ayrıca ters dönüşüm 

fonksiyonunun tersi h-1 (x) = x-1 = ⊖x = h(x) olup, kendisine eşittir. Öyleyse tersi de 

süreklidir. 

Böylece ters dönüşüm fonksiyonu homeomorfizmdir. 

4.14. Teorem 

G bir topolojik grup olsun. F ve U; G nin sırasıyla kapalı ve açık alt kümeleri ve P herhangi 

bir küme olsun. Her a ∈ G için aşağıdakiler gerçeklenir [5,9,11]. 

(1)  a ⊕ F,  F ⊕ a ve ⊖F kapalı kümelerdir. 

(2)  U ⊕ P,  P ⊕ U ve ⊖U açık kümelerdir. 

İspat 

(1) G nin kapalı bir F alt kümesini alalım. Sol ve sağ öteleme ve ters dönüşüm fonksiyonları 

      Homeomorfizm  olduğundan  F  kapalı  alt kümesinin bu homeomorfizmaların  altındaki 

      görüntüsü de kapalıdır. Yani; F nin sol öteleme  fonksiyonu  altındaki  görüntüsü  a ⊕ F  

      F nin sağ öteleme fonksiyonu altındaki görüntüsü F ⊕ a,  F  nin  ters dönüşüm  altındaki 

      altındaki görüntüsü F-1 = ⊖F kümesi kapalıdır.  

(2) U ⊕ P  = ⋃ U ⊕ pp∈P   olup her p ∈ P için U ⊕ p kümesi U açık alt kümesinin sağ  

     öteleme dönüşümü; 

      Rp : G → G 

             x → x ⊕ p 

      altındaki görüntüsüdür. Yani; Rp (U) = U ⊕ p  dir.  U açık  küme ve sağ  öteleme dönü 

      şümü  homeomorfizm olduğundan U ⊕ p açıktır. G bir topolojik uzay olduğundan açık  

      kümelerin keyfi birleşimleri de açıktır. Dolayısıyla ⋃ U ⊕ pp∈P   kümesi açıktır. Benzer  
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      şekilde P ⊕ U kümesinin de açık olduğu görülebilir. 

4.15. Teorem 

(G, ⊕, τ) bir topolojik grup ve A, B G olsun. Eğer, A ve B kompakt ise A ⊕ B kümesi 

de kompakttır [5]. 

İspat 

A ve B kompakt alt kümeler olsun.  Tyhconoff  teoremine  göre  A x B   G x G  kompakttır.       

A x B kümesinin ⊕: G x G → G,  (x,y) →  x ⊕ y fonksiyonu altındaki görüntüsü,                    

⊕(A x B ) = A ⊕ B dir. ⊕ fonksiyonu sürekli olduğundan ve kompaktlık sürekli fonksiyon- 

lar üzerinde korunduğundan A x B kompakt kümesinin toplam fonksiyonu  altındaki ön gö- 

rüntüsü olan A ⊕ B kümesi de kompakttır. 

Benzer durum A ile B alt kümelerinin bağlantılı olmasında da geçerlidir. Yani; bir topolojik  

grubun A ve B alt kümeleri bağlantılı ise A ⊕ B kümesi de bağlantılıdır. 

4.16. Teorem 

G bir topolojik grup, 0, G nin birim elemanı olmak üzere aşağıdakiler gerçeklenir [5,6,10]. 

(1) 0 ın her U komşuluğu için V⊕V = 2VU olacak biçimde 0 ın  en az bir V komşuluğu 

      vardır.        

(2) 0 ın her U komşuluğu için ⊖VU olacak biçimden 0 ın en az bir V komşuluğu  vardır, 

(3) 0 ın  her U komşuluğu  ve  her  x ∈ U  için  V ⊕ x U olacak biçimde 0 ın en az bir V  

komşuluğu vardır. 
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(4) 0 ın  herhangi  U ve  V  komşulukları için W   U ∩ V olacak biçimde  0 ın en az bir W  

      komşuluğu vardır. 

(5) 0 ın her U komşuluğu ve her x ∈ G  için  x ⊕ V ⊕ (⊖x)   U olacak biçimde  0  ın  en  

       az bir V komşuluğu vardır.  

  İspat 

(1) 0 ın herhangi bir U komşuluğunu alalım. ⊕(0,0) = 0 ve ⊕ : G x G →  G, ⊕(x,y) = x⊕y 

      dönüşümü sürekli olduğundan V1⊕V2
U olacak biçimde V1, V2   ∈ N(0) komşulukla       

      rı vardır. V1 ∩ V2 = V denirse, V kümesi de 0 ın bir komşuluğu olup, VV1 ve VV2  

      dir. Öyleyse; V ⊕ V= 2V   V1 ⊕V2 
U olur. 

(2) 0 ın herhangi bir U komşuluğunu alalım. ⊖(0) = 0 ve ⊖ : G  →  G, x  → ⊖x ; ters dönü 

      şüm  fonksiyonu,  sürekli  olduğu  için  ⊖V U olacak biçimde 0 ın bir V komşuluğu   

      vardır. 

(3) G nin birimi 0 ın herhangi bir U komşuluğunu ve U nun herhangi bir x elemanını alalım.  

     Lx : G  →  G; y  → x ⊕ y  sol öteleme dönüşümü olmak üzere;  Lx (0) =  x ⊕ 0 = x ∈ U 

     dur. Sol öteleme dönüşümü sürekli olduğundan fx (V) = x ⊕ V  U olacak biçimde bir  

     V ∈ N(0) vardır.                                

(4) Komşuluk aksiyomlarından sağlanır. 

(5) G nin birim elemanı 0 ın herhangi bir U komşuluğunu ve G nin herhangi bir x elemanını  

     alalım.  Lx : G   → G; y  →  x ⊕ y sol öteleme ve Rx : G   → G; y  → y ⊕ x sağ öteleme   

     dönüşümü olmak üzere  R⊖x(Lx (0)) = R⊖x(x ⊕ 0) = R⊖x(x) = x⊕(⊖x) = 0 olduğu için                 

     R⊖x(Lx (0)) ∈ U dur. Sol ve sağ sağ öteleme dönüşümleri sürekli olduğundan, bileşkeleri  

    de sürekli olup,  R⊖x(Lx (V)) = x ⊕ V ⊕(⊖x)U olacak biçimde bir V ∈ N(0) vardır. 
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4.17. Tanım 

X bir topolojik uzay olsun. Her x, y ∈ X  için hx,y (x) = y olacak biçimde bir hx,y : X → X  

homeomorfizması varsa X uzayına homojen uzay denir [5,10]. 

4.18. Teorem 

Topolojik gruplar homojen uzaylardır [5,6,7,10,11]. 

İspat      

G bir topolojik grup ve p, q ∈ G olsun. Teorem 4.13 den her x ∈ G için Lx  sol öteleme   

dönüşümü homeomorfizma olup, özel olarak a = q ⊕ (⊖p) için La : G → G,  La(y) = a ⊕ y  

sol öteleme dönüşümü bir homeomorfizmadır ve La (p)  = a ⊕ p = q ⊕ (⊖ p) ⊕ p = q olur.                                                                                                                           

4.19. Teorem 

(G, ⊕) bir topolojik grup olsun. 0, G nin birim elemanı olmak üzere her U ∈ N(0) için                  

V  U olacak biçimde 0 ın simetrik bir V komşuluğu vardır [5]. 

İspat 

0 ın herhangi bir U komşuluğunu alalım.  ⊖ : G  → G; ters dönüşümü  homeomorfizma ve  

fizma ve ⊖(0) = 0 olduğundan ⊖U kümesi de 0 ın bir komşuluğudur. Böylece ⊖ U ∩ U  

kümesi de 0 ın bir komşuluğudur. V = ⊖U ∩ U diyelim. ⊖V = U ∩ ⊖U = V olduğundan  

V komşuluğu 0 ın simetrik bir komşuluğudur ve V U dur.  

Teorem 4.18 den topolojik gruplar homojen olduğundan topolojik gruplarda noktasal bir  

özellik incelenirken sadece birim eleman için bu özelliğin incelenmesi yeterlidir. 
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4.20. Sonuç  

G bir topolojik grup ve G nin birim elemanı 0 olmak üzere; 0 ın her U komşuluğu için                   

W ⊕ W   U olacak biçimde 0 ın simetrik bir W komşuluğu vardır [5]. 

İspat 

0  ın  herhangi bir U komşuluğunu alalım.  Teorem  4.16 (1)  den 0 ın her U komşuluğu için                

V ⊕ V = 2V  U olacak biçimde en az bir V komşuluğu vardır. Burada   V ∩  (⊖V) =  W  

denirse ⊖W = (⊖V) ∩ V = W olduğundan W simetrik bir kümedir. V ∩ (⊖V) =  W   V  

olduğundan,  W ⊕ W = 2 W   V ⊕ V = 2 VU sağlanır. Böylece 0 ın her U komşuluğu 

ğu için W ⊕W   U olacak biçimde simetrik bir W komşuluğu vardır. 

Teorem 4.27 de kullanılacak olan ve Sonuç 4.20 den yararlanarak elde edilen Sonuç 4.21 

aşağıdaki gibi verilecektir. 

4.21. Sonuç  

G bir topolojik grup ve G nin birim elemanı 0 olmak üzere; 0 ın her U komşuluğu için;                   

W ⊕ W⊕ W   U olacak biçimde 0 ın simetrik bir W komşuluğu vardır [5]. 

4.22. Teorem  

(G, ⊕, τ) topolojik grubu birinci sayılabilir ise 0 ın her n ∈ N  ⃥{0} için;  

Bn+1 ⊕ Bn+1 ⊕ Bn+1 


 Bn koşulunu sağlayan ve ögeleri simetrik olan simetrik bir                                                         

{ Bn : n ∈ N }komşuluk tabanı vardır [6]. 
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İspat 

0 ın sayılabilir komşuluklar tabanı {Un : n ∈ N } ailesi olsun. {Un : n ∈ N } ailesinden yarar 

lanarak  0  ın simetrik komşuluklarından  oluşan sayılabilir bir komşuluk tabanı bulunabilir. 

Şöyle ki; her n ∈ N  ⃥{0} için, Vn = Un ∩ ⊖Un  ve ⊖Vn = ⊖(Un ∩ ⊖Un ) = ⊖Un ∩ Un  = Vn                                                                    

olduğu için Vn  kümesi simetrik bir kümedir. Her  n ∈ N  ⃥{0} için Un ve ⊖Un  kümeleri 0 ın  

bir komşuluğu olduğundan Vn kümesi de 0 ın bir komşuluğu olur. Böylece {Vn : n ∈ N  ⃥{0}}  

ailesi 0 ın sayılabilir komşuluklarından oluşan sayılabilir bir komşuluk tabanıdır. Genelliği  

bozmadan V0 = G  alabiliriz.  Şimdi, Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1)  
  Vi(n)   olduğunu görelim.  

Bunun için Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1)  
  Vi(n) koşulunu sağlayacak  biçimde  bir  artan dizi 

{i(n) : n ∈ N } artan dizisini ele alalım. i(1) = 1 olsun.  Teorem 4.16 dan Vj  ⊕  Vj  
  Vi(1)  

olacak şekilde j >  i(1) pozitif j tam sayısı vardır.  Benzer şekilde Vi(2)  ⊕  Vi(2) 
  Vj   için  

i(2) > j  pozitif tam sayısı vardır. Vi(2) ⊕ Vi(2) ⊕ Vi(2) 
  V i(2) ⊕ Vj  

  Vj  ⊕ Vj  
  Vi(1)   

olur. Benzer şekilde  Vi(3) ⊕ Vi(3) ⊕ Vi(3) 
Vi(2)  olacak  biçimde  i(3) > i(2)  sayısı vardır.   

Öyleyse bu işlem {i(n) : n ∈ N } dizisi için Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1) ⊕ Vi(n+1) 
  Vi(n) şeklinde devam  

ettirilirse n ∈ N için Bn = Vi(n) olarak alınırsa ve in artan bir indisi  için  0  ın  komşuluklarını   

içeren simetrik komşuluk tabanı { Bn : n ∈ N } için Bn+1 ⊕ Bn+1 ⊕ Bn+1
  Bn   bulunur. 

4.23. Teorem 

G bir sol topolojik grup ve AG olsun. Eğer, ⊖ : G → G; x →⊖x dönüşümü sürekli ise 0  

ın her U komşuluğu için A̅A ⊕ U olur  [5]. 

İspat 

0 ın herhangi  bir  U  komşuluğunu  alalım.  ⊖(0) = 0  ve  ⊖ : G → G; x →⊖x   dönüşümü  

sürekli olduğundan ⊖V   U olacak biçimde  V ∈ N(0) vardır. x ∈ A̅ alalım. x  ⊕ V ∈ N(x)  

olduğu için  A ∩ (x ⊕ V) ≠ ∅ olur.  Öyleyse   a ∈ A ∩ (x ⊕ V)  olacak  biçimde  en az bir            
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a ∈ A  var  olup  a = x ⊕ b  olacak  biçimde  b ∈ V  vardır. Buradan  x  =  a ⊕(⊖b) olup,                                      

x ∈ A ⊕ (⊖ V) olur. ⊖V   U olduğu için x ∈ A ⊕(⊖V)   A ⊕ U bulunur. Böylece                              

A̅ A ⊕ U olur. 

4.24. Teorem 

(G, ⊕) bir grup olsun. A, B ve C; G nin alt kümeleri olmak üzere (A ⊕ B) ∩ C =  ∅ olması  

için gerek ve yeter şart A ∩ (C ⊕ (⊖B))  = ∅ olmasıdır [5]. 

İspat 

(A ⊕ B) ∩ C =  ∅ olsun. Kabul edelim ki; A ∩  (C ⊕(⊖B))  ≠ ∅  olsun.  Öyleyse  en az bir                               

a ∈ A için  a = c ⊕ (⊖b)  olacak biçimde b ∈ B ve c  ∈ C  vardır.    Sol    kısaltma   kuralından           

c = a ⊕ b ∈ A ⊕ B olur. Böylece c ∈ C ve c ∈ A ⊕ B olduğundan  ( A ⊕ B) ∩  C ≠ ∅ elde  

edilir. Bu ise bir çelişkidir. Öyleyse kabulümüz yanlış olup A ∩ (C ⊕(⊖B))  =  ∅ dir.  

Diğer tarafın ispatı benzer şekilde yapılabilir.  

4.25. Teorem 

G bir topolojik grup olsun. F   G kompakt, P  G kapalı alt küme ve F ∩ P = ∅ olsun. Bu 

durumda (V⊕F) ∩ P = ∅ ve (F⊕V) ∩ P = ∅ olacak biçimde bir V ∈ N(0) vardır [9]. 

İspat  

Herhangi bir x ∈ F alalım. F ∩ P = ∅ olduğu için x ∈ Pc dir. P kapalı olduğundan Pc açıktır.  

x = x ⊕ 0 olup, Lx : G → G ; y → x ⊕ y fonksiyonu  sol öteleme dönüşümü olmak üzere,                                                         

Lx(0) =  x ⊕ 0 = x ∈ Pc   olur. Lx  dönüşümü sürekli  olduğundan,   Lx ( Vx) 
   Pc olacak 

biçimde bir Vx
 ∈ N(0) vardır. Böylece (x ⊕ Vx) ∩ P = ∅ dir. Her x ∈ F için Teorem 4.16 
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den  Wx ⊕ Wx
  Vx  …. (*) olacak biçimde bir Wx ∈ N(0) vardır ve x = x ⊕ 0 ∈ x ⊕ Wx  

olduğundan  { x ⊕ Wx : x ∈ F}   ailesi  F  için bir açık  örtüdür.  F   kompakt olduğundan;                               

S   F sonlu alt küme  olmak  üzere   F  ⋃ Wₓ  x∈S   olur.   S = { x1, x2, ,…, xn }  diyelim. 

Burada F  S ⊕ Wx dir. Şöyle ki; y ∈ F  aldığımızda  { x ⊕ Wx : x ∈ F} ailesi   F için bir  

örtü olduğundan bir  i ∈ I = { 1, 2, …  n } için, y ∈ xi ⊕ Wxᵢ   S ⊕ Wxᵢ   olur. Her x ∈ S   

için 0 ın  Wx açık komşuluklarının arakesitine ⋂ Wₓ  x∈S = V1  diyelim.  V1   kümesi  de  0 ın  

komşuluğudur. Arakesit kümesi arakesiti alınan kümelerin alt kümesi olduğundan her i ∈ I  

için V1 


 Wxᵢ  dir. Şimdi, (F+V1) ∩ P = ∅  olduğunu görelim.  Bunun  için  her  y ∈ F için;                                  

(y ⊕ V1) ∩ P = ∅ olduğunu görmemiz yeterlidir. F  S ⊕ Wx  olduğundan  y  =  xₖ ⊕ w0                                                                     

olacak biçimde k ∈ { 1, 2, …  n } olmak üzere  w0 ∈ Wxₖ  ve   xk ∈  S  elemanları  vardır  ve 

buradan y ⊕ V1 
  xk ⊕ w0 ⊕ V1 olur. Her  i ∈ I için  V1 


 Wxᵢ ve w0 ∈ Wxₖ  olduğunda;  

xk ⊕ w0 ⊕ V1  
  xk ⊕ Wxₖ ⊕ Wxₖ olur.  xk ∈ F  olduğu  için  (*) dan  Wxₖ ⊕ Wxₖ

  Vxₖ    

olup,   y  ⊕  V1 


 xk ⊕ Vxₖ  olur.  Buradan,  xk  ⊕ Vxₖ  =  fxₖ (Vxₖ ) 
    Pc   olduğu   için;                                                     

y ⊕ V1 


  y  ⊕  Vxₖ 


 P
c bulunur. Böylece  (y ⊕ V1) ∩ P =  ∅ olur. Öyleyse  her y ∈ F  

için (F ⊕ V1) ∩ P = ∅ olur.  

Benzer şekilde V2 = ⋂ Wxᵢn
i=1  için (V2 ⊕ F) ∩ P = ∅ olduğu görülebilir. 

4.26. Teorem 

G bir topolojik grup olsun. F, G nin kompakt bir alt kümesi ve P, G nin kapalı bir alt kümesi  

olsun. Bu durumda F ⊕ P ve P ⊕ F kümeleri G içinde kapalıdır [5]. 

İspat 

F ⊕ P kümesinin kapalı olduğunu görelim. Bunun için (F ⊕ P)c kümesinin açık olduğunu  

görelim. Herhangi bir  y ∈ (F ⊕ P)c   alalım.  Öyleyse  (⊖ F ⊕ y) ∩ P = ∅ olur.  Şöyle ki;    
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z ∈ (⊖F ⊕ y) ∩ P olsun. Öyleyse z ∈ P için z = ⊖x ⊕ y olacak biçimde bir x ∈ F vardır.  

Buradan x ⊕ z = y olur.  x ∈ F ve z ∈ P olduğundan y ∈ F ⊕ P olur. Bu ise  y ∈ (F ⊕ P)c  

olmasıyla  çelişir.  Öyleyse  kabulümüz  yanlış  olup,  ( ⊖F ⊕ y) ∩ P = ∅   dir.  ⊖ F ⊕ y  

kompakttır.  Şöyle  ki;  F  kompakt  kümesinin sürekli  olan  ters  dönüşüm ve  sağ  öteleme  

fonksiyonlarının; 

 h :  G → G             Ry : G → G 

        x → ⊖x                 x → Ry(x) = x ⊕ y 

bileşke fonksiyonu olan  Ry o h  fonksiyonunun altındaki görüntüsü  (Ry o h)(F) =  ⊖F ⊕ y  

dir.  Sürekli fonksiyonların bileşkesi de  sürekli olduğundan  ve kompakt kümelerin sürekli  

fonksiyon  altındaki ön görüntüsü de  kompakt olduğundan  (Ry o h)(F) = ⊖F ⊕ y  kümesi   

kompakttır. O halde Teorem 4.25 den (⊖F⊕ y) ⊕ V = ∅  olacak biçimde 0 ın en az bir V  

açık komşuluğu vardır.  Buradan Teorem 4.24 den  (y ⊕V) ∩ (F ⊕ P) = ∅  olur.  Buna göre                                 

(y ⊕V)    (F ⊕ P)c  elde edilir.  y ⊕V kümesi V açık kümesinin bir homeomorfizm olan  

sol öteleme dönüşümü altındaki görüntüsü olduğundan açıktır. Böylece F⊕P kapalıdır.  

Benzer şekilde P ⊕ F nin de kapalı olduğu görülebilir. 

4.27. Teorem 

G  bir  topolojik  grup ve F,  G  nin kompakt bir alt kümesi olsun. Bu durumda  0  ın her U  

komşuluğu için; her x ∈ F için x ⊕ V⊕ (⊖x)   U olacak biçimde bir V komşuluğu vardır  

[5]. 

İspat 

U, 0 ın herhangi bir komşuluğu olsun. Sonuç 4.21 den W ⊕ W ⊕ W   U … (*) olacak  

biçimde 0 ın simetrik bir W komşuluğu vardır. W∈ N(0) olduğundan, her x ∈ F için x = 0  

⊕ x ∈ W⊕ x dir. Böylece {W ⊕ x ∶ x ∈ F } ailesi F için bir açık örtüdür. F kompakt bir  
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küme olduğundan olduğundan F   ⋃ W ⊕ xᵢ n
i=1  olacak biçimde x1, x2,…, xn ∈ F vardır.                                                   

S = {x1, x2, … , xn } diyelim.  Burada  F   W  ⊕  S  dir.  Şöyle  ki;  x ∈ F n aldığımızda   

{W ⊕ x ∶ x ∈ F } ailesi F için bir örtü olduğundan en az bir i0 için, x ∈ W ⊕ xi₀ 
  W ⊕ S  

olur. V = ⋂ (⊖ xᵢ ⊕ W ⊕ xᵢ)n
i=1  diyelim. i = 1, 2, …, n  için ⊖ xᵢ ⊕ W ⊕ xᵢ kümeleri 0 ın  

açık komşulukları olduğundan V kümesi de 0 ın açık bir komşuluğudur. F  W ⊕ S olduğu  

için her x ∈ F için j ∈ {1, 2, …, n} olmak üzere  x = w0 ⊕ xj  olacak  biçimde  w0 ∈  W  ve            

xj ∈ S vardır. Şimdi,   x ⊕ V ⊕ (⊖ x)   U   olduğunu  görelim.   p  ∈  x   ⊕ V ⊕  (⊖x)   

olsun. Öyleyse, p =  x ⊕ v ⊕ (⊖x) olacak biçimde  v ∈ V vardır.  V = ⋂ (⊖ xᵢ ⊕ W ⊕ xᵢ)n
i=1    

olduğundan  1 ≤ i ≤ n biçimindeki her i  için v ∈ ⊖xi ⊕ W ⊕ xi olup,  v ∈ ⊖xj ⊕W ⊕ xj   

olur.  O halde v =  ⊖xj ⊕ w1 ⊕ xj  olacak biçimde bir w1 ∈ W var olduğu görülür.  Böylece  

p = x ⊕v ⊕(⊖x) = (w0 ⊕ xj) ⊕ (⊖xj) ⊕ w1 ⊕ xj ⊕(⊖w0) ⊕(⊖xj) = w0 ⊕ w1⊕(⊖w0)  

elde edilir. w0 ∈ W olduğundan  ⊖ w0
   ⊖W  olup,  W  simetrik  bir  küme  olduğundan         

⊖w0
  W dir. Böylece, w0 ⊕ w1⊕(⊖w0) 

  W ⊕ W⊕ W olur. (*) dan aşağıdaki görülür;  

w0 ⊕ w1⊕(⊖w0)  
   W ⊕ W⊕ W  U olur.  Böylece  x ⊕ V ⊕ (⊖x)   U elde edilir. 

4.28. Lemma 

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere X uzayının Hausdorff olması için gerek ve yeter koşul   

X  in  ∆ = {(x,x) : x ∈ X }  köşegeninin  X x X çarpım uzayında kapalı olmasıdır [13]. 

İspat 

X uzayı Hausdorff uzayı  olsun.  ∆ = {(x,x) : x ∈ X }  kümesinin  kapalı  olduğunu görelim.  

∆C = {(x,y) : x ≠ y}  kümesinin açık olduğunu görelim.  Herhangi  bir    w =  (x1, x2) ∈  ∆C  

alalım.   (x1, x2) ∈ U  x V   ∆C    olacak biçimde  U ve  V  açık kümelerinin var  olduğunu  

görelim.  X uzayı  Hausdorff uzayı   olduğundan   x1 ≠ x2  biçimindeki  herhangi x1, x2 ∈  X   

elemanları için U ∩ V = ∅ olacak biçimde U ∈ N(x1) ve V ∈ N( x2 ) açık komşulukları vardır. 
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U ∩ V = ∅ olduğu için  U x V    ∆C  dir.  Böylece  herhangi w = (x1, x2) ∈ ∆C elemanı için 

(x1, x2) ∈ U x V   ∆C  olacak biçimde U ve V  açık kümeleri vardır.  Böylece  ∆C   kümesi  

açık olup, ∆ köşegeni kapalı olur. 

∆ kapalı olsun. X uzayının Hausdorff  uzayı   olduğunu  görelim.  x1  ≠ x2  olacak biçimde                              

x1, x2 ∈ X elemanlarını alalım. Böylece w = (x1, x2) ∈ ∆C dir. ∆ kümesinin   kapalılığından                             

 ∆C = {(x,y) : x ≠  y} açıktır. Buradan  w = (x1 ,x2) ∈ U  x  V     ∆C olacak biçimde   U,  V  

açık kümeleri vardır ki, x1 ∈ U ve x2 ∈ V olup, U ∩ V = ∅ dir. Şöyle ki, U ∩ V ≠ ∅ olsaydı; 

saydı, t ∈ U ∩ V olacak biçimde en az bir t ∈ X var olup, (t,t) ∈ U x V   ∆C olur.  Bu  ise 

∆C   kümesinin tanımıyla çelişir.  Öyleyse,  U  ∩ V  =  ∅ dir . Öyleyse  X  Hausdorff uzayıdır. 

4.29. Teorem 

G bir topolojik grup olsun. Aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir [7,10,11]. 

(1) G, T0 – uzayıdır. 

(2) G, T1 – uzayıdır. 

(3) G, T2 – uzayıdır. 

(4) {Ui : i ∈ I } ailesi, 0 ın komşuluk tabanı olmak üzere; ⋂ Uᵢi∈I  = {0} dır. 

İspat 

(1) ) → (2) 

G,  T0 uzayı olsun. x ≠ y olmak üzere  x,  y ∈ G alalım.  G,  T0  uzayı olduğundan  ya  y ∉ P  

olacak biçimde x in bir  P açık komşuluğu vardır ya da  x ∉ U  olacak biçimde  y nin bir U  

açık  U  komşuluğu vardır.  Eğer,  y ∉ P  olacak biçimde x  in  bir  P  açık komşuluğu varsa,                         

⊖x ⊕ P kümesi 0 ın açık komşuluğu olup, Teorem 4.19 dan V⊖x ⊕ P olacak biçimde 

0 ın simetrik bir V  komşuluğu vardır.  y ⊕ V,  y nin  açık bir komşuluğudur.   x ∉  y  ⊕  V                                         
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olduğunu görelim. Kabul edelim ki; x ∈ y ⊕ V olsun. Öyleyse ⊖x ∈ ⊖V ⊕ (⊖y) olur. V                                                   

simetrik olduğundan ⊖V ⊕ (⊖y) = V ⊕ (⊖y) olup, ⊖x ∈ V ⊕ (⊖y)  dir. V  ⊖x ⊕ P    

olduğundan; ⊖x ∈ V ⊕ (⊖y) 
  ⊖x ⊕ P ⊕ (⊖y) olur. Yani;  ⊖x  ∈  ⊖x ⊕ P ⊕ ( ⊖y)  

dir.  Burada  x ⊕ ( ⊖x) ∈  x  ⊕ (⊖x  ) ⊕  P ⊕  (⊖y) olur.   x ⊕  ( ⊖x ) = 0  olduğundan, 

0 ∈ P ⊕(⊖y) olur. Buradan y ∈ P elde edilir. Bu ise y ∉ P olmasıyla çelişir. Öyleyse kabul  

yanlış olup,  x ∉ y ⊕ V dir .  Böylece  x in y  yi   içermeyen  bir  P komşuluğu  ve y  nin x i  

içermeyen bir  y  ⊕ V komşuluğu bulunmuş olur. x ∉  U  olacak  biçimde y  nin bir  U  açık  

komşuluğunun var olma durumunda da benzer ispat  yapılabilir. Böylece G bir T1 – uzayıdır.  

(2) → (3) 

G, T1 – uzayı olsun. G nin  T2 – uzayı olduğunu görmek için  Lemma  4.28 den G nin köşe  

geninin G x G çarpım uzayında kapalı olduğunu görmemiz yeterlidir. G,  T1 – uzayı olduğu 

için {0}G kapalıdır. G topolojik grup olduğundan f : G → G; (x,y) → x ⊕ (⊖y) dönüşümü  

dönüşümü süreklidir. O halde  f-1 ({0}) =  ∆  =  {(x,x) : x ∈ G }  olduğundan G nin köşegeni  

G x G çarpım uzayında kapalı olup, G Hausdorff  uzayıdır. 

(3) → (4) 

G, T2 – uzayı  ve  {Ui : i ∈ I }  ailesi, 0 ın bir komşuluk tabanı olsun. Kabul edelim ki;  her  

i ∈ I için x ∈ Ui olacak biçimde  0 ≠ x  elemanı var olsun. X,  Hausdorff uzayı olduğundan 

x  ∉  P olacak biçimde 0  ın  bir en az  bir  P komşuluğu vardır.  {Ui : i ∈ I }  ailesi 0 ın  bir  

komşuluk tabanı olduğu için    x ∈  Ui 
  P  olacak biçimde  bir  i0 ∈  I vardır. Bu ise X in 

Hausdorff olmasıyla çelişir. Öyleyse x = 0 dır. 

(4) →(1) 

x ≠ y olmak üzere x, y ∈ G alalım. Öyleyse, x ⊕ (⊖y) ≠0 dır. ⋂ Uᵢi∈I  = {0} olduğundan en  
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az bir i0 için x ⊕ (⊖y) ∉ Ui₀ dır. Kısaltma kuralından x ⊕ ∉ Ui₀ ⊕ y olur.   Ui₀ ⊕ y açık alt 

kümesi, y nin bir komşuluğudur. Böylece G, T0 – uzayıdır. 

4.30. Teorem 

(G, ⊕, τ) bir topolojik grup ise düzgündür [9]. 

İspat 

Topolojik gruplar homojen olduğu için  G  nin düzgünlüğü için yalnızca birim eleman 0  ın  

herhangi bir U komşuluğu için V̅   U olacak biçimde bir  V  ∈ N(0)  bulunduğunu görmek  

yeterlidir.  Öyleyse  0  ın herhangi bir U açık komşuluğunu alalım.  Teorem  4.20  den  0  ın                       

2V U olacak biçimde simetrik bir V açık komşuluğu vardır. Şimdi  V̅U olduğunu  göre 

lim. x ∈ V̅  alalım. x ⊕ V  kümesi  x  in  bir komşuluğu olduğundan  ( x ⊕ V) ∩ V ≠ ∅ dir. 

Öyleyse,  en  az  bir  y ∈ V için  y  ∈  (x  ⊕ V)  olup,  V   nin  öyle  bir v1 ∈ V  elemanı için   

y = x  ⊕ v1 olur.  Kısaltma  kuralından  x = y ⊕ ( ⊖v1)  olup,  y  ∈ V olduğunda,  buradan 

x ∈ V ⊕ (⊖V) olur. V simetrik olduğundan ⊖V = V olup, x ∈ V ⊕ (⊖V) = V ⊕ V   U  

olduğu için x ∈ U elde edilir. Böylece  V̅   U olup, topolojik gruplar düzgündür. 

Teorem 4.29 ve Teorem 4.30 dan Sonuç 4.31 şöyle verilebilir.  

4.31. Sonuç 

G topolojik grubu T0 – uzayı ise aşağıdakiler denktir [6]. 

i-) G, T1 – uzayıdır. 

ii-) G, Hausdorff uzayıdır. 

iii-) G, T3 – uzayıdır. 
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Topolojik grupların tamamen düzgün olma durumunun incelendiği Teorem 4.39 ispatında 

yararlanılacak olan ve Teorem 4.19, Teorem  4.30 ve Teorem 4.16 dan elde edilen  Sonuç 

4.32 şöyle verilecektir. 

4.32. Sonuç 

(G, ⊕, τ) bir topolojik grup olsun. G nin birim elemanı 0 ın; 

i-) Her n ∈ N için Kn  komşuluğu simetriktir, 

ii-) Her Kn  komşuluğu için 2F   Kn olacak biçimde bir F ∈ {Kn : n ∈ N } komşuluğu 

vardır, 

iii-) Her Kn ∈ {Kn : n ∈ N } ve her a ∈ G için x ⊕F⊕(⊖x)K veya x ⊕K⊕ (⊖x)  F 

olacak biçimde bir F ∈ {Kn : n ∈ N } komşuluğu vardır, 

koşullarını sağlayan bir {Kn : n ∈ N } kapalı komşuluklar ailesi vardır [12]. 

4.33. Teorem 

G bir topolojik grup ve H, G nin bir topolojik alt grubu olsun. Bu durumda  

1. H̅, G nin alt grubudur.      

2. Eğer H, G içinde açıksa, H aynı zamanda kapalıdır.  [5,10]. 

İspat 

 

1. H̅ nin G nin topolojik alt grubu olduğunu görelim. Bunun için her a, b ∈  H̅ elemanı için                         

    a ⊕(⊖b) ∈ H̅ olduğunu görmek yeterlidir. Herhangi bir  W∈  N ( a⊕(⊖b))  komşuluğu  

    alalım. G topolojik grup olduğundan G nin a ⊕(⊖b) elemanının  her  W komşuluğu  için       

    U ⊕  (⊖V)   W olacak biçimde  en az bir  U ∈ N(a ) ve  V ∈ N(b)  komşulukları  vardır.     

    a ∈  H̅ olduğundan her U ∈ N (a) için U ∩ H   olup,  benzer şekilde  b  ∈ H̅  olduğu 
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    için V ∩  H ≠ ∅  dir.  Öyleyse x ∈ U ∩  H ve y  ∈ V  ∩  H olacak biçimde x, y ∈ G   vardır.                           

     x  ∈  U, x ∈  H ve y ∈  V, y ∈  H olduğundan x ⊕(⊖ y) ∈ U ⊕ (⊖V) W ve H, G nin  

    topolojik alt  grubu  olduğu  için  x  ⊕ (⊖y)  ∈  H  dir.  Böylece  W ∩ H     olup,                                                

     a ⊕ (⊖b)  H̅ olur. Böylece H̅ bir altgruptur. 

2. H alt grubu G içinde açık olsun. H̅  = H  olduğunu görelim. Bunun için H̅   H olduğunu                    

    görmek yeterlidir. a ∈ H̅ olsun. H açık küme, a ∈ H ve sol öteleme dönüşümü homeorfizm 

    olduğundan  a ⊕ H  açık  kümedir.  Aynı  zamanda  H  alt grup olduğundan 0  ∈  H olup, 

    a ∈ a ⊕ H dır. O halde a ⊕ H kümesi  a noktasının açık  bir  komşuluğudur.  a ∈ H̅ olup,           

    H ∩  (a ⊕ H) ≠ ∅  olmalıdır. O halde;  b ∈ H ∩ (a ⊕ H)  olacak biçimde en az bir b ∈ G 

    vardır. Burada b ∈ H olup,  b = a ⊕ h  olacak biçimde  bir  h ∈ H  vardır.  Kısaltma kuralı 

    uygulanırsa  a = b ⊕ (⊖h) olur. B  ∈  H, h ∈ H olup ve H alt grup olduğu için ⊖ h ∈ H  

    olur.  Böylece a = b⊕(⊖h) ∈ H olup  H   H̅ sağlanır. O halde H kapalıdır. 

 

4.34. Tanım  

Bir (G, ⊕) grubu üzerinde tanımlı bir metrik d olsun. Eğer  G nin her a, x, y  elemanı için;                                            

d(x,y) = d (a⊕x, a ⊕y) oluyorsa d metriğine bir sol değişmez metrik denir.  

Benzer şekilde eğer d(x,y)= d(x⊕a, y⊕a) ise d metriğine bir sağ değişmez metrik denir[7]. 

Teorem 4.36 ve Teorem 4.37 ve Teorem 4.38 den  topolojik  grupların  metrikleştirilebilir 

olma durumunu görelim. Önce bir X topolojik uzayının metrikleştirilebilir olma tanımını  

verelim. 
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4.35. Tanım 

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere eğer X kümesi üzerinde öyle bir d metriği varsa ki, bu 

d metriği tarafından indirgenen topoloji τ ile aynı ise (X, τ) uzayına metrikleştirilebilirdir 

denir. 

4.36. Teorem 

Bir topolojik grubun sözde metrikleştirilebilir olması için gerek ve yeter koşul topolojik  

grubun birinci sayılabilir olmasıdır [6,11]. 

İspat 

G sözde metrikleştirilebilir bir topolojik grup olsun. G üzerindeki topolojiyi üreten  bir  sözde 

metrik vardır.  Öyleyse;  her x ∈ G için  { B (x, 
1

n
 ) : n ∈ N } ailesi x in sayılabilir bir komşuluk  

tabanıdır. Böylece G topolojik grubu birinci sayılabilirdir. 

G topolojik  grubu birinci  sayılabilir olsun.  Öyleyse  Teorem  4.21 den  0 ın  bütün simetrik  

komşuluklarını   içeren  simetrik   {B (n) : n  ∈  N }  komşuluk tabanı  vardır.  Öyle ki,  her                      

n ∈  N-{0} için B( n+1) ⊕ B( n+1) ⊕ B( n+1)  
   B(n) dir. Genelliği bozmadan  B(0)  = G  

alabiliriz.                 

G x G üzerinde bir  f  : G x G → [0, ∞) 

                                    (x,y)  →    (x,y) = {

0   ,   ⊖ x ⊕ y ∈ ⋂ B(n)n∈N

2−ⁿ  , ⊖ x ⊕ y ∈ B(n)  ⃥B(n + 1)
}            

 fonksiyonu biçiminde tanımlansın.                  

⊖x ⊕ x = 0 ∈ ⋂ B(n)n∈N  olduğundan f(x,x) = 0 dır.  B (n)  kümeleri simetrik  olduğundan;                      

⊖x ⊕ y ∈ B(n) ise  ⊖(  ⊖x⊕y) =  ⊖y ⊕ x ∈ B (n)  olup,  f( x,y)  = f (y,x) dir. Böylece f                                                                           
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fonksiyonu simetriktir. Fx,y = { f(x1, x2) + … + f( xk, xk+1) : k ∈ N, x1 = x ve xk+1 = y } olmak  

üzere d fonksiyonu şöyle tanımlansın. 

d : G x G → [0, ∞) 

       (x,y) →  inf Fx,y  

d fonksiyonun bir sözde metrik olduğunu görelim. 

(i) Her k ∈ N için f (xk, xk₊1) ≥ 0 olduğundan d(x,y) ≥ 0 dir.  

(ii) Her x ∈ G için d(x, x) = 0 dir.  

(iii) f simetrik olduğu için d de simetriktir.                                    

(iv) x, y, z ∈ G olmak üzere 

       d(x,z) = inf Fx,z  ≤ inf (Fx,y + Fy,z) = inf Fx,y + inf  Fy,z = d(x,y) + d(y,z) 

O halde d donksiyonu G topolojik uzayı üzerinde bir sözde metriktir. Ayrıca her a ∈ G için;  

⊖(a ⊕ x) ⊕ (a ⊕ y) = ⊖x ⊕ y olup, ⊖x ⊕ y ∈ B(n) ise ⊖(a ⊕ x) ⊕ (a ⊕ y) ∈ B (n)  

olur. Böylece f(x,y) =  f(a ⊕ x, a ⊕y) olur.  Böylece  f sol değişmez olup, d sözde metriği  

de sol değişmezdir. 

Şimdi  d  sözde  metriği  tarafından  üretilen  τd   topolojisinin  τ   topolojisine eşit  olduğunu  

görelim. d bir sol değişmez sözde  metrik  olduğundan x merkezli, r  yarıçaplı  açık  yuvar;  

B(x, r) = { y ∈ G : d(x, y) < r} = x ⊕ { ⊖x ⊕ y ∈ G :  d( 0, ⊖x ⊕ y) < r } = x  ⊕  B(0, r)  

olduğundan  komşuluk  kontrolünü  sadece  birim  elemanın  komşuluğunda yapmak yeterli 

olacaktır.  

τd  
 τ olduğunu görelim. Bunun için boştan farklı her T ∈ τd   için  U   T olacak  biçimde  

bir U ∈ τ var olduğunu görelim. T boştan farklı olduğu için en az  bir  x ∈ T vardır. Böylece 

r  ∈  B(x,r)    T  olacak  biçimde  bir  r > 0  sayısı  vardır.  1⁄ 2nₒ > 0    sağlayacak biçimde   

bir   n0 ∈ ℕ ∪ {0}  seçelim.  x  ⊕ B ( n 0+ 1)  
  B (x, 1⁄ 2nₒ ) olduğunu  görelim.  Burada,                                    
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B ( x, 1⁄ 2nₒ ) = x ⊕ B(0, 1⁄ 2nₒ ) olduğundan, x ⊕ B(n0+1) 
  x ⊕ B(0, 1⁄ 2nₒ ) olduğundan                  

B(n0+1)  
  B(0, 1⁄ 2nₒ) olduğunu görmek yeterli olur. Şimdi y ∈ B(n0+1)  alalım. y= 0 ⊕ y                   

olarak yazıldığında, ⊖0 ⊕ y ∈ B(n0+1)  için f fonksiyonunun tanımından;  f(0, y) ≤  2-nₒ -1 

olur. d sözde metriğinin tanımından da d (0,y) ≤  f(0,y) ≤  2-n₀-1 ≤   2-n₀ olur. Her r > 0  için                                 

2-n₀  < r olacak biçimde bir n0  ∈ ℕ var olduğu için, d(0, y) ≤ f(0, y) ≤ 2-n₀-1 ≤ 2-n₀ <  r olup,         

y ∈ B(0, 1⁄ 2nₒ) bulunur. Böylece, B(n0+1) 
B(0, 1⁄ 2nₒ ) B(0,r) olur.  

Şimdi τ   τd olduğunu görelim. Bunun için boştan farklı herhangi bir U  ∈ τ  için  T    U  

olacak biçimde  bir T ∈ τd  var  olduğunu  görelim.  U  boştan  farklı olduğu için  en  az  bir                              

x ∈ U vardır. U, x in açık bir komşuluğu olduğundan ⊖x ⊕ U ∈ N (0 ) dır.  { B(n) : n ∈ ℕ}  

ailesi 0 ın komşuluklar tabanı olduğundan, öyle bir n0 ∈ N için B(n0)
⊖x ⊕ U olup,  sol  

kısaltma kuralından x ⊕ B(n0)
U olur. Şimdi B(x,r)  x ⊕ B(n0) 

U  olacak  biçimde  

bir r > 0 sayısının var olduğunu görelim. Bunun için a ∈ B(0,2-n₀) alalım. d nin tanımından 

d(0, a) < 2-n₀  dir. Yani,  k ∈ N  için x1 = 0  ve  xk+1 = a  olmak  üzere x1, x2,…, xk, xk+1 ∈ G                                                                       

elemanları için, d nin tanımımdan  d( 0, x )  ≤ f(x1, x2)  + … +  f( xk, xk+1) < 2-n₀ … (1) olur. 

Burada ⊖x1 ⊕ xk+1 = 0 ⊕ a = a olup,  eğer a ∈ B(n) olduğunu görürsek ispat  tamamlanır. 

Tümevarım  yönteminden  ispatlayalım.  k  = 1  olsun.  Öyleyse,  f( x1,  x2)  <  2-n    ise  ya  

f(x1, x2) = 0 olur,  ya da f(x1, x2) < 2-j olacak  biçimde   j >  n  doğal  sayısı vardır. Böylece 

f(x1, x2) = 0 ise ⊖ x1 ⊕ x2 ∈ ⋂ B(n)n∈N  olur. f(x1, x2) < 2-j ise  ⊖x1 ⊕ x2 ∈ Bj olur. j > n  

olduğundan B(j) 
  B(n) olup, ⊖x1 ⊕ x2  ∈  B ( n ) elde edilir.  k  ≥  2 olsun.  m <  k olarak  

seçildiğinde,   y1 = 0  ve  ym+1  =  a  olmak üzere  y1,  y2,…,  yl,  ym+1  ∈  G   elemanları için,              

f(y1,y2) + … + f( yl, ym+1) < 2-n ise,  ⊖y1 ⊕ym+1 ∈ B(n)  olduğunu varsayalım. Şimdi k ∈ N 

sayısı için ⊖x1 ⊕ xk +1 ∈ B(n) olduğunu görelim. Bunun için (1) den,   

d  (x1, xk+1) < f(x1, x2)  + … +  f( xk, xk+1) < 2-n  ise  her  1< i ≤ k için;            

f(xi, xi+1)  <  2-n olduğu açıktır. Buna göre her i ∈ I için f(xi, xi+1) ≤ 2-n-1 olup, f nin tanımından 
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xi 
-1 ⊕ xi+1 ∈ B(n+1) dir. Eğer  f (x1, x2)  ≥ 2-n-1 ise f(x1, x2) = 2-n-1 ve  x1

-1 ⊕ x2 ∈ B(n) olur. 

f(x1, x2)  =  2-n-1  için (1)  eşitsizliği   (x2, x3) +  … +  f( xk, xk+1)  <  2-n-1   halini alır. Burada,                                            

x2, x3, …, xk, xk+1 elemanları k tane olup, varsayımdan ⊖x2 ⊕ xk+1 ∈ B (n+1) olur.  Böylece,   

x1
-1 ⊕ xk+1 = (⊖x1 ⊕ x2) ⊕ (⊖ x2 ⊕ xk+1) ∈ B ( n+1) ⊕ B ( n+1)   B(n)  olur.  Son olarak 

f(x1, x2) < 2-n-1 ise 1< i < k olmak üzere i sayısının olabilecek en  büyük  değeri için, (1) de   

karşımıza i nin seçimine göre 2 durum çıkar. 

(i) i = k veya i = k – 1 ise; 

f(x1, x2) + … + f( xk-1, xk) < 2-n-1 ise, varsayımdan ⊖x1 ⊕ xk ∈ B(n+1)  olur. Buradan,  

⊖x1 ⊕ xk+1 =(⊖x1 ⊕ xk) ⊕ (⊖xk ⊕ xk+1) ∈ B(n+1) ⊕ B(n+1) 
B(n) olur. 

(ii) i < k-1 için k, i ye bağlıysa;  

 f(x1, x2) + … + f( xi+1, xi+2) ≥ 2-n-1 olup, f(xi+2, xi+3) + … + f (xk, xk+1) < 2-n-1 ise varsayımdan 

 ( ⊖x1  ⊕ xi+1),   ( ⊖xi+1 ⊕ xi+2 ),  ( ⊖xi+2  ⊕ xk+1 ) ∈  B(n+1)   olur. O  halde,  buradan; 

(⊖x1⊕ xi+1) ⊕ (⊖xi+1⊕ xi+2 ) ⊕ (⊖xi+2⊕xk+1) ∈ B(n+1)  ⊕ B(n+1) ⊕ B(n+1)  
   B(n)  

bulunur. 

Böylece her k pozitif tam sayısı için  ⊖x1 ⊕ xk+1 ∈ B(n) olup, τ = τd olur. Böylece d sözde  

metriğinin ürettiği  τd topolojisi G üzerindeki topolojiye eşittir. Bu durumda G topolojik gru- 

bu sözde metrikleştirilebilir.  

4.37. Teorem 

d fonksiyonu bir T0–uzayı üzerinde sözde metrik ise d metriktir [6]. 
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İspat 

X ≠ ∅ bir küme d, X kümesi üzerinde bir sözde metrik ve d nin X üzerine indirgediği topoloji 

topoloji  τd  olmak üzere (X, τd ) bir T0–uzayı olsun. Öyleyse, birbirinden farklı her x, y ∈ X  

için x ∉ B(y,r) veya y ∉ B(x,r) olacak biçimde bir r >0 sayısı vardır. Öyleyse d(x,y) > r olup 

d(x,y) > 0 olur. Öyleyse d bir metriktir. 

Bir topolojik grubun sözde metrikleştirilebilir olduğunu topolojik grubun birinci sayılabilir  

olması ile açıklayan Teorem  4.36 ile bir sözde metriğin bir metrik olma durumunu irdelelim 

Teorem 4.37 den yararlanarak bir topolojik grubun metrikleştirilebilir olması Teorem 4.38 

de şöyle verilecektir. 

4.38. Teorem (Birkhoff-Kakutani Teoremi) 

(G, ⊕, τ) bir topolojik grup olsun. G nin metrikleştirilebilir olması için gerek ve yeter şart  

G nin T0 - uzayı ve birinci sayılabilir olmasıdır [6]. 

İspat 

G topolojik grubu metrikleştirilebilir bir topolojik grup olsun. Metrikleştirilebilir uzaylar  

birinci sayılabilir ve  T0 – uzayıdır.  

G grubu birinci sayılabilir olsun. Öyleyse Teorem 4.36 den G sözde metrikleştirilebilir olup, 

üzerinde,  indirgediği  topoloji G  üzerindeki  topoloji  olan  bir  sol  değişmez  sözde  metrik  

vardır. G, T0 – uzayı olduğundan Teorem 4.37 den üzerinde tanımlanan sol değişmez  sözde 

metrik bir metriktir. Öyleyse G metrikleştirilebilirdir. 
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4.39. Teorem 

Her Hausdorff topolojik grup tamamen düzgündür [12]. 

İspat 

(G, ⊕, τ) bir topolojik grup olsun. G nin birim elemanı 0 ın Sonuç 4.32 de verilen özellikleri 

sağlayan bir komşuluk ailesi {Un : n ∈ N }  olsun. G nin tamamen düzgün olduğunu görelim. 

F   G kapalı  bir  alt k üme ve  a ∈ G  olmak  üzere  a ∉ F  olsun. G homojen olduğu için, 

a, 0 ∈ G için h (0) = a olacak biçimde G de tanımlı bir h homomorfizması vardır.  h sürekli 

olduğu için tersi h-1  de  sürekli  olup,  h-1(F)  kümesi  kapalıdır  ve  0  ∉  h-1(F) dir.  Böylece  

tamamen regülerlik için 0 ∈ G elemanı incelenebilir.  h-1(F) = C dersek, G  ⃥C  kümesi  0 ın  

açık bir komşuluğu olur. G  ⃥C = U0  olsun. Sonuç 4.30 dan her n ∈ N için 2Un+1 
Un  dir.  

[0, 1]   aralığındaki  paydası   2 nin  bir  kuvveti  olan  rasyonel  sayıların  kümesini   D ile  

gösterelim. Her r ∈ D için, k ≤ 2n olmak üzere ve r = k / 2n  olacak biçimde k, n ∈ N+ sayıları  

vardır. Şimdi her r ∈ D için V(r) kümeleri [13] de tümevarımdan  şöyle   tanımlanmaktadır. 

k = 1 olsun. Öyleyse r = 1 / 2n dir, V(1/ 2n ) = Un  olsun. r = k / 2n sayıları için V(r) kümeleri; 

kʹ = 2k ise V(kʹ / 2n+1) = V(k / 2n) olup,  kʹ = 2k + 1 ise V(kʹ / 2n+1) = V(1 / 2n) ⊕  V(k / 2n)   

olacak şekilde tanımlansın. Buna  göre; m ∈ N+ olmak üzere  0 ≤ k = 2m ≤ 2n  biçimindeki  

k ∈ N+  sayıları için  V(1 / 2n) ⊕ V(k / 2n) V(k+1/ 2n)  … (*) sağlanır.  Şimdi G de tanımlı  

ve reel değerli bir f fonksiyonu şöyle tanımlanıyor; 

f : G → R  

     x  → f(x) = {
inf {r ∈ D: x ∈ Vᵣ}

1,            x ∉ V₁ 
 

Her r ∈ D için 0  ∈ Vr ve inf D = 0 olduğu için f (0) = 0 dır. V1 = V(1/ 2n) = U0 = G  ⃥C olup, 

f (C) = {1} dir. Burada her x ∈ G  için 0 ≤ f(x)≤ 1 olup, f nin sürekli olduğunu görelim.  

f(x) e göre karşımıza 3 durum çıkar; 
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1. durum;  f(x) = 1 olacak biçimdeki  x  ∈ G alalım. y ∈ V(1/ 2n) ⊕ x ise k <  2n – 2  olmak  

üzere  y  ∈ G  ⃥V(k/ 2n)  dir.  Eğer,  y  ∈ V(k/ 2n)  olsaydı,  V  komşuluğunun   simetriğinden,  

x ∈ V(1/ 2n) ⊕ y V(1/ 2n) ⊕ V(k/ 2n)  olup, (*) dan x ∈   V(k+1/ 2n)  olur.   Böylece f  

nin tanımından f (x) < 1 olur. Bu  ise  f(x) = 1  olmasıyla  çelişir.  Öyleyse  k < 2n – 2 olmak  

üzere  y ∈ G  ⃥V(k/ 2n) olur. Herhangi y ∈ G  ⃥V(k/ 2n) elemanının f fonksiyonu altındaki  ön  

görüntüsü  1- (1/ 2n-1) = (2n – 2) / 2n ≤ f(y) ≤1 aralığındadır.  Böylece |f(y) – f(x) | ≤ 1/ 2n-1   

olup, 1/ 2n-1  < ɛ  olacak biçimde bir ɛ sayısı var olduğu için |f(y) – f(x) | ≤ ɛ olur, böylece f  

1.  duruma göre süreklidir. 

2. durum;  f(x) = 0  olacak biçimdeki  x ∈ G  alalım.  f nin  tanımından,  x = 0 dır. Öyleyse; 

y ∈ V(1/ 2n) ⊕ x = V(1/ 2n) ⊕ 0 = V(1/ 2n) = Un  olup, y ∈ Un elemanı için f nin tanımından  

f(y) < 1/ 2n dir. Böylece, |f(y) – f(x) | ≤ 1/ 2n < ɛ  olup, f, 2. duruma göre süreklidir. 

3. durum; 0 < f(x) < 1 olacak biçimde x ∈ G alalım. Her k ∈ N+ için  k < 2m ,  m > n+1 olacak  

biçimde  m ∈ N+ sayısı vardır. f (x) = inf {r ∈ D : x ∈ Vr }  ve  D  kümesi [0,1]   aralığında 

yoğun olduğu için  x ∈ V(k / 2n)  ⃥ V(k-1 / 2n ) ... (**) olarak alınabilir.  y  ∈  V(1/ 2m) ⊕ x  

ise;  y ∈ G  ⃥V(k - 2/ 2m)   dir.  Şöyle  ki;   y ∈  V(k - 2/ 2m)   olsaydı,  V  nin  simetriğinden; 

x ∈ V(1/ 2m) ⊕ y V(1/ 2m) ⊕ V(k - 2/ 2n)  olup, (*) dan x ∈   V(k-1/ 2n)  olur. Bu ise                                                    

(**)  olmasıyla çelişir. Fakat,  x ∈ V(k / 2n)   olarak alınırsa  (*) dan  y ∈ V (k+1/ 2m)  olup,  

f  fonksiyonunun tanımından,   (k-2)  / 2m  ≤  f (y) ≤  ( k -1) / 2m  bulunur.  Ayrıca (**)  dan;  

(k-1) / 2m  ≤ f(x) ≤ k / 2m   olduğu için  |f(y) – f(x) | ≤ 1/ 2m  < 1/ 2n <  ɛ   olup, f, 3 . duruma  

göre süreklidir. 

Böylece f fonksiyonu G de süreklidir. O halde G topolojik grubu tamamen düzgündür. 

Topolojik grupların tamamen düzgün olma durumu Birkhoff- Kakutani teoreminden 

yararlanarak da görülebilmektedir. 
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Şimdi topolojik grupların Kartezyen  çarpımlarının  kutu  ve  çarpım  topolojileri verilecektir.  

Öncelikle   topolojik  grupların  Kartezyen çarpımlarının  da  bir  topolojik  grup  olduğunu  

görelim. 

4.40. Teorem   

{ (Gi, ⊕i) : i ∈ I } grupların bir ailesi olsun. ∏ Giİ∈I  = { (xi) : i ∈ I için xi ∈ G} kümesi bu                                                                                            

ailenin çarpım kümesi olmak üzere 

 

⊕ : ∏ Giİ∈I  x ∏ Giİ∈I  →  ∏ Giİ∈I  

                     x, y           →  x ⊕ y = ((xi) ⊕i (yi))     … (*) 

ikili işlemine göre ( ∏ Giİ∈I , ⊕) ikilisi bir gruptur [6,7]. 

İspat 

(*) da verilen ⊕ ikili işleminin  ∏ Giİ∈I  kümesi üzerinde grup aksiyomlarını sağladığını 

görelim. 

(i) Birim eleman özelliği 

Her  x ∈ ∏ Giİ∈I  için x ⊕ 0 = x olacak biçimde 0 ∈ ∏ Giİ∈I  vardır. Şöyle  ki; her   i ∈ I  için,  

(Gi, ⊕i)  grubunun  birim  eleman ı 0i   olmak üzere 0 = (0i) ∈ ∏ Giİ∈I   ögesi  birim  eleman  

özelliğini sağlar.  

(ii) Ters eleman özelliği 

Her x ∈ ∏ Giİ∈I  için x ⊕ (⊖x) = 0  olacak  biçimde  ⊖x ∈ ∏ Giİ∈I   vardır.  Şöyle  ki;   her  

xi  ∈  Gi  için   xi  ⊕i  (⊖xi) = 0  olacak   biçimde   ⊖xi
  ∈  Gi   vardır.  Bu   durumda  böylece 
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⊖x = ( ⊖x1 ,  ⊖x2 ,  ⊖x3 ,..., ⊖xn ,...) =  (⊖xi) ∈ ∏ Giİ∈I   ögesi  x ⊕ (⊖x) = 0 ters eleman  

özelliğini sağlar.  

(iii) Birleşme özelliği 

Her x, y, z ∈ ∏ Giİ∈I  için (x ⊕ y) ⊕ z = x ⊕(y ⊕ z) birleşme özelliği sağlanır. Şöyle ki her 

i ∈ I için;  her   xi,  yi, zi  ∈ Gi  için,  (xi ⊕i yi)  ⊕i  zi =  (xi ⊕i yi) ⊕i zi  olup birleşme özelliği  

sağlandığından  (x ⊕ y) ⊕ z  =  ((xi  ⊕i yi) ⊕i  (zi)) =  (xi ⊕i (yi  ⊕i zi )) =  x  ⊕ (y ⊕ z)  

olur.  

Böylece ( ∏ Giİ∈I , ⊕) ikilisi bir gruptur. 

Aşağıdaki teorem ile ( ∏ Giİ∈I , ⊕) ikilisinin çarpım ve kutu topolojisine göre bir topolojik 

grup olduğu verilecektir. Önce çarpım topolojisi ile kutu topolojisi tanımlarını verelim [13]. 

{(Xi, τi ) : i ∈ I } ailesi  bir  topolojik  uzaylar  ailesi  ve  Xi  kümelerinin  Kartezyen çarpımı 

X  =  ∏ Xi∈I ᵢ  = { x : I → ⋃ Xᵢi∈I  : x(i) ∈ Xi  }  olsun.  X  kümesi üzerinde  tanımlı  izdüşüm 

fonksiyonu, 

 ᴨk  :         ∏ Xi∈I ᵢ       →      Xk ;     

     (x1, x2, …, xi, …)     →      ᴨk (x1, x2, …, xi, …) = xk  

olsun. İzdüşüm fonksiyonundan yararlanarak çarpım topolojisinin tanımını verelim. ik ∈ I  

olmak üzere Uiₖ 
  τiₖ açık alt kümeleri için ᴨiₖ

-1
 ( Uiₖ )  =   { (xi) ∈ X = ∏ Xi∈I ᵢ ,  xiₖ ∈  Uiₖ }                                                                                 

olup,   X =  ∏ Xi∈I ᵢ   kümesi  üzerindeki  bir topolojinin tabanı;  her n ∈ N ve her  i1, i2, …,  

in ∈ I  için  X = ∏ Xi∈I ᵢ   Kartezyen    çarpımının,  { (xi) ∈ X : her 1 ≤ k ≤ n için xiₖ ∈ Uiₖ }  

türünden yazılan  alt  kümelerinden oluşan bir taban ise bu topolojiye çarpım topolojisi denir.  

Çarpım topolojisinin tabanı daha sade şekilde şöyle ifade edilebilir. {(Xi, τi ) : i ∈ I } ailesi  

bir topolojik uzaylar ailesi ve her i ∈ I için Ui 
  Xi  açık küme olmak üzere sonlu sayıdaki  
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i ∈ I  için   Ui ≠ Xi   olacak  biçimde  ∏ Uᵢi∈I    türünden  kümelerinin bir ailesidir.   Çarpım   

topolojisinden farklı olarak X = ∏ Xi∈I ᵢ  Kartezyen çarpımı üzerinde başka bir topoloji olan  

kutu topolojisi ise  her  i ∈  I  için  Ui 
  Xi  açık alt kümeler olmak üzere,  tabanı; ∏ Uᵢi∈I   

türünden yazılan topolojidir. 

I indis kümesi sonlu ise kutu topolojisi ile çarpım topolojisi arasında bir ayırım yoktur.   

4.41. Teorem 

{ (Gi, ⊕i , τi ) :  i ∈ I }  topolojik  grupların  bir   ailesi  ve   bu ailenin   Kartezyen  çarpımı    

G = ∏ Giİ∈I   olsun. G, Kartezyen çarpım kümesindeki üzerindeki kutu ve çarpım topolojile 

rine göre bir topolojik gruptur  [6,10]. 

İspat 

G = ∏ Gi𝑖∈I  kümesinin bir topolojik grup olduğunu görmek için; her i ∈ I için Gi uzayı bir 

topolojik grup olduğundan, 

φi : Gi x Gi   → Gi  

               (x,y)     ⱷi (x,y) = x ⊕ (⊖y) 

fonksiyonun sürekliliğinden faydalanarak, : ∏ Giİ∈I  x ∏ Giİ∈I  uzayı üzerinde tanımlanan 

φ : ∏ Giİ∈I  x ∏ Giİ∈I → ∏ Giİ∈I    

            f, g                →  φ(f,g) =  f ⊕ (⊖g) = fi ⊕i (⊖gi) 

fonksiyonun sürekliliğini görelim. G  kümesi üzerinde  çarpım  topolojisi  var   olsun.  f0,                                  

g0 ∈ G olmak üzere φ(f0,g0) = f0 ⊕ (⊖g0) noktasının herhangi bir U komşuluğunu alalım. 

U komşuluğu çarpım topolojisine göre açık olduğundan  sadece  sonlu  sayıda  i ∈  I için;  

Ui ≠ Gi  olmak üzere f0 ⊕ (⊖g0) ∈ ∏ Uiİ∈I  U olacak biçimde Ui  
  Gi  açıkları vardır.   
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f0 ⊕ (⊖g0 ) = (f0 (i) ⊕ (⊖g0 (i)) olduğu için her i ∈I için;  

f0 (i) ⊕ (⊖g0(i) = φi (f0 (i), ⊖g0 (i) ) ∈ Ui  

dir. φi  sürekli olduğundan her i ∈I için; Vi ⊕i (⊖Wi ) 
  Ui olacak biçimde f0 (i) ve g0 (i)                         

nin açık  Vi  ve  Wi  komşulukları vardır. Ui  = Gi biçimindeki  her i   için  Vi = Gi, Wi = Gi   

seçmek genelliği bozmaz. O halde V = ∏ Viİ∈I   ve  W = ∏ Wiİ∈I   denirse,  V, f0  ın bir açık  

komşuluğu ve  W, g0 ın  açık bir komşuluğu olur  ve φ (V x W )   U sağlanır. O halde  φ  

fonksiyonu çarpım topolojisine göresüreklidir ve (∏ Giİ∈I , ⊕, τ) üçlüsü çarpım topolojisine  

göre bir topolojik gruptur. 

Şimdi de kutu topolojisine göre φ fonksiyonunun sürekliliğini görelim. Bunun için çarpım  

topolojisinde yaptığımız gibi f0, g0 ∈ ∏ Giİ∈I  olmak üzere  f0 ⊕ (⊖g0) noktasının herhangi  

gi bir U komşuluğunu alalım. U kutu topolojisine göre açık olduğundan;                         

f0 ⊕ (⊖g0) ∈  ∏ Uiİ∈I  U  

olacak biçimde Ui 


 Gi açıkları vardır. f0 ⊕ (⊖g0 ) = (f0 (i) ⊕ (⊖g0 (i) olduğundan  her        

i ∈ I   için;   f0 (i) ⊕ (⊖g0 (i))   =   φi  (f0 (i), ⊖g0 (i)) ∈  Ui   dir.  φ i  fonksiyonları  sürekli  

olduğundan her  i ∈ I için Vi ⊕i (⊖Wi ) 
Ui olacak biçimde f0(i) ve  g0(i) nin açık Vi   ve  

Wi  komşulukları   vardır. O  halde   V = ∏ Viİ∈I   ve  W = ∏ Wiİ∈I  denirse, V,  f0 ın bir açık  

komşuluğu ve W, g0 ın bir açık komşuluğu olur ve φ  (V x W )   U  sağlanır. O halde  φ  

fonksiyonu kutu topolotopolojisine göre sürekli olup,  (∏ Giİ∈I , ⊕, τ)  üçlüsü  kutu  

topolojisine  göre bir topolojik gruptur. 
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5. TOPOLOJİK DÖNERLİ GRUPLAR 

Bu bölüm W. Atipontrat’ın “ Topological Gyrogroups : Generalization of Topological 

groups, Topology and its Applications” adlı makalesinin bir incelemesidir. Bu bölüm dönerli 

grupların topolojisine ayrılmıştır. Bir dönerli grubun topolojik uzay olmasıyla kazandığı bazı 

topolojik özellikler incelenmiş ve topolojik dönerli grupların topolojik gruplarla benzer ve 

farklı bazı özellikleri ortaya konmuştur. Ayırma aksiyomlarının topolojik dönerli gruplara 

etkisinden bahsedilmiştir. Bir topolojik dönerli grup üzerinde tanımlanan bazı 

fonksiyonların homeomorfizm olma durumları cebirsel ve topolojik açıdan incelenmiştir. 

Bir topolojik dönerli grubunun bazı topolojik özelliklere sahip alt kümelerinin sürekli  

fonksiyon altında özelliklerini koruduklarından bahsedilmiştir. Topolojik dönerli grupların 

premetrikleştirilebilir olduğu fakat, Birkhoff-Kakutuni teoreminin topolojik gruplarda 

kullanılan yönteminin topolojik dönerli grupların sözde metrikleştirilebilir ve tamamen 

regüler olduğunu açıklamada yetersiz olduğuna yer verilmiştir. Einstein topolojik dönerli 

grubu ve Möbius topolojik dönerli gruplarından söz edilmiş ve topolojik dönerli grupların 

Kartezyen çarpımının topolojisi irdelenmiştir.  

 

5.1. Tanım 

(G, τ ) bir topolojik uzay, (G, ⊕) bir dönerli grup olmak üzere            

(i) ⊕ :  G x G → G             (ikili işlem dönüşümü) 

 

          (a,b) →  a ⊕ b                                                     

      (ii) ⊖(⦁) : G → G                (ters dönüşüm) 

             a → ⊖a 

dönüşümleri sürekli ise (G, ⊕, τ) üçlüsüne bir topolojik dönerli grup denir [4]. 

Bazı topolojik dönerli grup örnekleri verelim.  
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5.2. Örnek  

ⅅ = {z ∈ ℂ IzI < 1}  kümesi kompleks  açık  birim  diski  olup,   Örnek  3.3  den  üzerinde 

tanımlı  ⊕m  ikili işlemiyle bir dönerli gruptur.  ⅅ  kümesi karmaşık sayılar uzayının bir alt  

kümesi olup,  alışılmış topolojiye göre kompleks sayılar uzayının bir alt topolojik uzayıdır.  

ⅅ kümesinin topolojisi τD ile gösterilsin. Buna göre 

φ   : ⅅ x ⅅ → ⅅ 

          (x,y) → φ (x,y) = x ⊕m(-y) = (x +(-y)) / (1+(x̅(-y)) 

fonksiyonu sürekli olduğundan (ⅅ, ⊕m, τ) üçlüsü bir topolojik dönerli gruptur [4]. 

5.3. Örnek  

Einstein’ın hız kümesini Rc
3  ele alalım.  Bu küme  Rc

3 = { v ∈ R3 : IIvII < c }   kümesi olup 

c ışık hızıdır. IIvII ise  v ∈ R3 vektörünün normudur.  Örnek 3.4  den  Rc
3  kümesi üzerinde  

tanımlı  ⊕E ikili işlemi ile bir dönerli gruptur. Rc
3 kümesi standart topoloji ile donatılan R3 

uzayının bir  alt  topolojik uzayıdır.  RC
3  kümesinin topolojisi  τC  ile gösterilsin. Böylece  

φ : Rc
3 x Rc

3  → Rc
3 

            (u,v) → f (u,v) = u ⊕E (-v) = 
1 

1+
(𝐮.(−𝐯))

c2

 ( u + 
1

γᵤ 
 (-v) + 

1

c2

𝛾ᵤ

1+𝛾ᵤ
 (u.(-v)) u ) 

fonksiyonu süreklidir. Buna göre (Rc
3, ⊕E, τC) üçlüsü bir topolojik dönerli gruptur [4]. 

5.4.  Önerme 

(G, ⊕, τ) üçlüsü bir topolojik dönerli grup olmak üzere 

 h : G → G   

        a → ⊖a   
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ters dönüşüm fonksiyonu bir homeomofizmdir [4]. 

İspat 

Verilen fonksiyonun bire-bir, örten, sürekli ve tersinin de sürekli olduğunu görelim. h fonk- 

siyonu birebirdir. Şöyle ki, h(x) = h(y) eşitliğini sağlayan her x, y ∈ G için ⊖x =⊖y olup, 

G bir dönerli grup olduğundan Teorem 3.5 (8) den her elemanın bir tek tersi  var olduğun- 

dan x = y elde edilir.  

h fonksiyonu örtendir. Şöyle ki,  y ∈ G aldığımızda G  dönerli  grup  olduğundan  ⊖ y ∈ G     

olup,  x = ⊖y alınırsa, h(x) = h(⊖y) = y olacağından h(x) = y dir.  

h fonksiyonunun sürekli olduğunu görelim. G bir topolojik dönerli  grup  olduğundan ters 

dönüşüm fonksiyonu süreklidir. Ayrıca bu  fonksiyonun tersi  Bölüm  4  de görüldüğü gibi  

kendisi olduğundan tersi de süreklidir. Böylece ters dönüşüm fonksiyonu bir homeofizma- 

dır. 

Sağ ve sol öteleme dönüşümlerinin homeomorfizma olduğunu Grup teorisinden farklı olan  

aşağıdaki kısaltma kurallarını kullanarak göstereceğiz. 

(G, ⊕) bir dönerli grup olmak üzere; her x, y, z ∈ G için aşağıdaki özellikler  sağlanır [3]. 

(1) (⊖x) ⊕ (x ⊕ y) = y                                             (Sol Sadeleştirme Kuralı)                                                 

(2) ( x ⊕(⊖y))⊕g[x,⊖y]y = (x ⊕(⊖y))⊞ y = x    ( 1.Sağ Sadeleştirme Kuralı) 

(3) x ⊕ g[x, y](⊖y) ⊕y = (x ⊟ y) ⊕ y = x             ( 2. Sağ Sadeleştirme Kuralı ) 
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5.5. Teorem 

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup ve  x ∈ G olmak üzere 

Lx : G → G                                   (sol öteleme dönüşümü) 

       y  →Lx(y) = x ⊕ y  

Rx : G → G                                   (sağ öteleme dönüşümü) 

        y → Rx (y) = y ⊕ x        

dönüşümleri birer homeomorfizmdir [4].  

İspat 

Lx   sol öteleme ve Rx   sağ öteleme dönüşümlerinin bire-bir, örten, sürekli ve terslerinin de  

sürekli olduğunu görelim. 

Lx  sol  öteleme  dönüşümü  bire-birdir. Şöyle ki, Lx ( y1) = Lx ( y2)  eşitliğini sağlayan her   

y1,  y2 ∈  G  için   x ⊕ y1  = x ⊕ y2  eşitliğinde Teorem 3.5 (9)  da verilen  sol  sadeleştirme 

kuralı uygulandığında  (⊖x) ⊕( x ⊕ y1)  =  (⊖x) ⊕ (x ⊕ y2 ) olup,  y1  = y2   elde edilir.  

Lx  sol öteleme dönüşümünü örtendir. Şöyle ki; herhangi  bir  k ∈ G alalım.  ⊖x ⊕ k  ∈ G  

olduğundan y = ⊖x ⊕ k nin dönüşüm altındaki görüntüsü; Lx (y) = x ⊕ (⊖x ⊕ k) olup,  

bu eşitlik Teorem 3.5. (9) den Lx (y) = k dir.  

Şimdi de Lx sol öteleme dönüşümünün  sürekliliğini görelim.  Lx  sol  öteleme  dönüşümü;       

⊕ : G x G → G, (x, y) →  x ⊕ y dönüşümünün {x} x G kümesine kısıtlanışıdır. ⊕ işlemi 

sürekli olduğundan  kısıtlanmış fonksiyon  Lx  dönüşümü  de  süreklidir.  Lx  in tersi olan 

Lx
-1 : G → G                     

          y → Lx
-1(y) = ⊖x ⊕ y  
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fonksiyonunun sürekliliğini görelim. Burada Lx
-1 ters sol öteleme dönüşümü  ⊖x ∈ G için  

L⊖x ötelemesine eşittir.  L⊖x  sürekli  olduğundan  Lx
-1   süreklidir.  O halde Lx  sol öteleme  

dönüşümü homeomorfizmdir. 

Rx sağ öteleme dönüşümün homeomorfizm olduğunu Lx
  sol öteleme dönüşümünden farklı 

olarak görelim. Sağ öteleme dönüşümü bire-birdir. Şöyle ki, Rx (a) = Rx (b) eşitliğini sağla  

yan her a, b ∈ G  elemanları için a ⊕ x = b ⊕ x eşitliğinde 1. sağ kısaltma kuralından sonra 

(a ⊕ x) ⊟ x = ( b ⊕ x ) ⊟ x olup, a  = b elde edilir.  

Rx sağ öteleme dönüşümü örtendir. Şöyle ki; herhangi bir k ∈ G alalım. G bir dönerli grup  

olduğundan x, k elemanları için  gk,x(x) ∈  G  olup,   k ⊖ gk,x(x) =  k ⊟ x ∈ G  olduğundan                  

y = k ⊟  x  için  Rx(y) =  Rx(k ⊟ x) =  (k ⊟ x) ⊕ x  olup  2. sağ kısaltma kuralından sonra 

Rx(k ⊟ x) = (k ⊟ x) ⊕ x = k olur. Böylece Rx dönüşümü örtendir.  

Şimdi de  Rx sağ öteleme dönüşümünün sürekli olduğunu görelim.  Sağ öteleme dönüşümü 

⊕ : G x G → G, (x, y) →  x ⊕ y dönüşümünün G x {y}  kümesine kısıtlanışıdır.  ⊕ işlemi 

sürekli olduğundan kısıtlanmış fonksiyon olan Rx fonksiyonu da süreklidir.  

Şimdi de Rx dönüşümünün tersinin sürekliliğini inceleyelim. Rx in tersi olan fonksiyon  

Rx
-1 : G → G  

          y → y ⊟ x 

fonksiyonudur. Tanım 3.10 den Rx
-1 (x) = y ⊟ x = y ⊕ gy,x(⊖x) dir. Teorem 3.5 (10) den 

y ⊕ gy,x ( ⊖x)  =  y ⊕ {⊖(y ⊕ x )⊕ (y ⊕ (x ⊕ (⊖x )} olur.  x ⊕ (⊖x ) = 0 olduğundan 

y ⊕ gy,x(⊖x) = y⊕(⊖(y⊕x))⊕y eşitliği elde edilir. Bu eşitlik sol öteleme ve sağ öteleme 

dönüşümleri ile ve ters  dönüşüm   fonksiyonundan  yararlanarak  şöyle yazılabilmektedir; 

y⊕(⊖(y⊕x))⊕y =  (Ly o Ry o h o Rx )(y) 

olup sağ öteleme,  sol  öteleme  fonksiyonlarının  ve  ters  dönüşüm  fonksiyonları  sürekli  
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olduğundan Rx
-1 fonksiyonu da süreklidir. 

5.6. Tanım 

(G, ⊕, τ ) bir topolojik dönerli grup olsun. A ile B kümeleri G nin alt kümeleri olmak  

üzere A ⊕ B ve ⊖A kümeleri şöyle tanımlanmaktadır.        

A ⊕ B = 


a ⊕ b  a ∈ G ve b ∈ G 


 ,      
⊖A = 


⊖a  a ∈ G 


= (⊖) -1 (A)                             

Eğer A = ⊖A oluyorsa A kümesine simetriktir denir [4]. 

5.7. Teorem 

(G, ⊕, τ ) bir  topolojik  dönerli  grup  olsun.  Her  x,  y ∈  G için  gx,y : G → G  dönerli  

otomorfizması bir homeomorfizimdir [4]. 

İspat 

x, y olsun. gx,y bir dönerli otomorfizma olup, Teorem 3.5 (10) dan her a ∈ G  elemanı  için; 

gx,y (a) = ⊖(x ⊕ y) ⊕(x ⊕ (y ⊕ a)) = ⊖(x ⊕ y) ⊕ (x ⊕(y⊕ a)) = (L⊖{x+y} o Lx o Ly)(a) 

dir. Sol öteleme fonksiyonu homeomorfizm olduğundan, bunların bileşkesi de 

homeomorfizm olup, gx,y bir homeomorfizmdir. 

 5.8. Teorem 

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup olsun. x ∈ G ve A G, B G olmak üzere   

       (1) A açık ise ⊖A, A⊕x ve  x⊕A kümeleri açıktır. ⊖A, A⊕x ve x⊕A kümelerin 

            den herhangi biri açık ise A kümesi de açıktır.             

       (2) A kapalı ise ⊖A, A⊕x ve  x⊕A  kümeleri kapalıdır. ⊖A, A⊕x ve  x⊕A küme  

            lerinden herhangi biri kapalı ise A kümesi kapalıdır. 
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     (3) A bağlantılı ise ⊖A, A⊕x ve  x⊕A kümeleri bağlantılıdır. ⊖A, A⊕x ve  x⊕A  

             kümelerinden herhangi biri bağlantılı ise A kümesi de bağlantılıdır. 

 

       (4) A kompakt ise ⊖A, A⊕x ve  x⊕A kümeleri de kompakttır. ⊖A, A⊕x ve  x⊕A  

            kümelerinden herhangi biri kompakt ise A kümesi de kompakttır. 

       (5) A açık ise A⊕B ve B⊕A kümeleri de açıktır. 

       (6) A ve B kompakt ise A⊕B kümesi de kompakttır. 

(7) A ve B bağlantılı ise A⊕B kümesi de bağlantılıdır. 

ifadeleri doğrudur [4]. 

İspat 

Açık,  kapalı,  bağlantılı,  kompakt  kümelerin   homeomorfizma   altındaki   görüntüleri de  

sırasıyla açık, kapalı, bağlantılı, kompakttır. A kümesi açık ise A nın birer  homeomorfizma  

olan sağ  öteleme  dönüşümü,  sol öteleme dönüşümü ve  ters  dönüşüm  fonksiyonu  altındaki 

görüntüleri sırasıyla   A ⊕ x,   x ⊕ A,  ⊖A  kümeleri  açıktır.  Aynı  özellik   A nın  kapalı,  

bağlantılı ve kompakt olma durumunda da geçerlidir.   

Şimdi  A ⊕ x, x ⊕ A, ⊖A kümelerinden herhangi biri açık olsun. Bu küme x ⊕ A olsun.  

Sol öteleme dönüşümü sürekli olduğundan açık olan  x ⊕ A  kümesinin  sol öteleme dönü 

şümü altındaki ters görüntüsü olan A kümesi açıktır.  Sağ öteleme dönüşümü ve ters dönü 

şüm fonksiyonu sürekli olduğu için A ⊕ x  veya  ⊖A  kümeleri açık ise bu kümelerin sıra  

sıyla sağ öteleme dönüşümü ve ters dönüşüm fonksiyonu altındaki ters görüntüleri olan A  

kümesi açıktır. 

A ⊕ x,  x ⊕ A,  ⊖A kümelerinden herhangi biri  kompakt olsun.   Bu küme   x ⊕ A  olsun. 

sol   öteleme  dönüşümü   homeomorfizma  olduğundan,   sol öteleme   dönüşümünün  tersi  
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süreklidir. Kompakt kümelerin sürekli fonksiyonlar altındaki görüntüsü de kompakt olduğu 

için, kompakt  x ⊕ A  kümesinin sol öteleme dönüşümü altındaki ters görüntüsü  kompakt  

olur. Aynı durum sağ öteleme dönüşümü ile  ters  dönüşüm   fonksiyonu   homeomorfizma 

olduğu için A ⊕ x veya ⊖A kümesinin kompakt olmasında da geçerlidir. 

Benzer özellik A ⊕ x, x ⊕ A, ⊖A kümelerinden herhangi birinin bağlantılı olmasında da 

sağlanır. 

(5) A, B; G nin alt kümeleri ve A açık olsun. A ⊕ B = ⋃  { A ⊕  b 
bϵB

: AG ve b ∈ B}   

olup, A açık olduğu  için  (1)  den  her b ∈ B  için A ⊕ b  açıktır. Açık kümelerin keyfi  

birleşimleri de açık olduğundan  A ⊕ B açıktır.  

Benzer şekilde, B ⊕ A kümesinin de açık olduğu görülebilir.  

(6) A ve B alt kümeleri kompakt olsun.  Kompakt  kümelerin  keyfi çarpımları da kompakt  

olduğundan, A xB G x G kompakttır. Kompakt kümelerin sürekli fonksiyonlar altındaki 

görüntüsü de kompakt olduğundan ve ⊕ : G x G → G, (x,y)  → x ⊕ y  fonksiyonu  sürekli  

olduğundan  ⊕(A x B ) = A ⊕ B kümesi de kompakttır. 

Aynı özellik A ile B alt kümeleri bağlantılı olduğunda da geçerlidir.  

5.9. Teorem 

Her dönerli topolojik grup homojendir [4]. 

İspat    

G bir dönerli topolojik grup ve p,g ∈ G olsun. Her a ∈ G için  La :  G → G sol öteleme dö- 

nüşümü bir homeomorfizmdir ve özel olarak a = q ⊕(⊖p) için La(p) = q sağlanır.  
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[5] de dönerli alt grup şöyle tanımlanmıştır. (G, ⊕) bir dönerli grup olsun. A, G nin boştan 

farklı bir alt kümesi olmak üzere; 

A1) A kümesi üzerinde tanımlı olan ⊕|AxA ikili işlemi ile (A, ⊕|AxA) bir magmadır, 

A2) Her  a, b ∈  A  için,  g[a ,b]    dönerli  otomorfizmasının  A kümesine  kısıtlanışı  olan 

       g[a,b]|A x A : A →  g[a,b](A) fonksiyonu bire-bir ve örten bir homomorfizmadır, 

A3) (A,⊕|AxA) bir dönerli gruptur, 

özellikleri sağlanıyorsa A alt kümesine G nin bir dönerli alt grubu denir [4]. 

5.10. Teorem 

(G, ⊕) bir dönerli grup olsun. A, G nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere eğer, 

A1) Her a ∈ A için ⊖a ∈ A 

(A2) Her a,b ∈ A için a ⊕ b ∈ A    

koşulları sağlanıyorsa A kümesi G nin bir dönerli alt grubudur [4]. 

Bir topolojik dönerli grubun her alt grubu aynı zamanda bir topolojik dönerli alt gruptur. 

5.11. Teorem 

( G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup olsun. A, G nin bir topolojik dönerli alt grubu olmak  

üzere aşağıdaki koşullar sağlanır [4]. 

(1) Eğer Ao   ise A açıktır. 

(2) Eğer A açıksa, aynı zamanda kapalıdır.         

(3) A, G nin dönerli alt grubudur. 
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İspat 

                                                                                                                                                           

(1) Ao
 ≠  ∅ olsun.  Öyleyse   x  ∈  Ao  olacak biçimde en  az  bir    x ∈  G  vardır. Ao

 
  A,  

     x ∈ Ao ve  A  dönerli  alt grup  olduğundan  olduğundan   ⊖x  ⊕ Ao    A dır.   A  nın 

      açık olduğunu  görebilmek  için  A    Ao olduğunu  görmek yeterlidir.  a  ∈ A  alalım.                                      

      La ( L⊖x (A
o )) = a ⊕ L⊖x (A

o )  =  a ⊕ ( ⊖ x ⊕ Ao)  ve  ⊖x ⊕ Ao   A ve A  dönerli  

      alt  grup olduğundan  a  ⊕ ( ⊖x ⊕ Ao)   A  olup,  La (  L⊖x (A
o ))   A dır.  x  ∈ Ao   

         olduğundan ⊖x ⊕ x = 0 ∈ ⊖x ⊕ Ao olup, a ⊕ 0 ∈ La ( L⊖x (A
o )) dır. Öte yandan sol  

      öteleme dönüşümü bir homeomorfizma olduğundan La  (  L⊖x ( A o )) açık  olup, a ∈ Ao  

      olup,  A   Ao olur ve böylece A kümesi açıktır. 

 (2) A açık olsun. A = A olduğunu görelim.  A A olduğunu  görmek  yeterlidir.   z ∈  A  

       alalım. A alt dönerli grup ve her x ∈ G için Rx  sağ öteleme dönüşümü açık   dönüşüm  

       olduğundan  A ⊕  z kümesi z elemanının açık bir komşuluğu olup, (A ⊕ z) ⋂ A ≠  ∅ 

       olur. Buradan a1 ⊕ z = a2   olacak  biçimde  a1,  a2 ∈  A elemanları vardır.  Sol  kısaltma  

       kuralından z = ⊖a1 ⊕ a2bulunur. Burada a1, a2 ∈ A ve  A alt dönerli  grup olduğu  için 

       ⊖a1 ⊕ a2 ∈ A olur. Yani z ∈ A elde edilir. O halde  A   A olur. Bu durıumda A = A 

       olup A kümesi kapalıdır. 

(3) Her a, b ∈ A için  a ⊕ b ∈ A ve her a ∈ A için ⊖a ∈ A olduğunu görelim. a ∈ A alalım.  

     ⊖(⊖a) = a, ⊖: G → G, x → ⊖x  ters dönüşüm fonksiyonu sürekli ve A, G nin dönerli  

     alt grubu olduğu için ⊖(A) A olup, ⊖a ∈ A … (*) dır. a, b ∈ A alalım. a ∈  A ve sol     

     öteleme dönüşümü sürekli olduğundan, a ⊕ b ∈ a ⊕ A ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  olur. a ∈ A ve A  kümesi G nin  

     topolojik dönerli alt grubu olduğu için a ⊕ A A dir. Buradan kapanış özelliklerinden   

     a ⊕ A ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ A elde edilir. Bu durumda a ⊕ b ∈ a ⊕ A ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ A   …  (**) olur.  Böylece (*)  

     ve (**) den  A  kümesi bir topolojik dönerli alt gruptur.         
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5.12. Lemma  

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup olsun. A G olmak üzere 0 ın her U komşuluğu için 

A  ⊆  U ⊕ A sağlanır [4]. 

İspat    

                                                                                                                                                                                 

x ∈  A ve 0 ın herhangi bir  U   komşuluğunu alalım.    h : G → G,    x → ⊖ x ters dönüşüm 

fonksiyonu ve Rx : G → G, y  → y ⊕ x  sağ dönüşüm fonksiyonları homeomorfizm olduğu  

için U komşuluğunun bu fonksiyonların bileşkesi olan Rxoh altındaki görüntüsü ⊖ U ⊕ x 

kümesi açık kümedir.   x ∈ ⊖ U ⊕ x   olup   ⊖ U ⊕ x   kümesi  x in bir komşuluğu olup, 

Buradan (⊖U ⊕ x) ∩ A ≠ ∅ olur. Bu  durumda   a ∈ (⊖U ⊕ x) ∩ A  olacak bçimde en az  

biçimde en az bir  a ∈ G vardır. a ∈  (⊖ U ⊕ x)  olduğundan a = ⊖u ⊕ x olacak biçimde 

bir u ∈U vardır. (G, ⊕) bir  dönerli  grup  olduğu  için  sol sadeleştirme kuralı uygulanırsa,                         

x = u ⊕ a ∈ U ⊕ A elde edilir. Böylece  A  ⊆ U ⊕ A olur. 

5.13. Teorem 

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup ve U, birim eleman 0 ın bir koşuluğu olmak üzere 

aşağıdakiler sağlanır [4]. 

 

(1) 0 ın öyle bir açık simetrik V komşuluğu vardır ki, V ⊆ U ve V⊕V ⊆ U 

(2) 0 ın öyle bir açık bir V komşuluğu vardır ki  ⊖V   U   

İspat 

(1) G topolojik dönerli grubunun birim  elemanının  herhangi  bir U  komşuluğunu alalım. 

      ⊕ : G → G dönüşümü  sürekli  ve  Uo  açık olduğundan  ⊕-1  (Uo)  ⊆  G x G açıktır ve                

     (0,0) ∈ ⊕-1 (Uo) olup,   (0,0) ∈ U1 x U2 ⊆ ⊕-1 (Uo)…(*) olacak biçimde U1, U2 ∈ N(0) 
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     komşulukları vardır.  (*)  de  her tarafın   ⊕  :  G → G   dönüşümü altındaki görüntüsü  

     alınırsa 0 ∈ U1 ⊕ U2 ⊆ Uo ⊆ U elde edilir. U1 ve U2  kümeleri 0 ın  açık komşulukları   

     olduğundan  U1  ∩ U2  kümesi de 0 ın açık bir komşuluğudur.  ⊖ : G → G;    x →  ⊖x   

     fonksiyonu bir homeomorfizma ve ⊖0 = 0 olduğundan   ⊖ (U1∩U2)   kümesi de 0 ın 

     açık bir komşuluğudur.  

     Şimdi V = (U1 ∩ U2) ∩ ⊖( U1 ∩ U2) kümesinin  simetrik  olduğunu  görelim.  Burada; 

     ⊖V = ⊖( (U1 ∩ U2) ∩ ⊖( U1 ∩ U2) )  olup,  ⊖V = ⊖(U1 ∩ U2 ) ∩ (U1 ∩ U2 ) = V dir. 

     Böylece V kümesi simetrik bir kümedir.Ayrıca V kümesi 0 ın açık bir komşuluğu olup, 

     bu küme 0 ın açık simetrik bir komşuluğudur.                                                 

     Şimdi V ⊕ V U  olduğunu görelim. 

     V ⊕ V = ((U1  ∩  U2 ) ∩ ⊖( U1 ∩ U2 ))  ⊕  (U1 ∩ U2) ∩  ⊖ ( U1 ∩  U2)  olup, 

     V ⊕ V = ((U1 ∩ U2) ∩ ⊖(U1 ∩ U2 )) ⊕ (U1 ∩ U2) ∩ ⊖( U1 ∩ U2)  
  U1 ⊕ U2 

  U 

     dir. V ⊕ V U olmasından ve Lemma  5. 12 den  V  simetrik komşuluğunun  V ⊆  U  

     koşulunu sağladığını görelim. Lemma 5.12 den V̅   V⊕ V olur. V ⊕ V   U  olduğu                   

     için  V̅ V ⊕ V U  olup,   kapanış   özelliklerinden  V  V̅  sağlandığından  

     V   V̅ V ⊕ V U olup, V U olur. 

(2) Ters dönüşüm fonksiyonu sürekli olduğundan birim eleman 0 ın her U komşuluğu için 

      için öyle bir V komşuluğu vardır ki ⊖V ⊆ U dir. 

5.14. Sonuç 

(G, ⊕, τ)  bir  topolojik  dönerli  grup  ve  U, birim eleman 0  ın bir koşuluğu olmak üzere  

V⊕V⊕V ⊆ U olacak biçimde 0 ın bir simetrik V komşuluğu vardır. 
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5.15. Sonuç 

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli topolojik grup ve U birim eleman 0 ın bir komşuluğu olmak  

üzere 0 ın öyle bir açık simetrik V komşuluğu vardır ki; V ⊆ V̅ ⊆ V ⊕V ⊆ U sağlanır [4]. 

İspat 

Teorem 5.12(1) den 0 ın bir U komşuluğu için  V ⊕ V ⊆ U  olacak biçimde simetrik bir V  

açık komşuluğu vardır. V kümesi  0 ın bir komşuluğu ve aynı  zamanda  V,  G   nin   bir alt  

kümesi olduğundan  Lemma 5.14 den 0  ın  her  V  komşuluğu  için V ̅ ⊆  V  ⊕ V sağlanır.                       

V ⊆ V̅ özelliği kapanış kurallarından sağlanmakta olup,  V  ⊆ V̅ ⊆ V ⊕ V ⊆ U  elde edilir.  

5.16. Sonuç 

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup ve G nin birim elemanı 0 olsun. 0 ın her U komşuluğu  

için W̅ ⊕ W̅ ⊆ U olacak biçimde 0 ın açık bir simetrik W komşuluğu vardır [4]. 

İspat 

0 ın her  U  komşuluğu için Sonuç  5.15  den  0 ın   V̅  ⊆ V⊕V  ⊆ U   olacak  biçimde açık  

simetrik bir V komşuluğu vardır. Yine Sonuç 5.15 den 0 ın komşuluğu olan V  kümesi için 

W̅  ⊆ W ⊕ W ⊆ V  olacak biçimde 0  ın  W açık bir simetrik  komşuluğu vardır.  Böylece                            

W̅ ⊕ W̅ ⊆ V ⊕V ⊆ U olur. Buradan; W̅  ⊕ W̅ ⊆ U olur. 

Teorem 5.17 ile G, T0 - uzayı olan bir topolojik dönerli grup ise G nin aynı zamanda bir               

T3 - uzayı olduğunu; yani, topolojik dönerli gruplarda, topolojik gruplarda olduğu gibi                 

T0 - uzayı ile T3 - uzayının eşdeğer olduğu verilecek. 
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5.17. Teorem 

(G, ⊕, τ)  bir topolojik dönerli grup olsun. Aşağıdaki koşullar eşdeğerdir [4]. 

(1) (G, τ)  uzayı T0-uzayıdır. 

(2) (G, τ)  uzayı T1-uzayıdır.  

(3) (G, τ)  uzayı T2-uzayıdır. 

(4) (G, τ)  uzayı T3-uzayıdır. 

İspat  

(1) → (2)  

(G, ⊕, τ) bir topolojik dönerli grup  olsun.  x ≠ y  olacak  biçimde  x, y ∈ G  alalım.  (G, τ)  

uzyı T0 - uzayı olduğundan ya y ∉ U olacak şekilde  x in bir  U  açık  komşuluğu  vardır ya      

da x ∉ P  olacak biçimde y  nin bir  P açık komşuluğu vardır. x in y elemanını içermeyecek  

biçimde bir komşuluğunu seçelim. Bu komşuluk U  ⊆  G  olsun.   y ⊕  (⊖U ⊕ x)  kümesi 

de y nin bir komşuluğudur. y nin  x  i  içermeyen bir komşuluğunun var olduğunu görelim. 

Bu komşuluk y ⊕(⊖U ⊕ x) kümesidir.  x ∈  y  ⊕(⊖U⊕x) olsaydı; x = y ⊕ (⊖ u ⊕ x )                      

olacak biçimde bir u ∈ U elemanı var olur.  Burada sol kısaltma kuralı uygulandıktan sonra 

⊖y ⊕ x = ⊖y ⊕(y ⊕(⊖u⊕x )) olup, sol taraf Teorem 3.5 (9) dan ⊖u ⊕ x dir. Böylece 

⊖y ⊕ x  = ⊖ u  ⊕ x  elde edilir. Rx ( (⊖y) = ⊖y ⊕ x = R x (⊖u)  = ⊖ u ⊕ x olur. Sağ  

öteleme dönüşümü bire-bir olduğundan;  ⊖y = ⊖u  olur. Ters  dönüşüm  operatörü birebir  

olduğundan y = u bulunacaktır  Böylece  y ∈ U olacaktır. Bu ise bir çelişkidir. Bu durumda                                                      

x ∉y ⊕( ⊖ U ⊕ x ) dir. O halde (G, τ)  uzayı T1 uzayıdır. Böylece  x in y yi içermeyen bir  

U  komşuluğu ve y  nin x i içermeyen   y ⊕ (⊖U ⊕ x)  komşuluğu bulunmuş olur.  x ∉ P  

olacak biçimde y nin bir P  komşuluğunun var olma durumunda da benzer ispat yapılabilir.  
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(2) → (4) 

G nin T3 uzayı olması için G nin T1 uzayı ve düzgün uzay  olduğunu görelim.  U,   0 ın açık  

bir komşuluğu olsun. Sonuç 5.15 den 0 ın öyle bir V komşuluğu vardır ki V ⊆ V̅  ⊆ U  sağ 

sağlanır. Bu durumda 0  ın  her komşuluğunun kapsadığı kapalı bir  komşuluğu elde edildi.  

Topolojik  dönerli gruplar homojen olduğu için 0 birim elemanın kapalı komşuluğu olduğu 

gibi her x ∈ G nin de her komşuluğunun kapsadığı kapalı komşuluğu vardır. O halde (G, τ)  

uzayı düzenlidir.  (1) den  (G, τ)  uzayı  T1 - uzayı olduğu için  (G, τ)  uzayı hem T1 hem de   

düzenli  olup, böylece G bir T3 - uzayıdır. 

(4) →(3) → (2) → (1) gerektirmesi her topolojik uzayda sağlanır. 

Şimdi topolojik dönerli grupların premetrikleştirilebilir olma durumunu inceleyelim. Önce 

premetriğin tanımını verelim.  

5.18. Tanım 

G bir küme olsun. Her x, y ∈ G için d (x,y) = 0 ⇔ x = y koşulunu sağlayan  

d : G x G → [0,∞) 

      ( x,y ) →  d ( x,y ) = 0 ⇔ x = y   

fonksiyonuna G de bir premetrik denir [4]. 

5.19. Tanım 

(G, τ) bir topolojik uzay ve  d, G  de  bir  premetrik  olsun.   Her   x ∈ G ve  her 𝜀 > 0 için;      

B( x, 𝜀 ) = { y ∈ G : d ( x,y )< 𝜀 }  olmak  üzere  { B(x, 𝜀 ), x ∈ G, 𝜀> 0}   ailesi  τ  için bir  

taban ise G premetrikleştirilebilir denir [4]. 

d premetriği tarafından üretilen topoloji τd biçiminde gösterilecektir. 
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5.20. Teorem 

(G, ⊕,τ) bir Hausdorff topolojik dönerli grup olsun. Eğer G nin birim elemanı 0 sayılabilir 

bir komşuluklar tabanına sahip ise (G, τ) premetrikleştirilebilirdir [4]. 

İspat 

{ U(n) : n = 0, 1, 2, …} ailesi 0 ın sayılabilir komşuluklar tabanı  olsun.  V(0) =  G ve  her         

n = 0, 1,…  için V(n+1) = V(n) ∩ U(n+1)  biçiminde tanımlanan {V(n) ∈ τ : n = 0, 1, 2, ... }                                                       

{V(n) ∈  τ  : n = 0, 1, 2, ... } ailesi 0 ın azalan  bir  komşuluklar  tabanıdır.  Ayrıca  G uzayı  

T1 –uzayı olduğu için ⋂ V(n)
∞

n=0
 = { 0 } dir. 

Şimdi de d :  G x G → [0,∞) 

                     ( x,y ) →  d ( x,y ) = inf {
1

2
k  : ⊖x ⊕ y ∈ V(k) }                                                                            

biçiminde  tanımlanan  d  fonksiyonunun  G  üzerinde  bir  premetrik olduğunu   görelim. 

(1) d fonksiyonun tanımımdan d ( x,y ) ≥ 0 olduğu açıktır. 

(2) Her x ∈ G için d ( x,x ) = 0  olduğunu  görelim.  ⊖x ⊕ x ∈ { 0 } = ⋂ V(n)
∞

n=0
  olmak 

üzere;  d ( x,x ) = inf {
1

2
k  : ⊖x ⊕ x ∈ V(k) }  = inf {

1

2
k : k = 0, 1, …} = 0 dir. 

(3) Eğer  d ( x,y ) = 0 ise x = y olduğunu görelim. d (x,y) = inf {
1

2
k  : ⊖x ⊕ y ∈ V(k) } = 0 

ise, I ⊆ N olacak biçimde  öyle  bir I kümesi  vardır  ki;  her  k ∈ I  için,   ⊖x ⊕ y ∈   V(k) 

dır.    Şimdi  ⊖ x ⊕ y ∈ ⋂ V(k)
k∈I

  =  ⋂ V(k)
n

k=1
 = { 0 }   olduğunu  görelim.  Bunun için  

⋂ V(k)
k∈I

  ⊆  ⋂  V(k)
n 

k=1
    ve   ⋂ V(k)

n

k=1
 ⊆ ⋂ V(k)

k∈I
   olduğunu   görelim. 

p ∈  ⋂ V(k)
k∈I

 olsun.  Öyleyse  her  k ∈ I için  p ∈ V(k) dır.  Kabul  edelim  ki;   p ∉  V(k0)  

olacak  biçimde   en  az  bir  k0  ∈  N  vardır.  Fakat    I  sonsuz  indisli  olduğundan   k > k0   
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olacak  biçimde   k ∈ I  vardır.  Buradan, V (k )   azalan komşuluk tabanı olarak  alındğında 

V(k) ⊆ V(k0) olur. Öyleyse kabulümüz yanlış olup. Her k ∈ N  için p ∈ V(k)  dır.  Buradan                                              

p ∈  ⋂ V(k)
n

k=1
  olur.  

Şimdi,  ⋂ V(k)
n

k=1
  ⊆  ⋂ V(k)

k∈I
 olduğunu görelim.  Bunun için   p ∈  ⋂ V(k)

n

k=1
   alalım.  

Her k ∈ N için p ∈ V(k) olup,  I ⊆  N  olduğu için her  k  ∈ I için p  ∈  V (k ) dır.  Öyleyse,                                           

p ∈  ⋂ V(k)
k∈I

 olur. Böylece, ⊖x ⊕ y ∈ ⋂ V(k)
k∈I

 = ⋂ V(k)
∞

k=1
 = { 0 } dir. Sol Kısaltma 

Kuralından x = y dir. 

Şimdi τ  nun d premetriği tarafından üretilen topoloji τd ile aynı olduğunu gösterelim. Yani;                                

τ = τd  olduğunu görelim. 

τ  τd olduğunu görelim. Bunun için boştan farklı her U ∈ τ  için T ⊆U olacak biçimde bir                     

T ∈ τd  açığının var olduğunu görelim. U boştan farklı olduğu için x ∈ U olacak biçimde en  

az bir x ∈ G vardır. Öyleyse, ⊖x  ⊕ U ∈ N ( 0 ) dır.  0  azalan komşuluklar  tabanına sahip   

olduğu için öyle bir n0 ∈ N için V(n0)  ⊆ ⊖x ⊕ U olup, sol  kısaltma kuralı  uygulandıktan                                                 

sonra  x  ⊕  V(n0 ) ⊆ U olur. B(x, 
1

2k
) ⊂ U olduğunu görelim. Bunun  için  y  ∈   B (x, 

1

2n0  ) 

alalım.  d nin tanımından  d( x ,y ) = inf  {  
1

2
k  : ⊖ x ⊕ y ∈ V( k ) }  < 

1

2n0  olur .  0  azalan 

komşuluk tabanına sahip olduğu için en az bir k0 ∈ N için ⊖x ⊕ y ∈ V(k0)   ve   
1

2k0  <  
1

2𝑛0 

olur.  
1

2k0  <  
1

2n0  olduğu için n0 < k0  dır. Buradan ⊖x ⊕ y ∈ V(k0) ⊆ V(n0)  olur.  Böylece,                     

⊖x ⊕ y ∈ V(n0) ⊆ U bulunur. Yani τ ⊂ τd  bulunur. 

Şimdi τd ⊆ τ  olduğunu görelim.  Bunun  için boştan  farklı  her  T ∈ τd   için  U ⊆ T olacak 

biçimde bir U∈τ açığının var olduğunu görelim. T boştan farklı olduğu için en az bir  x ∈ T  

vardır. Bu durumda  x ∈ B ( x, 
1

2n₀
 )  ⊆  T olacak biçimde bir B ( x, 

1

2n₀
  ) açığı vardır. 0  bir 

sayılabilir komşuluk tabanına   sahip  olduğundan   x ⊕ V ( n0+2  )   ⊆  B (x, 
1

2n₀
  ) olduğunu  
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görmek  yeterlidir.  Öyleyse  y ∈ x ⊕ V(n0+2)   alalım. Sol  kısaltma   kuralı  uygulandıktan  

sonra ⊖x ⊕ y ∈ V(n₀ +2) olur. Böylece d nin tanımından; 

d(x,y) = inf {
1

2
k  : ⊖x ⊕ y ∈V(k) } ≤ 

1

2nₒ+2
 <  

1

2nₒ
   

olup, d(x,y) < 
1

2nₒ
  dir. Buradan  y ∈ B(x, 

1

2nₒ
 ) elde edilir. Böylece τd  ⊆ τ  bulunur.  

Böylece τd = τ olur. Öyleyse 0 da sayılabilir komşuluklar tabanına sahip olan bir Hausdorff  

topolojik dönerli grubu premetrikleştirilebilir.                                                                      □ 

UYARI: Burada, her a, x, y ∈ G için; 

d (a ⊕ x, a ⊕ y) = inf {
1

2
k  : ⊖(a ⊕ x) ⊕ (a ⊕ y) ∈V(k) } ≠  inf {

1

2
k  : ⊖x ⊕ y ∈V(k) } 

olup,  d  (a ⊕ x , a ⊕ y) ≠  d(  x,y ) dir.  Buna göre  d  premetriği  sol  değişmez değildir.  

Bu nedenle [5] de verilen,  

S1) Hausdorff  ve birinci sayılabilir bir G topolojik dönerli grubu metrikleştirilebilirdir. 

S2) Hausdorff topolojik dönerli grubu tamamen düzgündür. 

Soruları Birkhoff – Kakutani teoreminin topolojik gruplarda  kullanılan yöntemiyle cevap 

verilemez. 

Şimdi dönerli topolojik grupların direkt çarpımlarını inceleyelim. Bir dönerli grup ailesinin 

Kartezyen  çarpımlarının  da  bir  dönerli   grup  olduğunu  ve   bir  topolojik  dönerli  grup  

ailesinin Kartezyen çarpımının da bir topolojik dönerli grup olduğunu görelim. 

Her i ∈ I için  ( Gi, ⊕ i ) indekslenmiş dönerli grup ailesi ve bu ailenin çarpım kümesi   

G = ∏ Giİ∈I  = { (xi) : i ∈ I için xi ∈ G} olmak üzere 
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⊕ : ∏ Giİ∈I  x ∏ Giİ∈I → ∏ Giİ∈I   

                     (x , y)          →  x ⊕ y = ((xi) ⊕i (yi)) 

işlemi ile G bir dönerli gruptur [4]. 

Birim eleman ve ters eleman  özelliği  topolojik  gruplardaki  gibi  görülebilir.  Öyleyse  ⊕ 

işleminin sol dönerli birleşme özelliğini sağladığını görelim. 

Her x, y, z ∈ ∏ Giİ∈I  için x ⊕(y ⊕ z) = (x ⊕ y) ⊕ g[x,y](z) sol birleşme özelliği sağlanır. 

Şöyle ki, her i ∈ I için (Gi , ⊕i) dönerli grup olduğundan her  xi , yi , zi  ∈ Gi için; 

(xi ⊕i yi) ⊕i zi = (xi ⊕i yi) ⊕i g[xi,yi] (zi)  

olacak biçimde  g[xi,yi]   :  Gi → Gi,  Aut( Gi, ⊕) otomorfizması vardır. Böylece,  

(x ⊕ y) ⊕ g[x,y](z) = ((xi ⊕i yi) ⊕i g[xi,yi] (zi)) = (xi ⊕i (yi ⊕i zi)) = x ⊕(y ⊕ z) olacak  

biçimde  g[x,y] : G → G,   

                               p = (pi) → g[x,y] p = ( g[xi, yi] pi)  

g[x,y]∈ Aut( Gi, ⊕) otomorfizması vardır. 

5.21. Teorem 

( Gi , ⊕i ,  τi : ∈ I )  indekslenmiş  bir dönerli grup ailesi olsun. Bu durumda  Gi ailesinin  

direkt çarpımı olan  ∏ Giİ∈I    kümesi  kutu  ve  çarpım  topolojilerine  göre  bir  topolojik  

dönerli gruptur [4]. 

İspat 

G = ∏ Gi𝑖∈I  kümesinin bir topolojik dönerli grup olduğunu görmek için;  Her i ∈ I için 

Gi uzayı bir topolojik dönerli grup olduğundan, 
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φi : Gi x Gi   → Gi  

               (x,y)     ⱷi (x,y) = x ⊕ (⊖y) 

fonksiyonun sürekliliğinden faydalanarak, ∏ Gii∈I  uzayı üzerinde tanımlanan 

φ : ∏ Giİ∈I  x ∏ Gii∈I → ∏ Gii∈I  

            f, g                →  φ(f,g) =  f ⊕ (⊖g) = (fi ⊕i (⊖gi)) 

fonksiyonun  sürekliliğini  topolojik  gruplardakine  benzer şekilde görelim.  G    kümesi  

üzerinde  çarpım  topolojisi  var  olsun.  f0, g0 ∈ G olmak  üzere   φ(f0,g0) =  f0  ⊕  (⊖g0)  

noktasının herhangi bir  U  komşuluğunu alalım. U  komşuluğu  çarpım  topolojisine göre  

açık olduğundan sadece sonlu sayıda i ∈ I için Ui ≠ Gi  için  f0 ⊕ ( ⊖g0 ) ∈  ∏ Uiİ∈I  U                                                                           

olacak biçimde Ui 


 Gi açıkları vardır. f ⊕   (⊖g0)  =  (f0  (i)  ⊕  (⊖g0 (i))  olduğundan                                                   

her i ∈I için; f0 (i) ⊕ (⊖g0(i)  =  φi  (f0 (i),  (⊖ g0 (i)) ∈  Ui   dir.   φi   fonksiyonları  sürekli   

olduğundan  her i ∈I için Vi ⊕i (⊖Wi ) 
Ui olacak biçimde  f0(i) ve   g0(i)  nin açık Vi  ve  

Wi   komşulukları vardır.  Ui = Gi biçimindeki  her i için  Vi = Gi, Wi = Gi  seçmek genelliği  

bozmaz. O halde  V = ∏ Viİ∈I  ve  = ∏ Wiİ∈I  denirse,  V, f0 ın bir açık komşuluğu ve  W,  g0  

ın açık bir komşuluğu olur ve  φ  (V x W )    U  sağlanır.  O halde φ  fonksiyonu çarpım  

topolojisine  göre süreklidir ve (∏ Giİ∈I , ⊕, τ) üçlüsü çarpım topolojisine göre bir topolojik  

gruptur. 

Şimdi de kutu topolojisine göre   

φ : ∏ Giİ∈I  x ∏ Giİ∈I → ∏ Giİ∈I , 

           f, g                →  φ(f,g) =  f ⊕ (⊖g) = (fi ⊕i (⊖gi)) 

fonksiyonun sürekliliğini  görelim.  Bunun için  çarpım topolojisinde  yaptığımız  gibi  her  

f0, g0 ∈ ∏ Giİ∈I  olmak üzere  f0 ⊕ (⊖g0) noktasının herhangi bir U komşuluğunu alalım. U  

kutu  topolojisine göre  açık  olduğundan  f0  ⊕  ( ⊖g0  ) ∈  ∏ Uiİ∈I     U olacak biçimde           



87 

 

 

Ui  


 Gi açıkları vardır.  f0 ⊕ (⊖g0 )  =  ( f0 (i) ⊕ (⊖g0 (i) )  olduğundan  her   i ∈ I   için;              

f0 (i) ⊕ (⊖g0 (i)) = φi  (f0 (i), (⊖g0 (i)) ∈ Ui  dir  φ i    fonksiyonları sürekli  olduğundan her         

i ∈ I için Vi ⊕i (⊖Wi ) 
Ui olacak biçimde f0(i) ve  g0(i) nin açık Vi  ve Wi   komşulukları  

vardır. O halde  V = ∏ Viİ∈I  ve  = ∏ Wiİ∈I   denirse,  V, f0  ın bir açık komşuluğu ve W, g0 ın  

açık bir komşuluğu olur  ve  φ  (V x W )   U sağlanır.  O halde  kutu topolojisine  göre  φ  

fonksiyonu sürekli olup, (∏ Giİ∈I , ⊕, τ) üçlüsü kutu topolojisine göre bir topolojik  dönerli 

gruptur. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmadaki dönerli gruplar ve topolojik dönerli gruplarla ilgili bazı sonuç ve öneriler 

şöyledir; 

1-) (G, ⊕) dönerli grubu; sol birim eleman özelliği, sol ters eleman özelliği, sol dönerli 

birleşme özelliği ve sol döngü özelliğine sahip olduğu gibi,  sol dönerli birleşme özelliğinden 

yararlanılarak sağ dönerli birleşme özelliği ve sol döngü özelliğinden yararlanılarak sağ 

döngü özelliği tanımlandığı ve her sol birim eleman sağ birim eleman ve her sol ters eleman 

sağ ters eleman olduğu için; sağ dönerli birleşme, sağ birim, sağ ters, sağ döngü özelliklerini 

sağlayan (G, ⊕) magmasına bir dönerli grup denir. 

2-)  Topolojik gruplarda TO - uzayı ile T3 – uzayı eşdeğer olduğu gibi topolojik dönerli 

gruplarda da aynı durum vardır. 

3-) Birkhoff-Kakutani teoremi ile birinci sayılabilir bir topolojik grup metrikleştirilebilir 

ken, topolojik dönerli gruplar üzerinde sol (sağ) değişmez bir metrik tanımlanamadığı için 

topolojik dönerli grupların  metrikleştirilebilir olması Birkhoff-Kakutani teoreminin 

topolojik gruplarda kullanılan yönteminden yararlanılarak gösterilemez. 
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