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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

Auto (G,D) G den G ye otomorfizma grubunun bir alt grubu
Aut(G,®D) G den G ye otomorfizmalarin grubu

A A klimesinin kapanisi

A° A kiimesinin i¢ noktalarinin kiimesi

AXxB A ile B kiimesinin Kartezyen ¢arpimi

N(X) x noktasinin komsuluklar ailesi

X, 1) X topolojik uzayi



1. GIRIS

Cebir ve topolojinin ortak katki ile gelistirdigi konulardan biri topolojik gruplardir. Bir
gruptan topolojik grup tiretildigi gibi, grup yapisina benzeyen bir cebirsel yapidan da bir
topolojik grup iiretilebilmektedir. Bu cebirsel yapilardan biri de donerli gruplardir.

Gruplarla benzer 6zellikleri tasiyan donerli gruplarla ilgili yapilan ¢alismalarin 6nemli bir
kismi A. A. Ungar’a aittir. Donerli grup tanimi Ungar tarafindan 1988 yilinda “ Thomas
Rotation and the Parametrization of The Lorentz Transformation Group” ve 1990 yilinda
“Weakly Associative Groups” adiyla yaymlanan makalelerde yapilmistir. Onemli donerli
gruplardan olan Mobius donerli grubu ile ilgili ilk ¢aligmalart yapan da A. A. Ungar’dur.
Mobius toplaminin bir donerli grup islemi oldugunu inceleyen Ungar, Mdbius donerli
grubuyla ilgili ¢alismalara 1988 de baslamis ve bu ¢alismalarina [1] ve [2]” de yer vermistir.
Moébius toplaminda oldugu gibi Einstein toplaminin da bir dénerli grup islemi oldugu A.A.
Ungar tarafindan 2001 senesinde “Beyond the Einstein Addition Law and its Gyroscopic
Thomas precession” ismiyle yaymlanan caligmada incelenmistir. A.A.Ungar sonraki
senelerde yaptigi donerli gruplarla ilgili ¢aligmalarina [3] ‘de yer vermis ve donerli gruplarin

cebirsel ozellikleri arastirilmaya devam edilmistir.

Topolojik gruplarda oldugu gibi donerli gruplarin da topoloji ile iliskisi hakkinda ¢aligsmalar
yapilmaktadir. R. Lal ve Akhilesh C.Yadav sag topolojik donerli gruplarla ilgili arastirma
yapanlardandir. W. Atipontrat 2017’de yayinladigi makale [4] ile donerli grup islemi ile ters
doniisiim fonksiyonlarini stirekli kilan topolojiler yardimiyla donerli gruplarin topolojisi
hakkinda ¢aligmalar ortaya koymus ve topolojik donerli grup tanimini yaparak topolojik

Ozeliklerini incelemistir.

Bu tezde ise, ikinci boliimde topolojik uzay, metrik uzay ve grup teorisine ait bazi kavramlar

ve sonraki boliimlerde karsilasilacak teorem ve 6nermelere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde ise, bir kiime iizerinde taniml1 € isleminin grup ézelliklerinden sol birim
ve sol ters ozelliklerine sahip olan, sol dongii 6zelligini ve gruptaki birlesme 6zelliginden
daha zayif bir yap1 olan sol donerli birlesme 6zelligini saglayan donerli grup tanimi

yapilmustir. onerli gruplarin cebirsel 6zellikleri ile ilgili baz1 teoremlere ve ispatlarina yer



verilmistir. Donerli grupla iligkili es donerli grup tanimlanmis ve bazi 6zelliklerine yer

verilerek, donerli gruplarin gruplardan farkli olan 1. ve 2. sag kisaltma kuralina deginilmistir.

Dérdiincii boliimde; [5-7] ‘den semitopolojik grup, paratopolojik grup, quasitopolojik grup
ve topolojik grup tamimlanmis ve bazi Ornekler verilmistir. Besinci boliimiin ayrildigi
topolojik donerli gruplarla karsilastirma imkani olmasi igin; topolojik donerli gruplarin
belirtilen 6zelliklerine parelel olan topolojik grup 6zellikleri teoremlerle verilmis ve ispatlari
yapilmigtir. Topolojik gruplarin metriklestirilebilir olma ve tamamen diizenli olma

durumuna Birkhoff- Kakutani teoreminden yararlanilarak deginilmistir.

Besinci boliimde ise; topolojik donerli gruplarla ilgi W. Atipontrat’ i “ Topological
Gyrogroups : Generalization of topological groups, Topology and its Applications”
makalesine yer verilmistir. Burada agik birakilan sorulara deginilmistir. Mdbius donerli
grubu ve Einstein donerli grubuna yer verilerek topolojik doénerli grup olmalar1 na yer

verilmistir.

Altinc1 boliimde ise sonug ve Oneriler bulunmaktadir.



2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

Iki alt baslik bulunan bu béliimde ilk baslikta sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulabilecek
topolojik ve metrik uzaylarla ile ilgili bazi kavram ve teoremler bulunmaktadir. Bunlar [13]’

de yer almaktadir.

Ikinci baslikta ise gruplarla ilgili baz1 temel kavramlara deginilmistir.

2.1. Bazi Topolojik Tanim ve Teoremler

Bu baglikta bazi topolojik ve metrik uzay kavram, tanim ve teoremleri verilecektir.

2.1.1. Tanim

X herhangi bir kiime olmak iizere 1, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger,

(T P, Xer
(T2) 1 ailesinin herhangi sonlu sayidaki elemaninin arakesiti t ailesine aittir.

(T3) t ailesinin herhangi bir alt ailesindeki kiimelerin birlesimi t ailesindedir.

kosullar1 saglaniyorsa, t ailesine X kiimesi tizerinde bir topoloji, (X, 1) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

2.1.2. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. t ailesine ait X uzayinin her A alt kiimesine agik kiime denir.

Eger X — A kiimesi t ailesine ait ise A alt kiimesine kapali kiime denir.

2.1.3. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve A ile N kiimeleri X uzaymin iki alt kiimesi olsun. Eger,

A & U & Nolacak bi¢imde 1 ailesine ait bir U kiimesi varsa, N alt kiimesine A kiimesinin



bir komsulugu denir. Yalniz bir elemandan olusan {x} kiimesinin bir komsuluguna ise

X € X noktasinin bir komsulugu denir.

(X, 1) topolojik uzayinin x € X noktasinin biitiin komsuluklarinin olusturdugu aileye x in

komguluklar ailesi denir ve N(x) ile gosterilir.

2.1.4. Tanim

X bir topolojik uzay ve Y S Xolsun. ty = {YNU: UEer} ailesi Y tizerinde bir topolojidir.
Bu topolojiye 1 topolojisinin Y alt kiimesi iizerine indirgedigi alt uzay topolojisi denir.

(Y, tv) ikilisine X in bir topolojik alt uzay denir.

2.1.5. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. B S 1 olmak tizere, eger X in her agik alt kiimesi B ailesinin
bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa B ailesine t topolojisinin bir taban1 (baz1)

denir.

2.1.6. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve X € X olsun. X in biitiin komsuluklar ailesi N(x) olmak tizere
M(x) gN(x) olsun. Eger, her N € N(x) i¢cin M N olacak bigimde bir M € M(x) varsa

M(x) ailesine x € X elemaninin bir komsuluk tabanidir denir.

2.1.7. Teorem

a ve B3 aileleri, sirastyla, bir X kiimesi lizerindeki t ve t" topolojileri i¢in birer taban olsun.

v S1olmast icin gerek ve yeter sart her B € Bve herx € Bicinx € A S Bolacak bigimde

en az bir A € a elemaninin var olmasidir.



2.1.8. Tanim

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Xo € X olmak iizere f (xo)
ogesinin her V komsulugu i¢in Xo elemaninin f(U) S V olacak bi¢gimde bir U komsulugu

varsa f fonksiyonu Xo noktasinda siireklidir denir.

Her Xo € X igin xo noktasinda siirekli olan f: X — Y fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir.

2.1.9. Tanim

X ve'Y topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu X in her
acik alt kiimesini Y nin bir agik kiimesine resmediyorsa f ye agik fonksiyon, X in her kapal

kiimesini Y nin bir kapali kiimesine resmediyorsa f ye kapali fonksiyon denir.

2.1.10. Tanim

X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f : X — Y bire-bir ve orten bir fonksiyon olsun.
Eger f ve f fonksiyonlar siirekli ise f doniisiimiine bir homeomorfizma denir. Aralarinda
bir homeomorfizma tanimlanabilen topolojik uzaylara homeomorf veya es yapili topolojik

uzaylar denir.

2.1.11. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun.

1) X in X # y bigimindeki her x, y elemani i¢in, bu noktalardan en az birisinin, digerini

icermeyen en az bir komsulugu varsa bu uzaya To - uzay1 denir.

2) Xin X # Yy bigimindeki her X,y elemant i¢in, X ve y nin birbirini igermeyen en az bir

komsulugu varsa X uzayina T1 - uzay1 denir.



3) X'in X # y bigimindeki her x, y elemani N1 N N2 # @ olacak bigimde x in bir N1 € N(X)

ve y nin bir N2 € N(y) komsulugu varsa X uzayina T2 - uzay1 (Hausdorff uzay1) denir.

4) Her x € X ve x i igermeyen kapali her K kiimesi i¢in K ve x in ayrik komsuluklar1 varsa

X uzayina diizgiin uzay denir.

(X, 1) uzay1 hem T1 uzay1 hem de diizgiin ise bu uzaya T3 uzay1 denir.

5) Her x € X ve x i igermeyen her F kapalisi i¢in f(x) =0 ve f(F) = {1} olacak bigimde
strekli bir f : X — [0,1] fonksiyonu varsa X uzayina tamamen diizgiin uzay denir.

Tamamen diizgiin bir topolojik uzay, ayni1 zamanda T1 uzay1 ise bu uzaya Tzs uzay1 denir.

2.1.12. Tanim

| bir indis kiimesi ve her i € I igin Xj bir kiime olsun. [[j; Xi = { X : 1 = Ui Xi :X(i) € Xi }
[TierXi ={Xx: 1= Ujer Xi: (i) € Xi } kiimesine Xj kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi denir.

X € [lie1 Xi elemaninin i deki degeri genellikle x(i) yerine xiile gosterilir.

mk : [leXi - Xk

(X1, X2, ..., Xi,..) = Ik (X1, X2, ..., Xi, ) = Xk

fonksiyonuna []ie; X kiimesinin Xk kiimesi tizerine projeksiyonu denir.

2.1.13. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olmak iizere, X uzayinin her x elemaninin sayilabilir bir komsu

luk taban1 varsa X uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

Simdi metrik uzay ile ilgili bazi tanim, kavram ve teoremlere yer verelim.



2.1.14. Tanim

Bos kiimeden farkl bir X kiimesi iizerinde tanimli pozitif degerli

d: Xx X - [0,)
(xy) — d(xy)

fonksiyonu her X, y, z € X igin asagidaki 6zellikleri sagliyorsa d ye bir s6zde metrik denir.
(i)d(xx)=0

(if) d(x,y) = d(y.x)

(i) d( x,z) < d(x,y) + d(y,z)

Bu durumda (X, d) ikilisine bir s6zde metrik uzay1 denir.

Tanimda gecen (i) 6zelligi yerine (i') d (x,y) =0 © x =y 6zelligi saglaniyorsa d ye bir metrik

ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. Her x € X ve r >0 igin, B(x,r) ={y € X:d (x,y) <r} S x

alt kiimesi, x merkezli, r yarigapl agik yuvar olarak adlandirilir.
2.1.15. Teorem

Bir metrik uzayda herhangi iki agik yuvarin arakesiti bostan farkli ise bu arakesitin her

elemani i¢in o eleman1 merkez kabul eden ve arakesitin kapsadigi bir acik yuvar vardir.
fSpat

(X, d) bir metrik uzay olsun. a, b € X ve r1, r2 pozitif gercel sayilar olmak tizere B(a, r1) ve
B(b, r2) yuvarlar1 X uzayimin herhangi iki agik yuvari olsun. Eger ¢ € B(a, r1) N B(b, r2) ise,
B(c, r) SB (@ r1) n B (b, r2) olacak bigimde bir r > 0 sayisinin var oldugunu gérelim.

c € B (a, 1) oldugundan d (a, c) <ri dir. Oyleyse, ri-d(a, c)> 0 dir. Benzer sekilde
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r-d(a, c) > 0dir.r=min{r:-d (a,c), r.- d (a,c)} olsun. B(c, r) - B(a, r1) n B(b, r2) dir.

Soyle ki, x € B(c, r) alalim. d metrik oldugundan d(x,a) < d(x,c) + d(c,a) dir. x € B(c,r)
oldugu igin d( x, c) <rolur. Oyleyse d (x,a) < r + d(c,a) olur. r sayisinin tanimindan
d(x,a) < ri-d (a,c) + d(c,a) olur. d(a,c) = d (c,a) oldugundan, d(x,a) < r1 bulunur. Oyleyse

X € B(a,r1) olur. Benzer yolla x € B(a, r2) bulunur. Béylece B(c, r) - B(a, r1) n B(b, r2) elde

edilir.

2.1.16. Tanim

(X, d) bir metrik uzay1 olmak {izere X {izerinde tanimlanan  : = { B(x,r) : x € X, r >0}
ailesi bir topoloji tabanidir. Taban1 3 olan topolojiye d metrigi tarafindan {iretilen metrik

topoloji denir ve 1q ile gosterilir. T4 topolojisi;

w={U SX: herxeU icin B(x,r) & U olacak bi¢imde bir r >0 var} dir.

2.1.17. Onerme

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere tq, d metrigi tarafindan iiretilen bir metrik topoloji olsun.
U € 14 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € U i¢in x € B S U olacak bicimde bir B agik
yuvarinin olmasidir.

fspat

U, X in ag¢ik bir alt kiimesi ve X € U olsun. U agik oldugundan B(X, rx) S U olacak bigimde

olacak bicimde B(x, I'x) agik yuvari vardir.

U alt kiimesinin herhangi bir x elemant i¢in x € B(y, r) & U olacak bicimde r > 0 say1s1 var

olsun. Oyleyse, d(x,y) <r olup, r-d(x,y)=s>0 dir. Oyleyse, B(x,s) & U bulunur.
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Séyle ki; z € B(x, s) aldigimizda da d(X, z) < s olacaktir. Uggen esitsizliginden r say1si
d{y,z) < d(y,x) + d(x,z) < d(x,y)+s =r olur. Boylece, d(y, z) <r olur. Buradan,
z € B(y, r) olup, B(y, r) Sy oldugundan, z € U olur. Oyleyse, B(X, s) Su olup, U € 14

dir.
2.1.18. Teorem

(X, d) bir metrik uzay ve x € X olmak iizere B(x, %) ={yeX:d(xy < % } agik yuvarlarinin

olusturdugu { B(X, %) :n € N* }ailesi x in bir komsuluk tabanidir.
fspat

usx acik olmak tizere x € U olsun. U metrik topolojiye gore agik oldugundan Tanim

2.1.16 dan B(x, r) S U olacak bicimde bir r > 0 vardir. % < no olacak bigimde bir ng € N*

vardir. % < np oldugundan nl < r olup, B(X, ni ) - B(x, r) dir. Boylece,

B(x, ni) S U olup, {B(x, ni) : n € N*} ailesi x in bir komsuluk tabanidir.
2.1.19. Teorem
Her metrik uzay birinci sayilabilir ve Tz - uzayidir.

fSpat

Her x € X i¢in { B(X, %) :n € N* }ailesi Teorem 2.1.18 den x in bir komsuluk tabani oldugu

icin X uzay1 birinci sayilabilir uzaydir.

X uzaymnin Hausdorff uzayi oldugunu gorelim. Bunun igin, X in X # y bigimindeki X,y
elemanlarini alahm. x # y oldugu i¢in d(x,y) > 0 dir. d(x,y) =sdiyelim. r= % secilirse

B(x,r) N B(y,r) = @ olur. Soyle ki; z € B(x,r) N B(y,r) alalm. Oyleyse; d(x,z) <r olurve
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d(y,z) < r olur. Uggen esitsizliginden, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) <r+r=2rolur. Buradan
d(x,y) = s = 3r oldugundan 3r < 2r elde edilir. Bu ise bir ¢eligki olup, B (x,r) N B(y,r) =@

dir. Boylece X metrik uzayi bir Hausdorff uzayidir.

2.1.20. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olmak iizere, X uzayimnin alt kiimelerinden olusan bir D ailesinin
birlesimi X kiimesine esitse D ailesine X topolojik uzayinin bir ortiistidiir denir. Elemanlar

acik kiimeler olan Ortiiye agik ortii denir.

D ailesinin bir alt ailesi X uzayin1 ortiiyorsa, bu alt aileye D ailesinin bir alt ortiisii denir.

2.1.21. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Eger X kiimesinin her ag¢ik ortiistiniin sonlu bir alt 6rtiisti varsa

X uzayina kompakt uzay denir.

2.1.22. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. X uzaymnda X3 U X2 = X olacak bi¢imde ayrik agik X1 ve
X2 kiimeleri var ise X uzayina baglantisiz uzay ve { X1, X2 } kiimesine de X uzaymin bir

parcalanis1 denir. Higbir parcalanisi olmayan topolojik uzaya baglantili uzay denir.

2.1.23. Teorem (Tychonoff Teoremi)

{(Xi, i) : i € I} bir topolojik uzaylar ailesi olsun. [];¢; X; Kartezyen ¢arpiminin kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i€ [ i¢in Xi topolojik uzayinin kompakt olmasidir.
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2.2. Gruplarla Iigili Bazi Kavramlar

Bu boliimde gruplarla ilgili bazi tanim ve kavramlara yer verilmistir.

2.2.1. Tanim

S bostan farkli bir kiime olmak {izere

@:SxS— S
(a,b) > a @b

fonksiyonuna S tizerinde bir ikili islem denir.

2.2.2. Tanim

S bostan farkli bir kiime ve S kiimesi {izerinde bir ikili islem @ olmak tizere (S, @) ikilisine

bir magma denir.

Magmalar birim elemana sahip olabilir. Her s € Si¢in e @ s =5 @ e = s olacak bi¢imde

e € Svarsa e ye (S, @) magmasimnin birimi ve S magmasina ise birimli magma denir.

(S, ®) magmasinin birim elemant olarak 0 € S kullanilacak.

2.2.3. Tanim

(S, @) bir magma olsun. @ islemi S iizerinde birlesme 6zelligine sahipse, yani; her X, Y,
zeSigin XPYy) D z=xD (y D z) esitligi saglantyorsa (S, @) magmasina bir yar1 grup
denir.

2.2.4. Tanim

(S, @) bir birimli magma olsun. a, b € S olmak tizere X ve y bilinmeyenli a @ x = b ve

y @ a =b denklemleri bir tek ¢6ziime sahipse (S, @) magmasina bir déngii denir [3].
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2.2.5. Tanim

(G, @) ikilisi bir yar1 grup olmak iizere, eger @ islemi

(Gl)Hera € Gigina @ 0 =0 @ a=a olacak bi¢imde bir birim eleman 0 € G vardur,
(G2) Her a € G icin a @ (©a) = (©a) @ a = 0 olacak bicimde a € G nin bir ters eleman:

©a € G vardir.

kosullarini sagliyorsa (G, @) ikilisine bir grup denir.

2.2.6. Tanim

(G, @) bir grup olsun. Hera, b € Gigina @ b =b @ a esitligi saglaniyorsa (G, @) ikilisine
bir degismeli grup denir.

2.2.7. Tanim

(G, @) bir grup olsun. H, G nin bostan farkl bir alt kiimesi olmak {izere

(Al) Herae Hig¢in ©a€eH

(A2) Hera,beHicina@ b e H

ozellikleri saglaniyorsa H alt kiimesine G nin bir alt grubu denir.

2.2.8. Tanim

(G, O) ve (G, @) iki grupve f: G— G’ bir fonksiyon olmak iizere, Hera, b € G igin
f(a O b) = f(a) e f(b) oluyorsa, f fonksiyonuna bir grup homomorfizmas: denir. Eger f
bire-bir, orten bir fonksiyon ve bir grup homomorfizmasi ise f ye bir grup izomorfizmasi ve
ayrica G den G ye bir izomorfizmaya bir grup otomorfizmasi denir. G iizerindeki biitiin

otomorfizmalarin kiimesi Aut (G, O) ile gosterilir.
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3. DONERLI GRUPLAR

Bu boliim donerli gruplarin cebirsel 6zelliklerine ayrilmistir. Donerli gruplarla gruplarin
farkindan bahsedilmis ve ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ileri béliimlerde
incelenecek olan topolojik donerli gruplarda karsilasilabilecek kavramlar ve teoremler yer

almaktadir.

3.1. Tanim

(G, @) bir magma olsun. Eger @ islemi,

(G1) Her a € G i¢in 0 @ a = a kosulunu saglayan bir sol birim eleman 0 € G vardur,

(G2) Her a € G igin ©a @ a = 0 kosulunu saglayan a € G nin bir sol tersi ©a € G vardrr,

(G3) Her a, b € G igin; dyle bir g[a,b]: G — G, g[a,b] €Aut(G,P) otomorfizmasi vardir ki,
herceGicina @ (b @ c) = (a P b) @ g[a,b](c) sol donerli birlesme dzelligi saglanir,

(G4) Her a, b € G igin sol dongii 6zelligi olarak adlandirilan;

gla,b] = g[adPb,b] esitligi saglanir.

ozelliklerini sagliyorsa, (G, @) ikilisine bir donerli grup denir [3,4].

gla,b] € Aut(G, @) otomorfizmasina a, b € G elemanlarinin iirettigi donerli otomorfizma

denir. g: Gx G - Aut (G, @) doniisiimiine ise G magmasinin donerli {ireteni denir [3].

(G3) de verilen sol donerli birlesme 6zelligine benzeyen ve ondan yararlanilarak tanimi
yapilan sag donerli birlesme 6zelligi soyledir; her a, b € G i¢in; 6yle bir g[b,a] : G - G,
g[b ,a] € Aut (G, @) donerli otomorfizmasi vardir ki; G magmasinin her ¢ elamani i¢in

@ab)dc=ad (b D g[ba](c)) saglanir.
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(G4) de verilen sol dongii 6zelligine benzeyen ve sol dongii 6zelliginden yararlanilarak

tanimlanan sag dongii 6zelligi soyledir [3].

gla,b] = g[a,bba]

Burada grup teorisine benzer sekilde donerli grup homomorfizmasi, izomorfizmasi ve

otomorfizmasi [8] de sOyle tanimlanmaktadir.

(G, @1) ve (H, @2) birer donerli grup ve f: G = H bir fonksiyon olsun. Eger; hera, b € G
icinf(a@lb)=f(a) @2 f(b) oluyorsa f fonksiyonuna bir donerli grup homomorfizmasi
denir. Bire-bir ve orten donerli grup homomorfizmasina bir donerli grup izomorfizmasi
denir. Eger, f: G- H fonksiyonu; G ile H donerli gruplar1 arasinda bir donerli grup
izomorfizmasti ise G ile H birbirine izomorftur denir ve G = H ile gosterilir, ayrica G den

G ye bir donerli grup izomorfizmasina ise bir dénerli grup otomorfizmasi denir [8].
3.2. Tanim

(G, @) bir donerli grup olsun. Hera, b € Gigina @ b =g [a,b](b @ a) esitligi saglaniyorsa

(G, @) ikilisine bir donerli degismeli donerli grup denir [3].
Simdi baz1 donerli grup 6rneklerini gérelim.

3.3. Ornek

D={zeC | Izl < 1} kiimesi kompleks agik birim disk olsun. D x D kiimesi lizerinde

tanimlanan,
@Dm:DxD - D

(xy) = ®m (xy) = (x +y) A+ xy)*

ikili islemi (M&bius toplami) ile (D, @m) ikilisi bir dénerli gruptur, fakat (D, @m) ikilisi bir
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grup degildir. Soyle ki, herx e Digin 0 @mx = (0 +x) (1+ 0x)* =x olacak bicimde bir
0 € D sol birim eleman1 ve —X @m X =(-X + X)(1+(—x)X) * olacak bigimde X in bir sol tersi

1 -i i 1 —i i 1 —i i
—X EDvatrdlr,fakatXZE,y:?1 VGZZ% IglnX:(g@m?l) DPm % * g@m(?l Pm %)

oldugu i¢in birlesme 6zelligi saglanmaz. Buna ragmen D kiimesinin her X, y, z elemani i¢in
X ®m(y Bmz) = (X Bmy) ®mg[x.yl(z) olacak bigimde bir
glxyl:D—D;

Z = Guy(2) = (1+xy) (1+ xy)™ 2

donerli otomorfizmasi vardir. Burada (B, @m) donerli grubu Moébius donerli grubu olarak

adlandirilir [1,3,4].
3.4. Ornek

c1sik hizi, Ilvll ise v € R® vektdriiniin normu olmak {izere R = {v € R3: lIvil <c}
kiimesi Einstein’in hiz kiimesidir. Bu kiime aligilmis topoloji ile donatilan R®uzaymmn bir

alt uzayidir. R¢*x Re® uzayr iizerinde tanimlanan

Dk : RCSX Rc3 - RCS

1 1 1 v
(u,v)—>uEBEv=Tu__v)(u+—v+— (uv)u)

> Yo o P14y,
C

ikili islemi Einstein toplanmidir. Burada u, v € R¢® vektérlerinin i¢ ¢arpimi (u.v) olup y. ise

tanimi1 asagida verilen ¢ merkezli yuvar i¢cindeki gama faktortidiir.

1

(u.u)
1—‘;—;‘

Yu=

(Rc®, @) ikilisi bir donerli gruptur, fakat bir grup degildir. Soyle ki; her u € Rc® igin
0 @k u = u olacak bigimde bir sol birim eleman 0 € Rc® vardir, - u @e u = 0 olacak bi¢im
de u nun bir sol tersi — u € Rc3vardir. u = (1,1,0), v=(0,1,0), w = (0,0,1) elemanlari igin

(u Bev) e w # u e (v Be W) oldugundan birlesme 6zelligi saglanmaz. Buna ragmen,
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u@e(vPew)= (uPev)Pe g[u,v](w) olacak bigimde bir donerli otomorfizma oldugu
icin @e Einstein toplam1 Rc® kiimesi iizerinde sol donerli birlesme 6zelligini saglar.

Burada (Rc®, @¢) donerli grubu Einstein donerli grubu olarak adlandirilir [2,3,4].

Her grup birim otomorfizma 1(x) =x ile sol donerli birlesme 6zelligini sagladigi igin bir
donerli gruptur, fakat her donerli grubun bir grup olamayacag: 3.3 Ornek ve 3.4 Ornek den

gortilebilir [4].

3.5. Teorem (ilk Dénerli Grup Teoremleri)

(G, @) bir donerli grup olsun. a, b, ¢ € G olmak iizere asagidakiler saglanir [3].

(1) a@® b=a ciseb=cdir. (Genel Sadelestirme Ozelligi)

(2) G nin bir sol birim elemani 0 ile gosterilmek tizere g[0,a] = I birim otomorfizmadir.
(3) a € G nin bir sol tersi x olsun. Bu durumda g[x,a] = I birim otomorfizmadir.

(4) Hera e G igin g[a,a] = I birim otomorfizmadir.

(5) G nin her sol birimi ayn1 zamanda bir sag birimdir.

(6) G nin bir tek sol birim eleman1 vardr.

(7) Her sol ters ayn1 zamanda sag terstir.

(8) Her a € G nin bir tek sol tersi vardir ve bu sol ters ©a olmak lizere & (6a) = a dir.
(9) ©a® (a® b)=b (sol sadelestirme kuralr)

(10) Her x € G igin, g[a,b](x) = ©(a @ b) @ (a B(b D x)) dir. (Dénerli Ureten Ozelligi)
(11) Her a, b € G igin g[a,b](0) = 0 dur.

(12) Her x € G i¢in g[a,b](©&x) = © g[a,b](x)

(13) g[a,0]= 9[0,b] = I birim otomorfizmadir.
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fspat

(1) G bir donerli grup oldugundan (G2) den her elemaninin bir sol tersi vardir. a nin bir sol
tersixolsun. a@b=a@colsun. xP (@aPb)=xP (aPc) esitliginde sol donerli
birlesme 6zelligi uygulanirsa; (X @ a) @ g[x,a](b) = (x @ a) @ g[x,a](c) elde edilir.
X @ a =0 oldugundan; 0 @g[x,a](b) =0 & g[x,a](c) olur. Buradan g[x,a]b = g[x,a](c)

elde edilir. g[x,a] otomorfizmasi bire-bir oldugundan b = ¢ olur.

(2) G nin herhangi bir x elemanini alalim. 0, G nin sol birimi oldugundan,
a@® x=06 (a P x) dir. Sol donerli birlesme 6zelliginden;
a® x=(0 a) D g[0,a](x) =a D g[0,a](x) elde edilir. (1) den x = g[0,a](x) bulunur.

O halde g[0,a] = I birim otomorfizmasidir.

(3) a € G nin bir sol tersi x olsun. (G4) den g[x,a] = g[x@a,a] olur. x a mnin bir sol tersi
oldugundan x €@ a = 0 olup, g[x&a,a] = g[0,a] dir. (2) den g[0,a] = I birim otomorfizma

oldugundan g[x,a] = g[x@a,a]= g[0,a] =1 birim otomorfizmadir.

(4) a € G alalim. (2) den g[0,a] = I birim otomorfizma oldugundan ve (G4) den

g[0,a] = g[0&a,a] = g[a,a] = I birim otomorfizma olur.

(5) 0, G nin bir sol birim eleman1 olsun. a, G nin herhangi bir eleman1 olmak iizere;
a @ 0 =a oldugunu gorelim. (G2) den var olan a nin bir sol tersi x olsun. Sol donerli
birlesme 6zelliginden; X @ (a @ 0) = (x @ a) Pg[x,a](0) dir. X, anin sol tersi oldugu
icin X @ a=0 dir. (3) den g[x,a](0) = 0 olup,
X @d0)= (xcba) D g[xal(0)=0G0=0=xeDa olup,xd (acb0)=xDa

elde edilir ve (1) den a @ 0 = abulunr. Boylece 0, G nin bir sag birim elemanidir.
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(6) G nin iki sol birim eleman1 0 ve 0* olsun. Bu sol birim elemanlarinin birbirine esit
oldugunu goérelim. (5) den 0 ayn1 zamanda sag birim elemandir. 0 =0* @ 0 =0*

elde edilir. Oyleyse 0 = 0* olup, G nin bir tek sol birim eleman1 vardir.

(7) a € G alalim. G bir donerli grup oldugundan a nin bir sol tersi vardir. a nin sol tersi
x olsun. X in a nin sag tersi oldugunu gorelim. Sol donerli birlesme 6zelliginden;
XD @d®x)=xPa) P g[x.al(x) ... (i) esitligi elde edilir. (3) den
g[x,a](x) = I(x) = x dir. X @ a =0 oldugundan (i) esitligi; X P (@D X) =0 P x =X
olur. (5) den her sol birim ayn1 zamanda bir sag birim oldugu i¢in

X@® (@ x)=x=x@ 0olur. Genel Sadelestirme Ozelliginden a @ x =0 olur ve

boylece x elemani a nin bir sag tersidir.

(8) a € G alalim. a nin iki sol tersi x ve y olsun. (7) den x ve y sol ters elemanlar1 sag ters
ters elemandir. Oyleyse; a @ x =a @ y =0 dur. (1) den x =y elde edilir. Oyleyse a nin
bir tek sol ters elemani vardir. (G2) den (8a) @ a =0 oldugu i¢in ©a, a nin sol tersidir.

Benzer sekilde a, ©a nin tersi olup, ©&(6a) = a olur.

(9) (8) den a nin sol tersi ©a dir. Sol donerli birlesme 6zelligi uygulandiginda,
Ba P (adPb)=((Sa) @ a) P g[©a,a](b) ...(ii) esitligi elde edilir. (3) den
g[©a,a] = | birim otomorfizma ve dolayisiyla g[©&a,a] b = b olup,

(©a) @ a =0 oldugundan (ii) esitliginden ©a @ (a @ b) =0 @ b = b elde edilir.

(10) x € G alalim. Sol donerli birlesme 6zelligi uygulandiginda;
a® (b dx)=(a® b) @ g[a,b](x) olur. Esitligin her iki tarafina © (a @ b) eleman
eklenirse S@Pb)PD @P (bdx))= S(@db)D ((ad b) D g[ab] (x) olup,
esitligin sag tarafi (9) dan g[a,b](x) olur. Béylece

S@®b) D (ad (b D x))=glab](x) bulunur.
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(11) (10) da verilen donerli iireten 6zelliginden, g[a,b](x) =@ @ b) H (a P (b P x))
olup, x = 0 icin g[a,b](0) = (@ ® b) B (@ ® (b @ 0)) dir. 0, G nin birim elemant
oldugundan, b @ 0 =b olup, g[a,b](0) =@ P b) D (a b)olur. (8) denaP b e G
elemaninin tersi ©(a @ b) olup, ©S(a @ b) @ (a @ b) =0 dir. Béylece g[a,b](0) =0

elde edilir.

(12) x € G alalim. (8) den x in tersi ©x ve x @(6©x) = 0 € G olup, (11) den
gla,b](x B(6x)) = g[a,b](0) = 0 dir. Ayn1 zamanda g[a,b] otomorfizma oldugundan
gla,b](x @ (©x)) = gla,b](x) @ g[a,b](Ex) = 0 olur. Burada sol kisaltma kuralindan
sonra ©g[a,b](x) ©{ gla,b](x) @ g[a,b](©x)} = © glab ](x) & 0= © g[a,b](x)
bulunur. ©g[a,b]x ©{g[a,b](x) Dg[a,b](©x)} = ©9g[a,b](x) esitliginde sol taraf (9)
dan g[a,b](©x) e esittir. Boylece, g[a,b]l(©x) = ©g[a,b](x) elde edilir.

(13) G nin herhangi bir x elemanini alalim. (10) da verilen dénerli {ireten 6zelliginde b = 0
icin g[a0](x)=6@®0) @ (@® (0 x)) olur. 0, G nin sol birim elemant olup,
0 @ x =x ve (5) den her sol birim ayn1 zamanda bir sag birim oldugundan a @ 0 =a
dir. Boylece g[a,0](x) = ©a @ (a @ x) olur. (9) da verilen sol kisaltma kuralindan
Oa @ (a P x) = x dir. Oyleyse, g[a,0](x) = x = I(x) olup, g[a,0] = I birim

otomorfizmadir.

g[0,a] = I birim otomorfizma oldugu (2) de verilmistir.

(G,®) bir donerli grup olmak iizere her sag birim eleman ayni zamanda bir sol birim

elemandir ve ayrica sag birim eleman bir tek olup, 0 dir.

(G,) bir donerli grup ve her a, b € G i¢cin ©bBa = ©b@P(5a) olup, S(a P a) = Ba Ba
dir [3].
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3.6. Teorem

(G,) bir donerli grup olsun. Her a, b € G i¢in; S(a @ b) = g [a,b](EbOa) esitligiyle

verilen toplamsal ters kurali saglanir [3].

fspat

a, b € G olsun. G donerli grup oldugundan &b ©a € G dir. Teorem 3.5. (10) dan
x € Golup, x = bOaicin; glab] (©bOa)=0(@db) D (@d (b ® (S bSa))) olur.
Teorem 3.5 (9) danb @ (©&b ©a) = ©aolup, g[a,b ] (BbBa)=S(a P b)P (a P(5a))
olur. Teorem 3.5.8 den a € G nintersi ©a oldugundan a @ (©a)) =0 dir. Oyleyse

gla,b](©&bBa) = 6S(a @ b) @ 0 olup, g[a,b] (EBbBa) = &S(a @ b) elde edilir.

3.7. Onerme

(G, @) bir donerli grup olsun. Her a, b e G igin; g[a,b](b)= ©(B(@ P b) P a) ve

g[a,©b](b) = &(a © b) @ a esitlikleri saglanir [3].

Ispat

a, b € G alalim. Teorem 3.5 (10) da verilen esitlikte X = &b i¢in

g[a,b](©b) = S(a @ b) ® (a D (b & (Sh)) olur. b S (Sb) =0 oldugundan,
g[a,b](Bb) =6(@ @ b) P (a @ 0) olur. a @ 0 = a oldugundan,

g[a,b](8b) = &(a @ b) @ aolur. Teorem 3.5.(12) den g[a,b](Eb) = &g[a,b](b) olup,

Bg[a,b](b) = &(a @ b) @ a olur. Buradan g[a,b](b) = ©((&(a @ b) @ a) bulunur.

Diger esitligin ispat1 i¢in verilen ilk esitlik b yerine &b i¢in yeniden yazilirsa;
g[a,©b](©b) = ©(6(a & (©b)) @ a) olur. Teorem 3.5.(12) den
g[a,©b](6h) = ©g[a,©b](b) dir. Béylece ©g[a,©b](b) = ©(©(a @ (©b)) @ a) olur.
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Buradan g[a,©&b](b) = &(a & (&b) @ aelde edilir.

3.8. Teorem

(G, @) bir dénerli grup olsun. Her a, b, ¢ € G igin asagidaki 6zellikler saglanir [3].
1. gla,bedc] (g[b.c]) = g [abb,g[a,b](c)] (9[a,b])

2. g[a,©9[a,b](b) ] (g[a.b]) =

3. 9[©a,adb] (g[a,b]) =1

4. g[b,adb] (g[a,b]) = I

fspat

1. Sol donerli birlesme 6zelliginin artarda uygulanmasiyla olusan iki farkli denklem
zincirini gorelim. Simdi birinci denklem zincirini  gorelim. Herhangi bir x € G alalim.
Sol dénerli birlesme 6zelliginden, a® {b B (CDx)}=a D {(b D c) D g[b,c] (x)}
olur. Esitligin sag tarafinda ikinci kez sol donerli birlesme 6zelligi uygulandiktan sonra

aD{bPBCcDx)}={a®d (bDc)} D g[a,bPc] (g[b,c](x)) ... (iii) esitligi elde edilir.

Simdi ikinci denklem zincirini gérelim. Sol donerli birlesme 6zelligini farkli elemanlarla
uygulayalim; a@ {b P (c ® x)} = (a P b) D g[a,b] (c & x) olur. g[a,b] otomorfizma
oldugundan g[a,b] (c @ x) =g[a,b] c @ g[a,b] (x) olur. Buradan islem devam ettirilirse
a@{bD(CcDx)}=(adb) D (g[ab](c) D g[a,b](x)) olur. Esitligin sag tarafinda
da ikinci kez sol donerli birlesme 6zelliginin uygulanmasinin  ardindan, bdylece
a @D CcDx}={(adb)Dglablc)} @& gladb, glab](c)] (glab](x)) olur.

Sol donerli birlesme 6zelliginden (a@ b) @ g[ab] (c)=aé® (b & c) oldugundan,

a@{bhPDchdx)}=ad (bdc) D gladb,g[a,b](c)] (g[a,b](x)) ... (IV) elde edilir.

(i) ve (IV) esitliklerinin sol taraflar1 birbirine esit oldugundan sag taraflar1 da esittir.
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{a ® (b @ c)}Dglabdc] (glb,c](x)) = {a @ (b @ )} g [adb, g[a,b](c)] (g[a,b] (X))
olup, sol kisaltma kuralindan g[a,b@c] (g[b,c](x) ) = g [a&b, g[a,b](c)] (g[a,b](x) ) elde
edilir. Esitlik her x € G i¢in saglandig1 i¢in g[a,b@c] (g[b,c]) = g [adb,g[a,b](c) ] (g[a,b])

olur.

.(1.) de verilen esitlik c € G yerine &b igin yeniden yazilirsa; her X € G elemani igin,

g [a, b®(Sb)] (g[b,©b](x) ) = g [aDb, g[a,b](Ob) ](g[a.b](x) ) ... (V) esitligi elde edilir.
be G elemanm tersi ©b oldugundan b @(©b) =0 olmasindan dolayr (V) esitligi;
g[a,0] (g[b,cSh] (X)) = g[ae b, g[a,b](©b)] (g[a,b](x)) olur. Teorem 3.5.(3) den
g(b,©b) =1 oldugundan g[b,&b](x) = x dir. Ayrica Teorem 3.5.(13) den g [a,0](x) = I(X)
otomorfizma olup (V) esitligi; | (x) = g [adb, g[a,b](Eb) ] ( g[a,b](x) ) ...(VI) halini alir.
Teorem 3 .5.(12) den g[a,b] (©b) = © g[a,b ](b) oldugundan ( VI) esitliginin yeni hali
| (x) = g [adb,Og[a,b](b) ] (g[a,b](x)) olur. Burada sol dongii 6zelligi uygulanirsa;

1 (x) =g [(a®b)OSg[ab](b), © gla,b](b) ] (glab](x) ) elde edilir. Sol dénerli birlesme
szelliginden; (@@ b) © glab](b) =a® (b ® (Ob)) olur. b @(Sb) = 0 oldugundan
(a®b)Og[ab](b) =a @ 0=a olup, (VD) esitligi; I(x) =g [a, ©g[a,b](b) ] (9[a,b](x))

olur. Her x eleman i¢in esitlik saglandigindan | = g [a,©&9[a,b](b)] (g[a,b]) elde edilir.

. (1.) de verilen esitlik b € G yerine Sa i¢in yeniden yazilirsa;

9 [a(©a)Dc] (9[Oac]) =g [ab(Oa), g[a(S3)(c) ] (gla.©a]) ... (VII) esitligi elde
edilir. a € G nin tersi ©a oldugundan ap(©a) = 0 dir. Bdylece esitligin sag tarafi;

g [0, g[a,©a]c] (g[a,©a] ) olur. Teorem 3.5.(13) den (VII) esitliginin sag tarafi,

g [0, g[a,©a](c) ] (9[a,&4a]) = | birim otomorfizma olup, (VII) esitligi,

g [a,.0adc] (g[Sa.c]) =1 halini alir. Simdi a = Oa ve ¢ = b igin (VII) esitligi

g [©a, adb] g [a,b] = I birim otomorfizmadir.
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4. (3.) de sol dongii 6zelligi uygulanirsa, g ©a @ (@@ b),ad b](g[a,b])= Iolur.
Sol donerli birlesme 6zeliginden, Sa @ (aPb)=(GaPa)P g[Saa](b)= b olur.

Buradan g [b, adb] (g[a,b]) = I elde edilir.

3.9. Teorem

(G, @) bir dénerli grup olsun. Her a, b, ¢ € G i¢in (©adh) @ g[Oa,b](EbPc) = Sadbce

esitligi saglanir [3].

fspat

Herhangi a, b, ¢ € G elemanlarin1 alalim. Her a, b € G igin g[a,b] otomorfizmas: bir
homomorfizma oldugundan, g[ © a,b](© b @ c) = g[Sa ,b](& b) & g[&a,b] (c) olup,

(©a ©b) & g[6ab](© b & c) = (Ga ©b) B{g[Sab]( ©Sb) ® g[Sab](c) } ... (VII)

esitligi elde edilir. Teorem 3.5 (12) den g[ ©a,b ]J(©b) = ©9[©a,b] (b) olup, sol dénerli

birlesme 6zelligi uygulandiktan sonra (VIII) esitligi;

(©a@h) @ g[oab] (©b dc)={(©adb) ® (Og[ab] (b) } &

9[©a @ b,0g[6a,b](b) ] (9[Sab](c))

olur. Teorem 3.8. (2) de (V1) dan g[©a @ b, g[Sa,b](Sb)] (9[Sa,b](c) ) = dir. Boylece

(VI esitligi (©a @ b) @ gla,b](Sb @ c) ={ (©a @b) @ g[a,b](Sb)} @ ¢ halini alir.
alir. Burada sag taraftaki parantez igine sol dénerli birlesme 6zelligi uygulandiktan sonra
(©Ga@b) @ glab] (Ob)= (©a) D (b @ (©b))olup, b & (© b)=0 oldugundan
(©a@b) ® glab](Sh) =(©Sa) & 0=(Sa) elde edilir. Son durumda (VIII) esitligi;

(6a @b) @ g[6a,b] (Bb &Bc¢) = (Ba) & colur.
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3.10. Tanim

(G, @) bir donerli grup olsun. Hera,be G i¢in; afb=a® g[a,&b](b) bigiminde
tanimlanan H islemine (G, @) donerli grubu igin es islemi denir. (G, EH) magmasi da es

donerli grup olarak adlandirilir ve (G, @) donerli grubuyla iliskili es donerli grup denir
[3].

H islemi, hera,b € G i¢in a H b= aH (6b) bigiminde tanimlanmaktadir. O halde,

aHb=aH (©&b)=2a® g[a ©(6h)](&b) =a & g[a,b](Sb) olur [3].

3.11. Teorem

(G, @) bir donerli grup ve (G, H) ikilisi (G, @) donerli grubu ile iligkili es donerli grubu

olsun. Her x, y € G igin; X @ y =X H g[x,y](y) esitligi saglanir [3].

fspat

X, Yy € G alalim. Tanim 3.10 dan x B g[x,yl(y) = X © 9[x, ©9[x,y](¥) ] (g[xy](y)) olur.
Teorem 3.8.(2) den g [x,©49[x,yl(Y)] (9[x.y] (¥)) = I(y) =y olur. Buradan;

X H g[x,yl(y) =x @y bulunur.

Déonerli gruplarda, gruplardan farkli olan ve H es isleminden yararlanarak elde edilen

kisaltma kurallar1 soyledir [3,4].

(G, @) bir donerli grup olmak iizere; her X, Y, Z € G i¢in asagidaki 6zellikler saglanir [3].

1) (©x)D xdy)=y (Sol Sadelestirme Kuralr)
(2) (x D(OY)Dg[x.oy)(Y) = x B(OY)H Y =X (1.Sag Sadelestirme Kural1)

() x @ gx, yI(Oy) @y =(xHy) @ y=x (2. Sag Sadelestirme Kurali )
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3.12. Teorem

(G, @) bir donerli grup olsun. X € G olmak tizere; her a, b € G i¢in

a @ x = b denkleminin bir tek ¢dziimii vardir ve x = ©a @ b dir.

X @ a = b denkleminin bir tek ¢dziimii vardir ve x =b H a dir.

[3].

fspat

Herhangi a, b € G alalim. a @ x=b denkleminde esitligin her iki yanina ©a eklenirse
Bad (a®dx)=6ad bolurve Teorem 3.5 (9) dan Sa @ (a @ x) =X olur. Boylece

X = ©aé b bulunur. O halde ©a @ b € G eleman1 a @ x = b denkleminin bir ¢oziimidiir.

Simdi de X @ a =b denkleminin bir ¢dziimiinii bulalim. x =x @ 0 esitligi 0= a P (Sa)
icin yeniden yazilirsa X = X @ a@ (6©a)) olur. Esitligin sag tarafinda sol donerli birlesme

me Ozelligi uygulanirsa; X = (X @ a) @ g[x,a](©a) olur. Burada sol dongii 6zelliginden
g[x,a](6©a) = g[xPa,a](6a) dir. Boylece esitlik x = (x D a ) @ g[xDa,a](6©a) halini alir.
X € a =b oldugundan, esitlik x =b @ g[b,a](6©a) olup (G, @) donerli grubu igin Tanim
3.10 da verilen esislemden X =b H aolur. Boylece bu denklemlerin bir ¢dziimii vardir.
(G, @) bir donerli grubu ayn1 zamanda bir dongii oldugundan denklemlerin bir tek ¢oziimii

vardir [3].
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3.13. Teorem

(G, @) bir donerli grup ve (G, H) magmas1 (G, @) donerli grubuyla iligkili es donerli grup
olsun. Budurumda (G, @) nin birim eleman1 0, (G, FH) magmasininda birim elemanidir.
Buna ek olarak (G, H) nin herhangi bir a elemaninin tersi Ha, (G, @) nin a elemaninin

tersi olan ©a ya esittir. Yani; Ha = Sa dir [3].

fspat

Tanim 3.10 dan a FH 0 = a @g[a,0](0) dir. Teorem 3.5.(13) den g[a,0](0) = 1(0) = 0 olur.
Buradan af 0=a& 0=adir. Benzer sekilde 0 FH a=0 & g[0,a] (a) = a dir. Béylece
(G, E) nin bir sag ve sol birim elemani (G, @) nin birim elemanina esittir. (G, @) nin bir
tek sag ve bir tek sol birimi var ve bunlar birbirine esit oldugundan, (G, @) nin birim ele-

mant ile (G, H) nin birim elemanlar1 esit olup, 0 dir.

Simdi benzer islemleri ters eleman i¢in yapalim. (G, ) es donerli grubundan herhangi bir
a elemani alalim. a nin tersinin (©a) oldugunu gérelim. Tanim 3.10 dan; es islem kuralindan
aH (6a) = a@® g[a,a](©a) dir. Teorem 3.5 (4) den g[a,a] =1 birim otomorfizma oldugu
icin g[a,a](©a) = ©a dir. Oyleyse a HH (©a) =a @ (©a) =0 olup, Oa, H islemine

gore a nin bir sag tersidir. Benzer sekilde (©a) HH a =0 dir. ©a, | islemine gore a nin bir
sol tersidir. (G, HH) nin a elemaninin sag ve sol tersi (G, @) nin a elemaninin sol tersi © a
dir. (G, @) nin a elemaninin sol tersi bir tek oldugundan (G, ) nin a elemaninin sag ve
sol tersi de bir tektir. Oyleyse (G, FH) nin herhangi a elemaninin tersi Ha = ©a = olup, her

a,b € (G, M) icina [ (©b) =a (Hb)=aE b dir.

Elemanlart G de tanimli biitiin otomorfizmalarin kiimesi Aut(G, @) fonksiyonlarin bileske

islemine gore bir gruptur, bu gruba (G, @) nin otomorfizma grubu denir. f, g € Aut(G, D)
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olmak {izere f o g yerine f g bi¢iminde gosterilecektir [3].

3.14. Teorem

(G, ) bir donerli grup ve Aut(G, @), G nin otomorfizma grubu olsun. Her a, b € G ve

her A € Aut(G, @) otomorfizmasi igin A(g[a,b]) = g[A(@), A(b)] A esitligi saglanir [3].

fspat

a, b, x € Gve A € Aut(G, @) alalim. Buradan A(a), A(b), A g[a,b](x) € G olup, A homo
morfizma oldugundan {A(a) @ A(b)} @ A gl[a,b](x) = A{(a @ b) & g[a,b](x) }...(*)
esitligi saglanir. Bu esitligin sag tarafindaki parantezin iginde sol donerli birlesme dzelligi
uygulanirsa, (a @ b) @ g[a,b](x) =a @ (b @ x) olur. Boylece esitligin yeni durumu;
{A(a) B Ab)} & A(g[a,b]) x =A@ & (b @ x)) halini alir. Sag taraf, A otomorfizmasi
bir homomorfizma olduguicin A(a @ (b P x)) =A@) & A(b @ x) olup, buradan
A(a® (bPx)) = A(a) D (A(b) & A(x)) elde edilir. Burada sag tarafta sol donerli
birlesme 6zelligi uygulanirsa, A(a @ (b @ x)) = (A(a) @ A()) @ g[A(a),A(b)] A(x)
olup, (*) esitligi; (A(a) © A(b)) @ A gla,b] (x) = (A(a) © A(b)) @ gl A@), A(b) ] A(x)
halini alir. Burada Teorem 3.5.(1) den A g[a,b] x = g[ A(a), A(b) ] A(x) bulunur. Esitlik

her X € G i¢in saglandigindan, Ag[a,b] = g[A(a), A(b)] A elde edilir.

3.15. Teorem

(G, @) bir donerli grup ve (G, H), (G, @) donerli grubuyla iliskili es donerli grup olsun.
Bu durumda (G, @) donerli grubuyla, kendisiyle iliskili (G, HH) es donerli grubu aym

otomorfizma grubuna sahiptir. Yani, Aut (G, @) = Aut (G, B) dir [3].
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fspat

Aut (G, @) ile Aut (G, H) otomorfizma gruplarinin elemanlari; G tizerinde tanimli biitiin
otomorfizmalar oldugu i¢in bu gruplarin elemanlart ayni olup, her f € Aut (G, @) i¢in
1= folacak bigimde | € Aut (G, @) birim otomorfizmasi ve f1f= 1 olacak bigimde f
nin bir sol tersi f1 € Aut (G, @) vardir. Aut (G, H) otomorfizma grubu Aut (G, @) oto
morfizma grubuyla ayn1 birim elemana sahip olup, her g € Aut (G, HH) otomorfizmasinin

bir sol tersi gle Aut (G, H) vardur.

Simdi; Aut (G, @) SAut (G,H) ve Aut (G, ) S Aut (G, @) olduklarini gdrelim. Once
Aut (G, @) S Aut (G, ) oldugunu gorelim. Herhangi bir f € Aut (G, @) ve herhangi
a, b € G alalim. Tanim 3.10 dan f(a b)) = f (a @ g[a, ©b]b) olur. f nin homomorfizma
olmasini sag tarafta uygularsak, f (a @ g [a,©b] b) =1 (a) @ f (g [a, ©b ] b) olur. Burada
Teorem 3.14 den f (g[a, ©b] )= g[f(a),©f(b)] f(b) olup,

f(@aml b)=f(a® g[a, ©Sblb) = f(a) @ g[ f (a),© f(b) ] f(b) elde edilir. Sag taraf Tanim
3.10 dan f(a) @ g [ f(a),&f(b) If(b)) = f(a) EH f(b) olur. Boylece; f(a H b) =f(a) H f(b)

olup, A(G, ®) S Aut (G, A) elde edilir.

Simdi Aut (G, H) S Aut (G, ®) oldugunu gorelim. f € Aut (G, H) ve a, b € G alalim.
f (a @ b) =f (a) P f(b) oldugunu goérelim. Bunun i¢in 6nce f(a H b) = f(a) Hf(b) esitliginin
saglandigini gorelim. 0 @ f(0) = f(0) dir. 0 =0 H 0 oldugu i¢in f(0) =f (0 EH 0) olup,
f fonksiyonu homomorfizma oldugundan, f (0 EH 0) = f(0) HH f(0) olup, Tanim 3.10 dan;

f(0) F2 f(0) = f(0) & f(0) elde edilir. Boylece, f(0) = f(0) EH f(0) = f(0) & f(0) olup, f(0) =0
bulunur. a € (G, ) nin tersi, H a oldugundan, a [ (Ha)=aH a=0dir. Boylece;
0=f(0)=f(aHa)=f(aElH (Ha)) olur. f fonksiyonu bir homomorfizma oldugundan,

f(a@lH(Ha)) =f(a) H f (Ha) olup, 0 = f(a) H f (Ha) bulunur. Buna gore f(a) elemaninin

tersi f (Ha) dir. f(a) € (G, H) nin tersi Teorem 3.13 den Hf(a) oldugundan ve (G, H)
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es donerli grubunun her elemanimin tersi tek oldugu i¢cin f(Ha) = Hf(a) elde edilir.
aEHb=aH (Hb)oldugui¢in f(a H b) =f(a H(Hb) ) olup, f homomorfizma oldugundan
f(a EH(Eb)) = f(a) B f(Eb) olur. f(Hb) = Hf(b) oldugundan,

f(a) EBf(Eb) = f(a) B (Hf(b)) = f (a) B f(b) olur. Boylece, f(aEH b)=f(a) Hf(b) ... (*)
elde edilir. Simdi; f(a @ b) =f(a) @ f(b) oldugunu gorelim. 1. Sag kisaltma kuralindan
a=(a@® b)lHbolup, f(a)=7f((a b) & b)dir. f homomorfizma oldugundan ve (*) dan
sag taraf f((a@ b)Hb)=f(@® b) & f(b) dir. Boylece f(a) = f(a @ b) H f(b) olur.
Burada her iki tarafa f(b) eklenirse, f(a) @ f(b) = ( f(a @ b) H f(b)) @ f(b) olur. 2. sag
kisaltma kuralinin uygulanmasimin ardindan (f(a @ b) Hf(b)) @ f(b) =f(a ®b)

olur. Boylece; f(a) @ f(b) =f(a @ b) elde edilir ve Aut (G, H ) S Aut (G, @) olur.

Daonerli gruplar, grup teorisinin tamamlayici bir pargasidir. Her donerli grup, donerli yart

direkt ¢arpim grubu adiyla gruplara genisletilebilir [3].

Donerli Yar1 Direkt Carpim Gruplarini inceleyelim. Dénerli Yar1 Direkt Carpimi; grup teo-

rideki yar1 direkt ¢arpimin dogal bir genellestirmesidir [3].

3.16. Tanim

(G, @) bir donerli grup olsun. Her a, b € G i¢in G nin biitiin g[a,b] otomorfizmalarini
iceren Aut (G, @) grubunun herhangi bir alt grubuna bir dénerli otomorfizma grubu denir.

Aut, (G, @) ile gosterilir [3].
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3.17. Tanim

G bir doénerli grup ve Auto (G, @) G nin bir donerli otomorfizma grubu olmak tizere her
X, Y€ GveherX,Y € Aut, (G, @) i¢in (X,X), (y,Y) € G X Aut, (G,D) olmak iizere iizerinde
X)) (v,Y) =(x @ Xy, g [x, Xy] X Y) ikili islem taniml1 olan G X Aut, (G,®)

kiimesine donerli yar1 direkt ¢carpimi denir [3].

Dénerli Yar1 Direkt Carpiminin bir grup oldugunu Teorem 3.18 de gorelim.

3.18. Teorem

(G, ) bir donerli grup ve Auto (G, @) G nin bir donerli otomorfizma grubu olsun. Bu

durumda Tanim 3.17 de tanimlanan ikili islem ile G x Auto(G,EP) bir gruptur [3].

fspat

Herhangi A, B € Aut, (G,@) ve a, b € G alalim. A(b) € G olup, g[a, A(b)] € Aut (G, @)
dir. Auto (G, @), Aut (G, @) grubunun bir alt grubu oldugundan g[a, A(b)]AB € Aut, (G,D)

dir. Boylece (a,A)(b,B) =(a® A(b), g[a, A(b)] AB) ikili islemi kapalidir.

() Birim eleman 6zelligi; a, b € G ve A, B € Aut, (G,D) alalim.
@A)(b,B)=(a e A(b), gla, A(b)] AB) = (a,A) olacak sekilde (b, B) € G X Aute( G, P )

elemaninin var olup, b =0 ve B = | olur. Boylece (x,X) = (0,1) € G x Aut, (G, @) dir.

(i) Ters eleman oOzelligi: A, A otomorfizmasinin tersi ve a € G olmak iizere;
(a, A) € G x Auto (G,) elemanin tersi; (©Aa, A) dir. Soyle ki;

(a, A) (BA1a, A1) =(OATa D Ata, g[OATa, Ala] ATA ) =(0,]) dir.
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iii) Birlesme 6zelligi: (a1, A1), (a2, A2), (a3, As) € G X Aut, (G,) alalim. Ikili islemden,
(a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = (a1, A1)(a2 P Acas, glaz Azaz] A2 As) olur. Sag tarafta ikili

islem tekrar uygulandiktan sonra,

(a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = (a1 P Ax(az D Acas), glar, Ai(az D Acaz)] A1g[az,Azaz] A2 Asz)

elde edilir. A1 otomorfizmasi bir homomorfizma oldugundan,
a1 DA1(a2 D Axaz) = a1 D (Ara2 @ A1A2a3) olup, Teorem 3.14 den;
gla1, A(az BA2a3)] A1 glaz, Araz] Az Az) = g[as, A1 (a2 DAza3)] g[A1a2 ,AtAa3)] A1A2 Az

bulunur. Boylece,

(a1, A1) ((a2, A2) (a3, A3)) = (a1 P (A1a2 D AlAa3)

gla1, A(az BA2a3)] g[A1a2 ,A1Aza3)] AtA2 A3) ... (%)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde, ikili islemden

((a1, A1) (a2, A2)) (a3, Az) = (a1 D Asaz, glar,Ara2]A1 A2) (as, Az)

olur. Tekrar ikili islem uygulandiktan sonra,

((a1, A1) (a2, A2)) (a3, Az) = ((a1DA1a2) @D gla1,A1a2] AL Az as,

glaiA1az, gla1,Az az] AtAzaz] (g[as,A1a2]A1A2Az ) ) ...( *%)

esitligi elde edilir. a1=a, Ara2=Db, AtA2a3=C igin (*) ve (**) esitlikleri yeniden yazilirsa
(*) esitligi; (a1, A1) ((a2, A2) (a3, As)) = (a @ (b D c) , g[a,bDc ] (g[b.c] A1A2As3) )

olur ve (**) esitligi;

(@1, A1) (22, A2) (as, As)) = ((a & b) @ glab]c, g [adb, gla,b]c ] (g[a.b] AiAAs) )

halini alirSol donerli birlesme 6zelliginden, (a @ b) @ g[a,bjJc=a P (b & c) oldugundan
ve Teorem3.8 (1) den g[a,b@c] g[b,c] = g[adb,g[a,b]c] g[a,b] oldugundan; (*) ve (**)

esitlikleri birbirbirine esittir. Boylece birlesme 6zelligi saglanir.
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4. TOPOLOJIK GRUPLAR

Bu bolim topolojik gruplara ayrilmistir. Topolojik gruplarin bazi cebirsel ve topolojik
ozellikleri irdelenmistir. Bir topolojik grup iizerinde tanimlanan bazi fonksiyonlarin
homeomorfizm olma durumlari agiklanmas, bir topolojik grubun agik, kapali, kompakt ya da
bag- lantili olan alt kiimelerinin siirekli fonksiyon altinda topolojik 6zelliklerini koruyup,
koru- madiklarina, topolojik grubun ayirma aksiyomlarina, bir topolojik grubun To ve T3 —
uzayl olmasmin esdeger olduguna yer verilmis ve Hausdorff topolojik grubun tamamen
diizenli olma durumu incelenmistir. Bir topolojik grubun metriklestirilebilir ve birinci
sayilabilir olmasi arasindaki iligkiyi aciklayan Birkhoff-Kakutani teoremine ve topolojik
gruplarin Kartezyen c¢arpimlarinin da bir topolojik grup olma durumuna ve tizerindeki

topolojiye yer verilmistir.

4.1. Tanim

(S, @) bir yar1 grup ve (S, 1) bir topolojik uzay olsun. Her a € S i¢in;
Ra :S->S
Xx=>Ra(X)=xPa

dontigiimii siirekli ise (S, €D, t) lgliisiine bir sag topolojik yar1 grup denir [5].

Benzer sekilde; her a € S i¢in,
La:S—>S,x=>La(X)=a@x

dontigiimi siirekliyse (S, @, t) Gigliisiine ise bir sol topolojik yar1 grup denir [5].

Tanim 4.1 de verilen iki doniistim sirasiyla sag ve sol 6teleme doniisiimleridir.

4.2. Tanim

Hem sag hem de sol topolojik yar1 grup olan (S, €, 1) ligliisiine bir yar1 topolojik yart grup
denir [5].
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4.3. Tanim
(S, ) bir yar1 grup ve (S, 1) bir topolojik uzay olsun. S x S kiimesi ¢arpim topolojisi ile
donatilsin. Eger;

P:SxS->S
xy)>x@y

fonksiyonu siirekli ise (S, @, ) ti¢liisiine bir topolojik yar1 grup denir [5].

4.4. Tanim

(S, @, 1) tgliisii bir sag (sol) topolojik yar1 grup olsun. S bir grup ise (S, &, ) tgliisiine bir
sag (sol) topolojik grup denir [5].

Sag (sol) topolojik grubun tanimindan yararlanarak yari topolojik grubun tanimi soyle

verilecektir.

45, Tanim

(S, @) bir grup ve (S, 1) bir topolojik uzay olmak tizere, eger her a € S igin,
Ra:S = S, x> Ra(X) =X @ asag 6teleme dontisimiiile Ra:S - S, X > Ra(X) =a @ x

sol 6teleme doniisiimii siirekli ise (S, D, t) lgliisiine bir yar1 topolojik grup denir [9].

4.6. Ornek

o & R olmak tizere S =R U {a} kiimesi reel sayilar kiimesinin tek nokta kompaktlasmasi

f:SxS-S

Xx+y, X,y €ER

(xy) = f(xy) =
a, diger durumlar
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bigiminde tanimlansin. Bu doniisiimle S bir yar1 topolojik yar1 gruptur. f fonksiyonu (a,o)

noktasinda siirekli olmadigi i¢in topolojik yar1 grup degildir. f fonksiyonunun (ao,a) nokta
sinda siirekli olmadigimi gorelim. Kabul edelim ki, f fonksiyonunun (a,a) noktasinda stirekli
olsun. Oyleyse [0,1] SR alt kiimesi, R nin bir kompakt alt kiimesi olup, a elemaninin
{0} U (R\ [0,1]) komsulugu icin, f ({a} U R\F1) x o} UR\F2)) S{a} U (R\[0,1]) ...(%)
olacak bi¢imde R nin F; ve F2 kompakt alt kiimeleri var olup, F1 - [a,b] ve F2 - [c,d]
olacak bigimde a, b, ¢, d € R vardir. x = maks {|al, |b|, ||, |[d] } + 1 denirse, |a] < X olup,
- X < a<x olurve buradan —x & [a,b] elde edilir. Boylece -x € R\ [a,b] bulunur. Benzer
sekilde |d| < x olup - x < d < x olur. Oyleyse x & [c,d] olup, buradan x € R\ [c,d] bulunur.
(*) dan; f(xx) Sf ({o} U R \F1) x {a} U B \F2 )) S{a} U (R\[0,1]) olup,
f(-x,x) =x +x =0 € {x} U (R\ [0,1]) bulunur. Halbuki 0 & {a} U (R\ [0,1]) dir. Oyleyse

kabuliimiiz yanlis olup, f fonksiyonu (a, o) noktasinda siirekli degildir [5].

4.7. Tanim

(S, @) bir grup, (S, 1) bir topolojik uzay olsun. S x S kiimesi ¢arpim topolojisi ile donatilsin.
Eger;
P:SxS ->S

(xy) > x@Dy

dontigiimii siirekli ise S uzayina bir paratopolojik grup denir [5].

Tanim 4.3 ten goriilecegi gibi her paratopolojik grup bir topolojik yart gruptur.
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4.8. Ornek

Reel sayilar kiimesi tizerinde taban1 3= { [ a,b) : a < X < b } olan topoloji T olmak {iizere

(R, +, 1) Gigliisii bir paratopolojik gruptur. S6yle ki; + : RX R = R fonksiyonu siireklidir.
Fakat, — : R =» R ters donisiim fonksiyonu siirekli degildir. Clinkii [0,1) araligi bu
topolojiye gore acik olmasina ragmen, [ 0,1) araliginin - : R = R doniisiimii altindaki 6n
goriintiisti (-1,0 ] olup, acgik degildir. Ciinkii (-1,0]araliginin altina 8 tabanindan 0 1 igeren

hi¢bir kiime yerlestirilemez [5].

4.9. Tanim

(S, @, 1) tgliisii bir yar1 topolojik grup olsun. Eger S nin her elemanini tersine esleyen
©:S->S5;x—> OX

dontigiimii siirekli ise S uzayina bir quasitopolojik grup denir [5].

Simdi topolojik grup tanimini verelim.

4.10. Tanim

(G, @) bir grup ve (G, 7) bir topolojik uzay olmak tizere
0] @®:GxG -G
(ab) —a@b
(ii) ©:G -G
a - ©a

dontigiimleri siirekli ise (G, @, 1) uglisiine bir topolojik grup denir [5,9,10].
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Bu doniisiimlerin siirekliligi N(x), x noktasinin komsuluklar ailesi olmak {izere komsuluklar

yardimiyla soyle ifade edilebilmektedir [9].

(1) deki doniistimiin stirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul X, y € G olmak tizere X @ y ele
maninin her W komsulugu icin U @ V S W olacak bicimde bir U € N(x) ve V € N(y)

komsuluklarinin var olmasidir. BuradaU @ V={u@v: ueU,veV }dir.

(ii) deki doniisiimiin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul X € G olmak iizere ©x elema
ninin her W komsulugu i¢in SU S W olacak bigimde bir U € N(x) komsulugunun var

olmasidir. Burada ©U = {©x : x € U} dir.

Topolojik grup tanimi s6yle de verilebilir.

(G, @) bir grup ve (G, 1) bir topolojik uzay olmak iizere, eger

0.:GxG -G
(a,b) — o(a,b) =a H(6Sh)

doniistimii siirekli ise (G, @, 1) ti¢liisiine bir topolojik grup denir.

Simdi baz1 6rnekler verelim.

4.11. Ornek

G bir grup olsun. G iizerinde ayrik topoloji var olsun. Buna gore

0:GxG -G
(ab) — ae (Sb)

fonksiyonu stireklidir. Boylece (G, @, 1) ii¢liisii bir topolojik gruptur [6,10].

G ayrik olmayan topoloji ile donatildigindadao : GX G — G; (a,b) - a @ (Eb) fonksiyo
nu siirekli olup, (G, @, t) ligliisii bir topolojik grup olur [6].
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4.12. Ornek

Reel sayilar kiimesi iizerindeki bilinen toplama islemi ile bir gruptur. Reel sayilar kiimesi
adi (alisilmis) topoloji ile donatilsin. Buna gore

o :RXR-R
(@b) - a-b

fonksiyonu siireklidir. Boylece reel sayilar kiimesi bir topolojik gruptur [10].

4.13. Teorem

G bir topolojik grup ve a € G olmak iizere asagidaki fonksiyonlarin her biri bir
homeorfizmdir [5,9,10,11].

i) La:G—-G
X—=>adx (sol oteleme doniigiimii)
ii-) Ra:G =G

X > x@a (sagoteleme doniisiimii)

iii-) h:G > G

X -6 x (ters doniistim)

Ispat

Verilen fonksiyonlarin her birinin bire-bir, 6rten, siirekli ve tersinin de siirekli oldugunu

gorelim.

i-) Sol 6teleme doniistimii
a. G-G
X—>ax

bire-birdir. Soyle ki, La(X1) = La(X2) esitligini saglayan her X1, X2 € Gigina @ x1=a @ X2
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esitliginde sol kisaltma uygulanarak X1 = X2 elde edilir.

Simdi La fonksiyonunun 6rten oldugunu gorelim. y € G alalm. ©a€ Gvey € G oldugu

i¢in (Ba)Py e Golur. x=(Ba)P yi¢inLa(X) =a P (Ba) Py)=@ D (Ga) Py=y

elde edilir. Boylece sol 6teleme doniisiimii 6rtendir.

La fonksiyonu siireklidir. Soyle ki, G topolojik grup oldugundan @ : G X G = G,

(X,y) = X @ y stireklidir ve La = @|{ay xc oldugundan L, siireklidir.

Son olarak La* fonksiyonun siirekliligini gérelim. La sol dteleme déniisiimii bijektif oldugu

icin Lo fonksiyonu
La-l: G-G
X - (©3)d x

fonksiyonudur. Oyleyse, La™* = Loa oldugundan La* siireklidir.

Boylece La sol oteleme doniisiimii bijektif, siirekli ve tersi de siirekli oldugundan

homemorfizmdir.

Ii-) Sag 6teleme doniisiimiiniin de homeomorfizm oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

iii-)Ters doniisiim fonksiyonu

h:G->G
X - 6X

bire-birdir. Soyle ki; h(X1) = h(x2) esitligini saglayan her x1, X2 € G igin ©X1 = X2

esitliginden, G grup oldugundan her elemanin bir tek tersi oldugundan X; = Xz elde edilir.

h fonksiyonu ortendir. S6yle ki; y € G alalim. ©y € G oldugundan x = By i¢in h(x) =y

elde edilir. Boylece ters doniisiim fonksiyonu ortendir.
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G topolojik grup oldugundan ters doniisiim fonksiyonu siireklidir. Ayrica ters doniisiim
fonksiyonunun tersi h' (x) = x* = ©x = h(x) olup, kendisine esittir. Oyleyse tersi de

sureklidir.

Boylece ters doniisiim fonksiyonu homeomorfizmdir.

4,14, Teorem

G bir topolojik grup olsun. F ve U; G nin sirasiyla kapali ve acik alt kiimeleri ve P herhangi
bir kiime olsun. Her a € G i¢in agagidakiler gergeklenir [5,9,11].

(1) a® F, F @ ave ©&F kapali kiimelerdir.

(2) U P, PP Uve SU agik kiimelerdir.

Ispat

(1) G nin kapal1 bir F alt kiimesini alalim. Sol ve sag 6teleme ve ters doniisiim fonksiyonlari
Homeomorfizm oldugundan F kapali alt kiimesinin bu homeomorfizmalarin altindaki
gortintiisti de kapalidir. Yani; F nin sol 6teleme fonksiyonu altindaki goriintiisii a @ F
F nin sag 6teleme fonksiyonu altindaki goriintiisii F @ a, F nin ters doniistim altindaki

altindaki goriintiisii F* = ©F kiimesi kapalidir.

QU@ P =Upep U D p olup herp € Pigin U @ p kiimesi U agik alt kiimesinin sag
oteleme doniisimii;
Rp:G—-G
X-=>X@p
altindaki goriintiisiidiir. Yani; Rp (U) =U @ p dir. U agik kiime ve sag 6teleme donii
stimii homeomorfizm oldugundan U @ p agiktir. G bir topolojik uzay oldugundan agik

kiimelerin keyfi birlesimleri de agiktir. Dolayisiyla Upep U @D p kiimesi agiktir. Benzer
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sekilde P @ U kiimesinin de agik oldugu goriilebilir.
4.15. Teorem

(G, &, 1) bir topolojik grup ve A, B G olsun. Eger, A ve B kompakt ise A @ B kiimesi
de kompakttir [5].

fspat

A ve B kompakt alt kiimeler olsun. Tyhconoff teoremine gére Ax B S GxG kompakttir.
A x B kiimesinin @: G x G = G, (X,y) = X @ y fonksiyonu altindaki goriintiisi,

D(AxB) =A@ Bdir. @ fonksiyonu siirekli oldugundan ve kompaktlik siirekli fonksiyon-
lar tizerinde korundugundan A x B kompakt kiimesinin toplam fonksiyonu altindaki 6n go-

riintiisii olan A @ B kiimesi de kompakttir.

Benzer durum A ile B alt kiimelerinin baglantili olmasinda da gecerlidir. Yani; bir topolojik

grubun A ve B alt kiimeleri baglantili ise A @ B kiimesi de baglantilidir.
4.16. Teorem

G bir topolojik grup, 0, G nin birim eleman1 olmak iizere asagidakiler ger¢eklenir [5,6,10].

(1) 0 1n her U komsulugu i¢in VPV = 2V S U olacak bicimde 0 in en az bir V komsulugu

vardir.
(2) 0 1n her U komsulugu i¢in &V S U olacak bicimden 0 1n en az bir V komsulugu vardir,

(3) 0 1in her U komsulugu ve her x € U igin V @ X & U olacak bigimde 0 1n en az bir V

komsulugu vardir.
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(4) 0 m herhangi U ve V komsuluklari igin W S Un V olacak bi¢cimde 0 1n en az bir W

komsulugu vardir.

(5) 0 1n her U komsulugu ve her x € G i¢in X @ V @ (6x) & U olacak bigimde 0 1 en

az bir V komsulugu vardir.

fspat

(1) 0 1n herhangi bir U komsulugunu alalim. @(0,0)=0ve @ : G x G - G, @(X,y) = xPy
doniisiimii siirekli oldugundan Vi@®V2 S U olacak bigimde V1, Va2 € N(0) komsulukla
r1 vardir. V1N V2=V denirse, V kiimesi de 0 in bir komsulugu olup, V SviveVEY,

dir. Oyleyse; V@ V=2V & Vi V2 S U olur.

(2) 0 1n herhangi bir U komsulugunu alalm. ©(0)=0ve & : G — G, Xx — ©X; ters donii
sim fonksiyonu, siirekli oldugu i¢in &V S U olacak bi¢imde 0 1n bir V komsulugu

vardir.

(3) G nin birimi 0 1 herhangi bir U komsulugunu ve U nun herhangi bir x elemanin1 alalim.
Lx: G = G;y = X @y sol dteleme doniistimii olmak tizere; Lx(0)= x P 0=x€ U
dur. Sol dteleme déniisiimii siirekli oldugundan fx (V) = x @ V& U olacak bigimde bir

V € N(0) vardir.

(4) Komsuluk aksiyomlarindan saglanir.

(5) G nin birim elemani 0 1n herhangi bir U komsulugunu ve G nin herhangi bir x elemanini
alalm. Lx: G - G;y » x@ ysolodtelemeveRx: G — G;y — Yy P x sag 6teleme
dontistimii olmak tizere Rox(Lx (0)) = Rex(X @ 0) = Rox(X) = x@ (6x) =0 oldugu icin
Rox(Lx (0)) € U dur. Sol ve sag sag 6teleme doniisiimleri siirekli oldugundan, bileskeleri

de stirekli olup, Rox(Lx(V)) =x @ V S(6x) S U olacak bi¢cimde bir V € N(0) vardir.
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4.17. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Her x, y € X i¢in hxy (x) =y olacak bigimde bir hyy : X - X

homeomorfizmasi varsa X uzayma homojen uzay denir [5,10].

4.18. Teorem

Topolojik gruplar homojen uzaylardir [5,6,7,10,11].

fspat

G bir topolojik grup ve p, q € G olsun. Teorem 4.13 den her x € G i¢in Ly sol 6teleme
doniistimii homeomorfizma olup, 6zel olarak a=q @ (Bp)icinLa: G- G, Liy)=a @y

sol 6teleme doniisiimii bir homeomorfizmadir ve La(p) =a @ p=9g @ (© p) ® p=qolur.

4.19. Teorem

(G, @) bir topolojik grup olsun. 0, G nin birim eleman1 olmak iizere her U € N(0) i¢in

V& U olacak bigimde 0 1n simetrik bir V komgulugu vardir [5].

fspat

0 1 herhangi bir U komsulugunu alalim. © : G — G; ters doniisiimii homeomorfizma ve
fizma ve &(0) = 0 oldugundan &U kiimesi de 0 in bir komsulugudur. Béylece © U N U
kiimesi de 0 1n bir komsulugudur. V= 6U n U diyelim. &V =U n §U =V oldugundan

V komsulugu 0 1n simetrik bir komsulugudur ve V S U dur.

Teorem 4.18 den topolojik gruplar homojen oldugundan topolojik gruplarda noktasal bir

ozellik incelenirken sadece birim eleman i¢in bu 6zelligin incelenmesi yeterlidir.
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4.20. Sonug

G bir topolojik grup ve G nin birim eleman1 0 olmak tizere; 0 1n her U komsulugu i¢in

W @ W & U olacak bigimde 0 1n simetrik bir W komsulugu vardir [5].

fspat

0 1n herhangi bir U komsulugunu alalim. Teorem 4.16 (1) den 0 in her U komsulugu i¢in
VPV=2Vv S U olacak bigimde en az bir V komsulugu vardir. Burada V n (8V)= W
denirse OW = (&V) N V = W oldugundan W simetrik bir kiimedir. V N (V)= W & Vv
oldugundan, W@ W =2 W Svev=2v&uU saglanir. Boylece 0 1n her U komsulugu

guicin W @W S U olacak bicimde simetrik bir W komsulugu vardir.

Teorem 4.27 de kullanilacak olan ve Sonug¢ 4.20 den yararlanarak elde edilen Sonug 4.21

asagidaki gibi verilecektir.

4.21. Sonug

G bir topolojik grup ve G nin birim eleman1 0 olmak {izere; 0 1n her U komsulugu i¢in;

W @ WH W & U olacak bigimde 0 1n simetrik bir W komsulugu vardir [5].

4.22. Teorem

(G, P, 1) topolojik grubu birinci sayilabilir ise 0 1n her n € N\{0} igin;

Brst @ B @ Bra S B kosulunu saglayan ve Ogeleri simetrik olan simetrik bir
{ Bn:n € N }komsuluk taban1 vardir [6].
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fspat

0 1 sayilabilir komsuluklar taban1 {Un: n € N } ailesi olsun. {Un: n € N } ailesinden yarar
lanarak O 1n simetrik komsuluklarindan olusan sayilabilir bir komsuluk tabani bulunabilir.
Soyle ki; her n € N\{0} i¢cin, Vi = UnN BUn Ve BVh = B (UnN BUn) = 8UnN Un =V
oldugu i¢in Vj kiimesi simetrik bir kiimedir. Her n € N\{0} i¢in U, ve ©U, kiimeleri 0 1n
bir komsulugu oldugundan Vy kiimesi de 0 1n bir komsulugu olur. Boylece {Vn:n € N\{0}}
ailesi 0 1n sayilabilir komsuluklarindan olusan sayilabilir bir komsuluk tabanidir. Genelligi

bozmadan Vo = G alabiliriz. Simdi, Vigs1) @ Vigw1) D Vi) S Vi oldugunu gorelim.
Bunun i¢in Vin+1) @ Vign+1) D Vip+1) S Vimn) kosulunu saglayacak bi¢imde bir artan dizi

{i(n) : n € N } artan dizisini ele alalim. i(1) = 1 olsun. Teorem 4.16 dan Vj @ V; S Via)
olacak sekilde j > i(1) pozitif j tam sayis1 vardir. Benzer sekilde Vip) @ Vi) = Vj igin

i(2)>] pozitif tam sayist vardir. Vie) @ Vie ® Vi E Vi ®V; & V; @V & Vi

olur. Benzer sekilde Vig) @ Vie) D Vi) gVi(z) olacak bigimde i(3) > i(2) sayist vardir.
Oyleyse bu islem {i(n) : n € N } dizisi igin Vi) @ Vigns1) @ Viger) S Vi) seklinde devam
ettirilirse n € N i¢in Bn = Vi(n olarak alinirsa ve i, artan bir indisi i¢in 0 1 komsuluklarini

iceren simetrik komsuluk tabani { Bn: n € N } i¢in Bn+1 @ Bni1 D Bn1 S By bulunur,

4.23. Teorem

G bir sol topolojik grup ve A <G olsun. Eger, © : G - G; X »6x doniistimii siirekli ise 0

in her U komsulugu icin AS A @ U olur [5].

fSpat

0 mn herhangi bir U komsulugunu alalim. ©(0)=0 ve & :G - G; X »6X doniisimii
stirekli oldugundan ©V S U olacak bicimde V € N(0) vardir. x € A alalim. x @ V € N(X)

oldugu icin AN (X @ V) # @ olur. Oyleyse a€ AN (x @ V) olacak bicimde en az bir
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a€ A var olup a=x @ b olacak bi¢imde b € V vardir. Buradan x = a @ (8b) olup,
XEAD (O V)olur. OV & U oldugu icin x € A ®(OV) & A @ U bulunur. Bdylece

ASA®Uolur.

4,24, Teorem

(G, @) bir grup olsun. A, B ve C; G nin alt kiimeleri olmak iizere (A @ B) N C = @ olmasi

icin gerek ve yeter sart A N (C @ (©B)) = @ olmasidir [5].

fspat

(A @ B)n C= ¢ olsun. Kabul edelim ki; An (C @ (6©B)) # @ olsun. Oyleyse en az bir
a € Aigin a=c @ (6b) olacak bicimdeb € Bvec € C vardir. Sol kisaltma kuralindan
c=a@beA®Bolur. Béylecec € Cvec € A @ Boldugundan (AP B)Nn C+ @ elde

edilir. Bu ise bir celiskidir. Oyleyse kabuliimiiz yanlis olup A N (C @ (EB)) = @ dir.

Diger tarafin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

4.25. Teorem

G bir topolojik grup olsun. F &G kompakt, P &G kapal1 alt kiime ve F N P = @ olsun. Bu
durumda (VBF) N P =@ ve (FOV) N P = @ olacak bigimde bir V € N(0) vardir [9].

fSpat

Herhangi bir x € F alalim. F N P = @ oldugu i¢in x € P° dir. P kapali oldugundan P® agiktir.
XxX=x@O0olup,Lx: G- G;y—-x & yfonksiyonu sol dteleme doniisiimii olmak iizere,
Lx(0) = x @ 0 =x € P° olur. Lx doniisiimii siirekli oldugundan, Lx(Vx) S Pcolacak

bigimde bir Vx € N(0) vardir. Béylece (X @ Vx) N P = @ dir. Her x € F igin Teorem 4.16
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den Wx@® Wx S Vx ... (*) olacak bigimde bir Wx € N(0) vardir ve X =X @ 0 € X @ Wx
oldugundan {x @ Wx:x € F} ailesi F igin bir agik ortiidiir. F kompakt oldugundan;
S < Fsonlu alt kiime olmak iizere F& Uges Wx olur. S={xuyxz,,..., xn} diyelim.
Burada F& S @ Wy dir. Soyle ki; y € F aldigimizda { X @ Wx: x € F} ailesi  F igin bir
ortii oldugundan bir i€ 1= { 1,2, ... n}icin,yEXi® Wx, & S @ W, olur. Her x € S
icin 0 n Wy agik komsuluklarinin arakesitine Ny Wy = V1 diyelim. Vi kiimesi de 0 1n
komsulugudur. Arakesit kiimesi arakesiti alinan kiimelerin alt kiimesi oldugundan her i € |
icin V1 S Wy, dir. Simdi, (F+V1) N P =@ oldugunu goérelim. Bunun igin her y € F igin;
(y @ V1) N P = @ oldugunu gérmemiz yeterlidir. F S s @ Wy oldugundan y = X, @ wo
olacak bicimde k € { 1,2, ... n} olmak lizere Wo € Wy, V& Xk€ S elemanlar1 vardir ve
buradany @ V1 S kD wo @ Violur. Her i €1 icin V1 - Wy, ve wo € Wy, oldugunda;
Xk D Wo D Vi S xk D Wi, © Wy, olur. xx € F oldugu igin (*) dan Wy, @ Wy & Vy,
olup, y & V1 S Xk @ Vi olur. Buradan, xx @ Vx, = fx (Vx.) S pe oldugu i¢in;
y® Vi S y @ Vi & Pebulunur. Béylece (y @ Vi) NP = @ olur. Oyleyse hery € F

icin (F@® Vi) n P =@ olur.

Benzer sekilde V2= NjL; Wx; i¢in (V2@ F) N P = @ oldugu goriilebilir.

4.26. Teorem

G bir topolojik grup olsun. F, G nin kompakt bir alt kiimesi ve P, G nin kapal1 bir alt kiimesi

olsun. Bu durumda F @ P ve P @ F kiimeleri G i¢inde kapalidir [5].

fSpat

F @ P kiimesinin kapali oldugunu gorelim. Bunun i¢in (F @ P)°kiimesinin agik oldugunu

gorelim. Herhangi bir y € (F @ P)° alalim. Oyleyse (© F @ y) n P =@ olur. Soyle ki;
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z € (BF @ y) N P olsun. Oyleyse z € P i¢in z = ©X @ y olacak bicimde bir x € F vardur.
Buradan x @ z=yolur. x e Fve z € P oldugundany € F @ P olur. Buise y € (F @ P)°
olmasiyla ¢elisir. Oyleyse kabuliimiiz yanhs olup, (OF @y)NnP=0¢ dir. OF DYy
kompakttir. Soyle ki; F kompakt kiimesinin stirekli olan ters doniisiim ve sag Oteleme

fonksiyonlarinin;

h: G-G Ry:G->G
X > OX X=>Ry(X)=x DYy

bileske fonksiyonu olan Ryo0 h fonksiyonunun altindaki gériintiisii (Ryo h)(F) = ©F @y
dir. Siirekli fonksiyonlarin bileskesi de siirekli oldugundan ve kompakt kiimelerin siirekli
fonksiyon altindaki 6n goriintiisii de kompakt oldugundan (Ryo h)(F) = ©F @ y kiimesi
kompakttir. O halde Teorem 4.25 den (©SF@ y) @ V = @ olacak bigimde 0 1n en az bir V
acik komsulugu vardir. Buradan Teorem 4.24 den (y @V) n (F @ P) =@ olur. Buna gore
(y V) S (F @ P)° elde edilir. y @V kiimesi V agik kiimesinin bir homeomorfizm olan

sol &teleme doniisiimii altindaki goriintiisii oldugundan agiktir. Boylece FEOP kapalidir.

Benzer sekilde P @ F nin de kapali oldugu goriilebilir.

4.27. Teorem

G bir topolojik grup ve F, G nin kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durumda 0 1 her U

komsulugu igin; her x € F igin x @ VP (6x) S U olacak bigimde bir V komsulugu vardir

[5].

fSpat

U, 0 1n herhangi bir komsulugu olsun. Sonu¢ 4.21 den W @ W G W Su.. (*) olacak
bi¢gimde 0 1n simetrik bir W komsulugu vardir. W& N(0) oldugundan, her x € F i¢inx =0

@D x € W x dir. Boylece {W @ x : x € F } ailesi F i¢in bir agik ortiidiir. F kompakt bir
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kiime oldugundan oldugundan F - L, W@ x; olacak bigimde x1, X2,..., Xn € F vardir.

S ={Xuy, X2, ..., xn } diyelim. Burada FS W @ S dir. Soyle ki; x € F n aldigimizda

{W @ x : x € F } ailesi F igin bir 6rtii oldugundan en az bir io i¢in, X € W @ Xi, SwWos
olur. V=NL, (B x® W P x) diyelim. i=1,2, ..., n i¢in © x; B W @ x; kiimeleri 0 n
acik komsuluklart oldugundan V kiimesi de 0 1n agik bir komsulugudur. F S W @ Soldu gu
icin her x € Figin j € {1, 2, ..., n} olmak lizere X =wo @ X; olacak bicimde wo € W ve
Xj € S vardir. Simdi, X @V @ (6 x) S u oldugunu gorelim. p € X GV P (6x)

olsun. C)yleyse, p=X® VP (6x)olacak bigimde vE Vvardir. V=N{L,(Ex AW D x)
oldugundan 1 < i < n bigimindeki heri i¢in v € &% @ W @ Xx; olup, v € ©%x; W @ X;
olur. O halde v= ©x; @ w1 @ X; olacak bicimde bir w1 € W var oldugu goriiliir. Béylece
p=Xx BV B(OX) = (W B X)) © (©X) & w1 B X; B(Swo) (X)) = Wo © W1B(Swo)
elde edilir. wo € W oldugundan & wo S ©W olup, W simetrik bir kiime oldugundan
OweS W dir. Boylece, wo @ w1 (Ewo) S W d W Wolur. (*) dan asagidaki goriiliir;

Wo @ w1 (Ewo) S w b Wb WS Uolur. Boylece x BV P (6x) S U elde edilir.

4.28. Lemma

(X, ) bir topolojik uzay olmak iizere X uzaymnimn Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X in A= {(x,x):x € X} kosegeninin X X X ¢arpim uzayinda kapali olmasidir [13].

fspat

X uzay1 Hausdorff uzayr olsun. A = {(x,X) : X € X } kiimesinin kapali oldugunu gérelim.
A® ={(x,y) : x # y} kiimesinin a¢ik oldugunu gérelim. Herhangi bir w= (X1, x2) € A°®
alalm. (X1, X2) €U XV & AC olacak bigimde U ve V agik kiimelerinin var oldugunu
gorelim. X uzay1 Hausdorff uzayr oldugundan X1 # X2 bi¢imindeki herhangi X1, X2 € X

elemanlari i¢in U N V = @ olacak bigimde U € N(X1) ve V € N( X2) agik komsuluklari vardir.
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UnNV=0olduguigin UxV S AC dir. Béylece herhangi w = (X1, X2) € A€ eleman igin
(X1, x2) EUXV & AC olacak bigimde U ve V' agik kiimeleri vardir. Boylece AC kiimesi

acik olup, A kosegeni kapali olur.

A kapali olsun. X uzaymin Hausdorff uzayr oldugunu gorelim. X1 # X2 olacak bigimde
X1, X2 € X elemanlarin1 alalim. Boylece w = (X1, X2) € A€ dir. A kiimesinin kapaliligindan
A€ ={(x,y) : x # y} agiktir. Buradan w = (X1 ,x2) €U X V S AC olacak bicimde U, V
acik kiimeleri vardir ki, x1 € U ve x2 € V olup, U NV = @ dir. Soyle ki, U NV # @ olsaydi;
saydi, t € U N V olacak bigimde en az bir t € X var olup, (t,t) € U x V S AColur. Bu ise

A® kiimesinin tanimryla gelisir. Oyleyse, U NV = @ dir. Oyleyse X Hausdorff uzayidir.

4.29. Teorem

G bir topolojik grup olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir [7,10,11].

(1) G, To — uzayidir.
(2) G, T1 — uzayidir.
(3) G, T2 — uzayidir.

(4) {Ui:i€l} ailesi, 0 n komsuluk tabani olmak tizere; N;ey U; = {0} dur.

fSpat

1)) -2

G, Touzayi olsun. X # y olmak iizere X, y € G alahm. G, To uzayi oldugundan ya y & P
olacak bigimde x in bir P a¢ik komsulugu vardir ya da x € U olacak bigimde Yy nin bir U

acik U komsulugu vardir. Eger, y € P olacak bigimde x in bir P agik komsulugu varsa,
©x @ P kiimesi 0 1n agik komsulugu olup, Teorem 4.19 dan V S ©x @ P olacak bi¢cimde

0 1n simetrik bir V komsulugu vardir. y @ V, y nin agik bir komsulugudur. x¢ y @ V
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oldugunu gorelim. Kabul edelim ki; x €y €@ V olsun. Oyleyse Ex e 8V @ (6y)olur. V
simetrik oldugundan &V @ (8y) =V @ (8y) olup, ©x e V @ (8y) dir. vE ExXpP
oldugundan; ©x € V @ (8y) Soxerd (By)olur. Yani; ©x € ©xXD P D (8y)
dir. Burada x @ (6&Xx)e x @ (6&x )P P D (8y)olur. x@P (6x) =0 oldugundan,
0 € P @(Oy) olur. Buradan y € P elde edilir. Bu ise y € P olmasiyla celisir. Oyleyse kabul
yanlis olup, x € y @ V dir. Boylece X iny yi igermeyen bir P komsulugu vey ninxi
icermeyen bir y @ V komsulugu bulunmus olur. x ¢ U olacak bigimde y nin bir U agik

komsulugunun var olma durumunda da benzer ispat yapilabilir. Béylece G bir T1 — uzayidir.

2)- @)

G, T1—uzay1 olsun. G nin T2 — uzay1 oldugunu gérmek i¢in Lemma 4.28 den G nin kose

geninin G x G ¢arpim uzayinda kapali oldugunu gérmemiz yeterlidir. G, T1— uzayi oldugu
icin {0} e kapalidir. G topolojik grup oldugundan f: G — G; (X,y) = X @ (©Y) doniisiimii
doniisiimii siireklidir. O halde f* ({0}) = A = {(x,X) : X € G } oldugundan G nin kdsegeni

G x G ¢arpim uzayinda kapali olup, G Hausdorff uzayidir.

(3)—(4)

G, To—uzay1 ve {Ui:i€l} ailesi, 0 1n bir komsuluk tabani olsun. Kabul edelim ki; her
I € ligin x € Ui olacak bigimde 0 # X elemani var olsun. X, Hausdorff uzay1 oldugundan
X & P olacak bicimde 0 in bir en az bir P komsulugu vardir. {Ui:i €1} ailesi 0 m bir
komguluk tabani oldugu i¢in X € U S P olacak bicimde bir ig € I vardir. Buise X in

Hausdorff olmasiyla celisir. Oyleyse x = 0 dir.
(CORd €]

X # y olmak iizere x, y € G alalim. Oyleyse, X @ (©y) #0 dir. N;¢; U; = {0} oldugundan en
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az bir i i¢in x @ (By) ¢ U;, dir. Kisaltma kuralindan x @ € Ui, @ y olur. Ui, @ y agik alt

kiimesi, y nin bir komsulugudur. Béylece G, To — uzayidir.

4.30. Teorem

(G, 6, T) bir topolojik grup ise diizgiindiir [9].

fspat

Topolojik gruplar homojen oldugu i¢in G nin diizglinligii igin yalnizca birim eleman 0 1n
herhangi bir U komsulugu igin V S U olacak bigimde bir V € N(0) bulundugunu gérmek
yeterlidir. Oyleyse 0 1n herhangi bir U agik komsulugunu alalim. Teorem 4.20 den 0 1n
2V S U olacak bi¢imde simetrik bir V agik komsulugu vardir. Simdi V Su oldugunu gore
lim. x € V alalm. x @ V kiimesi X in bir komsulugu oldugundan (x @ V) NV = @ dir.
Oyleyse, en az bir ye Vigin y € (x @ V) olup, V nin 8yle birvi € V elemani igin
y =X @ violur. Kisaltma kuralindan x =y @ ( ©&vi1) olup, y €V oldugunda, buradan
X €V @ (8V) olur. V simetrik oldugundan &V =V olup, xeV @ (&V)=V § V Svu

oldugu i¢in x € U elde edilir. Béylece V Su olup, topolojik gruplar diizgiindiir.

Teorem 4.29 ve Teorem 4.30 dan Sonug 4.31 soyle verilebilir.

4.31. Sonug

G topolojik grubu To — uzay1 ise asagidakiler denktir [6].

i-) G, T1 — uzayidur.
ii-) G, Hausdorff uzayidir.

iii-) G, T3 — uzayidir.



53

Topolojik gruplarin tamamen diizgiin olma durumunun incelendigi Teorem 4.39 ispatinda
yararlanilacak olan ve Teorem 4.19, Teorem 4.30 ve Teorem 4.16 dan elde edilen Sonug

4.32 soyle verilecektir.
4.32. Sonug

(G, b, 1) bir topolojik grup olsun. G nin birim elemani 0 1n;
i-) Her n € N i¢in Ky komsulugu simetriktir,

ii-) Her K, komsulugu i¢in 2F S Ky olacak bi¢cimde bir F € {K; : n € N } komsulugu

vardir,

iii-) Her Kn € {Kn : n € N } ve her a € G i¢in X BFD(Ox) &K veya x BKD (©X)S F
olacak bi¢imde bir F € {Kn : n € N } komsulugu vardir,

kosullarini saglayan bir {Kn : n € N } kapali komsuluklar ailesi vardir [12].
4.33. Teorem

G bir topolojik grup ve H, G nin bir topolojik alt grubu olsun. Bu durumda

1. H, G nin alt grubudur.

2. Eger H, G i¢inde agiksa, H ayni zamanda kapalidir. [5,10].

fSpat

1. H nin G nin topolojik alt grubu oldugunu gérelim. Bunun igin her a, b € H elemant igin
a @(6b) € H oldugunu gérmek yeterlidir. Herhangi bir We N (a@(©b)) komsulugu
alalim. G topolojik grup oldugundan G nin a @(6b) elemaninin her W komsulugu igin

Uueo (8Vv) S W olacak bicimde enazbir U € N(a) ve V € N(b) komsuluklar1 vardir.

a € H oldugundan her U € N (a)icinUNH R olup, benzer sekilde b € H oldugu
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icin VN H=@ dir. Oyleysex€UnN Hvey €V N Holacak bicimde x,y € G vardur.
x € U xe Hvey€e V,y € Holdugundanx ®(Oy) € UP (V) SW ve H, G nin
topolojik alt grubu oldugu icin x @ (8y) € H dir. Boylece WNH #* % olup,

a @ (6b) € H olur. Béylece H bir altgruptur.

. Halt grubu G iginde acik olsun. H = H oldugunu gérelim. Bunun i¢in H S H oldugunu

gérmek yeterlidir. a € H olsun. H agik kiime, a € H ve sol 6teleme doniisiimii homeorfizm
oldugundan a @ H ag¢ik kiimedir. Ayn1 zamanda H alt grup oldugundan 0 € H olup,
a€a @ Hdir. O halde a @ H kiimesi a noktasinm agik bir komsulugudur. a € H olup,
HnN (@a@® H) # @ olmaldir. O halde; b € Hn (a @ H) olacak bigimde en az birb € G
vardir. Burada b € H olup, b =a @ h olacak bigimde bir h € H vardir. Kisaltma kurali
uygulanirsa a=b @ (6h) olur. B € H, h € H olup ve H alt grup oldugu icin & h eH

olur. Boylece a=b@(&h) eHolup H SH saglanir. O halde H kapalidir.

4.34. Tanim

Bir (G, @) grubu iizerinde tanimli bir metrik d olsun. Eger G nin her a, X, y elemani i¢in;

d(x,y) = d (ax, a @y) oluyorsa d metrigine bir sol degismez metrik denir.

Benzer sekilde eger d(x,y)= d(x@a, yPa) ise d metrigine bir sag degismez metrik denir[7].

Teorem 4.36 ve Teorem 4.37 ve Teorem 4.38 den topolojik gruplarin metriklestirilebilir
olma durumunu gérelim. Once bir X topolojik uzayinin metriklestirilebilir olma tanimimni

verelim.
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4.35. Tanim

(X, T) bir topolojik uzay olmak iizere eger X kiimesi ilizerinde dyle bir d metrigi varsa ki, bu
d metrigi tarafindan indirgenen topoloji T ile ayn1 ise (X, T) uzayina metriklestirilebilirdir

denir.
4.36. Teorem

Bir topolojik grubun sdzde metriklestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul topolojik

grubun birinci sayilabilir olmasidir [6,11].
fspat

G s6zde metriklestirilebilir bir topolojik grup olsun. G tlizerindeki topolojiyi tireten bir sézde
metrik vardir. Oyleyse; her x € Gigin { B (X, %) :n € N }ailesi x in sayilabilir bir komguluk

tabanidir. Boylece G topolojik grubu birinci sayilabilirdir.

G topolojik grubu birinci sayilabilir olsun. Oyleyse Teorem 4.21 den 01n biitiin simetrik
komsuluklarin1 igeren simetrik {B (n):n € N} komsuluk tabani vardir. Oyle ki, her
n € N-{0} i¢in B(n+1) @ B(n+1) @ B(n+1) & B(n) dir. Genelligi bozmadan B(0) =G

alabiliriz.

G x G iizerinde bir f : GX G — [0, )

0, GX@YE nnENB(n)
xy) » (xy)=

27", ©x@®yeBm\B(n+1)

fonksiyonu bi¢iminde tanimlansin.

X @ x =0 € Nyen B(n) oldugundan f(x,x) = 0 dir. B (n) kiimeleri simetrik oldugundan;

Ox@yeB(n)ise S( ©&xPy) = 8y P x € B (n) olup, f(x,y) =f(y,x) dir. Boylece f
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fonksiyonu simetriktir. Fxy = { f(Xg, X2) + ... + f( Xk, Xk+1) : K € N, X1 =X ve Xk+1 =y } olmak
iizere d fonksiyonu sdyle tanimlansin.
d:GxG—-[0,00)
(x,y) = Inf Fxy

d fonksiyonun bir sézde metrik oldugunu gorelim.

(i) Her k € N igin f (xk, Xk.1) = 0 oldugundan d(x,y) = 0 dir.
(i) Her x € G i¢in d(x, x) = 0 dir.
(ii1) f simetrik oldugu i¢in d de simetriktir.

(iv) X, ¥, z € G olmak iizere

d(X,Z) =inf nyz < inf (Fxﬁy + Fy,z) =inf Fx,y +inf Fyyz = d(X,y) + d(y,Z)

O halde d donksiyonu G topolojik uzay1 tizerinde bir s6zde metriktir. Ayrica her a € G i¢in;
O@DdX)D(ady)=Ox@yolup, OXDyeB(n)ise OB x) D (aDy)€B (N
olur. Boylece f(x,y) = f(a @ x, a @y) olur. Boylece f sol degismez olup, d sézde metrigi

de sol degismezdir.

Simdi d s6zde metrigi tarafindan iiretilen g topolojisinin t topolojisine esit oldugunu
gorelim. d bir sol degismez s6zde metrik oldugundan x merkezli, r yarigapli agik yuvar;
Bix,nN={yeG:dx,y)<r}=xP{oxPyeCG: d(0,6xPy)<r}=x @ B(O,r)
oldugundan komsuluk kontroliinii sadece birim elemanin komsulugunda yapmak yeterli

olacaktir.

w St oldugunu goérelim. Bunun i¢in bostan farkli her T € 14 i¢in U S T olacak bigimde
bir U € 1 var oldugunu gérelim. T bostan farkli oldugu i¢in en az bir x € T vardir. Boylece
r € B(x,r) S T olacak bigimde bir r >0 sayis1 vardir. 1/2™ >0 saglayacak bigimde

bir np € N U {0} segelim. x @ B (not1) SB (x, /2™ ) oldugunu gorelim. Burada,
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B (x, /2™)=x @ B(0, /2" ) oldugundan, X @ B(no+1) & x @ B(0, 1/2™) oldugundan
B(no+1) S B(0, 1/2™) oldugunu gérmek yeterli olur. Simdi y € B(no+1) alalim.y=0 @ y
olarak yazildiginda, ©0 @ y € B(no+1) i¢in f fonksiyonunun tanimindan; f(0,y) < 2™

olur. d sézde metriginin tantmindan da d (0,y) < f(0,y) < 2™ < 2™olur. Herr > 0 igin
2™ < r olacak bigimde bir no € N var oldugu igin, d(0, y) < f(0, y) < 2™! < 2™ < rolup,

y € B(0, 1/2™) bulunur. Boylece, B(no+1) SB(0, 1/2™) SB(0,r) olur.

Simdi 1 S 1 oldugunu gorelim. Bunun i¢in bostan farkli herhangi birU €t igin T S u
olacak bi¢imde bir T € tg var oldugunu gorelim. U bostan farkli oldugu i¢in en az bir
X € U vardir. U, x in a¢ik bir komsulugu oldugundan &x @ U € N (0 ) dir. {B(n):n €N}
ailesi 0 in komsuluklar tabani oldugundan, dyle bir ng € N i¢in B(no) - ©x @ U olup, sol
kisaltma kuralindan x €@ B(no) S U olur. Simdi B(x,r) Sx® B(no) S U olacak bigimde
bir r > 0 sayisinin var oldugunu gérelim. Bunun i¢in a € B(0,2™) alalim. d nin tanimindan
d(0,a) < 2™ dir. Yani, K€ N i¢in X1 =0 ve Xk+1 =a olmak iizere X1, Xa,..., Xk, Xk+1 € G
elemanlar1 i¢in, d nin tantmimdan d( 0, X ) < f(X1, X2) +... + f{ Xk, Xk+1) < 2™ ... (1) olur.
Burada ©x1 @ xk+1 =0 @ a=aolup, eger a € B(n) oldugunu goriirsek ispat tamamlanir.
Tiimevarim ydnteminden ispatlayalim. k =1 olsun. Oyleyse, f(x1, X2) < 2™ ise ya
f(x1, X2) = 0 olur, ya da f(x1, x2) < 27olacak bigimde j> n dogal sayisi vardir. Boylece
f(X1, X2) = 0 ise © X1 @ X2 € Nyen B(n) olur. f(x1, X2) < 27 ise ©x1 @ x2 € Bjolur. j>n
oldugundan B(j) - B(n) olup, ©x1 @ x2 € B (n) elde edilir. k > 2 olsun. m < k olarak
secildiginde, y1=0 ve ym+1 = @ olmak lizere Y1, Y2,..., VI, Ym+1 € G elemanlar igin,
flyny2) + ... + f( y1, Yym+1) < 2" ise, ©y1 @ym+1 € B(n) oldugunu varsayalim. Simdi k € N

say1si igin ©X1 @ Xk +1 € B(n) oldugunu gorelim. Bunun igin (1) den,
d (X1, Xk+1) < f(X1, X2) + ...+ f( Xk, Xk+1) < 2" ise her 1< i<k ig¢in;

f(xi, xi+1) < 2" oldugu aciktir. Buna gore her i € Iigin f(xi, Xi+1) < 2™ olup, f nin tanimimdan
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Xi 1@ Xi+1 € B(n+1) dir. Eger f (X1, X2) = 2"t ise f(x1, x2) = 2™ ve x17! @ x2 € B(n) olur.
f(x1, X2) = 2™ icin (1) esitsizligi (X2, X3) + ... + f( Xk, Xks1) < 2™ halini alir. Burada,
X2, X3, ..., Xk, Xk+1 elemanlar1 k tane olup, varsayimdan &x2 @ xk+1 € B (n+1) olur. Bdylece,
X1 @ X1 = (OX1 D X2) D (O X2 D Xk+1) € B (n+1) @ B (n+1) S B(n) olur. Son olarak
f(x1, x2) < 2™lise 1< i < k olmak iizere i sayisinin olabilecek en biiyiik degeri iin, (1) de

kargimiza i nin se¢imine gore 2 durum ¢ikar.
(i=kveyai=k-1ise;
f(x1, X2) + ... + f( X1, X) < 2™ ise, varsayimdan ©x1 @ Xk € B(n+1) olur. Buradan,

OX1 D Xk+1 =(EX1 B x«) D (Exk D x«+1) € B(n+1) @ B(n+1) - B(n) olur.

(i) i < k-11i¢in k, i ye bagliysa;

f(x1, X2) + ... + f( Xis1, Xir2) = 2" olup, f(Xis2, Xi3) + ... + £ (Xk, Xk+1) < 2" ise varsayimdan
(Ox1 D Xi1), (OXis1 D Xi2), ( OXis2 D Xks1) € B(n+1) olur. O halde, buradan;
(Ox1D Xis1) D (OXir1D Xir2) D (Oxis2®xie1) € B(n+1) @ B(n+1) @ B(n+1) & B(n)

bulunur.

Boylece her k pozitif tam sayisi igin ©X1 @ Xk+1 € B(n) olup, T = tqg olur. Boylece d sézde
metriginin lirettigi tq topolojisi G ilizerindeki topolojiye esittir. Bu durumda G topolojik gru-

bu so6zde metriklestirilebilir.

4.37. Teorem

d fonksiyonu bir To—uzayi tizerinde s6zde metrik ise d metriktir [6].
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fspat

X # @ bir kiime d, X kiimesi lizerinde bir s6zde metrik ve d nin X {izerine indirgedigi topoloji
topoloji tg olmak iizere (X, td) bir To—uzay1 olsun. Oyleyse, birbirinden farkls her x, y € X
icin x & B(y,r) veya y & B(x,r) olacak bigimde bir r >0 sayis1 vardir. Oyleyse d(x,y) > r olup

d(x,y) > 0 olur. Oyleyse d bir metriktir.

Bir topolojik grubun s6zde metriklestirilebilir oldugunu topolojik grubun birinci sayilabilir
olmast ile agiklayan Teorem 4.36 ile bir szde metrigin bir metrik olma durumunu irdelelim
Teorem 4.37 den yararlanarak bir topolojik grubun metriklestirilebilir olmasi Teorem 4.38

de soyle verilecektir.

4.38. Teorem (Birkhoff-Kakutani Teoremi)

(G, 6, T) bir topolojik grup olsun. G nin metriklestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G nin To - uzay1 ve birinci sayilabilir olmasidir [6].

fspat

G topolojik grubu metriklestirilebilir bir topolojik grup olsun. Metriklestirilebilir uzaylar

birinci sayilabilir ve To— uzayidir.

G grubu birinci sayilabilir olsun. Oyleyse Teorem 4.36 den G sdzde metriklestirilebilir olup,
tizerinde, indirgedigi topoloji G iizerindeki topoloji olan bir sol degismez sézde metrik
vardir. G, To— uzay1 oldugundan Teorem 4.37 den {izerinde tanimlanan sol degismez sozde

metrik bir metriktir. Oyleyse G metriklestirilebilirdir.
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4.39. Teorem
Her Hausdorff topolojik grup tamamen diizgiindiir [12].
fspat

(G, @, 1) bir topolojik grup olsun. G nin birim eleman1 0 in Sonug 4.32 de verilen 6zellikleri
saglayan bir komsuluk ailesi {Un : n€ N} olsun. G nin tamamen diizgiin oldugunu gorelim.
F&G kapali bir altk ime ve a € G olmak iizere a € F olsun. G homojen oldugu igin,
a, 0 € G i¢in h (0) = a olacak bigimde G de tanimli bir h homomorfizmasi vardir. h siirekli
oldugu icin tersi h™? de siirekli olup, h’}(F) kiimesi kapalidir ve 0 ¢ h(F) dir. Boylece
tamamen regiilerlik i¢in 0 € G elemani incelenebilir. h™(F) = C dersek, G\C kiimesi 0 mn

acik bir komsulugu olur. G\C = Uo olsun. Sonug 4.30 dan her n € N i¢in 2Un+1 S U, dir.

[0, 1] araligindaki paydasi 2 nin bir kuvveti olan rasyonel sayilarin kiimesini D ile

gosterelim. Her r € D i¢in, k < 2" olmak {izere ve r =k / 2" olacak bigimde k, n € N* sayilar1
vardir. Simdi her r € D i¢in V(r) kiimeleri [13] de timevarimdan sdyle tanimlanmaktadir.
k=1 olsun. Oyleyse r = 1/ 2" dir, V(1/ 2") = Uy olsun. r = k / 2" sayilar1 i¢in V(r) kiimeleri;
k' =2k ise V(k'/ 2™Y) = V(k / 2" olup, k' =2k + 1 ise V(k' /2™ = V(1 /2" @ V(K /2")

olacak sekilde tanimlansin. Buna gére; m € N* olmak tizere 0 < k=2m < 2" bi¢imindeki
k € N* sayilarticin V(1/2" @ V(k/2") SV(k+1/2" ... (*)saglanir. Simdi G de tanimli

ve reel degerli bir f fonksiyonu sdyle tanimlaniyor;

f:G-R

inf{r e D:x €V,
X —>f(x):{ 1{ xevl}

Herr € Digin 0 € V; ve inf D =0 oldugu i¢in f (0) = 0 dir. V1=V(1/ 2") = Ug = G\C olup,
f (C) = {1} dir. Burada her x € G i¢in 0 < f(x)< 1 olup, f nin siirekli oldugunu gérelim.

f(x) e gore karsimiza 3 durum ¢ikar;



61

1. durum; f(x) =1 olacak bi¢gimdeki X € G alalim.y € V(1/2") @ x ise k < 2" -2 olmak
tizere y € G\V(k/2") dir. Eger, y € V(k/ 2") olsaydi, V komsulugunun simetriginden,
XeEV(/ 2Dy SV 2" @ V(K 2" olup, (*) dan x € & V(k+1/2") olur. Boylece f
nin tammindan f (x) < 1 olur. Bu ise f(x) =1 olmasiyla ¢elisir. Oyleyse k < 2" — 2 olmak
tizere y € G\V(k/ 2") olur. Herhangi y € G\V(k/ 2") elemaninin f fonksiyonu altindaki 6n
goriintiisii 1- (1/ 2™1) = (2" - 2) / 2" < f(y) <1 araligindadir. Béylece [f(y) — f(x) | < 1/ 2"1
olup, 1/ 2" <& olacak bigimde bir ¢ sayis1 var oldugu i¢in |f(y) — f(X) | < € olur, bdylece f

1. duruma gore siireklidir.

2. durum; f(x) =0 olacak bicimdeki X € G alalim. fnin tammmindan, x = 0 dir. Oyleyse;
YEV/2"Y D x=V(1/2") @ 0=V(1/ 2") = U, olup, y € Un elemant igin f nin tanimindan

f(y) < 1/ 2" dir. Boylece, [f(y) — f(X) | < 1/ 2" <& olup, f, 2. duruma gore siireklidir.

3. durum; 0 < f(x) < 1 olacak bigimde x € G alalim. Her k € N*i¢in k <2™, m > n+1 olacak
bigimde m € N* sayisi vardir. f (X) =inf{re D:x €V} ve D kiimesi [0,1] araliginda
yogun oldugu i¢in x € V(k/2")\ V(k-1/2") ... (**) olarak alinabilir. y € V(1/2™) @ x

ise; y € G\V(k-2/2™) dir. Soyle ki; y€ V(k-2/2") olsaydi, V nin simetriginden;
XeVA/ 2" @y SV(/2™ @ V(k-2/2" olup, (*) dan x € & V(k-1/ 2") olur. Bu ise
(**) olmasiyla geligir. Fakat, x € V(k/2") olarak alinirsa (*) dan y € V (k+1/2™) olup,
f fonksiyonunun tanimindan, (k-2) /2™ < f(y) < (k-1)/2™ bulunur. Ayrica (**) dan;
(k-1) /2™ <f(x) <k /2™ olduguigin [fy)—f(x)|<1/2™ <1/2"< ¢ olup, f, 3. duruma

gore stireklidir.

Boylece f fonksiyonu G de siireklidir. O halde G topolojik grubu tamamen diizgiindjir.

Topolojik gruplarin tamamen diizgiin olma durumu Birkhoff- Kakutani teoreminden

yararlanarak da goriilebilmektedir.
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Simdi topolojik gruplarin Kartezyen ¢arpimlarinin Kutu ve ¢arpim topolojileri verilecektir.
Oncelikle topolojik gruplarm Kartezyen carpimlarinin da bir topolojik grup oldugunu

gorelim.

4.40. Teorem

{ (Gi, @) : i €1} gruplarin bir ailesi olsun. [[ic; G; = { (Xi) : i € Tigin X; € G} kiimesi bu

ailenin ¢arpim kiimesi olmak iizere

@ : [lie1 Gi X [ie1 Gi = [lie1 Gi
X,y > X@y=(x) i) ...

ikili iglemine gore ( [ig; G;, @) ikilisi bir gruptur [6,7].

fspat

(*) da verilen @ ikili isleminin [Jj¢; G; kiimesi tizerinde grup aksiyomlarini sagladigini

gorelim.

(1) Birim eleman 6zelligi

Her X € []je G i¢in X @@ 0 = x olacak bigimde 0 € [[j¢; G; vardir. Soyle Ki; her i€ 1 igin,
(Gi, @i) grubunun birim eleman10i olmak iizere 0 = (0i) € []je; G; 6gesi birim eleman

ozelligini saglar.

(i1) Ters eleman 6zelligi

Her x € []ig G i¢in X @ (©x) =0 olacak bicimde ©X € [[je; G; vardir. Soyle Kki; her

Xi € Gj igin Xi @i (©x;) =0 olacak bigimde ©xi € G;i vardir. Bu durumda boylece
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Ox =(B6x1, 6X2, 6X3,..., OXn,...) = (BXi) € [lie; G; dgesi X P (6Sx) =0 ters eleman

ozelligini saglar.

(ii1) Birlesme 6zelligi

Her x,V, Z € [1ig1 Gi icin X B y) @ z =x P(y D z) birlesme 6zelligi saglanir. Soyle ki her
i € Ligin; her Xi, Vi, zi € Giigin, (Xi@iVyi) Di zi= (XiDiVYi) Di zi olup birlesme dzelligi
saglandifindan (X @ y) D z = ((Xi @iyi) Di (z0)) = *iDi(yi Dizi))=x & (YD 2)

olur.

Boylece ( [lie; G;, @) ikilisi bir gruptur.

Asagidaki teorem ile ( [[jg; G;, @) ikilisinin ¢arpim ve kutu topolojisine gore bir topolojik

grup oldugu verilecektir. Once ¢arpim topolojisi ile kutu topolojisi tanimlarini verelim [13].

{(Xi, i) :1 €l }ailesi bir topolojik uzaylar ailesi ve X kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi
X = [l Xi ={x: 1> Ui Xi: X(i) € X; } olsun. X kiimesi lizerinde tanimli izdiisiim

fonksiyonu,

Mk . [Lier X - Xk

(X1, X2, ..., Xi, ) = 1k (X1, X2, ..., Xi,...) = Xk

olsun. Izdiisiim fonksiyonundan yararlanarak ¢arpim topolojisinin tanimimi verelim. ix € |
olmak iizere Ui, & 1, acik alt kiimeleri icin m,  (Ui) = { (X)) € X =[lie1 Xi, X € Ui }
olup, X = [lijerXi kiimesi tizerindeki bir topolojinin tabani; her n € N ve her iy, io, ...,
in €1 igin X =[[;eX; Kartezyen ¢arpiminin, { (xi) € X : her 1 < k < n igin x;, € U;, }

tiirlinden yazilan alt kiimelerinden olusan bir taban ise bu topolojiye ¢carpim topolojisi denir.

Carpim topolojisinin tabani daha sade sekilde soyle ifade edilebilir. {(Xi, ti) : 1 € | } ailesi

bir topolojik uzaylar ailesi ve her i € Ii¢in Ui S X; acik kiime olmak iizere sonlu sayidaki
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i €1 igin Uj# X; olacak bigimde [[;j;U; tiirtinden kiimelerinin bir ailesidir. Carpim
topolojisinden farkli olarak X = [[;c; X Kartezyen ¢arpimi iizerinde bagka bir topoloji olan
kutu topolojisi ise her i € | i¢in U; S X; acik alt kiimeler olmak {izere, tabani; [Tie1 Us

tiirtinden yazilan topolojidir.

I indis kiimesi sonlu ise kutu topolojisi ile ¢garpim topolojisi arasinda bir ayirim yoktur.

4.41. Teorem

{(Gi, @i, ti): i €1} topolojik gruplarin bir ailesi ve bu ailenin Kartezyen ¢arpimi
G =i G; olsun. G, Kartezyen garpim kiimesindeki tizerindeki kutu ve ¢arpim topolojile

rine gore bir topolojik gruptur [6,10].

fspat

G = [1ie1 G; kiimesinin bir topolojik grup oldugunu gérmek igin; her i € I'i¢in Gj uzay1 bir

topolojik grup oldugundan,

0i : GiXGi =»G;j
xy) oi (xy) =x D (Oy)

fonksiyonun siirekliliginden faydalanarak, : [[i; G; X [lje; G; uzay tizerinde tanimlanan

¢ : [Tie1 Gi X [1ie1 Gi = [lier Gi
f,g - o(f,g)= D (S9) =fi Di (O0i)

fonksiyonun siirekliligini gorelim. G kiimesi iizerinde ¢arpim topolojisi var olsun. fo,
go € G olmak tizere ¢(fo,go) = fo @ (E9o) noktasinin herhangi bir U komsulugunu alalim.

U komsulugu ¢arpim topolojisine gore agik oldugundan sadece sonlu sayida i € Iigin;

Ui # Gi olmak iizere fo @ (©g0) € [Tic; U; S U olacak bicimde Ui & Gi agiklar vardir.
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fo @ (©90) = (fo (i) ® (690 (i)) oldugu igin her i €l i¢in;
fo (i) @ (©9o(i) = ¢i (fo (i), ©go (i) ) € Ui

dir. @i stirekli oldugundan her i €l i¢in; Vi @i (©Wi) - U; olacak bigimde fo (i) ve go (i)
nin agik Vi ve Wi komsuluklari vardir. Ui = Gj bigimindeki heri igin Vi= Gi, Wi = G;i
se¢mek genelligi bozmaz. O halde V = []i; Vi ve W =[]ie; W; denirse, V, fo in bir agik
komsulugu ve W, go in agik bir komsulugu olur ve ¢ (V X W) Svu saglanir. O halde ¢
fonksiyonu ¢arpim topolojisine goresiireklidir ve ([ [je; G, D, T) tigliisii garpim topolojisine

gore bir topolojik gruptur.

Simdi de kutu topolojisine gore ¢ fonksiyonunun siirekliligini gorelim. Bunun i¢in ¢arpim
topolojisinde yaptigimiz gibi fo, go € [[i¢; G; olmak tizere fo @ (&9go) noktasinin herhangi
gi bir U komsulugunu alalim. U kutu topolojisine gore agik oldugundan;

fo @ (©90) € [igU; SU

olacak bigimde U S G aciklar1 vardir. fo @ (6go) = (fo (i) @ (Sgo (i) oldugundan her
i€l igin; fo(i) D (B9 (i) = i (fo(i), ©go(i)) € Ui dir. ¢i fonksiyonlar siirekli
oldugundan her i € | igin Vi Pi (BWi) S U; olacak bigimde fo(i) ve go(i) nin agik Vi ve
Wi komsuluklart vardir. O halde V =T]Jjg Vi ve W =[]je; W; denirse, V, fo 1n bir agik
komsulugu ve W, go 1 bir agik komsulugu olur ve ¢ (V X W) Svu saglanir. O halde ¢
fonksiyonu kutu topolotopolojisine gore siirekli olup, ([]jg; Gi, D, T) tgliisii kutu

topolojisine gore bir topolojik gruptur.
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5. TOPOLOJIK DONERLi GRUPLAR

Bu bolim W. Atipontrat’m “ Topological Gyrogroups : Generalization of Topological
groups, Topology and its Applications” adl1 makalesinin bir incelemesidir. Bu boliim donerli
gruplarin topolojisine ayrilmistir. Bir donerli grubun topolojik uzay olmasiyla kazandigi bazi
topolojik 6zellikler incelenmis ve topolojik donerli gruplarin topolojik gruplarla benzer ve
farkli baz1 6zellikleri ortaya konmustur. Ayirma aksiyomlarimin topolojik donerli gruplara
etkisinden bahsedilmistir. Bir topolojik donerli grup {izerinde tanimlanan bazi
fonksiyonlarin homeomorfizm olma durumlart cebirsel ve topolojik agidan incelenmistir.
Bir topolojik donerli grubunun bazi topolojik 6zelliklere sahip alt kiimelerinin siirekli
fonksiyon altinda 6zelliklerini koruduklarindan bahsedilmistir. Topolojik donerli gruplarin
premetriklestirilebilir oldugu fakat, Birkhoff-Kakutuni teoreminin topolojik gruplarda
kullanilan yonteminin topolojik donerli gruplarin sézde metriklestirilebilir ve tamamen
regiiler oldugunu agiklamada yetersiz olduguna yer verilmistir. Einstein topolojik donerli
grubu ve Mobius topolojik donerli gruplarindan s6z edilmis ve topolojik donerli gruplarin

Kartezyen ¢arpiminin topolojisi irdelenmistir.

5.1. Tanim

(G, 1) bir topolojik uzay, (G, @) bir donerli grup olmak iizere

Hd: GxG-G (ikili 1islem dontistimii)
(@ab)—» adhb
M) B():G-0G6 (ters doniislim)
a—0a

dontistimleri siirekli ise (G, @, 1) tigliisiine bir topolojik donerli grup denir [4].

Bazi topolojik donerli grup ornekleri verelim.
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5.2. Ornek

D={z e<C| Izl < 1} kiimesi kompleks agik birim diski olup, Ornek 3.3 den iizerinde

tanimli @m ikili islemiyle bir donerli gruptur. D kiimesi karmagik sayilar uzayinin bir alt
kiimesi olup, alisilmis topolojiye gore kompleks sayilar uzaymin bir alt topolojik uzayidir.

D kiimesinin topolojisi tp ile gosterilsin. Buna gore
© :DXD-D
(xy) = ¢ (xy) =X Om(-y) = (x +(-y)) / (1+(x(-y))

fonksiyonu siirekli oldugundan (D, @m, t) tgliisii bir topolojik donerli gruptur [4].
5.3. Ornek

Einstein’1n hiz kiimesini R ele alalim. Bu kiime R ={v€R3:llvil<c} kiimesi olup
c 151k hizidar. TIvll ise v € R® vektoriiniin normudur. Ornek 3.4 den R kiimesi iizerinde
tamml1 @k ikili islemi ile bir dénerli gruptur. R kiimesi standart topoloji ile donatilan R®

uzaymin bir alt topolojik uzayidir. Rc® kiimesinin topolojisi 1c ile gdsterilsin. Boylece

¢ . RC3X Rc3 d Rc3

Yu
1+y,

1 1 1
(uyv) - f(uyv)=u @E(-V):W (ut— (V) +— (u.(-v)) u)
1+C—2 Yu c
fonksiyonu siireklidir. Buna gore (R¢, De, tc) iicliisii bir topolojik dénerli gruptur [4].

5.4. Onerme

(G, 8, 1) Ugliisii bir topolojik donerli grup olmak tizere

h:G-G

a—-Ba
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ters doniisiim fonksiyonu bir homeomofizmdir [4].

Ispat

Verilen fonksiyonun bire-bir, orten, siirekli ve tersinin de siirekli oldugunu gérelim. h fonk-
siyonu birebirdir. Soyle ki, h(x) = h(y) esitligini saglayan her X, y € G i¢in ©x =6y olup,
G bir donerli grup oldugundan Teorem 3.5 (8) den her elemanin bir tek tersi var oldugun-

dan x =y elde edilir.

h fonksiyonu ortendir. Soyle ki, y € G aldigimizda G donerli grup oldugundan &y € G

olup, x = By alinirsa, h(x) = h(©y) =y olacagindan h(x) =y dir.

h fonksiyonunun siirekli oldugunu goérelim. G bir topolojik dénerli grup oldugundan ters
dontigiim fonksiyonu siireklidir. Ayrica bu fonksiyonun tersi Boliim 4 de goriildigi gibi
kendisi oldugundan tersi de siireklidir. Boylece ters doniisiim fonksiyonu bir homeofizma-

dir.

Sag ve sol 6teleme doniisiimlerinin homeomorfizma oldugunu Grup teorisinden farkli olan

asagidaki kisaltma kurallarini kullanarak gosterecegiz.

(G, ) bir donerli grup olmak tizere; her X, Yy, z € G i¢in asagidaki 6zellikler saglanir [3].

1) (©x)D xdy)=y (Sol Sadelestirme Kuralr)
(2) (x D(OY))Dg[x.Oyly = (x D(OY))H y=x ( 1.Sag Sadelestirme Kural)

B xDglx, yl(By) y=xHyY) @ y=x ( 2. Sag Sadelestirme Kural1 )
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5.5. Teorem

(G, 8, 7) bir topolojik dénerli grup ve x € G olmak iizere

Lx:G—->G (sol 6teleme dontisiimii)

y >L(y)=x@®y

Rx:G-=G (sag oteleme dontigiimii)

Yy Rx(y)=y®x

doniistimleri birer homeomorfizmdir [4].

fspat

Lx sol 6teleme ve Rx sag 6teleme doniisiimlerinin bire-bir, orten, stirekli ve terslerinin de

stirekli oldugunu gorelim.

Lx sol oteleme doniisiimii bire-birdir. S6yle ki, Lx (Y1) = Lx (y2) esitligini saglayan her
yi, Y2€ G i¢in X @ y1 =X @ y> esitliginde Teorem 3.5 (9) da verilen sol sadelestirme
kurali uygulandiginda (©x) (X P y1) = (6x) B (x P y2) olup, y1 =y elde edilir.
Lx sol dteleme doniistimiinii 6rtendir. Soyle ki; herhangi bir k € G alalim. ©&x@ k € G
oldugundan y = ©x @ k nin doniistim altindaki goriintiisii; Lx (y) = X @ (©x @ K) olup,

bu esitlik Teorem 3.5. (9) den Lx (y) = k dir.

Simdi de Lx sol 6teleme doniisiimiiniin siirekliligini gérelim. Lx sol oteleme doniisiimii;
D :GxGC -G, (X,y) = X y donisimiiniin {x} x G kiimesine kisitlanisidir. @ islemi

stirekli oldugundan kisitlanmis fonksiyon Lx doniisimii de siireklidir. Ly in tersi olan

Lil:G oG
y-o L) =6xdy
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fonksiyonunun siirekliligini gorelim. Burada Ly ters sol 6teleme déniisimii ©X € G igin

Lox dtelemesine esittir. Lox siirekli oldugundan Ly siireklidir. O halde Lx sol 6teleme

doniistimii homeomorfizmdir.

Rx sag oteleme doniisiimiin homeomorfizm oldugunu Ly sol 6teleme doniistimiinden farkl

olarak gorelim. Sag 6teleme doniisiimii bire-birdir. SOyle ki, Rx (a) = Rx (b) esitligini sagla
yan her a, b € G elemanlari igin a@ X = b @ x esitliginde 1. sag kisaltma kuralindan sonra

@@ x)"3x=(bé& x)H xolup,a =b elde edilir.

Rx sag oteleme doniigiimii ortendir. S6yle ki; herhangi bir k € G alalim. G bir dénerli grup
oldugundan x, k elemanlar1 i¢in gkx(X) € G olup, k& gkx(X) = KH x € G oldugundan
y=kH X i¢in Rx(y) = Rx(k HX) = (kH x) @ x olup 2. sag kisaltma kuralindan sonra

Rx(k B x) = (k H x) @ x =k olur. Boylece Rx doniisiimii 6rtendir.

Simdi de Ry sag dteleme doniislimiiniin siirekli oldugunu gorelim. Sag dteleme dontistimii
D :GxG -G, (X,y) = X ydonisimiiniin G x {y} kiimesine kisitlanigidir. € islemi

stirekli oldugundan kisitlanmig fonksiyon olan Ry fonksiyonu da siireklidir.

Simdi de Rx doniisiimiiniin tersinin siirekliligini inceleyelim. Ry in tersi olan fonksiyon

Ry1:G—->G
y—-yHXx

fonksiyonudur. Tanim 3.10 den Ry (X) =y H x =y @ gyx(©x) dir. Teorem 3.5 (10) den

YD gyx(Ox) =y B {S(YDXx)D (y D (x B (6x)}olur. x @ (©x ) =0 oldugundan
Yy @ gyx(6X) = yB(S(yDx))Py esitligi elde edilir. Bu esitlik sol dteleme ve sag teleme

dontigiimleri ile ve ters doniisim fonksiyonundan yararlanarak soyle yazilabilmektedir;

yD(O(yDx)®y = (Lyo RyohoRx)(y)

olup sag oteleme, sol oteleme fonksiyonlarmin ve ters doniisiim fonksiyonlar: stirekli
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oldugundan Ry fonksiyonu da siireklidir.
5.6. Tanim

(G, @, 1) bir topolojik donerli grup olsun. A ile B kiimeleri G nin alt kiimeleri olmak

iizere A @ B ve ©A kiimeleri sdyle tanimlanmaktadir.

A@B:{ ad®b | aEGVebEG } eA:{ ea| a€eG }:(e)'l(A)

Eger A = ©A oluyorsa A kiimesine simetriktir denir [4].
5.7. Teorem

(G, @, 1) bir topolojik donerli grup olsun. Her x, y € Gigin gxy: G — G donerli

otomorfizmasi bir homeomorfizimdir [4].
fspat

X, Y olsun. gxy bir dénerli otomorfizma olup, Teorem 3.5 (10) dan her a € G eleman: igin;

y(@=OxXDY) DX (YD a)=0XDY) © (X D(YD a)) = (Lotx+y; 0 Lx0 Ly)(a)

dir. Sol oteleme fonksiyonu homeomorfizm oldugundan, bunlarin bileskesi de

homeomorfizm olup, gxy bir homeomorfizmdir.
5.8. Teorem

G, @, 1) bir topolojik donerli grup olsun. x € G ve A - G,B S G olmak iizere
poloj grup

(1) A acik ise ©A, A@Dx ve xXPA kiimeleri agiktir. ©A, APx ve XA kiimelerin

den herhangi biri acik ise A kiimesi de agiktir.

(2) A kapali ise ©A, A@x ve XPA kiimeleri kapalidir. ©A, A@x ve xPA kiime

lerinden herhangi biri kapali ise A kiimesi kapalidir.
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(3) A baglantili ise ©A, A@x ve XPA kiimeleri baglantilidir. ©A, APx ve XPA

kiimelerinden herhangi biri baglantili ise A kiimesi de baglantilidir.

(4) A kompakt ise ©A, ADx ve xPA kiimeleri de kompakttir. ©A, APx ve XPA

kiimelerinden herhangi biri kompakt ise A kiimesi de kompakttir.

(5) A agik ise A@B ve BA kiimeleri de agiktir.
(6) A ve B kompakt ise A@B kiimesi de kompakttir.
(7) A ve B baglantili ise A@B kiimesi de baglantilidir.

ifadeleri dogrudur [4].

fspat

Acik, kapali, baglantili, kompakt kiimelerin homeomorfizma altindaki goriintiileri de
sirasiyla agik, kapali, baglantili, kompakttir. A kiimesi agik ise A nin birer homeomorfizma
olansag oteleme doniisiimii, sol 6teleme doniisiimii ve ters dontisiim fonksiyonu altindaki
goriintiileri sirastyla A @ X, X @ A, ©SA kiimeleri agiktir. Ayn1 6zellik A nin kapali,

baglantili ve kompakt olma durumunda da gegerlidir.

Simdi A @ x, x @ A, ©A kiimelerinden herhangi biri agik olsun. Bu kiime x €@ A olsun.
Sol 6teleme doniisiimii siirekli oldugundan agik olan x @ A kiimesinin sol 6teleme donii
stimii altindaki ters goriintiisli olan A kiimesi aciktir. Sag 6teleme doniisiimii ve ters donii
stim fonksiyonu stirekli oldugu i¢in A @ x veya ©A kiimeleri agik ise bu kiimelerin sira
styla sag 6teleme doniisiimii ve ters doniisiim fonksiyonu altindaki ters goriintiileri olan A

kiimesi agiktir.

ADXx xP A, SA kiimelerinden herhangi biri kompakt olsun. Bu kiime x @ A olsun.

sol oteleme doniisimii homeomorfizma oldugundan, sol 6teleme doniisiimiiniin tersi
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stireklidir. Kompakt kiimelerin siirekli fonksiyonlar altindaki goriintiisii de kompakt oldugu
icin, kompakt x @ A kiimesinin sol 6teleme doniisiimii altindaki ters goriintiisii kompakt
olur. Ayni durum sag 6teleme doniisiimii ile ters doniisiim fonksiyonu homeomorfizma

oldugu i¢in A @ X veya ©A kiimesinin kompakt olmasinda da gegerlidir.

Benzer 6zellik A @ X, X @ A, ©A kiimelerinden herhangi birinin baglantili olmasinda da

saglanir.

(5) A, B; G nin alt kiimeleri ve A agik olsun. A @ B = UbeB {ADb ASGvebe B}

olup, A agik oldugu igin (1) den herb € B igin A @ b agiktir. Agik kiimelerin keyfi

birlesimleri de agik oldugundan A @ B agiktir.
Benzer sekilde, B @ A kiimesinin de agik oldugu goriilebilir.

(6) A ve B alt kiimeleri kompakt olsun. Kompakt kiimelerin keyfi carpimlart da kompakt
oldugundan, A xB SGxG kompakttir. Kompakt kiimelerin siirekli fonksiyonlar altindaki
goriintiisii de kompakt oldugundan ve @ : G X G = G, (X,y) = x @y fonksiyonu siirekli

oldugundan @(A x B) = A @ B kiimesi de kompakttir.

Ayni 6zellik A ile B alt kiimeleri baglantili oldugunda da gegerlidir.
5.9. Teorem

Her donerli topolojik grup homojendir [4].

fspat

G bir donerli topolojik grup ve p,g € G olsun. Her a € G i¢in La: G — G sol 6teleme do-

niistimii bir homeomorfizmdir ve 6zel olarak a = q @ (6p) igin La(p) = q saglanir.
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[5] de donerli alt grup séyle tanimlanmustir. (G, @) bir doénerli grup olsun. A, G nin bostan

farkli bir alt kiimesi olmak tizere;
Al) A kiimesi tizerinde tanimli olan @|axa ikili islemi ile (A, @ |axa) bir magmadir,

A2) Her a,b € A igin, g[a,b] donerli otomorfizmasinin A kiimesine kisitlanis1 olan

gla,b]laxa : A — g[a,b](A) fonksiyonu bire-bir ve 6rten bir homomorfizmadir,
A3) (A,@D|axa) bir donerli gruptur,

ozellikleri saglaniyorsa A alt kiimesine G nin bir donerli alt grubu denir [4].
5.10. Teorem

(G, @) bir doénerli grup olsun. A, G nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere eger,

Al)Hera € Ai¢in ©a € A

(A2)Herabe Aigina@ beA

kosullar1 saglaniyorsa A kiimesi G nin bir donerli alt grubudur [4].
Bir topolojik donerli grubun her alt grubu ayn1 zamanda bir topolojik donerli alt gruptur.
5.11. Teorem

(G, @, 1) bir topolojik donerli grup olsun. A, G nin bir topolojik donerli alt grubu olmak

tizere asagidaki kosullar saglanir [4].

(1) Eger A° * Dise A aciktir.
(2) Eger A aciksa, ayn1 zamanda kapalidir.

(3) A, G nin dénerli alt grubudur.
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fspat

(1) A° = @ olsun. Oyleyse X € A° olacak bicimde en az bir x € G vardir. A° S A
x € A°ve A dénerli altgrup oldugundan oldugundan ©x @ A° S Adir. A nin
acik oldugunu gorebilmek icin A S A oldugunu goérmek yeterlidir. a € A alalim.
La(Lex(A°)=a@® Lox(A°) = ad (O XD A°) ve OX P A° S Ave A dénerli
alt grup oldugundan a @ (Sx @ A° SA olup, La( Lex(A°®)) S Adir. x €A°
oldugundan ©x @ x=0 € Ox @ A°olup, a @ 0 € La ( Lox (A°)) dir. Ote yandan sol
oteleme doniistimii bir homeomorfizma oldugundan La ( Lex( A ©)) agik olup, a € A°

olup, A & A°olur ve bdylece A kiimesi agiktir.

(2) A agik olsun. A = A oldugunu gorelim. A S A oldugunu gérmek yeterlidir. z€ A
alalim. A alt donerli grup ve her x € G igin Rx sag 6teleme dontisiimii agik  doniigiim
oldugundan A @ z kiimesi z elemaninin agik bir komsulugu olup, A @D z) N A# @
olur. Buradan a1 @ z = a; olacak bi¢imde ai, a; € A elemanlar1 vardir. Sol kisaltma
kuralindan z = ©ai @ arbulunur. Burada ai, a2 € A ve A alt donerli grup oldugu igin
Oa1 @ a2 € A olur. Yani z € A elde edilir. O halde A & A olur. Bu duriumda A = A

olup A kiimesi kapalidir.

(3)Hera, b € Aigin a @ b € A ve her a € A igin ©a € A oldugunu gorelim. a € A alalim.
B(Ba)=a, 6: G - G, x » ©x ters doniisim fonksiyonu stirekli ve A, G nin dénerli
alt grubu oldugu icin ©(A) SAolup, Oa €A ... (*) dir. a, b € A alahm. a € A ve sol
oteleme doniisiimii siirekli oldugundan,a @ b €a@ A olur.a€ Ave A kiimesi G nin

topolojik donerli alt grubu oldugu i¢in a @ A S A dir. Buradan kapanig 6zelliklerinden

a®A SAeldeedilir. Budurumdaa@®bea@®A SA ... (**)olur. Bdylece (*)

ve (**) den A kiimesi bir topolojik donerli alt gruptur.
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5.12. Lemma

(G, 8, 1) bir topolojik doénerli grup olsun. A & G olmak iizere 0 1n her U komsulugu i¢in

A € U® A saglanir [4].

fspat

X€E€ Ave0m herhangi bir U komsulugunu alalhlm. h:G - G, X — & x ters doniisiim
fonksiyonuve Rx: G = G,y — y @ x sag doniisiim fonksiyonlar1 homeomorfizm oldugu
icin U komsulugunun bu fonksiyonlarin bileskesi olan Rxoh altindaki goriintiisiit © U @ x
kiimesi agik kiimedir., X€ © U @ x olup © U @ x kiimesi X in bir komsulugu olup,
Buradan (BU @ x) N A # @ olur. Bu durumda a € (6&U @ x) n A olacak bgimde en az
bi¢imde en az bir a € G vardir. a € (8 U @ x) oldugundan a = Su @ x olacak bigimde

bir u €U vardir. (G, @) bir donerli grup oldugu igin sol sadelestirme kurali uygulanirsa,

X=u@ac U A elde edilir. Bsylece A €U @ Aolur.

5.13. Teorem

(G, @, 1) bir topolojik donerli grup ve U, birim eleman 0 1n bir kosulugu olmak iizere

asagidakiler saglanir [4].

(1) 0 1n &yle bir agik simetrik V komsulugu vardir ki, V€ U ve VOV c U

(2) 0 1n dyle bir acik bir V komsulugu vardir ki &V Su
fspat

(1) G topolojik donerli grubunun birim elemanimin herhangi bir U komsulugunu alalim.
@ : G - G doniisiimii siirekli ve U° acik oldugundan @ (U%) € G x G agiktir ve

(0,0) € @ (U°) olup, (0,0) € Ur x U2 @t (U°)...(*) olacak bicimde Uz, Uz € N(0)
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komsuluklari vardir. (*) de her tarafin @ : G - G doniisiimii altindaki goriintiisii
almirsa 0 € U1 @ U2 € U° € U elde edilir. U1 ve Uz kiimeleri 0 in agik komsuluklar:
oldugundan U: N Uz kiimesi de 0 1n agik bir komsulugudur. ©:G - G; x—- ©X
fonksiyonu bir homeomorfizma ve &0 = 0 oldugundan & (UiNU2) kiimesi de 0 in

acik bir komsulugudur.

Simdi V = (U1 nU2) N ©( U1 N Uy) kiimesinin simetrik oldugunu gorelim. Burada;
BV=6(UinU)nB(UinUy)) olup, BV=6U1NnU2)Nn (UrnUz)=Vdir.
Boylece V kiimesi simetrik bir kiimedir.Ayrica V kiimesi 0 1n agik bir komsulugu olup,

bu kiime 0 1n agik simetrik bir komsulugudur.
SimdiV@V SU oldugunu gorelim.
VOV=((Uin U)NnB(UinU2)) & (UinU)n & (Uin Uy) olup,

VAV=(UinU)nBWUINU) B UiNnU)NnO(UinU) SUiU, S U

dir. V @ V S U olmasindan ve Lemma 5. 12 den V simetrik komsulugunun V € U
kosulunu sagladigini gérelim. Lemma5.12den VS V@ Volur. V@ V S U oldugu
icin VEV @V SU olup, kapanmis 6zelliklerinden V &V saglandigindan

VEVESVOV SUolup, V EUolur.

(2) Ters doniisiim fonksiyonu siirekli oldugundan birim eleman 0 mn her U komsulugu i¢in

i¢in Oyle bir V komsulugu vardir ki &V < U dir.

5.14. Sonug

(G, @, 1) bir topolojik doénerli grup ve U, birim eleman 0 in bir kosulugu olmak {izere

VOVPV c U olacak bigimde 0 1n bir simetrik V komsulugu vardir.
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5.15. Sonug

(G, B, 1) bir topolojik doénerli topolojik grup ve U birim eleman 0 1n bir komsulugu olmak

iizere 0 1n dyle bir agik simetrik V komsulugu vardir ki; V €V € V @V € U saglanir [4].

fspat

Teorem 5.12(1) den 0 i bir U komsulugu i¢in V @ V € U olacak bigimde simetrik bir V
acik komsulugu vardir. V kiimesi 0 1n bir komgulugu ve ayn1 zamanda V, G nin bir alt
kiimesi oldugundan Lemma5.14 den 0 1n her V komsulugu i¢in V € V @ V saglanr.

V ¢ V bzelligi kapanis kurallarindan saglanmakta olup, V €V SV @V c U elde edilir.

5.16. Sonug

(G, @, 1) bir topolojik donerli grup ve G nin birim elemani 0 olsun. 0 1n her U komsulugu

icin W @ W C U olacak bi¢imde 0 m agik bir simetrik W komsulugu vardir [4].

fspat

0 m her U komsulugu i¢in Sonu¢ 5.15 den 0m V € V@V c U olacak bicimde acik
simetrik bir V komsulugu vardir. Yine Sonug 5.15 den 0 in komsulugu olan V kiimesi i¢in
W €W @ W SV olacak bicimde 0 1n W agik bir simetrik komsulugu vardir. Bdylece

W@ WCcCV AV cUolur. Buradan; W @ W < U olur.

Teorem 5.17 ile G, To - uzay1 olan bir topolojik donerli grup ise G nin ayni1 zamanda bir
T3 - uzayi oldugunu; yani, topolojik donerli gruplarda, topolojik gruplarda oldugu gibi

To - uzay1 ile T3 - uzayinin esdeger oldugu verilecek.
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5.17. Teorem

(G, 8@, 1) bir topolojik donerli grup olsun. Asagidaki kosullar esdegerdir [4].
(1) (G, 1) uzay1 To-uzayidir.
(2) (G, 1) uzay1 T1-uzayidir.
(3) (G, 1) uzay1 T2-uzayidir.

(4) (G, 1) uzay1 Tz-uzayidur.

Ispat

M-

(G, B, 1) bir topolojik dénerli grup olsun. x #y olacak bi¢imde X,y € G alalim. (G, 1)
uzy1 To - uzay1 oldugundan ya y & U olacak sekilde x in bir U agik komsulugu vardir ya
da x € P olacak bicimde y nin bir P agik komsulugu vardir. x in y elemanini igermeyecek
bi¢imde bir komsulugunu segelim. Bu komsuluk U € G olsun. y @ (68U @ x) kiimesi
de y nin bir komgulugudur. y nin X i igermeyen bir komsulugunun var oldugunu gorelim.

Bu komsuluk y @(6U @ x) kiimesidir. X € y @(EBUDX) olsayd;; x=y P (B u P x)
olacak bigimde bir u € U elemani var olur. Burada sol kisaltma kurali uygulandiktan sonra
By @ x =6y Oy B(Budx)) olup, sol taraf Teorem 3.5 (9) dan Su @ x dir. Boylece
OYyDx =60 u @ x elde edilir. Ry ((By) =By @ x=Rx (6Bu) = u @ xolur. Sag

Oteleme doniisiimii bire-bir oldugundan; &y = ©u olur. Ters doniisiim operatorii birebir
oldugundan y = u bulunacaktir Boylece y € U olacaktir. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu durumda
x &y (6 U @ x) dir. O halde (G, 1) uzay1 T1 uzayidir. Béylece x iny yi igermeyen bir
U komsulugu ve y nin x i igermeyen Yy @ (U @ x) komsulugu bulunmus olur. X & P

olacak bicimde y nin bir P komsulugunun var olma durumunda da benzer ispat yapilabilir.
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(2) -4

G nin Tz uzay1 olmasi i¢in G nin T1uzay1 ve diizgiin uzay oldugunu gorelim. U, 0 1n agik
bir komsulugu olsun. Sonug 5.15 den 0 1 dyle bir V komsulugu vardirki V€V € U sag
saglanir. Bu durumda 0 1n her komsulugunun kapsadigi kapali bir komsulugu elde edildi.
Topolojik donerli gruplar homojen oldugu igin 0 birim elemanin kapali komsulugu oldugu
gibi her x € G nin de her komsulugunun kapsadig1 kapali komsulugu vardir. O halde (G, 1)
uzay1 diizenlidir. (1) den (G, 1) uzay1 Ti- uzayi oldugu i¢in (G, t) uzayr hem T1 hem de

diizenli olup, boylece G bir T3 - uzayidir.

(4) —(3) = (2) = (1) gerektirmesi her topolojik uzayda saglanir.

Simdi topolojik dénerli gruplarin premetriklestirilebilir olma durumunu inceleyelim. Once

premetrigin tanimini verelim.

5.18. Tanim

G bir kiime olsun. Her X, y € G i¢in d (x,y) = 0 & X =y kosulunu saglayan

d:GxG - [0,0)
(xy)—- d(xy)=0ex=y

fonksiyonuna G de bir premetrik denir [4].

5.19. Tanim

(G, 1) bir topolojik uzay ve d, G de bir premetrik olsun. Her x € G ve her £ >0 igin;
B(x,e)={yeG:d(xy)<e} olmak iizere { B(x, ), X € G, e>0} ailesi t i¢in bir

taban ise G premetriklestirilebilir denir [4].

d premetrigi tarafindan tiretilen topoloji tq biciminde gosterilecektir.
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5.20. Teorem

(G, ,7) bir Hausdorff topolojik donerli grup olsun. Eger G nin birim elemani 0 sayilabilir

bir komsuluklar tabanina sahip ise (G, t) premetriklestirilebilirdir [4].
fspat

{UM):n=0,1,2,...}ailesi 0 in sayilabilir komsuluklar taban1 olsun. V(0) = G ve her
n=0, 1,... i¢in V(n+1) = V(n) n U(n+1) bi¢iminde tanimlanan {V(n) €t:n=0,1, 2, ... }
{V(n)e t :n=0,1,2, .. }ailesi 0 1n azalan bir komguluklar tabanidir. Ayrica G uzay1
T1-uzay1 oldugu igin [ _ V(n) = {0 } dir.

Simdided: Gx G — [0,0)

(xy) - d(x,y):inf{% L OXDy e V(K)

bigiminde tanimlanan d fonksiyonunun G iizerinde bir premetrik oldugunu goérelim.

(1) d fonksiyonun tanimimdan d ( x,y ) = 0 oldugu agiktir.

(2) Her x € Gigin d (x,x ) =0 oldugunu gorelim. Ox @ x € {0} =[] _ V(n) olmak

iizere; d(x,x):inf{%  OXDxE VK ) :inf{%:kzo, 1,..}=0dir

(3) Eger d (x,y)=0ise x = y oldugunu gérelim. d (x,y) = inf {%  OX@yeEV(KI=0
ise, | € N olacak bi¢imde oyle bir | kiimesi vardir ki; her kel i¢cin, ©x @y e V(K)
dir. Simdi ©x@ye€ nkeIV(k) = n}i: V() ={0} oldugunu goérelim. Bunun i¢in

N, VO € N, V& ve o_, V(K €, V() oldugunu gorelim,

pE ﬂkeIV(k) olsun. Oyleyse her k € Iigin p € V(K) dir. Kabul edelim ki; p & V(ko)

olacak bigimde en az bir ko € N vardir. Fakat | sonsuz indisli oldugundan k > ko
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olacak bigimde k €l vardir. Buradan, V (k) azalan komsuluk tabani olarak alindginda
V(K) € V(ko) olur. Oyleyse kabuliimiiz yanlis olup. Her k € N i¢in p € V(K) dir. Buradan

pE ﬂLlV(k) olur.

Simdi, ﬂE: L V(k) c ﬂkelv(k) oldugunu goérelim. Bununigin p € ﬂiz 1V(k) alalim.
Her k € N igin p € V(K) olup, 1 € N oldugu igin her k € Iiginp € V (k) dir. Oyleyse,
pe N, V) olur. Boylece, Ox @ y € [, ,V(K) =[,_, V(K) = { 0} dir. Sol Kisaltma

Kuralindan x =y dir.

Simdi T nun d premetrigi tarafindan iiretilen topoloji tq ile ayni oldugunu gosterelim. Yani;

T = 14 oldugunu gorelim.

1 S oldugunu goérelim. Bunun i¢in bostan farkli her U € 1 i¢in T €U olacak bigimde bir
T € t¢ agi@inin var oldugunu gorelim. U bostan farkli oldugu i¢in X € U olacak bigimde en
az bir x € G vardir. Oyleyse, ©x @ U € N (0) dir. 0 azalan komsuluklar tabania sahip
oldugu i¢in dyle bir no € N i¢in V(no) € ©x @ U olup, sol kisaltma kurali uygulandiktan
sonra X @ V(no) € U olur. B(x, %) C U oldugunu gorelim. Bunun i¢in y € B (X, 2—10)
alalim. d nin tanimindan d( x,y) =inf { Zik .EOxPyeV(k)} < 2—10 olur. 0 azalan
1

RN

komsuluk tabanina sahip oldugu i¢in en az bir ko €N i¢in ©X @ y € V(ko) ve
1 1
olur. >0 < >0 oldugu i¢in no < ko dir. Buradan &x @ y € V(ko) € V(no) olur. Boylece,

Ox h VAS V(no) € U bulunur. Yanit C 14 bulunur.

Simdi t¢ € T oldugunu gorelim. Bunun i¢in bostan farkli her T €14 i¢in U € T olacak

bicimde bir U€t agiginin var oldugunu gorelim. T bostan farkli oldugu ig¢in en az bir X € T
1 1

vardir. Bu durumda x € B ( X, 2_") C T olacak bigimde bir B ( X, P ) ag1g1 vardir. 0 bir

1
sayilabilir komsuluk tabanina sahip oldugundan X @ V (ne+2 ) S B (X, P ) oldugunu
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gormek yeterlidir. Oyleyse y € X @ V(no+2) alalim. Sol kisaltma kurali uygulandiktan

sonra ©x @ y € V(n, +2) olur. Boylece d nin tanimindan;

1
< —

_eel .
d(x,y) = inf {Zk XD yevV(k) < oz < o

1 1
olup, d(x,y) < P dir. Buradan y € B(x, P ) elde edilir. Boylece ¢ € t bulunur.

Boylece 1q = 1 olur. Oyleyse 0 da sayilabilir komsuluklar tabanina sahip olan bir Hausdorff

topolojik donerli grubu premetriklestirilebilir. i

UYARI: Burada, her a, X, y € G igin;

d@®xad®y) = inf{% 0@ D@D Y) eV} = inf{2—1k L OX@yeV(K))
olup, d @@ x,a@y)+# d( x,y)dir. Buna gére d premetrigi sol degismez degildir.

Bu nedenle [5] de verilen,

S1) Hausdorff ve birinci sayilabilir bir G topolojik donerli grubu metriklestirilebilirdir.
S2) Hausdorff topolojik donerli grubu tamamen diizgiindiir.

Sorular1 Birkhoff — Kakutani teoreminin topolojik gruplarda kullanilan yontemiyle cevap

verilemez.

Simdi donerli topolojik gruplarin direkt ¢arpimlarini inceleyelim. Bir donerli grup ailesinin
Kartezyen g¢arpimlarinin da bir donerli grup oldugunu ve bir topolojik donerli grup

ailesinin Kartezyen ¢arpiminin da bir topolojik donerli grup oldugunu goérelim.

Heri € ligin ( Gi, @ i) indekslenmis donerli grup ailesi ve bu ailenin ¢arpim kiimesi

G =Ilier Gi = { (xi) : i € Ligin X; € G} olmak {izere
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@  [ie1 Gi X [ie1 Gi = Ilier Gi
x,y) 2 x@®y=((x)Diy))
islemi ile G bir donerli gruptur [4].

Birim eleman ve ters eleman o6zelligi topolojik gruplardaki gibi goriilebilir. Oyleyse @

isleminin sol donerli birlesme 6zelligini sagladigini gorelim.

Her X, Yy, Z € []ie Gi icin X B (y D z) = (X B y) D g[x,y](z) sol birlesme 6zelligi saglanir.
Soyle ki, her i € Tigin (Gi, @i) donerli grup oldugundan her Xi, yi, zi € Gjigin;

(xi i yi) Di zi= (xi Di yi) Di 9[xi,yi] (zi)

olacak bi¢imde g[xiVyi] : Gi = Gi, Aut( Gi, @) otomorfizmasi vardir. Béylece,

X DY) D g[x.y1(2) = ((xi Bi yi) Di g[xi,yil i) = (xi Di (yi Di zi)) = x D(y D z) olacak
bi¢imde g[x,y] : G — G,

p = (pi) = glx,yl p = (glxi, yi] pi)

g[x,yl€ Aut( Gi, @©) otomorfizmasi vardir.

5.21. Teorem

(Gi, @i, ti: €1) indekslenmis bir donerli grup ailesi olsun. Bu durumda G;j ailesinin
direkt carpimi olan [[i¢; G; kiimesi kutu ve garpim topolojilerine gore bir topolojik

donerli gruptur [4].

fSpat

G =[l;e1 G; kiimesinin bir topolojik donerli grup oldugunu gormek igin; Her i € Tigin

Gi uzayi bir topolojik donerli grup oldugundan,
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0i : GiXxGi =»G;j
xy) oi(xy)=x® (OY)

fonksiyonun siirekliliginden faydalanarak, [[ie; G; uzayi iizerinde tanimlanan

¢ : [lier Gi X [Tie1 Gi = [iear Gi

f.g - o(f.9) = f® (©9) = (fi i (©9)
fonksiyonun siirekliligini topolojik gruplardakine benzer sekilde gorelim. G kiimesi
tizerinde c¢arpim topolojisi var olsun. fo, go € G olmak tizere ¢(fo,go) = fo @ (SQo)
noktasinin herhangi bir U komsulugunu alalim. U komsulugu c¢arpim topolojisine gore
agik oldugundan sadece sonlu sayida i € Iigin Ui # Gi i¢in fo @ (Ogo) € [lig; U; SU
olacak bigimde U S G aciklari vardir. T @ (6go) = (fo (i) @ (©go (1)) oldugundan
her i €l igin; fo () @ (©go(i) = @i (fo (i), (8 Qo (i)) € Ui dir. ¢i fonksiyonlar: siirekli
oldugundan her i €l igin Vi @i (BWi) - U; olacak bigimde fo(i) ve go(i) nin agik Vi ve
Wi komsuluklar1 vardir. Uj= Gj bi¢cimindeki herii¢in Vi= Gi, Wi = G; se¢gmek genelligi
bozmaz. O halde V =[] Vi ve = [lier W; denirse, V, fo in bir agik komsulugu ve W, go
mn agik bir komsulugu olur ve ¢ (VX W) S u saglanir. O halde ¢ fonksiyonu garpim
topolojisine gore siireklidir ve ([Tie; Gi, @, T) tigliisii garpim topolojisine gore bir topolojik

gruptur.
Simdi de kutu topolojisine gore
¢ * [ie1 Gi X [ie1 Gi = [Tie1 Gi,

fonksiyonun siirekliligini gorelim. Bunun ig¢in garpim topolojisinde yaptigimiz gibi her
fo, 9o € [lje; G; olmak tizere fo @ (©0o) noktasinin herhangi bir U komsulugunu alalim. U

kutu topolojisine gore agik oldugundan fo @ (©S0go ) € [lier U; S U olacak bi¢cimde
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Ui & Gi aciklari vardir. fo @ (8go) = (fo (i) @ (9o (i) ) oldugundan her i€l igin;
fo (i) @ (690 (1)) = i (fo (i), (B9 (1)) € Ui dir @i fonksiyonlar siirekli oldugundan her
i € licin Vi Bi (BWi) - U; olacak bigimde fo(i) ve go(i) nin agik Vi ve Wi komsuluklar
vardir. O halde V =[]ig; Vi ve =[lije;W; denirse, V, fo 1n bir agik komsulugu ve W, go 1in
acik bir komsulugu olur ve ¢ (VXW) Svu saglanir. O halde kutu topolojisine gore ¢

fonksiyonu stirekli olup, ([ ]je; Gi, D, T) tigliisii kutu topolojisine gore bir topolojik donerli

gruptur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismadaki donerli gruplar ve topolojik donerli gruplarla ilgili bazi sonug ve 6neriler

sOyledir;

1-) (G, @) donerli grubu; sol birim eleman 6zelligi, sol ters eleman 6zelligi, sol donerli
birlesme 6zelligi ve sol dongii 6zelligine sahip oldugu gibi, sol donerli birlesme 6zelliginden
yararlanilarak sag donerli birlesme 6zelligi ve sol dongii 6zelliginden yararlanilarak sag
dongii 6zelligi tanimlandigi ve her sol birim eleman sag birim eleman ve her sol ters eleman
sag ters eleman oldugu i¢in; sag donerli birlesme, sag birim, sag ters, sag dongii 6zelliklerini

saglayan (G, @) magmasina bir dénerli grup denir.

2-) Topolojik gruplarda To - uzayi ile T3 — uzayi esdeger oldugu gibi topolojik donerli

gruplarda da ayn1 durum vardir.

3-) Birkhoff-Kakutani teoremi ile birinci sayilabilir bir topolojik grup metriklestirilebilir
ken, topolojik donerli gruplar iizerinde sol (sag) degismez bir metrik tanimlanamadigi i¢in
topolojik donerli gruplarin  metriklestirilebilir olmas1 Birkhoff-Kakutani teoreminin

topolojik gruplarda kullanilan yonteminden yararlanilarak gosterilemez.
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