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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu tezde kullanilmis, simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile agsagida verilmistir.

Simgeler Agciklamalar

G=(V,E) Graf

|4 Noktalar kiimesi

E Kenarlar kiimesi

i~j i ile j noktalarmin komsulugu

d; i noktasiin derecesi

A4(G) G grafinin en biiyiik 6zdegeri

|2,1(G) G grafinin spektral yarigap1

A(G) G grafinin komsuluk matrisi

D(G) G grafinin Detour matrisi

n Grafin nokta sayis1

e Grafin kenar sayis1

Wij i ile j koseleri arasindaki kenar agirligi
d(i, j) i ile j koseleri arasindaki en kisa uzaklik
L(i,j) i ile j koseleri arasindaki en uzun uzaklik
Cn n noktal1 devir

K, n noktali tam graf

Kimn Iki pargali tam graf

Sn n noktal1 yildiz graf

x Ozvektor



1. GIRIS

Graf Teori kullanim sahasi genis olan olduk¢a meshur bir alandir ve farkli sahalardaki ¢cogu

problemin basitlestirilerek iyi, etkin ve diizgiin asamalar ile ¢6zlilmesine olanak tanir.

Temel 6zetle graf, koseler ile hepsi bu kdseleri veya sadece kdsenin kendisini baglayan kenar
diye isimlendirilen ¢izgeler bitiiniidiir. Cok¢a graf ¢esidi mevcuttur. Bunlara 6rnek olarak

tam graf, agag graf, regiiler graf, yildiz graf, devir graf verilebilir.

Graf Teori, meshur matematik bilim insan1 Leonhard Euler’in 1736 senesinde
“Konigsberg’in Yedi Kopriisii” problemi igin buldugu ¢6ziim yontemi ile meydana ¢ikmustir

[1].

Konigsberg sehri Pregel nehrinin yanina kurulmustur ve 7 ayri koprii ile birbirine baglanmis
4 farkli ana boliimden olusmaktadir. Zamanla insanlar kendilerine, ayni kopriiden bir kez
daha gecememek {izere tiim sehri dolasmanin miimkiin olup olmayacagi sorusunu
yoneltmislerdir. Fakat o donem Leonhard Euler dahil hi¢ kimse bdyle bir rota ¢izememistir.

Fakat Euler bu rotanin ni¢in miimkiin olamayacagini ispatlayabilmistir.

Euler problemi ispatlamak i¢in kent i¢inde koprii koprii gezmek yerine kagit iizerinde
kopriileri ¢izgiler ve sehir pargalarini da noktalar halinde ifade etmistir. Boylece muhtemelen

ilk graf diyebilecegimiz sekli ¢izmistir.

Sekil 1.1. Konisberg’in yedi kopriisiiniin Euler gosterimi



Bu sekil tizerinden calismalarini siirdiiren Euler bir zaman sonra bu teorinin miimkiin
olamayacagini anlamis ve hangi durumlarda miimkiin olurdu sorusu iizerine odaklanarak
problemin ¢oziimiinii “Solutio Problematis Ad Geometriam Situs Pertinentis” adli
makalesiyle yayimlamis ve graf teorisinin baslangicini olusturmustur. Ayrica topoloji-graf

iligskisini meydana ¢ikarmistir [2].

Bu dolagsmanin miimkiin oldugu graflarin su nitelikleri saglamasi gerektigini savunmustur:
Baglantili bir grafin biitlin elemanlarini bir ve sadece bir kez kullanarak dolasmak i¢in o
grafin tek dereceli koselerinin sayist (eger mevcutsa) iki olmalidir. Tek dereceli koseler
dolagsmanin baglangic ile bitis kdseleri olacaktir. Grafta boyle koseler mevcut degilse

dolasmaya herhangi bir kdseden baslanabilir [2].

Konigsberg kopriilerine sahip graf ¢izimine baktigimizda, bu sartin olusmadigini goriiriiz.
Ciinki tiim koseleri tek derecelidir. Hangi kdseyi ortaya alirsak alalim, her girise karsilik bir
cikis yolu olmaz. Dolayisiyla, Konigsbergliler, kentlerini her kdpriiyii bir ve sadece bir kez

kullanarak gezemezler.

Graf kelimesi, ilk defa 1822 yilinda J. J. Silvester tarafindan kullanilmistir [1].

Giinliik yasamimizda ¢okga problemin ¢oziimii i¢in tercih edilen graflar; satis, pazarlama,
isletme, yonetim, bilgi iletme, ekonomi, matematik, kimya, biyoloji, fizik, ulagim, bilgisayar
bilimleri, oyun teorisi, kodlama teorisi, arkeoloji, ekoloji, miizik, sanat ve sosyoloji gibi
birgok sahayr kapsamaktadir. Graf Teori; kentlerde, yol bakimi, ¢6p toplama, mektup
dagitimi, kar temizleme, polis araclarinin devriye rotalarinin belirlenmesi, elektrik
sayaglarinin okunmasi gibi islemlerde her yoldan veya her konuttan en az bir kere gegerek
miimkiin olan en kisa mesafenin belirlenmesinde kullanilarak ekonomiyi iyi ydnde
etkilemekte, ayrica zaman kaybin1 da engellemeye yardimci olmaktadir. Ayrica
navigasyonlarda en kisa yolun belirlenmesinde, otobiis ve metro gibi ulasim ara¢larinin
giizergahinin en 1iyi ve uygun sekilde olusturulmasinda, kanalizasyon yapilarinin
planlanmasinda kullanilmaktadir. Bilgisayar bilimlerinde ise; bilgisayar aglari, yazilim,
algoritmalar, diyagramlar, internet sayfalari, oyunlar, sosyal medya aglarinda ve daha fazla
alt alaninda kullanilmaktadir. Elektrik ve elektronik miihendisliginde ise ¢ok genis bir
kullanima sahip olup yaygin olarak devrelerin gdsterimi ve ¢6ziimii i¢in kullanilmaktadir.

Graf Teori ayrica diger miithendisliklerde de kullanilmaktadir.



Sonug olarak Graf Teori birgok uygulama alanina sahip olan matematigin ¢ok fazla gelismis

ve Onem arz eden bir alanidir.

Bu tezde c¢alismis oldugumuz Detour matrisini 1969 senesinde Frank Harary matematik
alanimna kazandirmig, Ivancive ile Balaban ise 1964 senesinde molekiiler bir grafin
maksimum yol matrisi ismi ile kimya alanina kazandirmistir. Randi¢ indeksi ise 1975 yilinda
Milan Randi¢ tarafindan literatiire kazandirilmistir. Sonrasinda tizerine yapilan ¢aligmalar

zamanla artmistir [3].

Bu tez calismasinda Detour matrisi ve agirlikli Detour matrisi ¢alistlmustir. ilk olarak
agirlikl graflar i¢in Randi¢ indeks kavrami yeniden olusturulmus, sonra ise bazi 6zel graflar
icin Detour matrisi incelenmis ve bu graflarin spektral yarigaplari i¢in alt ve iist sinirlar elde
edilmigtir. Son olarak Detour matrislerinden faydalanilarak genel graflarin spektral yarigapi

icin lemma ve teoremler elde edilmistir.






2. ESAS TANIMLAR

Bu kisimda tezde kullanilacak lineer cebir ve graf teori konularini igeren bazi esas tanimlar

verilmistir.

2.1. Genel Bilgiler

Tanim

A, n x n boyutlu bir kare matris ve x # 0, n X 1 boyutlu matris olmak iizere,

Ax = Ax (2.1)

olacak sekilde A skaleri mevcut olsun. (2.1) denklemi, I ,n X n birim matris olmak tizere,

(A—ADx =0 (2.2)

seklinde yazilabilir. (2.2) denklem sistemi agikar olmayan ¢éziime,

det(A — AI) = |A — AI| = 0 (2.3)

olmasi halinde sahiptir.

det(A — Al) ’nin hesaplanmasi halinde A 'ya bagli n — yinci dereceden monik bir polinom
elde edilir. Bu polinoma A’nin karakteristik polinomu denir ve K, (4) bigiminde gosterilir.
Yani K4(1) = det(A — Al) olur.

K,(A) = 0, A matrisinin karakteristik polinomu olarak adlandirilir. Bu karakteristik

polinomun koklerine A matrisinin 6zdegerleri ad1 verilir.

K,(A) = 0, n— yinci dereceden bir denklem oldugundan cebirin esas teoremi géz oniine
alindiginda tam olarak n tane kdke sahip olur. Bu koklerin hepsinin farkli olma zorunlulugu

yoktur.



Ax = Axveya(A — ADx =0 (2.4)

denkleminde sifira esit olmayan x ¢6ziimlerine A, n X n boyutlu matrisinin A 6zdegerlerine

karsilik gelen 6zvektorleri ad1 verilir. Bu tanimindan 6zdeger ve 6zvektorlerin

Ax; = Ax; (i = 1,2,...,n) (2.5)

esas formiilii elde edilir [4].

Tanim

A bir n X n boyutlu matris olmak tizere, A matrisine ait olan 6zdegerler A4, 4,, ..., 4, olup

bu matrise ait olan 6zdegerlerin kiimesi;

spek(A) = {11, A3, ..., A}

biciminde gosterilir.

p(A) = max{[Aq], ..., [Anl} (2.6)

ifadesine ise A matrisinin spektral yarigap1 ad1 verilir [4].

Tanim

A ve B matrisleri n X n boyutlu iki matris olmak {izere

B = P7lAP (2.7)

olacak bigimde tekil olmayan (detP =+ 0) bir P matrisi var ise, 0 zaman A ve B matrislerine

benzerdir denir.

Benzer matrisler denk matrislerin 6zel bir hali olup ve bu matrislerin determinantlart aynidir.
Benzer matrisler ayni1 karakteristik polinoma sahiptir ve bu nedenle de ayni 6zdegerlere

sahiptir [4].



Tanim

A = (a;j)nxn matrisi elemanlar1 karmagik sayilar olan bir kare matris olmak iizere,

AT =4 (2.8)

kosulu saglaniyorsa, 0 zaman A matrisine Hermityen matris ad1 verilir [4].

Tanim

A, n X n boyutlu bir Hermityen matris olsun. Sifirdan farkl biitiin x € C" igin

x*Ax >0 (2.9)

kosulu saglaniyorsa A matrisine pozitif tanimli matris ad1 verilir. Eger

x*Ax =0 (2.10)

kosulu saglaniyorsa A matrisine pozitif yari tanimli matris adi verilir. Pozitif tanimli her
matris ayn1 zamanda pozitif yar1 tanimli matristir. Eger A tekil olmayan pozitif yar1 tanimh

matris ise pozitif tanimli matristir [5].

Tanim

Bir A = (a;j)nxn kare matrisinin her bir eleman1 negatif olmayan bir gergel say: ise A
matrisine negatif olmayan matris ad1 verilir. Yani her i, j i¢in a;; = 0 olur. Negatif olmayan

matrisler bu nedenle pozitif matrislerin bir {ist kiimesidir [6].

Tanim

Herhangi bir n x n boyutlu A matrisi i¢cin PT AP matrisi iist blok iicgen olacak bicimde n X
n boyutlu bir P matrisi bulunabiliyorsa A matrisine indirgenebilir matris adi verilir.

Indirgenebilir olmayan matrise de indirgenemez matris adi verilir [6].



2.2. Graf Kavram
Tanim

Graf, nokta (kose) adi ile anilan sonlu olan ve bostan farkli V = {1,2, ..., n} nokta kiimesi ile
kenar adi ile anilan sonlu olan E kenarlar kiimesinden meydana gelen (V, E) ikili yapisidir.

Gosterim olarak ¢ = (V, E) veya G ifadeleri kullanilir.
E={{ij}:ijeV}yada E={ij:ij€EV}
bi¢imindedir [7].

Graf 6zetle noktalar ve bu noktalar1 birbirine baglayan kenarlardan olusan bir yapidir.

FR— R
2

Gl GZ

Sekil 2.1. Graf 6rnekleri

Sekil 2.1 de verilen G, ve G, graflari sirasiyla 3 nokta, 3 kenar ve 5 nokta, 4 kenar igerir.

Tanim

G = (V,E) nin rastgele iki tane i ve j koseleri arasinda en az bir tane kenar bulunuyorsa i

ve j koselerine komsu adi verilir ve gosterimi kisaca i~j bi¢gimindedir [7].

Sekil 2.1 de verilen G, grafinda 1 ve 3 noktalari komsu olup 1~3 ile seklinde gosterilir.



Tanim

Grafin bir i kosesine etki eden kenar sayisina o kdsenin derecesi adi verilir ve gosterimi d;
bi¢imindedir [7].

Sekil 2.1 de verilen G, grafiicind, = 2,d, = 3,d3; =1ve G, grafii¢cind; =0,d, =1,
d3 =3,d4 =2V€d5 =2d|l’

Tanmim

Baslangig ve bitis koseye ayni olan kenara ilmek ad1 verilir [7].

Sekil 2.1 ile verilen G; grafi i¢in {2,2} bir ilmektir.

Tanim

Bir grafta herhangi bir noktaya bagli olan kenar sayisi 0 (sifir) ise bu noktaya izole nokta, 1
(bir) ise bu noktaya pendant nokta (ug nokta) adi verilir [7].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi igin 1 bir izole nokta, G, grafi i¢in 3 bir pendant noktadir.

Tanim

Bir graf sayilabilir sayida nokta ve kenara sahip ise sonlu graf olarak, aksi durumda ise

sonsuz graf olarak adlandirilir [7].

Bir G grafinin m tane kenari ve vy, v, .... v, ile gosterilen n tane noktasi olsun. Bu grafin

noktalariin dereceleri toplami kenar sayisinin iki katina esit olup matematiksel olarak

Yicpdeg(v) =XiL,d(v) =¥, d; =2m

bi¢iminde ifade edilebilir [7].

Bu tez ¢alismasinda basit ve sonlu graflari kullanacagiz.
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Tanim

Bir G = (V,E) grafinin i ve j koseleri arasindaki en az kenar sayisina sahip yolun
uzunluguna i ve j koseleri arasindaki uzaklik (mesafe) ad1 verilir ve i ile j arasindaki mesafe

d (i, j) biciminde gosterilir [7].

Tanim

Bir G grafinin her nokta ¢ifti arasindaki maksimum uzakliga G grafinin ¢ap1 (diameter) adi

verilir ve ¢ap (G) veya diam(G) bi¢iminde gosterilir [7].

Tanim

Bir G grafinin her nokta ikilisi arasindaki minimum uzakliga G grafinin yarigap1 (radius) adi

verilir ve rad (G) bigiminde gosterilir [7].

Tanim

Grafta her kosenin yalnizca bir kere kullanildigi ardisik olarak ilerleyen k kose dizisine k-

uzunlugunda yol adi verilir [7].

Tanim

Rastgele iki noktasi arasinda en ¢ok bir adet kenar bulunduran ve ilmek bulundurmayan

grafa basit graf ad1 verilir [7].

Sekil 2.2. Basit graf



Tanim

Rastgele iki noktasi arasinda bir yola sahip olan grafa baglantili graf adi verilir [7].

Sekil 2.3. Baglantili graf

Tanim

11

Bir grafin her kenarina pozitif gergel say1 ya da pozitif tanimli kare matris islenerek elde

edilen grafa agirlikli graf adi verilir. Kenarm agirligmin gosterimi w;; bigimindedir.

Bir tane kosenin agirliginin gosterimi ise;

wW; = Z Wij
i~

dir. Kisaca kdsenin agirligini, o kose ile o koseye komsu olan koseler arasindaki kenarlarin

agirliklarinin toplami seklinde tanimlayabiliriz [7].

[95
19 7 65

Sekil 2.4. Agirlikl graf
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Tanim

Baslangig ile bitis kosesi ayni1 yola devir adi verilir ve n koseli bir devirin gosterimi C,

bigimindedir [7].

Sekil 2.5. Devir graf

Tanim

n koseli G basit grafinin rastgele iki kosesi arasinda kenar bulunuyorsa bu grafa tam graf adi

verilir ve gosterimi K,, bigimindedir [7].

Sekil 2.6. Tam graf
Tanmim

Ul =pve |W|=rolsun.V=UUW ve UNW # @ bi¢iminde gosterilsin. iki pargali
G(V,E) grafinda Vi € U kosesinin derecesi d; = r ve Vj € W kosesinin derecesi d; = p

olursa bu G (V, E) ye iki parcali tam graf ad: verilir ve gdsterimi K, , bicimindedir [7].
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DA

Sekil 2.7. Iki pargali tam graf

Tanim

n koseli olan iki par¢ali K; ,,_; tam grafina yildiz (star) graf ad1 verilir. n koseli bir yildiz

grafin gosterimi S, bicimindedir [7].

Sekil 2.8. Yildiz graf

Tanim

Her kdsesi ayn1 derecede olan graflara regiiler graf ad1 verilir. Ozel bir sekilde her noktas:

p dereceye sahip olan grafa p —dereceli regiiler graf ad1 verilir [7].

<P R

Sekil 2.9. 3-Regiiler graf
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Tanim

Koseleri iki (2) muhtemel derece igeren graflara bidegreed graf ad1 verilir [7].

Sekil 2.10. Bidegreed graf

Sekil 2.10 da soldaki grafta alti noktanin derecesi 2, bir noktanin derecesi 4’tiir. Sagdaki

grafta ise dokuz noktanin derecesi 2, bir noktanin derecesi 6’dur.

Tanim

Devir igermeyen ve baglantili olan graflara agac graf veya kisa bir sekilde agag¢ adi verilir.

Genellikle gosterimi T bigimindedir [7].

Sekil 2.11. Agag graf

Tanim

Bir agac grafta derecesi iki (2) olan bir adet kdse bulunuyorsa ve diger kdselerinin derecesi

1 veya 3 oluyorsa bu agag grafina ikili aga¢ adi verilir [7].
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Sekil 2.12. ikili agac graf

Tanim

Ikili agac grafta derecesi 3 olan noktaya karar denir [7].
Tanim

Bir G = (V,E) grafinin i ve j koseleri arasindaki maksimum kenar sayisina sahip yolun
uzunluguna i ile j koseleri arasindaki en uzun uzaklik adi verilir. i ile j koseleri arasindaki

en uzun mesafenin kenar sayisini L(i, j) bigiminde gosterecegiz [7].
2.3. Graflar icin Baz1 Matrisler
Tanim

G, n koseye sahip olan bir graf olsun. G grafinin komguluk matrisi A(G) = (a;j)nxn

biciminde gosterilir ve elemanlari

(1 i~
Aij = {0: diger

bi¢iminde ifade edilir. Komsuluk matrisi gercel ve simetrik olup matrisin tiim 6zdegerleri

gerceldir [7].
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3 Yy

Sekil 2.13. G5 grafi

Sekil 2.13 deki G5 grafinin komsuluk matrisi;

[01000]
[1 0 1 1 1|
AGy) =10 1 0o 1 ol
P 1 1 0 %
01 0 0 0

dir. Gortldigi tizere A(G3) komsuluk matrisi n X n boyutunda gergel simetrik bir matristir.

Tanim

G, n koseli baglantili olan bir graf olsun. G grafinin n X n boyutundaki Detour matrisi

DM(G) = (d;j)nxn bigiminde gosterilip, elemanlar

_ (LG s i#F ]
G=1"0 i=j

bi¢iminde ifade edilir. Buradaki L(i, ), i ile j kdseleri arasindaki en uzun uzakligin kenar
sayisidir. Kisaca iilej koseleri arasindaki maksimum kenar sayisina sahip yolun

uzunlugudur diyebiliriz [3].
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3 2

Sekil 2.14. G, grafi

Sekil 2.14 deki G, grafinin Detour matrisi;

0 3 3 2 4
13 0 2 3 1|
DM G, =13 2 0 3 3|
23304J
4 1 3 4 0

dir. Goriildigi tizere DM (G,) Detour matrisi n X n boyutunda gergel simetrik bir matristir.
Tanim

G, nnoktaya sahip agirlikli, baglantili graf olsun. G grafinin agirlikli Detour matrisi

(DM)y, (G) = (dij)nxn bigiminde gosterilmek {izere elemanlar

o 0 ;L=

bigiminde ifade edilir. Buradaki L,,(i,j), i ile j koseleri arasindaki yolda kenarlarin
agirliklarmin en ¢ok olacak bigimdeki toplamidir. Bu yol G grafindaki en uzun yol olmak

zorunda degildir [8].



18

3 2 4

Sekil 2.15. Agirlikli G5 grafi

Sekil 2.15 deki Gg grafinin Agirlikli Detour matrisi;

[0 11 14 12 15]
[11 0 18 20 4|
(DM),,(Gs) =114 18 0 19 22|
12 20 19 o0 24
lis 2 22 24 ol

dir. Goriildiigi tizere (DM),, (G5) matrisi n X n boyutlu kare simetrik bir matristir.
2.4. Detour Indeksi ve Randi¢ Indeksi

Randi¢ indeksi ilk kez 1975 yilinda Milan Randi¢ tarafindan branching (dallanma) indeksi

altinda tamitilmstir.
Tanim

G grafinmn Detour matrisinin tiim elemanlarinin toplaminin yarisina G nin Detour Indeksi

ad1 verilir ve gosterimi DI(G) bigimindedir [8].
Sekil 2.14 de verilen G, grafi i¢in DI(G,) = 28 dir.

Tanim

G baglantili graf olsun. G nin Randi¢ Indeksi;



R(G) = ziN,-J%dj

bi¢iminde ifade edilir. Burada d; ve d; sirasiyla i ve j noktalarinin dereceleridir [7].

1 - Y

5

Sekil 2.16. G4 grafi

Sekil 2.16 daki G grafinin Randi¢ indeksi asagidaki gibi hesaplanir.

1
R = R(Ge) = Zi~dej

1 1 1 1
Jdid;  Jdids  \Jdids  [dsds

1 ~
= + = + Noxi 1,692

B
B

+

=

=y

Goriildugii tizere Randi¢ indeksi noktalarin dereceleri ile ilgilidir.
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3. YARDIMCI TEOREM VE LEMMALAR

Bu boélimde 6nce bazi esas lemmalar ve sonuglar1 belirtip ardindan esas teoremleri

verecegiz.
Ozellik

G, n koseye sahip tam graf olsun. G grafinin Detour matrisi DM (G) = (d;j)nxn 0lmak lizere

di ; i#]j
dif:{ 0 ;i=j

bi¢imindedir [9].
Ozellik

G, n adet nokta ve e adet kenara sahip olan basit ve yonsiiz bir graf olsun. G grafinin
noktalarinin kiimesi V = (v, vy, ..., ;) Ve Vi = 1,2, ...,n igin v; noktasinin derecesi ise
d; = deg(v;) olarak gosterilsin. A(G), G grafina ait komsuluk matrisi olmak iizere V n X
n boyutlu A matrisinde o (A) spektrumu A matrisinin tiim 6zdegerlerinin ve 6zdegerlerinin
mutlak degerce en bilyiigii olan 7,;(4) spektral yarigapinin kiimesidir. Gergel ve de simetrik

matris olan A(G) komsuluk matrisinin n adet gergel 6zdegeri bulunur. Kisaca;
2i(G) = A;41(G) ,i=12,...,n—1dir.

A1(@), G nin spektral yaricapidir. Yani,

M (G) = r,(A) dir.

W (A) bi¢iminde ifade edilen, n X n boyutlu gergel ve de simetrik A matrisine ait sayisal

agirlik asagidaki bigimde ifade edilir:

W(A) = {xtAx:x = (x1, x5, ., Xp) ' eR™, Y | |2 = 1} (3.1)
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Her ¥, |x;|? = Lile x € R™ igin 1,(G) < x*A(G)x < A,(G) olur. Ayrica

n
A(G) = sup {xtAx:x = (x4, %5, ...,xn)te]R{n,z

;| = 1}
i=1
ve
1,(G) = {xtAx: x = (x4, X5, .., X)L eR™, ¥ |x;|? = 1} dir [10].

Lemma

A, negatif olmayan n X n boyutunda bir matris olsun. A matrisinin en biiyiik 6zdegeri p(A)

i¢in,
i . < < .
1mSl_1Sr}l 1 <p(4) < gg)% T; (3.2)

olur. Burada r;, A matrisinin her bir satir toplamimi ifade eder. Eger ki A matrisi
indirgenemez ise esitlik, her satirdaki elemanlarin toplaminin esit olmasi (her r; nin birbirine

esit olmasi) halinde saglanir [11].
Lemma

B en biiyiik 6zdegeri (mutlakca) p; olan n X n boyutlu bir Hermityen matris olsun. Her x €

R™ (x # 0), y € R™ (¥ # 0) icin spektral yarigap |p; | olmak iizere

|X*By| < |p: VX% ¥ty 3.3)

olur. Esitligin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X in p; e karsilik gelen B matrisinin bir

0zdegeri olmasi ve ayni zamanda bazi a € R skalerleri i¢cin y = ax olmasidir [12].
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Lemma

B;, By, ..., Bx, n —mertebeli pozitif tanimli matrisler ve B = Y, B; olsun. Her i icin %,
p1(B;) en bitylik 6zdegerine karsilik gelen her B; matrisinin 6zvektorii ise, X ayni zamanda

p1(B) en biiylik 6zdegerine karsilik gelen B matrisinin de bir 6zvektoridiir [5].
Teorem

G baglantili, basit ve agirlikli graf olsun. Ayrica p;, G grafinin en biiyiik 6zdegeri (mutlakca)

olsun. p;, G grafinin spektral yarigapidir ve

p1 < ITl.l~a]X{\/Zk:k~iP1 (Wik) Xk~ P1(Wii) } (3.4)

bi¢imindedir. Burada w;;, ij kenarmin p mertebeli pozitif taniml1 agirlik matrisidir. Ayrica

esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart;

(1) G grafinin regiiler-agirlikli veya G grafinin iki pargali semiregiiler-agirlikli bir graf
olmasidir.

(i) Vi, j icin, w;; ifadesinin p; (w;;) en biiyiik 6zdegerine karsilik gelen ortak bir 6zvektdre
sahip olmasidir [5].

Lemma

G , n koseye sahip ve e kenara sahip graf olsun. G grafinin komsuluk matrisinin bir 6zdegeri

de A olsun. Bu 4 6zdegerine karsilik elde edilen 6zvektor x = (xq, X5, X3, ..., X,,)" iS€;
)lxl-=2j‘,,i~,,j xj ; (=12,..,nigin (3.5)

bi¢imindedir [10].
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Teorem

G , n koseye sahip ve e kenara sahip basit graf olsun. d;, v; noktasinin derecesi ve 4;(G)

0zdegeri A(G) komsuluk matrisine ait en biiyiik 6zdeger oluyor ise

24(6) < J max Y, d; (36)

bi¢imindedir [10].
Teorem

G, n noktali ve d; = d, = -+ = d,, derece dizisine sahip baglantili, basit graf olsun. p(G),

G grafinin spektral yaricapi ise;

di—1+/(d;+1)2+4(i-1)(d1—d;)
2

p(G) < (3.7)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n aralifina diismektedir. Ayrica buradaki i i¢in iki durum

s6z konusudur:

(i) i = 1 ise esitlik sadece G grafinin regiiler graf olmasi durumunda saglanr.

(i) 2 < i < n ise esitlik sadece G grafinin ya bidegreed graf ya da regiiler graf

(di=dy=-=di_y=n—1iled; =+ =d, = 6) olmasi kosulu ile saglanir [13].

Teorem

G, nnoktalive d; = d, = +-- > d,, derece dizisine sahip olan baglantil1 basit graf olsun.

p(G) G grafinin spektral yarigapi ise;

di—1+\/(di+1)2+42§;§(dl—di)
2

p(G) < (3.8)
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dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligina diismektedir. Ayrica buradaki i igin iki durum

s0z konusudur:

(i) i = 1 ise esitlik sadece G grafinin regiiler graf olmasi durumunda saglanir.

(if) 2 < i < n ise esitlik sadece G grafinin ya bidegreed graf ya da regiiler graf
(di=dy=--=di_y=n-1iled; =+ =d, = 6) olmasi kosulu ile saglanir [14].
Teorem

M = (m;;) kosegendeki elemanlar1 sifir olan ve n Xn boyutlu negatif olmayan,
indirgenemez olan matris olsun. Ayrica p(M) 6zdegeri, M matrisinin en bilyiik 6zdegeri ve

S1,S2, e, Sp(S1 = 55 = -+ = s;,) satirlarin toplami ve a = max {m;;} olsun. O durumda
<i,jsn

si—a+y/(si+a)2+4a(i—1)(s1—s;)
2

p(M) < (3.9)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n aralifina diismektedir. Ayrica buradaki i i¢in iki durum

s6z konusudur:

(i) i = 1 ise esitlik sadece M matrisinin biitlin satir toplamlarinin esit olmas1 durumunda
saglanir.

(ii)2 <i<niseecsitlik sadece s; = s, =+ =5;_1>s; = =5s,ilel <l <nve
1<j#1<i-1,my = a olmasi kosulu ile saglanir [15].

Sonug

G , n noktali basit ve baglantili ve de satir toplamlart s; > s, > -+ > s, olan bir graf olsun.

G grafinin ¢ap1 d olmak tizere

si—d++/(s;+d)2+4d([i—-1)(51—5;)
2

p(D(G)) < (3.10)
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dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligina diismektedir. Ayrica esitlik sadece G grafinin

bir uzaklik regiiler grafi olmasi kosulu ile saglanir [15].

Teorem

M = (m;;) kosegen elemanlart sifir (0) olan ve n xnboyutlu negatif olmayan,
indirgenemez olan matris, p(M) O6zdegeri, M matrisinin en biiylik Ozdegeri ve

S1,S2, «,Sp (81 = S5 = -+ = s,,) satirlarin toplami ve a = 1r<ri1:;_1§n{mij} olsun. O durumda

si=a+ [(sp+ ) +4d i1 s1-50)
2

p(M) < (3.11)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n aralifina diismektedir. Ayrica buradaki i i¢in iki durum

s0z konusudur:

(i) i = 1 ise esitlik sadece M matrisinin satir toplamlarinin esit olmasi kosulu ile saglanir.

(i)2 <i <niseesitlik sadece s; = s, =+ =s5;_1>5; =-=5,ilel <l <nve

1<j#1<i-1,m = a olmasi durumunda saglanir [15].

Sonug

G , n noktali basit ve baglantili bir graf olsun. Ayrica satir toplamlar1 s; = s, = -+ > s,

olsun. G grafinin ¢ap1 d olmak tizere

Si—d+\/(si+d)2+4d Z%;i(sl—si)
2

p(M) < (3.12)

dir. Burada bahsedilen i, 1 < i < n araligina digmektedir. Ayrica esitlik yalnizca G grafinin

bir uzaklik regiiler grafi olmasi ile saglanir [15].
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4. AGIRLIKLI GRAFLARIN DETOUR MATRISi

Bu boliimde agirlikli Detour matrisleri i¢in Randi¢ indeksi tekrardan ifade edilmis, 6zel bazi
graflarin Detour matrisi elde edilmis ve elde edilen matrislerin en biiyiik 6zdegerleri icin alt

ve Ust smirlar bulunmustur.

Ozellik

G bir agirlikli, baglantili graf olsun. G grafinin agirlikli Detour matrisine uyarlanan Randi¢

indeksi

1
RI(G) = Y ———
© ;\/LW(DLWU)

bi¢iminde verebilir. Buradaki

L= ) w(e

ex€P(it)

dir. Burada w(ey) ifadesi t # i olacak bigimde t ile i kdseleri arasindaki yolda kenarlarin

agirliklarinin maksimum olacak bigimdeki toplami olarak alinur.

Ornek

4

Sekil 4.1. G grafi
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G grafinin agirlikli Detour matrisi

0 7 8 5
|7 o 15 8
DMy, (G) = 8 15 0 13
5 8 13 0
dir. Buradan
1 1 1 1
R, (6) = VLWL, (2) + VLwDLy(3) + JLw Ly, (4) + JLw@)Ly(4)

olup
Lw(l) = ZekeP(l,t) W(ek) =74+ 8 + 5 =20 ,t = 2,3,4‘
Lw(Z) = ZekeP(Z,t) W(ek) =7+ 15 +8 =230 = 1,3,4‘

LW(S) = ZekEP(3,t) W(ek) == 8 + 15 + 13 = 36 ,t = 1,2,4‘

Lw(4‘) = ZekEP(4,t) W(ek) =5 +8+4+ 13 =26 = 1,2,3
ve
RI,(G) = — L L L_~0,158

v20.30  +/20.36  +20.26  /30.26
olarak elde edilir.
Ozellik

G, n koseli yildiz graf olsun. G grafinin Detour matrisi DM (G) = (d;;)nxn Olup

1 ;i~j
dj=12 ;i+j (4.1)
0 ;i=j
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bigimindedir.

Ornek

3@ 2

4

Sekil 4.2. G yildiz grafi

G yildiz grafi i¢in Detour matrisi

DM(G) =

NN RO
R RO R
N O RN
ON RN

olarak elde edilir.

Teorem

A1, n noktali G y1ldiz grafinin spektral yarigapi i¢in

n-1<1, <2n-3 (4.2)

dir.

fSpat

Yildiz grafta n — 1 dereceli bir adet kose vardir. Bu koseyi j ile gosterelim. Bunun digindaki

diger tiim koseler 1 dereceli olur. 1 dereceli rastgele iki kose olan i ile k koselerini alalim.
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i~jolup L(i,j) = 1vei + kolup L(i, k) = 2 olarak bulunur. Bunlardan dolay1 bir S, y1ldiz

grafinin Detour matrisi j = 1 i¢in

0111
1022
1220

bi¢iminde elde edebiliz. Tiim bunlardan

minr; =1n—1) ilemaxr;, =2(n—-2)+1
1<isn 1<isn

olup (3.2) den dolay1
n—1<1,<2n-3
sonucuna ulasiriz.

Ornek

Sekil 4.2 deki G yildiz grafinin spektral yaricapt A; = 4,645 olmak iizeren —1=4—1 =

3ve2n—3=24—-3=50lupn—1<1; <2n - 3olarak elde edilir.
Ozellik

K

»r» 1 koseli iki parcali tam graf olsun. K, - grafinin Detour matrisi

bi¢iminde blok matrisi olup A = (a;;)pxp » B = (bij)rar V€ C = (Cij)pxr icin

2p—2;10+*]
al-j={p bi

{Zp A cj=2p—1 (4.3)
0 ;i=j "

0 ;i=j

]
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bicimindedir. Her bir matris kendine 6zel elemanlar bulundurmakta ve farkli boyutlara sahip

olmaktadir.

Ornek

3 4 5

Sekil 4.3. K, 3 tam iki parcali grafi

K, 5 tam iki parcal1 grafinin Detour matrisi

0 2 3 3 3
2 0 3 3 3]
DM(K,3)=|3 3 0 4 4
3 3 4 0 4
3 3 4 40
. . AC , 0 2
biciminde blok matris olup DM(K2_3)= [ cT B] olmak iizere A = 9 O],B =
0 4 4
[4 0 4‘ veC = [3 3 g] seklindedir.
4 4 0
Teorem

Ay, bir K, - tam iki pargal1 grafinin spektral yarigapr i¢in

20—-1)?+rRp—-1) <A <p2p+2r-3) (4.4)

dir.
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fspat

n koseli tam iki pargali graf K, ,- ise bu grafin Detour matrisini

AC
DM(Ky,) = | /7 )
ve
A= (aij)pxp » B = (bij)rxr V& C = (Cij)pxr Olmak lizere

_(2p—25i%] _(2p i), cii=2p—1
“U‘{ 0 ;i=j ° bl,—{o si=j /

bi¢iminde bloklar seklinde ifade edebiliriz. DM (Kp’r) matrisinin bloklara ayrilmis halinden

ve de A, B, C matrislerinin yapisindan 6tiirii A matrisinin oldugu satirda

minr;=pP-1)C2p—-2)+r2p—-1) (4.5)

1<isn

B matrisinin oldugu satirdaysa

max1; =p2p—-—1)+ (@ —1)2p (4.6)

1<isn
olup (4.5) ve (4.6) i¢in (3.2) uygulanirsa iddia saglanir.
Ornek

Sekil 4.3 deki K3 iki parcali tam grafinin spektral yaricapt 4; = 12,937 olmak iizere
22-1)%+3(122-1)<12937<2(22+23-3) olup 11<12937 <14 elde

edilir.
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Ozellik

G, n koseli devir olsun. G grafinin Detour matrisi DM (G) = (d;j)nxn

n—1 ; i~j
dij={n—d(i,j)i~] (4.7)
0 S
bi¢imindedir.
Ornek
2
1 3
6 4
5

Sekil 4.4. G devir grafi

G devir grafinin Detour matrisi

0 5 4 3 4 5
5 0 5 4 3 4

|14 5 0 5 4 3
DM(G)‘345054
4 3 4 5 0 5

5 4 3 4 5 0

olarak elde edilir.

Teorem

A1, bir n koseli C,, devir grafinin spektral yarigapi igin
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{Zan —a(a+1) © ntek

= 2_ .
h 3n”—4n ; mGift

(4.8)

4
n -
olup burada a = lEJ dir.
fspat
C,, devir grafina ait Detour matrisi n nin tek ve ¢ift olma durumlarina gére sirasiyla

[ 0 n—1n—-2- [] n—2n—1]

[n—1 0 n—1m, n—3n—ﬂ
n—1n—-2n-—3 - n—l 0
ve

[ 0 n—1n-2~2+n-2n—1]
[n—-1 0 n—1-:-n-3n-2|
n—1n—2n—-3-=:+"n—-1 0

bi¢ciminde ifade edilebilir. Devir grafin Detour matrisinin tiim satir ve siitun toplamlar

birbirine esit olup (3.2) kullanilirsa

Ay = minr; = max r;
1<isn 1<isn

dir. Bu nedenle Detour matrisine ait bir satirdaki elemanlarin toplami r; olmak tizere

n tek olmasi halinde;

Al:’ri:Z(n_1)+2(n_2)+“.+2[§]

=zgn—1y+m—2)+m+(n‘ED}
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=2{(+n+-+n) - (1+2+-+[3)}

ol e+ &
(4.9) de a = |2 alursak:
A = 2an — a(a + 1)

elde edilir.

n gift olmast halinde;

zl=ri=2(n—1)+2(n—2)+---+2<n—(2—1)>+§
=2{(n—1)+(n—2)+---+(n—(§—1))}+§
=2{(+n+-+m)—|1+2++(E-1)[}+3

-2 (3-1) -2 2

2 _ (n?-2n) n
= (n° —2n) T T3
_3m*-2n) n
- 4 2
3n%2—4n
_ (4.10)

4

Sonug olarak (4.9) ile (4.10) g6z 6niine alindiginda ispat tamamlanir.
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Ornek

3.62-4.6
b

Sekil 4.4 deki G devir grafi i¢in spektral yarigap, n = 6 ¢ift olmak lizere 1; = 21

olarak bulunur. Gerg¢ekten G devir grafinin spektral yaricap: 21 dir.

Ozellik

G grafi ikili agag olsun. DM(G) = (d;j)nxn G grafinin Detour matrisi olup elemanlar:

4o = {ni + 1 ; eger i ve j kdkin farkli tarafinda ise (4.11)
U si+ s 5 egerive j kokun aynt tarafinda ise '
dir. Burada n;, ikili agacin kokiine gore i kosesinin seviyesini ifade eder. k;;, i ve j

koselerinin ortak karar kosesi olmak iizere s; ise i kdsesinden k;; kosesine olan uzaklig:

ifade eder.

Ornek

5 6

Sekil 4.5. G ikili agag

G ikili agact i¢in Detour matrisi

DM(G) =

NNNNR PO
W WkERrERPRNORE
_,m W WO N R
AR NOWRN
AR ONWR N
N O DB P W
OB RWN
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olarak elde edilir. Bu Detour matrisinin elemanlari incelendiginde 6zelligin saglandigi

goriilmektedir.
Lemma

G, n koseye sahip ve e kenara sahip basit graf olsun. x = (x4, x5, ..., x,)" , D(G) Detour

matrisine ait 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor olsun.

Ax; = Yi=1dijx; (4.12)
dir.

fspat

A, D(G) Detour matrisinin bir 6zdegeri ve x = (x4, x5, ..., X,,)* bu 6zdegere karsilik getirilen

0zvektor olmak iizere

Dx = Ax

= x'Dx = Ax'x

= 220 ic1 i< dijXiX) = Xieq X

Her tarafin ayr ayr x; ye gore tiirevini aldigimizda Vi = 1,2, ..., n i¢in
237, dijx; = 2Ax;

= Ax; = Xio1dijx;

esitligine ulasilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem

G, n koseye sahip ve e kenara sahip basit graf olsun. A;, D(G) = (d;;)nxn Detour matrisine

ait en bliyiik 6zdeger olsun. O halde

dir. Burada L;;, i ve j koseleri arasindaki en uzun uzaklik ve de d; = j=1d;; olarak ifade

edilir.
fspat

D(G) Detour matrisine ait 6zdeger A ve A 6zdegerine karsilik getirilen bir birim 6zvektor

X = (%x1,%z, ..., X,)" € R™olsun. d; = ¥, d;; olup (4.12) goz éniine alindiginda

Ax; = Yi, dijx;

= 22x} = (X}, dijxj)z

=1 = ?=1(Z;'l=1dijxj)2

= 2 =Y (df +d5 + -+ da)xf + 237 oy e XX (dygdyj + doidy; + o+ diidyy)
> A2<Y, dlz x? + Z?j:l,i<j(xi2 + ij)(d1id1j + dyidyj + o+ dpidng)

Yukarida kalan ifadenin ikinci tarafindaki x;2 nin katsayisi



di1dy;  + dydy  +
+  dipdyy + dpdy  +
_.|_ cee + cee +
+ dyi1dy; + dyiqdy +
+ dyipdy + dyipady +
+ cee + cee +
+  dipdy  + dapdy +

olup bu toplam dy;(d; — dy;) + dai(ds

Detour matrisin tanimini diisiiniirsek;

+++ +++ +

~ 2 5
= A S S [+ Ty Ly (d — L)«

> 2 <YL, 2T _,L;;%d; x;?

2 253
=>1° < mlag(lzj 1 Lijod; Yoy %

:/’l<\/max2 ijod;

ve A keyfi secildiginden

Al S\/maxz UZCZJ

1<isn

ifadesine ulagilir.

dnldni

dnzdni
dn,i—ldni
dn,i+1dni

dnn dni

- dzi) + -t dni(d~n

ij) xiz

39

—dm-) toplamina esittir.
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Ornek

4

Sekil 4.6. G grafi

G grafinin Detour matrisi

0 3 3 2
3 0 2 3
DMG =13 5 o 3
2 3 3 0

olarak bulunur.
G grafinin spektral yarigapt 1, = 8 olup

max Y7, L;;°d; = 32.8 + 32.8 + 22.8 = 176

1<isn

dir. Buradan

Jmax Y Litd; = V176 = 13,26

1<isn

olup A; < 13,26 olarak elde edilir.
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Teorem

G, n koseye sahip graf ve G grafinin D(G) = D = (d;j)nxx, ile ifade edilen Detour matrisi,

d,,d,, ...,d, uzakliklariin toplami (dp =yt dpl-) ve k= 1rsnpi£1n dp olarak alinsin.

D matrisinin en biiyiik 6zdegeri p(D) olsun. O halde

. s k2 , - s . L
(1—1)(k+2dk)+2\/—7(12+SL)—Zk(dk(1+21)+dl(1+1))—21dkdl
2(di—k(i-1))

p(D) = (4.14)

bigimdedir.
fspat

i =1 veya d, = d; = k olmas1 halinde esitsizlik dogru olur. (3.9) dan esitlik sadece G

regiiler graf olmasi kosulu ile elde edilir. dj, # k ile d; # k oldugunu varsayalim.

2<i<n,

. Dy D . e .
G grafinin Detour matrisi D (G), [Dll D12] bi¢iminde yazilabilir. Burada D;, matrisi, (i —
21 P22

1) X (i — 1) ve Dy, matrisi, (n—i+ 1) X (n—i+ 1) boyutludur.

1
Uz[’d"‘1 0 ]ve y-1=|xli-n 0 x>0
0 In—i+1

li_qy, (i—1)x (i—1) boyutlu bir birim matris ve I,_j.;,(n—i+1)xXxn—-i+1)

boyutlu bir birim matristir.

1
B = U—lDU — [Dll ;D12l
XDy Dyy

D ve B matrisleri benzerdir. Karakteristik kokleri aynidir. Bu nedenle
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p(G) = A,(D) = A,(B) olur.

B nin satir toplamlarina {ry, r,, ---, 1, } diyelim.

1<Il<i-1igin

n=Xl1dy +§Z?=i dyj

=1 = %2?:1 dy; —i idy + X ay
sn =2y dy+(1-2)3dy
=>n = %al + (1 —%) j.-_:lldlj
i<k<nigin

T = XZ§;11 dij + Xi=; di;j

=1 =X Yoy diy — x X5 diy + X0 di
> 1= x X dig + (1—x) X5 dy
=1 = xd + (1 —x) X2 dyj

buradan

Yidi<i@-2Dk, 1<i<i-1
Yiidy <(—-Dk,  i<k<n

1<l<i-1igin d, = min “ld,

(4.15)

(4.16)

(4.17)


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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i<k<nign d, = min Y dia

oldugundan (4.17) ifadesi (4.15) ve (4.16) da yerine yazildiginda
rlsial+(1—§)(i—2)k, 1<l<i-1
ne<xdp + A—-x)({-1k, i<k<n

ifadesine ulagilir. Tiim bunlardan
max{ry, 1y, -+, 1} < max {i d, + (1 — i) (i—-2)kxd, + A—x)(i- 1)k}.

1~

“d +(1-3) (-2 k=xd + A-0G-Dk

esitligi ¢Oziiliir ise

k2 N (L N
—kiz\/T(S—12l)—lk(dk+dl)+k(2dk+dl)+dkdl
2(d—k(i-1))

x = (4.18)

elde edilir.

x > 0 ilei > 2 olmak tizere

p(D) =k + (x—1)(i — 1) de (4.18) esitligi ilgili yere yazildiginda,

. - k2 , - N , .
(1—1)(k+2dk)+2J—7(12+51)—2k(dk(1+2l)+dl(1+l))—21dkdl
2(dg—k(i-1))

p(D) =

ifadesine ulasilir.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
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Ornek

1@

Sekil 4.7. G grafi

G grafinin Detour matrisi

[0 1 3 3 4
[1 0 2 2 3]
pMG) =13 2 0 2 1|
l32203J
4 3 1 3 0

olarak bulunur.

G grafinin spektral yarigap1 A, = 9,772 ve d; =11, d, =8, d; =8, d, =10, ds = 11

olarak bulunur.

Egeri = 4 almirsa, k = 8, d,, = 8, d; = 8 i¢in x = 0,655 olup bu degerleri

M2k+x-1)({-1)

ifadesinde yerine yazarsak

A, =8+ (0,655 —1)(4—1) = 6,965

elde edilir.

Egeri =5,k =38, ak =8ve al = 8 alir ise x = 1,08 bulunur.

Bu degerleri tekrar


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=D%CC%83&action=edit&redlink=1

Azk+(x—-13E-1)

ifadesinde yerine yazarsak

A1 =28+(1,08—-1)(5—-1) =832

elde edilir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak agirlikli Detour matrisinin Randi¢ indeksi hesaplanmuistir.
Ayrica basit ve baglantili graflarin Detour matrisinin en biiylik 6zdegeri igin alt ve tist sinirlar
bulunmustur. Daha sonra bu sinirlar bazi 6zel graflara ve genel graflara uyarlanmistir. Ve
bulunan bu smirlar, teoremlerde ifade edilen simirlari ispatlamaktadir. Hala Detour
matrisinin en bliylik (mutlakca) 6zdegeri i¢in smirlar ile ilgili ¢alismalarimiz devam

etmektedir.
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