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OZET

1940 yilinda Stanislaw Ulam, Wiskonsin Universitesinde fonksiyonel denklemlerin
kararlhiligi ile ilgili bir problemi ortaya koymustur. Donald H. Hyers bir sonraki yil,
Ulam’in bu sorusuna Banach uzaylar iizerinde toplamsal doniigiimler icin kismi
olarak bir cevap vermigtir. Fonksiyonel denklemlerin kararlilik problemi, Ulam’in bu
sorusuna Hyers’in verdigi teoremle baglamigtir. Yaklagik otuz yil 6nce Ulam’in
problemi ve Hyers teoreminin ¢esitli genellemeleri ile baglantili olarak bircok caligma
yapitlmigtir. 1978’de Themistocles M. Rassias, Hyers’in teoremini Banach uzaylar
tizerinde genigletmeyi bagarmigtir. Daha sonra Ulam problemi fonksiyonel denklemler
yerine bazi diferensiyel denklemler icin tanimlanip aragtirilmistir. Ik olarak Alsina
Ger 1998 yilinda, birinci mertebeden y'(t) = y(t) lineer diferensiyel denkleminin
Hyers-Ulam kararliligini aragtirmigtir. Gostermistir ki her ¢ € [ igin y : [ — R
fonksiyonu |y (t) — y(t)| < € esitsizligini saglayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
g'(t) = g(t) denklemini saglayan bir g : I — R fonksiyonu vardir éyle ki her ¢ € [
icin |y(t) — g(t)] < 3e saglamir. Bu tez caligmasinsa ilk olarak bazi fonksiyonel
denklemlerin, birinci basamaktan lineer veya lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
ve yiiksek basamaktan sabit katsayili homogen lineer diferensiyel denklemlerin
kararliligi incelenmistir. Ikinci olarak bazi Gzel tipte birinci basamaktan lineer
diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararligi incelenmigtir. Son olarak lineer
diferensiyel denkleme doniigebilen Bernoulli diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam
kararlhihg: ispatlanmigtir.
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ABSTRACT

In 1940, Stanislaw Ulam posed a problem with the stability of functional equations at
the University of Wisconsin. The next year Donald H. Hyers gave a partial answer to
the Ulam’s question for additive transformations on Banach spaces. Stability problem
of functional equations started with the theorem of Hyers. During the last three
decades very important contributions to the stability problems of functional
equations were given by many mathematicians. In 1978, Themistocles M. Rassias was
able to expand Hyers’ theorem on Banach spaces. More than thirty years ago, a
generalization of Ulam’s problem for some diferential equations was proposed and
investigated by replacing functional equations with differential equations. In 1998,
Alsina Ger investigated the Hyers-Ulam stability of the first order 3/(t) = y(¢) linear
differential equation. They proved that if a differentiable function y : I — R satisfies
|f'(t) — f(t)| < e for all t € I, then there exist a differentiable function g : I — R
satisfying ¢'(t) = g(t) for any ¢ € I such that |y(t) — g(t)] < 3¢ for every t € I . In
this thesis, we firstly study the stability of some functional equations, linear or
non-linear differential equations of first order and higher order homogeneous constant
coefficient linear differential equations. Secondly, we prove the Hyers-Ulam stability of
some special kind of linear differential equations of first order. Finally, we prove the
Hyers-Ulam stability of Bernoulli differential equations that can be converted into
linear equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida

sunulmusgtur.

Simgeler Aciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

R+ Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi

CY(I) [ iizerinde siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar uzay1
(X, D) Metrik uzay

] Mutlak deger

Il-1] Norm

€ Elemanidir

C Alt kiime

> Toplam sembolii

inf Infimum, Alt sinirlarin en biiy{igii
sup Supremum, Ust simirlarin en kiiciigii
max Maksimum

min Minimum

exp () x sayisinin e tabanindaki goriintiisii

Re(z) z say1sinin reel kismi



1. GIRIS

Tarihsel olarak bakildiginda, diferensiyel denklemler ile ilgili ilk caligmalarin
diferensiyel denklemlerin kurucusu olarak bilinen Newton tarafindan yapildig
goriilmektedir. Daha sonra Leibnitz, Bernoulli, Euler ve Cauchy gibi bircok bilim
insani diferensiyel denklemlerin geligtirilmesine ve bu denklemlerin ¢oziimleri ile ilgili

sistematik yapilarin kurulmasina katkida bulunmuslardir.

Giiniimiizde matematik, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, tip, ekonomi ve sosyal
bilimler gibi bir¢ok uygulama alanina sahip olan diferensiyel denklemler ile ilgili
calismalar hizli bir sekilde ilerlemektedir. Bu calismalar denklemin analitik
¢oziimlerinin belirlenmesi, denklemin ¢6ziimiiniin davraniginin incelenmesi ve

denklemin ¢oziimiiniin yaklagik degerinin belirlenmesi geklinde gruplandirilabilirler.

Her denklemin elemanter ¢oziimleri elde edilemediginden verilen denklemin ¢oziimiinii
elde etmeksizin c¢oziimlerin Gzelliklerini incelemek miimkiindiir. Bu anlamda
¢ozlimlerin siirhhgy, sifirlarinin sayist ve dagilimi, salimmliligi ve kararlhiligi gibi

kalitatif incelemeler yapilabilmektedir.

Bu calismada diferensiyel denklemlerin kararhhgi ve 1940 yilinda Ulam tarafindan
ortaya atilan ve 1941 yilinda Hyers tarafindan cevaplandirilan bir problem ile ortaya
¢ikan Hyers-Ulam kararliligi incelenmigtir. Bu incelemeyi yaparken 6nce fonksiyonel
denklemler ele almmgtir. Bu ¢aliymada F(x+y) = F(x) + F(y) ve
F(zy) = F (z) 4+ F (y) gibi fonksiyonel denklemlerin birka¢ tanesi detayli olarak ele

alinmagtir.

1993 yilinda fonksiyonel denklemler icin Hyers-Ulam kararliligi Obloza tarafindan
diferensiyel denklemlere uyarlanmigtir ve 1998 yilinda Alsina ve Ger tarafindan
geligtirilmigtir. Bu ¢aliymada bunlardan v’ = y, v = ay ve ¥/ + g (t) y = 0 gibi bir kag
denklemin Hyers-Ulam kararliligin1 detayh olarak ele alinmigtir.

Son olarak homogen olmayan diferensiyel denklemin

Yy +pt)y=Gl(ty)

seklindeki formu ele alinmig ve ilk olarak G (¢,y) = q (t) 6zel hali almarak

Yy +pt)y=qlt)



birinci basamaktan lineer diferensiyel denkleminin daha sonra G (t,y) = q(t)y"

alinarak lineer diferensiyel denkleme doniigebilen

Yy +pt)y=q(t)y"

Bernoulli diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-

Rassias-Gavruta anlaminda kararliligi incelenmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde ihtiyac duyulacak olan fonksiyonel analiz, soyut

matematik ve lineer cebirden bildigimiz temel tanimlara ve kavramlara yer verilmigtir.

2.1. Temel Tanim ve Gosterimler

2.1.1. Tamim

L bos olmayan bir kiime ve F, reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere

+: LxL—1L
(z,y) — 2 +y

ve

FxL—1L
(o, 2) — ax

fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saghyorsa L kiimesine F' cismi iizerinde lineer uzay

(veya vektor uzay) denir.

A) L + iglemine gore degigsmeli gruptur. Yani,

G1) Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

Gs) Her z,y,z € Licin z + (y + 2) = (x +y) + z dir.

G3) Her x € L igin 4 0 = 6 + o = x olacak sekilde 6 € L vardr.

G4) Her z € L igin 2 4+ (—z) = (—x) + z olacak gekilde —z € L vardr.

Gs) Her z,y € L i¢in x +y = y + « dir.

B) x,y € L ve o, 8 € F olmak iizere agagidaki gsartlar saglanir.

L) a.x € L dir

Ly) a.(x +y) = a.x + a.y dir.



Ls) (a+ p).x = ax + Bz dir.

L) (af).x = a.(f.x) dir.

Ls) Her z € F i¢in 1.z = x dir. Burada 1, F' nin birim elemanidir [6].
2.1.2. Tanim

X bog olmayan bir kiime olsun. d : X x X — R fonksiyonu igin,
M1) d(z,y) =0 <= x =1y,

M2) d(z,y) = d(y, z),

M3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay

denir ve (X, d) veya X, ile gosterilir [4] .

2.1.3. Tanim

X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

I: X —R
z = |l

doniigiimii her z,y € X ve a € F' igin
N1) ||z =0 < z =0,

N2) Jlaz| = |al ||=]],

N3) [l +yll < ]l + [lyl]

sartlar1 saglamyorsa ||.|| doniigiimiine X iizerinde bir norm ve (X |.||) ikilisine de

normlu uzay denir [3].



2.1.4. Tanim

Eger bir X normlu uzayindaki her bir Cauchy dizisi X deki bir elemana yakinsar ise, bu
durumda bu X normlu uzay1 tamdir denir. Bir normlu uzay, eger tam ise bir Banach

uzay1 olarak adlandirihr [4].

2.1.5. Tanim

Agagidaki 6zellikleri saglayan (G, ) cebirsel yapisina bir grup denir.

G1) *, G’de bir ikili iglemdir.

Gs) * igleminin G’de birlegme 6zelligi vardir. Yani her a,b € G igin

ax(bxc)=(axb)*c

yazilabilir.

G3) * igleminin G’de birim elemani vardir. Yani her a € G igin

a*xe=exa

olacak sekilde bir tek e € G vardir.

G,) * iglemine gore G’deki her elemanin bir tersi vardir. Yani Va € G i¢in

olacak sekilde bir tek a=! € G bulunabilir.

2.1.6. Tamm

(G, *) ve (H,A) birer grup olmak iizere g;, g2 € G elemanlar

f(g1 % g2) = f(91)Af(g2)

esitligini sagliyorsa f : G — H fonksiyonuna G den H ye bir homomorfizma denir

1].



2.1.7. Tanim

Bog kiimeden farkli bir G grubu iizerinde taniml bir herhangi d metrigi verilsin. (G, d)

metrik uzayina bir metrik grup denir.

2.1.8. Tanim

F =R veya F' = C olmak iizere L, F' {izerinde bir vektor uzay1 olsun.

f:L—F

operatoriine fonksiyonel denir [3].

2.1.9. Tanim

Tx +vy) = T(z) + T(y) denklemine Cauchy fonksiyonel denklemi denir. Bu
denklemin herhangi bir ¢oziimii toplamsal olarak adlandirilir. Diger Cauchy

fonksiyonel denklemleri

E(z +y) = E(z)E(y) (stel)

Lixy) = L(x) + L(y) (logaritmik)

M(z +y) = M(x)M(y) (carpimsal)

denklemleridir.

2.2. Birinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemler

Bu kisimda, ilerideki boliimlerde kullanacagimiz birinci basamaktan lineer diferensiyel
denklemler ile lineer diferensiyel denklemlere doniigtiiriilebilen diferensiyel denklemlerin

hatirlatmasina yer verilmigtir.
Oncelikle birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemin tanim verilecektir.

2.2.1. Tanim

Genel olarak a(z),b(z) ve c¢(x) fonksiyonlart bir A C R alt arahgmda siirekli



fonksiyonlar olsun. a(x) # 0 olmak iizere,

a(z)y + b(x)y = c(x) (2.1)

formundaki bir diferensiyel denkleme birinci basamaktan lineer diferensiyel
denklem denir [9)].

a(x) fonksiyonu A kiimesinde siirekli ve a(z) # 0 oldugundan en az bir x5 € A igin
a(xg) # 0 dir. Siireklilikten dolay1 xy noktasinin Gyle bir I C A komgulugu vardir ki
her z € I i¢in a(z) # 0 dir. Dolaysiyla « € I olmak iizere (2.1) denkleminin her iki

tarafin1 a(z) ile boliiniirse,

olmak fizere,

Y +p(x)y=q(z),x €l (2.2)

denklemi elde edilir ki bu denklem birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlerin
standart formu olarak bilinir. Eger ¢(x) = 0 ise (2.2) denklemi,

Y + pla)y =0 (2.3)

halini alir ki bu denkleme (2.2) denklemine karsilik gelen homogen birinci basamaktan
lineer diferensiyel denklem denir. Eger en az bir « € I i¢in ¢(z) # 0 ise (2.2) denklemine
homogen olmayan birinci basamaktan lineer diferensiyel denklem denir. Bu denklemin
genel ¢oziimiinii elde etmek igin denklem y # 0 ile boliiniip her iki tarafinin integrali

alinirsa (2.3) denklemi
d
Ey +p(x)der =0

seklinde yazilip bu ifadenin integrali alinirsa

1ny:—/p(x)dx+c veya lny:—/p(x)d:c—i-lnC



elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

y(z) = Cexp (— / p(x)dx)

(2.4)

genel ¢oziimiine ulagihr. Eger (2.2) denkleminin her iki tarafi integral ¢arpam olarak

bilinen

Aa) = exp ( / p(m)dm)

ile garpilirsa,

y' exp ( / p(l’)dl’) + p(x) exp ( / p(l’)dl’) y = q(x)exp ( / p(x)dfC)

elde edilir. Eger

d% exp (/P(:L’)dx) = p(x) exp (/p(x)dx)

oldugu ve

d% [y exp ( / p(x)dx)} = 3/ exp ( / p(x)dx) + p(x) exp ( / p(l’)dl) y

oldugu (2.5) de kullanilirsa, (2.5) egitligi

di; {y exp (/p(x)dx)} = q(r) exp (/p(l')dl»)

veya buna denk olarak

d [yexp (/p(x)dx)} _ [q(x)exp (/p(x)dx)} da

(2.5)

(2.6)

olarak yazilabilir. Eger (2.6) esitliginin her iki tarafinin integrali alinir ve aranan y(x)

fonksiyonu yalniz birakilirsa

y(z) = exp (- / p(x)dyc) { / {q(x) exp ( / p(m)dmﬂ do + o}

(2.7)



elde edilir. Burada C' integrasyon sabitidir.
2.2.1. Lineer diferensiyel denkleme doniisebilen diferensiyel denklemler

Birinci basamaktan baz diferensiyel denklemler uygun doniigiimler yardimiyla bilinen
modellerde diferensiyel denkleme doniigtiiriilebilir. Lineer denklem olmayip lineer
denkleme doniigtiiriilebilen en ©6nemli iki denklem modeli Bernoulli ve Riccati

diferensiyel denklemleridir.

2.2.2. Tanim

a,b,c € C(A), A C R olmak iizere Bernoulli diferensiyel denkleminin genel formu
a(z)y +b(x)y = c(x)y"(x),n # 0,1

seklindedir [9].

a(x) # 0 oldugu yerde, bu denklem a(x) ile béliiniirse

y +ple)y = q(x)y"(z),n #0,1 (2.8)

olarak yazlabilir. Bu yilizden Bernoulli diferensiyel denklemi genel olarak (2.8) ile
verilmektedir. Eger n sabiti 0 veya 1 ise bu denklem sirasiyla, birinci basamaktan
lineer diferensiyel denkleme ve degigskenlerine ayrilabilen birinci basamaktan
diferensiyel denkleme doniismektedir. Eger (2.8) denkleminin her iki tarafim y="(z)

ile carpilirsa,

y "y +p(a)y " =q(w) (2.9)
denklemi elde edilir. Eger v(z) = y*"(x) doniigiimii yapihrsa, (2.9) denklemi

o+ (1= mp(a)o = (1 - n)g(a)

veya

v 4+ P(x)v = Q(x) (2.10)
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lineer birinci basamaktan diferensiyel denklemine doniigiir. Burada

P(x) = (1 =n)p(x) ve Q(z) = (1 —n)q(x)

dir. Dolayisiyla (2.10) denkleminin v genel ¢Ozlimiiniin bilinmesi halinde (2.8)

denkleminin

seklinde genel ¢ozlimii elde edilebilir.
2.2.3. Tanim

Riccati diferensiyel denkleminin genel formu

/

y = p(a)y® + q(z)y + r(z) (2.11)
seklindedir. Burada p,q,r € C' (A) dir [9].

Bu denklemin bir 6zel ¢oziimii olan y; () in bilinmesi halinde

y(@) =yi(e) + — (2.12)

doniigiimii ile (2.11) denklemini bir lineer diferensiyel denkleme doniigtiiriilebilir. (2.12)

denklemininin her iki tarafinin tirevi alinirsa

= [p(@)y} + q(@)y1 + r(z)] + p(x) (% n %) v Q(””)é
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ve boylece
1 2y1 1
5 =ple) (24 ) et

elde edilir ki bu denklem —z?2 ile carpilip diizenlenirse, bu denklemin

2+ (2yp(x) + q(2))z + p(a) =0 (2.13)

seklinde birinci basamaktan lineer diferensiyel denklem oldugu goriiliir. O halde (2.13)

denkleminin genel ¢oziimii z bulunup y = y; + — de yerine yazilirsa (2.11) denkleminin
z

genel ¢oziimiinii elde edilmis olur.

2.2.4. Tanim

Genel olarak n.basamaktan degigken katsayili homogen olmayan bir Cauchy-FEuler veya

kisaca Euler diferensiyel denkleminin genel formu
apx™y" + arx" Ny b apy Fany = f(x), 2 >0 (2.14)
seklindedir [9] .

x = €' doniisiimii, bu diferensiyel denklemi sabit katsayili bir diferensiyel denkleme
doniistiirmektedir. Bunu 6zel olarak n = 2 i¢in gosterelim. x = €' ise ¢ = In x olacaktir.

Bu durumda bilinmeyen fonksiyon

¢(t) = ¢ (Inz)

<
—~
8
~—
I
<
—~
m&
~—r
I

d
halini alacaktir ve zincir kurali yardimiyla, D = 7 olmak iizere

y_dy _do(t) _dedt 1dp _

- — _71‘/
G dr dide azat ¢ P

Y

ve benzer gekilde

y d (dy\ d (ldp\ 1 d*¢ do\ o B
y—a(@)—@(m)—ﬁ(ﬁ‘a)—e Do -1)¢
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ve bu sekilde devam edilerek keyfi bir n icin,
y™ =e™D(D—-1)(D—-2)...(D—n+1)¢

elde edilir. Bu degerler (2.14) denkleminde n = 2 igin yerine yazilirsa,

1 2 1
aony// + Cllxy/ + asy = aon |:_ (M _ @>:| + oz ( d¢) + (L2¢

22 \ d2  dt T dt
¢ do do
= Qo (ﬁ—a) +a1E—l—a2¢
d? d
= CLOd—;ZS + (&1 — ao)d—(tb + CL2¢
= f(e')
= g(t)
olacaktir ki bu da bize,
d? d
00+ (01— 30) % 4 029 = (1) (2.15)

seklinde sabit katsayili homogen olmayan lineer bir diferensiyel denklem verir. Eger
karsilik gelen karakteristik denklemin kokleri birbirinden farkli A; ve Ay reel sabitler

1se,
¢ (1) = c1eM' + 6™ + ¢, (1)

dolayisiyla ¢ = Inz oldugu kullanilirsa ¢ (Inz) = y(x) olacagindan (2.14) denkleminin

genel ¢ozimi

y(zr) = 1™ + e + Yp()

olarak bulunur, karakteristik denklemin kokleri gakigik ise
¢ (t) = (c1 + cat)eM + o ()

dolayisiyla ¢ = Inz oldugu kullanihirsa ¢ (Inx) = y(x) olacagindan (2.14) denkleminin

genel ¢6zimi

y(@) = 12 + 03> I + ()
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olarak bulunur. Son olarak karakteristik denklemin kokleri o 4 i3 seklinde eglenik

kompleks sayilar ise (2.15) denklemi ¢oziiliirse,

¢ () = e (cy cos Bt + casin Bt) + ¢, (t)

elde edilir. Burada ¢ = Inz oldugu kullanihrsa ¢ (Inz) = y(x) olacagindan (2.14)

denkleminin genel ¢ozlimii
y(x) = 2% (cy cos (BInz) 4+ cosin(Blnx)) + y,(x)

olarak bulunur. Birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini

bulmak icin her zaman integral carpani bulmak kolay degildir. Ornegin,
’ x2 :
Yy +e’y=smnxc

denkleminin integral carpanimi bulmak icin exp ( i e“"”zdx> integralini hesaplamak
gerekir.Fakat bilinen yontemler kullamlarak bu integrali hesaplayamayiz. Iste boyle

durumlarda denklemin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak gerekebilir.
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3. DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN KARARLILIGI

Diferensiyel denklemler alaninda yapilan calismalar: cesitli alt gruplara ayirabiliriz.
Bunlardan bir tanesi kararlilk teorisi olarak bilinmektedir. Kararlhilik teorisi
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin davranisi inceler. Bir diferensiyel denklemin
kararh, asimptotik kararli veya kararsiz olmasi bu diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin
bagimsiz degiskeninin olabildigince biiyiik degerler aldiginda davranigsinin incelenmesi

olarak Ozetlenebilir.
3.1. Sabit Katsayili Lineer Diferensiyel Denklemlerin Kararhlig:
3.1.1. Lemma

a>0vem e Ny=1{0,1,2,...} olmak iizere t > 0 igin, t"e~*" < ¢ olacak gekilde bir

¢ = c(a,m) > 0 says1 vardur.
3.1.2. Lemma

A€ C, m e Ny ve Rel < o olsun. Bu durumda; her ¢ > 0 i¢in ‘tme”| < ce? olacak
sekilde bir ¢ > 0 vardir.

3.1.3. Lemma

P(\), n. dereceden bir polinom ve Ay, Ay, As, ..., A,, ler bu polinomun kékleri olsunlar. Bu

d
durumda eger her j = 1,2,...,n i¢gin Re)\; < o ozelligini saghyorsa L(D)y =0,D = 7
denkleminin herhangi bir y(t) ¢6ziimii i¢in

y(t)] < ce™, t>0
olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir.
3.1.4. Lemma

P()\), n. dereceden bir polinom olsun. P(A) = 0 denkleminin tiim koékleri pozitif
olmayan reel kisimli olsun ve reel kismi sifir olanlar basit kokler olsunlar. Bu

durumda eger y, P(D)y = 0 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise ¢ > 0 igin

ly@)| < e
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olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir.
3.1.5. Lemma

P(D)y = 0 denklemine kargihk gelen karakteristik denklemin tiim sifirlarinin negatif

reel kismi varsa, P(D)y = 0 denkleminin herhangi bir y ¢6ziimii i¢in

y(t)] < ke

t > 0 olacak sekilde a > 0, k > 0 sabitleri vardir. Dolayisiyla tlim y(t) = 0 dir.
— 00

3.1.6. Tanim

t > 0 olmak iizere x(t) € R™ olsun ve 2/(t) = f(t,z(t)) diferensiyel denklemi icin f
siirekli fonksiyonu ikinci bilegene gore lokal Lipschitzyan olsun.

Denklemin z(tg) = x¢ koguluna uyan maksimal tanimh ¢oziimiinii ¢ — (¢, to, zo) ile
gosterelim. ¢ : [ty,00) — R™ de bu diferensiyel denklemin bir ¢oéziimii olsun. Bu

durumda

1) Eger her ¢ > 0 igin bir § > 0 varsa oyle ki |¢(t9) —x9| < 0 oldugunda
lo(t) — z(t, to, )| < e Ozelligi her t > ¢y icin saglaniyor ise ¢ ¢Oziimiine [tg, 00)
tizerinde kararhdir denir.

2) Eger ¢ ¢oziimii kararh ve (1) durumundaki gibi her e > 0 sayis1 verildiginde bir

01 < & vardir oyle ki |p(tg) — x| < d; oldugunda tlim lp(t) — x(t, to, z9)| = O oluyor ise
— 00

@ ¢oziimiine asimptotik kararhdir denir.

3) Eger her 06 > 0 igin bir ¢ > 0 vardwr dyle ki, bir o noktas: icin |p(ty) — x| <
d oldugunda oyle bir ¢, € [tg,00) noktasi icin |¢(t1) — x(t1, to, z0)| > € kalyorsa ¢

¢Oziimiine kararsizdir (kararh degildir) denir [18].

3.1.1. Yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer diferensiyel

denklemlerin kararlilig:

Yiiksek mertebeden sabit katsayili diferensiyel denklemlerin kararliligini incelemek igin

Routh-Hurwitz Kriteri sik kullanilan yontemlerden biridir.
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3.1.7 Teorem

D = — olmak tlizere
dt

P(D)z=2"4a12"" ' +a2" 2+ -+ ap_12 + anz =0 (3.1)
sabit katsayili lineer diferensiyel denklemine kargilik gelen karakteristik polinom
PA) =X"+a N 4+ ag A+ ay

ve a; ler sabit katsayilar olmak tizere Hurwitz matrisi

a; as as
a a
Hl:(a1>7H2: ( 11 ’ ) 7H3: 1 Ao Q4 R

az
0 ayp das

ve bu gekilde devam edilerek n. adimda j > n oldugunda a; = 0 olmak iizere

ay as as 0

Ao Ay 0

0 a; das 0

Hn = 0 1 as 0
o 0 0 - a,

olarak tanimlanir. Bu durumda P(D)z = 0 denklemine ait karakteristik denklemin
sifirlarinin negatif reel kisimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her k=1,2,...n i¢in
det H, > 0 olmasidir.

Ornek

y" + 5y’ + 2y = 0 diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin asimptotik kararl oldugunu
gosterelim. Bu denkleme karsihk gelen karakteristik denklem A% + 5\ +2 = 0 dir.
a; = 5, ap = 2 olmak iizere Hurwitz matrisleri sirasiyla H; = a; = 5 oldugundan
5 0
det HL =5 > 0, Hy = (111 S L 9 oldugundan det H, = 10 > 0 dir.
a2
Her k=1,2 i¢cin det H; > 0 oldugundan verilen denkleme ait karakteristik denkleminin

sifirlar1 negatif reel kisimlidir. O halde verilen denklem asimptotik kararldir.
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Ornek

y" +2y" 41—y = 0 diferensiyel denklemin ¢6ziimiiniin kararlh olmadigimi gosterelim. Bu
diferensiyel denkleme karsilik gelen karakteristik denklem A3 4+2\24+\—1 = 0ve a; = 2,

as = 1 ve az = —1 olmak {izere Hurwitz matrisleri sirasiyla H; = a; = 2 oldugundan
detH, =2 >0, Hy = [ ™ “3> - <2 _1> oldugundan det Hy = 3 > 0,
1 as 11
a1 as as 2 -1 0
H; = 1 ay ay = 11 0 oldugundan det H3; = —3 < 0 dir. Her
0 a1 a3 0 2 —1

k=1,2,3igin det H;, > 0 olmadigindan verilen denkleme ait karakteristik denkleminin

sifirlar1 negatif reel kisimh degildir. O halde verilen denklem kararli degildir.
3.2. Lineer Sistemlerin Kararhhg

y* = f(t,y,y,y", ...,y V) normal formundaki her diferensiyel denklem, n bilinmeyenli

denklemden olugan bir sisteme doniigtiiriilebilir. Soyle ki y = x1, v/ = x9, ¥ = 23, ..

y(n_l)

°)

= x, olarak alirsak diferensiyel denklem,

y () = 2,4 () = 2a(t)

y(n)(t) = xn(t) = f(t7x17x27 "'7xn—17xn)

sistemine doniisiir. Bu sistemde,

xq(t oy (t
To(t ) x5 (t
x(t) = 2. olarak tammlanirsa, z (t) = 8 olur. Boylece
In(t) nx1 :L‘;l(t) nx1
x () 0 0 xq(t 0
xh(t) _ 001 - -0 xo(t) N 0
xn(t) |, . 0000 1] —|xlt)] . [t a2, Tpm1, @) |
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olmak {izere denklem matris formunda yazlabilir. Buradan, 2/(t) = A(t)x(t)

denkleminin genel ¢oziimii z,(t) ve 2/(t) = A(t)z(t) + G(t) denkleminin bir &zel

¢Ozlimii x,(t) ise genel ¢Oziim, x(t) = x,(t) + ,(t) dir.

3.2.1. Sabit katsayili lineer sistemlerin kararlilig:

A = (a;j)nxn bir sabit matris ve t € I C R olmak iizere

bilinmeyen vektor i¢in a’(t) = Ax(t) lineer homogen sistemi ele alinsin.

At

2'(t) = Ax(t), z(ty) = xo baglangic deger probleminin ¢ozlimii e** matrisi A sabit

matrisine kargilik gelen iistel matrisi olmak iizere z(t) = exy dir. Bu sistemin bir

denge noktasi orijin oldugundan denge noktasindaki kararlilik karakterize edilebilir.

3.2.1 Teorem

A matrisi n X n tipinde bir matris, 0(A) da A matrisinin spektrumu (A matrisinin tiim
ozdegerlerinin kiimesinden olusan kiime) olmak iizere 2'(t) = Axz(t) lineer homogen

sistemi igin,

1) Eger Re(0(A)) <0 ve A nin reel kismu sifir olan tiim 6zdegerleri basit ise orijin bu

denklemin kararh sabit noktasidir.
2) Eger Re(o(A)) < 0 ise orijin denklemin asimptotik kararl ¢oziimiidiir.

3) Eger A nin reel kismi pozitif olan bir 6zdegeri varsa orijin denklem i¢in kararsizdir.
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4. FONKSIYONEL DENKLEMLERIN HYERS-ULAM
KARARLILIGI

Cauchy fonksiyoneli olarak bilinen T'(x + y) = T(z) + T(y) toplamsal fonksiyonel
denkleminin ¢oziimleri bir ¢ok alanda aragtirilmigtir. Bu denklemin her ¢6ziimii bir
toplamsal fonksiyon veya toplamsal doniisiim olarak adlandirilmaktadir. Hyers-Ulam
kararlihigr ilk defa, 1940 yilinda Wisconsin Universitesi Matematik Kuliibiinde bir
konugsma yapan Dr. S. Ulam’in fonksiyonel denklemlerin kararliligi icin "Bir
fonksiyonel denklemin yaklagik ¢Oziimii varsa, bu ¢oziime yakin olan denklemin tam
¢Ozlimii bulunabilir mi?" sorusunu ortaya atmasi ve bir yil sonra, 1941 yilinda bu
soruya Hyers’in asagidaki cevabi vermesi ile ortaya cikmig olmasindan dolayr bu
kararliliga Hyers-Ulam karaliligi denmektedir.

4.1. Fonksiyonel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhlig:

4.1.1. Tanim

T : X — Y ye bir doniigiim olsun. Eger her z,y € X i¢in

1Tz +y) = T(x) =Tyl <o

olacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa bu T" operatoriine 0 — toplamsal denir [7].
4.1.2. Teorem

E ve E' birer Banach uzayi olmak iizere, f : E — E’ bir j—toplamsal déniigiim olsun.

Bu durumda her z € E i¢in

((z) = tim L0

n—oo 2N

limiti vardir, ¢(x) bir toplamsal doniigiimdiir ve ||f(x) — ¢(x)|| < § esitsizligi biitiin
x € E igin saglanir. Ayrica /(x) bu egitsizligi saglayan tek toplamsal doniigiimdiir [7].

fspat
Keyfi bir z € E i¢in d—toplamsal tanimindan

1z +y) = ) = F)ll <9 (4.1)
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esitsizligi yazilabilir. Bu egitsizlikte y = = yazilirsa

1f(22) = 2f ()] <0 (4.2)
elde edilir. (4.2) egitsizliginde x yerine g yazilip egitsizlik 2 ile boliiniirse

J

5@ = FGI <5 (1.3

elde edilir. Kabul edilsin ki,

27" f(z) — f(27"z) [ <6 (1—27") (4.4)

esitsizligi dogrudur. Simdi bu egitsizligin dogru oldugu gosterilecektir. Eger tiimevarim

methodu kullanihirsa,

n = 1ic¢in (4.4) esitsizligi (4.3) esitsizligine doniigtiigiinden saglanir.

n =k igin (4.4) esitsizliginin saglandigi kabul edilsin.

n = k + 1 i¢in saglandig1 gosterilecektir. n = £ igin

127F f(x) — f(27%2) | <o (1—27%)

dogru olsun. Bu egitsizlik 2 ile boliiniirse

275 f(z) =271 f (27%2) || < 6 (% - 2—’*“—1) (4.5)
(4.3) esitsizliginde x = 27%x yazilirsa,

27 f 240 — f2 )l < 3 (4.6

elde edilir.
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Ucgen esitsizliginden

275 (@) = £ ) < |2 @) = 27 (274 |

-~

5 — k—1
——2—Fk=
< 2

Fl27f (2 M) — f2 )

J
-

2
<d(l—27"1

yazilabildiginden (4.4) esitsizligi k£ + 1 icin de dogrudur. Her z € F ve m,n € N ve

m < n olmak tizere

f(2")
on

Gn(7) =
olarak tanimlansin. Bu tanim kullanilarak g,,,(x) — ¢,(z) fark:

() — () = f(;:x) B f(;za:)
B 2" f(2mx) — 2™ f(2"x)
- 2m+n
f@m=n2ng) —2m=n f(2"x)

2m

seklinde yazilabilir. Buradan,

§(1 — 2m=n)
gm(x) — gn(2)]| < —om
elde edilir. Bu esitsizlik {g,(x)} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. E ve
E'’ Banach uzay ve Banach uzaylarda her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan g¢,(z)

yakimsaktir. Dolayisiyla,

olacak gekilde bir ¢(x) fonksiyonu vardir. Her z,y € F i¢in, (4.1) de x = 2"x ve y = 2™y

alinirsa

(2" +2"y) — f(2"2) = F2"y)| <6
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yvazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi 2" ile boliiniirse

< _—
2n 2n

0< Hf(Q”(Hy)) _f@)  f(2")
= 2n 2n

elde edilir. Bu egitsizligin n — oo i¢in limiti alinirsa, normun siirekliliginden

— lim CED) — lim 1(2y) H < lim 0

2’ﬂ
elde edilir. Eger ¢(x) = lim f(znx) oldugu kullanilirsa

n—oo

0 <|f(z+y) —(z) =Lyl <0
yvazilabilir. Buradan,

Uz +y) — O(x) — ((y) = 0

elde edilir. Esitlik diizenlenerek,
Uz +y) = () + £(y)

elde edilir ki bu ¢'nin toplamsal oldugunu gosterir. (4.4) egitsizliginde x yerine 2"x

yazilirsa

27" f(2"x) — fF(27"2") || <6 (1—27")
‘@ - f(:c)“ <5(1-2)

elde edilir. n — oo igin limit alinirsa, her « € E i¢in ||[{(z) — f(z)|| < ¢ olur.

Simdi kabul edilsin ki; L(x),

[1L(z) = f(2)] <o

esitsizligini saglayan bagka bir toplamsal doniigiim ve bir y € E igin /(y) # L(y) olsun.
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Her y € E i¢in

I1L(y) = £(y)|

olacak gekilde bir n pozitif tamsayis: secilsin. Eger L ve ¢ nin toplamsalligi kullanilhip

y yerine x yazilarak

L(x+2z)=L2x)=2L(x), {(x+2x)="L(22) =2((x)
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek keyfi bir x € E igin
L (nz)=nL(x), {(nx) =nl(x)

yazilabilir. Dolayisiyla,

I1L(y) — £(y)ln > 26

ifadesinden

[1L(ny) — L(ny)|| > 26

elde edilir. Diger yandan; licgen esitsizligi kullanilarak,

[€(ny) = f(ny) + f(ny) — L(ny) || < [[€(ny) — f(ny)| +][€(ny) — Llny)|| < 26

-~ -~

<0 <8

yazilabilir. Bu ise;

| L(ny) — €(ny)| > 26

olmasi ile ¢eligir. O halde L(z) = ¢(x) olmahdir. Yani ¢(x),

le(x) = f(x)| <6

esitsizligini saglayan tek toplamsal ¢oziimdiir.
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4.1.3. Teorem

Teorem 4.1.2 nin hipotezleri altinda, f(z) E de ki bir tek noktada siirekli ise ¢(z), E

tizerinde siireklidir [7].

fspat

Olmayana ergi yontemi kullanilsin. Kabul edilsin ki, f(z) E nin tek bir noktasinda

stirekli olsun. ¢(z) toplamsal doniigiimii siirekli olmasin.

O halde, 6yle bir k£ tamsayis1 ve E de sifira yakinsayan 6yle bir x,, dizisi vardir ki,

biitiin pozitif n tamsayilari icin

1
/ _
el > £

dir. m, tamsayist m > 3k¢ olacak gekilde secilsin. ¢ toplamsal oldugundan

[€(man +y) — )] = [[€(mzn) + £(y) = LY)]| = [€0man)]| > 30

yazilabilir. Diger yandan,

[6(mz, +y) =Lyl < [[l(mx, +y) — f(mx, +y)||

/

-

Hlfmzn +y) — SN+ 1) — W)

-~

<0 <0

elde edilir. f(z) F nin tek bir noktasinda siirekli oldugundan
lim f(man +y) = f(y)
yazilabilir ve buradan yeterince biiyiik n ler i¢in

If(mx, +y) — fy)l| <0

(4.7)

(4.8)

elde edilir. Burada (4.7) ve (4.8) den celigki elde edilir. O halde ¢(z) E nin her

noktasinda siireklidir.
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Sonug

Teorem 4.1.2 nin hipotezleri altinda, varsayalim ki £ deki her x i¢cin —oo < t < o0
olmak iizere f(tx) fonksiyonu ¢ reel degigkenine gore siirekli olsun. Bu durumda ¢(x)

birinci dereceden homogendir [7].
fspat

Verilen sabit bir z igin f(tx) £ den E’ de siirekli bir §—toplamsal doniigiimdiir. Teorem
4.1.2 ve Teorem 4.1.3 den {(tx), t de siireklidir ve toplamsalliktan ¢(z) birinci dereceden

homogendir.

1995 yilinda G. L. Forti ¢ok degiskenli lineer fonksiyonel denklemlerde Hyers -Ulam

kararhiligi iizerine ¢aligmalar yapmigtir. Bu caligmalardan

o(ry) = p(z) + ¢(y) (4.9)

lineer fonksiyonel denkleminin Hyers-Ulam kararliligini ele alinacaktur.
4.1.4. Tanim

G bir yar1 grup ve B bir Banach uzay1 olsun. Eger verilmig bir 6 > 0 ve her xz,y € G

icin

[ f(zy) — flz) = fw)| <05 6 >0 (4.10)

esitsizligini saglayan her f : G — B fonksiyonu i¢in

[f(2) = p(@)] <e zed

esitsizligi saglayacak sekilde (4.9) denkleminin bir ¢ ¢oziimii varsa (4.9) denklemine

Hyers-Ulam anlaminda kararhdir denir. Burada e, § ya baghdir [5].

Sonraki iki teoremin ispati i¢in agagidaki tanima ihtiyac duyulacaktir.
4.1.5. Tanim

G bir grup, M de B(G) iizerinde lineer bir fonksiyonel olsun. M lineer fonksiyoneli
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agagidaki ozellikleri saghyorsa M ye invariant ortalama denir.

(i) Her f € B(G) i¢in M(f) = M(f),

(i) Reel degerli her f € B(G) i¢in inf {f(2) : 2 € G} < M(f) < sup{f(z):z € G},
(iii) Her # € G ve f € B(G) igin M(,.f) = M(f) dir. Burada , f(t) = f(xt) ya da
(iii)’ Her = € G ve f € B(G) igin M(f,) = M(f) dir. Burada f,(t) = f(«t) dir.

Eger M (i)-(ii)-(iii) 6zelliklerini sagliyorsa M ye sol invariant ortalama, (i)-(ii)-(iii)’

ozelliklerini sagliyorsa M ye sag invariant ortalama denir [5].
4.1.6. Teorem

G bir sol yart grup olsun. Bu durumda (4.9) denklemi G iizerinde Hyers-Ulam

anlaminda kararlidir [5] .
fspat
f : G — C fonksiyonu ele alinsin. Her x,y € G ve 6 > 0 igin

[f(zy) — f(x) = fy)l <6

saglansimn. Her sabit z i¢in y — f(zy) — f(y) fonksiyonu smirh olsun. m,, G iizerinde

tanimli sinirh kompleks fonksiyonlarin bir sol invariant ortalamas: olsun. ¢ fonksiyonu

o(x) =my{,f - f}, z€G (4.11)

olarak tamimlansin. Burada ,f(t) = f(«t) dir.

QO(.CIZZ) = my {zzf - f}
:my{xzf_zf+xf_f}
=my{uf —o fY+my{of — f} ( m nin lineerliginden)
:my{x(zf_f)}+my{xf_f}
=my{.f — [ +my{af — [} ( (iti) den)
= ¢(z) + ()

elde edilir.

Bu ise ¢ nin (4.9) denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gosterir.
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Simdi de, |¢(x) — f(z)| farkindan

lp(x) — f(@)] = [my {of — [} — f(2)]
= |my {of — f — f(2)}|
< sup |f(xy) — f(x) — f(y)]; ((ii) den)

ye
<5

elde edilir ki bu bize tamum geregi (4.9) denkleminin Hyers-Ulam anlaminda kararh

oldugunu verir.

2004 yilhinda D. Yang quadratik fonksiyonel denklemlerde Hyers-Ulam kararliligi iizerine

caligmalar yapmigtir. Bu ¢aligmalardan

flay) + flay™) —2f(x) = 2f(y) =0 (4.12)
lineer fonksiyonel denkleminin Hyers-Ulam kararliligi ele alinacaktir.

4.1.7. Tanim

G bir grup ve B bir Banach uzayi olsun. Eger her f : G — B fonksiyonu her x,y € G

icin,
| f(zy) + flzy™") — 2f(z) = 2f(y)|| <6, 6 >0 (4.13)

saglansin. Bu durumda bir ¢ : G — B quadratik fonksiyon ve ¢ ya bagli 4; > 0 icin

1f(x) = q(z)]] < b

esitsizligi saglaniyor ise (4.12) denklemine quadratik kararl denir [19].
4.1.8. Teorem

Eger G bir grup ise (G, C) quadratik kararhdir [19].

fspat

f : G — C fonksiyonu her x,y € G icin (4.13) esitsizligini saglasin. Eger e, G grubunun
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birim eleman1 olmak iizere, (4.13) esitsizliginde x = y = e alinirsa

2f(e)] <0 (4.14)
elde edilir. (4.13) esitsizliginde y serbest birakilip x = e alinirsa

[f) + ) —2f(e) —2f(y)| <0 (4.15)
elde edilir. (4.14) ve (4.15) esitsizliklerinden

fly™) = fly)l <20 (4.16)
elde edilir. (4.13) egitsizliginde z ile y nin yerleri degigtirilirse

[f(yz) + flya™") = 2f(y) — 2f(2)| <0 (4.17)
elde edilir. (4.13) ve (4.17) den

|f(zy) — flyz) + flay™) — flya™)] <26 (4.18)
elde edilir. (4.16) ve (4.18) den

|f(zy) — fyz)| < 40 (4.19)

elde edilir. (4.13) ile (4.19) kullanilarak

| flyz) + flzy™") — 2f(z) — 2f(y)| < |f(zy) + flay™") — 2f (x) — 2 (y)]
+ | f(yz) — f(zy)]
<d+4o
— 56 (4.20)

elde edilir. Boylece her sabit y € G i¢in z — f(yz) + f(zy™') — 2f(x) fonksiyonu
siirhdir. Simdi M, B(G) iizerinde bir invariant ortalama olsun ve ¢ fonksiyonunu

¢(y) ::Mx{yf+fy—1_2f}a yEG
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olarak tanmimlansin. (4.13) ile (4.19) tekrar ele alinirsa,

|flyz) + fly~ e) = 2f () = 2f (y)| < [f(xy) + fley™) = 2f(x) = 2/ (v)]
+ | flyx) = fly)| + [fly o) = flay™)]
<d+40+40
— 96

elde edilir. Boylece her sabit y icin

z— fyx) + fly~'z) — 2f(x)

fonksiyonu B(G) nin bir elemanidir ayrica (4.13) den

z— f(zy) + flzy™') — 2f(x)

fonksiyonu da B(G) nin bir elemanidir. Sonug olarak, herhangi bir z € G igin, (i) den

M, {yzf +yz*1 f - 2yf} = M, {y (Zf +-1 f - 2f>}
= Mx {Zf +-1 f - 2f}

ve

M, {fz—ly—l + fzy_l - ny_l} =M, {(fz—l + fz - 2f)y*1}
=M, {fz*l +fz - 2f}

esitlikleri elde edilir.

Eger bu iki egitlik ¢(yz) + ¢(yz~") ifadesinde kullanihrsa (i1) ve (iii) den agagidaki
kullanigh esitlik kolayca elde edilebilir.

¢(y2) + ¢(?JZ_1) =M, {yzf + fz—ly‘l - 2f} + M, {yZ‘lf + fzy—l - 2f}
= My {yf+ foryr = 2f} + Mo {yor f + foyr — 2f}
+M,{2,f —2,f + 2fy—1 — nyfl}
= My {yf +yr [ =2} + Mo A{foryr + foyr — 2fy1}
+M, {2, f +2f,1 — Af}
= Moy f o f =20} + Mo { (s + .= 2),
M {2y f +2fy1 —4f}
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= M, {of +o1 f = 2f} + My {for + f. — 2f}
M, {2,f +2f, 1 —Af}

= M, {.f + forr =2} + Mp {on f +. f = 2f}
+2M, {yf + [y — 2/}

=¢(z) +o(z7") +2¢(y)

yazilabilir.

¢°, ¢ nin ¢ift kismini temsil etmek iizere ¢¢(yz) + ¢(yz~1) = 26°(y) + 2¢°(z) olarak
yazilabilir. Boylece ¢°, (4.13) esitsizligini saglar. ¢ : G — C iizerinde her y € G igin bir
q(y) = ¢°(y)/2 fonksiyonunu tanimlansin.

i)~ )| = |36°) - 5
= 1 16) + 6™ ~ 41|
= LML GF 4 Fy = 20) + (o fy = 2) — AF W)
< 1wl (F2) + Fey™) = 20() + (fly™2) + f(a) — 2f(2)
—4f () + (Fly™"2) + f(zy) = 2f(2)) =4S (W)[}
< S| £y2) + Fy™'2) — 24() — 24 (v)
+[f(zy) + flzy™h) = 2f(2) = 2f (y)[}
<10+9)=2

elde edilir.
50 .
01 = — olarak alirsak ispat tamamlanmis olur.
4.2. Normlu Lineer Uzaylarda Ulam Probleminin Coziimii

1986 yilinda Yunanistan Amerikan Kolejinde ¢aligan John M. Rassias lineer uzaylarda
Hyers-Ulam kararliligi iizerine caligmalar yapmig ve bu calismalar asagidaki sekilde

diizenlenmigtir.

Bir sonraki teoremin ispatin1 yapabilmek icin asagidaki lemmalara ihtiyag
duyulacaktir. X , ||.||, ile tanimlanan normlu bir uzay; Y, ||.||, ile tanimlanan bir

Banach uzay1 olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon olsun.
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4.2.1. Lemma

X uzayinda herhangi bir n tamsayisi ve co > 0 igin
n—1

IF(2"2) /2" = f(2)lly < ey 27D ||z (4.21)
i=0

esitsizligi vardir [16].
fspat
Tiimevarim methodunu uygulansin. Kabul edilsin ki n = 1 i¢in dogru olsun. Yani

1F(22)/2 = f(@)lly < ez ll2)7 /2 (4.22)

dogru olsun. n = k i¢in dogru oldugunu kabul edilsin. Bu durumda

k-1
1£(252) /28 = f(2)]], < cay 27D 12|77
i=0

elde edilir. Bu egitsizlikte 2z yerine 2x alinip egitsizlik 2 ile boliintirse

k—1
Hf(2k+1x)/2k+1 . f(?l’)/2H2 < 0222(i+1)(a+b—1)—1 ||1,H111+b
=0
elde edilir. 7 =7 4+ 1 alinirsa,
k
[ (25 ) /254 — f(22) /2|, < epy 2" a3 (4.23)
=1

elde edilir. Simdi, n = k 4 1 i¢in de esitsizligin dogru oldugu gosterilecektir.

125 2) /250 = )|, < || £ ) /25 = f(22)/2|[, + 11£(22)/2 = f(@)],

k
<> 2D g gy ot 2
=1

k
_ 02221'(@+b—1)—1 ||x||;l+b
1=0
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dir. Buradan,

k

[ £ ) /25 — f(a)|, < o) 27D g3 (4.24)
i=0

elde edilir. Ayrica,

k—1 00 1

ZQi(a+b—l) < ZQi(a-i-b—l) = e = @ (4.25)

i=0 i=0

saglanir. Burada ¢ = ¢pce/2 dir. Eger (4.22) ve (4.23) kullanilirsa (4.21) elde edilir ki

bu da lemmanin ispatini tamamlar.

Bu durumda Lemma 4.2.1, (4.25) ve ¢ = cpca/2 den, herhangi bir x € X i¢in
If(2 ) /2" = f@)l, < ellallf* (4.26)
elde edilir.

4.2.2. Lemma

{f(2"x)/2"} dizisi yakmsaktir [16].

fspat

{f(2"x)/2"} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterebilmek icin énce (4.26) y1 ve

Y nin tamhg kullanilsin. Gergekten, ¢ > 7 > 0 olmak {izere
|£@0)/2 = F i) 27|, = 277 | f(2'0) /27 - (@), (4.27)
olarak yazlabilir. Eger 272 = h alip (4.26) da kullanilirsa

1F(2'2) /2" = f(2) /2|, = 277 [| £ (2'2) /27 = F (R,

< P e o[

elde edilir.



Buradan 0 < a + b < 1 oldugundan

Jim || f(2'2)/2" = f(22) /2], = 0
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(4.28)

elde edilir. Buradan (4.28) ve Y nin tamhgim kullanilirsa {f(2"2)/2"} dizisi yakinsak

olur. Dolayisiyla lemmanin ispat1 da tamamlanmig olur.
Simdi

L(z) = lim J(2"2)

n—oo on

olarak tammmlansin. (4.35) da z yerine 2"x ve y yerine 2"y alimirsa
n n n n_.||a n. 1b

1f(2"z +2%y) — [f(2"2) + F2"y)]ll, < e2[|272]l7 127yl

elde edilir. Bu egitsizligi 2" ile béliiniirse

27" || (2" + 2"y) — [f(2"2) + fF(2"Y)]ll; < o270 [l Iy

ve n — 00 icin limit alinirsa, her z,y € X icin

=0

lim [£(2" (e +)/2"] — Tim [£(2"2)/2"] = Tim [£(2")/2"]|

n—00

ve L nin tanimi geregi

|L(@ +y) — L(z) = L()]l, = 0

bulunur. Buradan, her x,y € X ic¢in

L(z +y) = L(z) + L(y)

elde edilir. (4.30) dan herhangi bir ¢ € Q igin,

L(gz) = qL(x)

yazilabilir.

(4.29)

(4.30)
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4.2.3. Lemma

Y siirekli lineer fonksiyonlarin uzayi ve T doniigiimiide T : t — g(L(t.x)) ile veya
T:R — R, T(t) = g(L(t.x)) olacak sekilde olsun. Burada g€ Y*, t e R,z € X ve z
sabittir. Bu durumda 7 siireklidir [16].

fspat

T, (t) dizisi

T.(t) = g (M)

on
olsun dyle ki g € YT, t € R, z € X ve x sabit olmak tizere T'(t) = lim 7,,(¢) saglansm.
n—oo

T, (t) siirekli oldugundan T', T,, siirekli doniigiimiiniin noktasal limiti ile odl¢iilebilir.

Dahas1 T', “4” iglemine gore bir homomorfizmadir. Yani, her x,y € R i¢in
Tx+y) =T(x)+T(y) (4.31)

yazilabilir. (4.31) den ve T nin 6lgiilebilir olmasi 7" nin siirekli bir doniigiim oldugunu

verir. O halde ispat tamamlanmig olur.

Lemma 4.2.3 ve Y nin Y nin noktalarin1 ayirmasi L nin dogrusalligini verir. Ancak,

(4.26) da her iki tarafin n — oo i¢in limitini alinirsa

3 n n __ < i a+b
Jim || f(2°2)/2" — (@), < lim ez

lim f(2"z)/2" — lim f(x)” < lim cllz]|*"
n—00 2 n—00

IL(z) = f(2)]l, < c|lz]lf™

(4.36) yi elde edilir. Bu nedenle L : X — Y dogrusal bir eglemenin varligini kanitlamig
olunur.

Teklik: M : X — Y lineer bir déniisiim olsun. Oyle ki, herhangi bir 2 € X ve ¢* > 0
icin

If (@) = M(2)ll, < & Jallf™" (4.32)
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saglansin. Burada a*,b* ve ¢ sabit ve 0 < a* + b* < 1 dir. Eger

If (@) = L@)ll, < ¢ [l

yi saglayan dogrusal bir doniisliim varsa herhangi bir x € X icin

L(z) = M(x) (4.33)

(4.33) i ispatlamak igin agsagidaki Lemmanm ispatlanmasi gereklidir.

4.2.4. Lemma
Eger
a+b
1f(22) — L), < cllz]|{" (4.34)

e (4.32) esitsizlikleri saglaniyor ise x € X i¢in,

IL(x) — M(2)[ly < m™e||z]|oF 4 me+0 1" |lz]|e

dir [16].
fspat

. : o L L . L(mzx)
Hipotezde verilen egitsizliklerle birlikte, L ve M nin lineerligi ve L(z) = ,

m
M

M(zx) = (ma) oldugu iiggen esitsizligi ile beraber kullanilirsa,
|L(mx) — M(ma)|l, < ||[L(mx) — f(mz)], + [|M (mz) — f(mz)]l
ImL(z) = mM ()|, < ¢|Jma|[{* + ¢ laf{

m || L(z) = M(2)]ly < em™™ ||zl + cm® " ||z,

IL(2) = M(2)]l, < em™*7H |z, + c¢'m® ** =1z,

elde edilir.
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Son egitsizlikte m — oo i¢in limit almirsa 0 < a + b < 1 oldugundan
lim ||L(xz) — M(x)|| = 0 olur. Bu ise L(x) = M (x) oldugunu gésterir.
m—0o0

4.2.5. Teorem

X, |||l ile tamimlanan normlu bir uzay; Y, |||, ile tanimlanan bir Banach uzay: olsun.
Buna ek olarak f : X — Y olmak iizere f(tz) doniigiimii her sabit x i¢in t ye gore

siirekli bir déniigiim olsun. Eger her z,y € X icin

1f(z+y) = [F@) + F@)]lly < e ll2]l5 lylly (4.35)
esitsizligi saglanacak gekilde 0 < a+b < 1 ve ¢, > 0 varsa her z € X i¢in

1 (z) = L(@)lly < e [l]lT* (4.36)

olacak gekilde tek bir L : X — Y lineer doniigiim vardir. Burada ¢ = ¢y /(2 — 2¢7°) dir.

Bu teoride 6zel olarak a = b = 0 alinir ve (4.36) da yerine yazilirsa her x € X i¢in
1f(x) = Lz)ll; < e

bulunur. Bu ise Hyers in elde ettigi sonugtur [16].

fspat

Eger (4.35) egitsizliginde y = = alinirsa

1£(22) = 2f (@)l < ez [l2llf™

elde edilir. Bu egitsizlik 2 ile béliiniirse,

1£(22)/2 = f(@)lly < e [l /2 (4.37)

elde edilir . Lemma 4.2.1 de (4.21) egitsizligi ispatlanmig olup (4.26) esitsizliginde n = 1
alinarak (4.37) elde edilir. Lemma 4.2.3 de (4.36) esitsizligi ve Lemma 4.2.4 de L lineer

doniisiimiiniin tek oldugu ispatlanmigtir.



39

5. BIRINCI BASAMAKTAN AYRILABILEN TIPTEN
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN HYERS-ULAM
KARARLILIGI

Bu boliime kadar baz fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi incelenmistir.
Diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi, ilk olarak 1993 yilinda M. Obloza
tarafindan incelenmigtir. Obloza'nin yapmis oldugu caligmalar 1998 yilinda Alsina ve

Ger tarafindan ¢y’ = y lineer diferensiyel denklemleri icin geligtirilmigtir.
5.1.y' = y Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararlilig:
Bu kesimde verilecek teoremin 6n hazirlhigi yapilacaktir.

5.1.1. Lemma

Her gercel = ve y sayilar i¢in x # y olmak iizere,

Jatnz o €€ e tel
T y—x - 2

esitsizligi saglanir [2].
5.1.2. Lemma

f : I — R* bir fonksiyon ve her x,y € I icin

r(5Y) < {0 =I (5.2

esitsizliginin saglanmas icin gerek ve yeter kosul f nin

formunda olmasidir. Burada i : [ — R tanimh azalmayan bir fonksiyondur [2].

fspat

f fonksiyonu (5.2) esitsizligini saglasin. Herhangi bir z € I ve h > 0 olmak iizere
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x + h € I i¢in tiirev tanimindan

Py LEX R I

ve f fonksiyonu azalmayan oldugundan, f'(z) > f(z) esitsizligi kullanilirsa

hf'(z) = f(z+h) = f(z)
f@+h)(ﬂ®+hf()
f(@) + h.f(x)
Z(%*)(@

yazilabilir. Ardigik indiiksiyon ile, x +ih € I ve ¢ € N i¢in

flx+ih) > (1+h) f(x)

elde edilir. Boylece, keyfi bir n € N ve her x < y igin

f<y>=f(x+ny;”“”) > (1+y;x)nf<x>

olur. n — oo igin limit alimirsa f(y) > e¥~* f(x) olur. Yani bagka bir ifade ile ¢ : I — R

olmak iizere i(z) = f(x)e ® azalmayan fonksiyonu tanimlansin.

Tersine, f(x) =i(x)e” olarak alimirsa, = < y icin

0 <i(SH) <

yvazilabilir. Buradan,

i@kyx—i(xzy)eyxzozi@)—z(mgy)

yani

Mwé”x—i@)Zi(xgy)(ﬂ‘”—l)

elde edilir.
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T

Her iki taraf

ile garpilirsa ve (5.1) esitsizligi kullanilirsa
y—x

Ny N — )
i(y)e¥ —i(x)e Zi($+y>€ e >,(x+y)e;ry

Yy—x 2 Yy—x =" 2

elde edilir. Burada f fonkiyonunun tanimim kullanak esitsizlik diizenlenirse

10— Jl0)  (20) o3 g (£4)

y—x 2 2

olur ki bu da (5.2) esitsizliginin saglanmasi demektir. Yani, f negatif olmayandir.
5.1.3. Teorem

Verilen bir ¢ > 0 icin f : I — R* bir fonksiyon olsun. Oyle ki f(x) > ¢ ve her z,y € I

icin z < y olmak {izere

T4y fly) — f(x)
f( : )< 22 e (5.3)

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul f nin

f(2) = e +i(z)e”

formunda olmasidir. Burada i : [ — R* ya tanimh azalmayan bir fonksiyondur [2] .

fspat

Lemma 5.1.2 yi f — ¢ i¢in uygulanirsa,

z+y (fly) —e) = (f(z) —¢)
()

ve

o= (rrnlot) e (1+y_x>n(f(93)—€)

elde edilir.
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Eger n — oo icin limit alinirsa

fly) —e = e " (f(x) — )

olur. Yani bagka bir ifade ile 7 : I — R* olmak tizere

olarak tamimlanmig fonksiyon azalmayandir. Tersine, f(z) = ¢+ i(z)e” olarak alnirsa,

T <y igin

0 <i(SH) <

yvazilabilir. Buradan,

H)e™ (x ; y) eV >0 > i(w) — i (”3 + y)

2

yani

e —ita) 2 i (T3 ) (e -

T

elde edilir. Her iki taraf ile garpilir ve (5.1) esitsizligini kullanilirsa

y—x

R v )
i(y)e? —i(x)e Zi(x+y)e e >i(x+y) oty

> e
Yy—T 2 Yy—T 2

(fly) =) = (f(&) —¢) Zi(xﬂ/) e f(x—i—y) .

y—=x

ve

f(y;:i”(w) he> s <1’T+y)

olur ki buradan (5.3) saglanir. Yani, f negatif olmayandir.
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5.1.4. Lemma

f I — R* azalmayan bir fonksiyon ve her x,y € I i¢in x < y olmak iizere

f(yy) - i(ﬂf) < (fﬂTﬂ/> (5.4)

esitsizligi saglanir. Burada d: [ — R* tamimh artmayan bir fonksiyondur ve f

formunda olmalidir [2] .
fspat

f, (5.4) {in azalmayan bir ¢oziimii olsun. Her x € I, h € (0,1) ve z + h € I igin

0< f(x+h)—f(z) <hf <x+g) < hf(z+h)

esitsizliginden
f()
h) <
fla+h) <55

elde edilir. Eger I da = < y i¢in yeterince biiyiikk n € N i¢in (y — z)/n € (0, 1) alinirsa

n

elde edilir. Burada n — oo igin limit alinirsa

fly) < e f(x)

olur. Yani bagka bir ifade ile d : I — R™ olmak iizere

olarak tanimlanmig fonksiyon artmayandir.
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5.1.5. Lemma

f: I — R* azalmayan bir Jensen Icbiikey fonksiyonunun (5.4) esitsizligini saglamasi
icin gerek ve yeter kosul 6yle bir d artmayan fonksiyonu vardir ki z € I, © — d(z)e”
icbiikey ve f nin f(z) = d(z)e” formunda olmasidir [2] .

fspat

Gereklilik bir 6nceki lemmadan agiktir. Yeterlilik i¢in ; 2 € I, f(z) = d(z)e”

Jensen ichiikey fonksiyonu azalmayandir. Eger x < y ise

fly) — f(z)
y—x

elde edilir. Buradan <f (“’%y) elde edilir ki bu da (5.4) esitsizligini verir.
Not

Monotonik bir f : I — R Jensen i¢biikey fonksiyonu normal anlamda ic¢biikey olmast
gerektigine dikkat edilmelidir.

Yani her z,y € I ve her A € [0, 1] i¢in
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FOz+ (1 =XNy) > M(z)+ 1=\ F(y)

dir.
5.1.6. Teorem

Verilen bir € > 0 igin f(z) > —e¢ egitsizligini saglayan f : I — R azalmayan bir Jensen

icbiikey fonksiyonunun

f(y?i:i”(w') <y (w—;y) (5.5)

esitsizliginin ¢ozlimii olmasi icin gerek ve yeter kogul Gyle bir d artmayan fonksiyon

vardir ki © € I, © — d(z)e” Jensen i¢biikey ve f nin

formunda olmasidir [2].

ispat

Lemma 5.1.2 nin ispatinda f yerine f + ¢ alinir benzer iglemler tekrar edilirse ispat

tamamlanir.

5.1.7. Tanim

Verilen bir ¢ > 0 saywist icin f : A C R — R tanmimh tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak tlizere

[f'(2) = fz)] <e

esitsizligi her x € A icin saglansin. Eger bir k£ > 0 sayis1 i¢in

[f(2) = y(2)| < ke

ozelligini saglayacak gekilde y' = y denkleminin bir y(z) ¢6ziimii bulunabiliyor ise 3/ = y

denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararhdir denir.
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5.1.8. Teorem

g : I CR — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) Her 2 € I i¢in g(z) < ¢'(x) <= i : I — R azalmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon
olmak tizere g(z) = i(x)e” olarak yazilabilir.

(ii) Her z € I i¢in ¢'(z) < g(x) <= d : I — R artmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak iizere g(z) = d(x)e” olarak yazilabilir [2] .
fspat

(i) (=): Her x € I igin g(z) < ¢'(x) olsun. i : I — R tiirevlenebilir fonksiyonu

i(z) = g(x)e~™ olarak tamimlansin. Bu durumda ¢'(x) vardir.

i'(v) = g'(v)e™ — g(x)e™ = (¢'(x) — g(x))e™" >0

olur ki bunun anlami ¢ azalmayan bir fonksiyondur. Buradan

formunda oldugu goriiliir.
(=)

1] — R

azalmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere g(x) = i(z)e” olsun. i azalmayan

oldugundan her z € [ igin ¢/ (x) > 0 dir. g(z) = i(z)e” ve
g (x) =i'(x)e” +i(x)e”
oldugundan g(z) < ¢'(z) elde edilir.

(ii)(=>) : Her z € I igin ¢'(z) < g(z) olsun. Bu durumda d : I — R tiirevlenebilir
bir d(z) = g(x)e® fonksiyonu tanimlansin. Boylece d'(z) vardir. Ayrica

d'(z) =g'(r)e™® — g(x)e ™ = (¢'(x) — g(z)) e <0
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olur ki bunun anlami d artmayan bir fonksiyondur. Buradan

formunda oldugu goriiliir.
(=)

d : I — R artmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere g(x) = d(z)e” olsun. d
artmayan oldugundan her x € [ igin d'(z) <0 dir. g(x) = d(x)e” ve

g (x) =d(z)e” + d(x)e”

oldugundan ¢'(z) < g(z) elde edilir.

5.1.9. Teorem

Verilen bir € > 0 sayis1icin f : [ — R tanimli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.Bu

durumda,

[f'(2) = fz)] <e

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢, J = {e™ : x € I} kiimesi {izerinde

taniml, artmayan ve 2¢— Lipschitzyan 6zellikli bir fonksiyon olmak iizere

f(x) =e+€e"(e™™)

olarak yazilabilmesidir [2] .

fspat

Her z € I icin |f'(z) — f(x)| < e saglansin. Buradan —e < f'(z) — f(z) < ¢ oldugu
dolayisiyla

fl@)—e < fi(z) < flx) +¢

oldugu elde edilir. Eger g(z) = f(x) — ¢ alinrsa g(z) < ¢'(z) elde edilir. Boylece
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Teorem 5.1.8 (i) den Gyle bir i tiirevlenebilir ve azalmayan fonksiyonu vardir ki
g(x) = f(z) —e=i(v)e*,x €l

seklinde yazilabilir. Benzer gekilde h(z) = f(z) 4+ ¢ dersek h'(z) < h(x) elde edilir.
Boylece Teorem 5.1.8 (ii) den Gyle bir d tiirevlenebilir ve artmayan fonksiyonu vardir
ki

h(z) = f(z)+e=dx)e*,z €l

seklinde yazlabilir. f(z) — e = i(x)e” oldugundan f(z) = e +i(x)e” yazlabilir. Ayrica
f(z) + e =d(x)e* oldugundan f(z) = d(x)e” — € olarak yazilabilir. Dolayisiyla

e+i(x)e” =d(x)e” —¢
olur. Bu esitligin tiirevi alinirsa,

i'(z)e” +i(x)e” = d'(x)e” + d(x)e”
=d'(x)e” +i(x)e” + 2

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

d(x) = Pla)e” = 2 =1 (z) —2ee™"

el‘

elde edilir.

d tiirevlenebilir ve artmayan oldugundan her z € [ i¢in d'(x) < 0 saglanir. Eger
d'(z) = i'(x) — 2ee~* < 0 oldugu kullanilirsa i'(z) < 2ee™7 elde edilir. i(x) azalmayan
oldugundan i'(z) > 0 dur.

Boylece 0 < i'(z) < 2ee™ elde edilir. Simdi de J ={e ™ :xz €I} ve {:J — R olmak

tizere ((z) = i(— In 2) olarak tanimlansin. O zaman

0'(z) =[i(~Inz)] = —i'(—lnz).l <0 (z€J)

z

olur.

Dolayisiyla ¢ artmayandir. z; ve 25 € J ve 21 # 25 olsun. Ortalama deger teoreminden



bir z3 € (min(zy, 22), max(zy, z2)) vardir ki

[€(21) — U(z)| = [€/(23)] |21 — 22
_ ‘—i’(—lnzg)

|21 — 2]
z3

=i (—Inzg)e % |2 — 2|

< 2ez — 29

esitsizligi saglanir. Boylece ¢, 2e—Lipschitzyandir.
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flz) = e+ i(x)e”, {(2) = i(—1Inz) oldugu ve z € J oldugundan z = e~® modelinde

olmasi gerektigi kullanilarak — In z = = buradan da ¢(z) = i(z) elde edilir. Boylece,

flx)=c+Ll(e™").e"
elde edilir.
a :=inf J = [0, 00)

ve ¢ := lim ((t)

t—at

olsun.
Her z € [ i¢in,

|f(z) — ce®| = ]5 + (e ")e” — ce’”|
<e+e”|l(e™) — ¢

=c+e” [l(e™) — lim ((t)

t—at
=c+e" |[l(e™™) = (a)|
< 6+6I.2€‘6_x—a‘
=ec+ 2|1 — ae”|
< 3¢

elde edilir. Eger g(x) = ce® alimirsa ¢'(z) = g(x) saglamir. O halde verilen € > 0 igin f

de |f'(x) — f(x)] < € egitsizligini saglayan bir fonksiyon ise bir g(z) = ce® fonksiyonu

vardir ki ¢'(z) = g(z) saglanir ve |g(z) — f(z)| < 3¢ olur.
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Sonug olarak y’ = y diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararhdir.
Burada [ belli iken J bellidir ve dolayisiyla a ve ¢ sonlu tek degerlerdir. Bu da g(z) =

ce” fonksiyonunun tek olarak belirlendigini verir.
5.2. 1y’ = Ay Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararlilig:

2002 yilinda Takeshi Miura, Sin-Ei Takahasi ve Shizuo Miyajima Alsina ve Ger’in
sonucunu genellegtirerek 3 = Ay denkleminin Banach Uzayinda Hyers-Ulam

kararhihgimi incelemiglerdir.

X # {0} bir kompleks Banach uzayi, A € C ve ¢ > 0 verilmig olsun. / da R nin bir

agik araligl olsun.

5.2.1. Tanim

Eger her ||¢'(t) — Ap(t)|| < e esitsizligini saglayan ¢ tiirevlenebilir fonksiyonu i¢in
|o(t) — eMay|| < ke k>0

olacak sekilde y' = Ay denkleminin bir z, € X ¢oziimii varsa y' = Ay diferensiyel

denklemine I iizerinde Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir [17] .

Mg, x € X formundadir. Eger

y' = Ay diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin e
m(I,\) =Inf{e "Mt eI}, M(I,\) = Sup{e ™ tel}

olarak tanimlanirsa 0 < m(/,\) < oo ve 0 < M(I, ) < oo oldugu agiktir.
5.2.2. Teorem

A € C ve € > 0 verilmis olsun. I da R nin bir acik araligi ve ¢ : [ — X

le"(8) = dp(B)]| < e

ozelliginde bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagida verilen durumlar dogrudur:
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(i) ReX # 0 ise,

1 m(l, \
-t - ).

olacak sekilde bir z, € X vardur. Ozel olarak, m(I,\) = 0 ise T, elemani
stg) |o(t) — eMay|| < o0

olacak gekilde tektir.

(ii) ReA =0 ve I nin gap1 6(1) < oo ise

ng(t) — e)‘txg,H < ed(I)

olacak gekilde z, € X vardir.

(iii) ReX = 0 ve 0(I) = oo ise ¥ = Ay diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda
kararli degildir [17] .

fspat
X*ile X in dual uzayr gosterilsin. X* = {f | f : X — C, siirekli} = C(X,C) olsun.

Herhangi bir f € X* icin ¢y : I — C fonksiyonu (¢f)(t) := f(e(t)), t € I olarak
tanimlansin ve (p7)'(t) = f(¢'(t)) olacak gekilde bir f elemani alinsin. Bu durumda,

[(0p)(8) = Alep) (O] = [F(#'(t) = Meps) (B))]
= /(') = f(Ap(1))]
< £ (@) = Ap(D)]
<ellfll

elde edilir. Eger h(t) := e (pf)(t) olacak sekilde bir h fonksiyonu tanimlanirsa

W (t) = =Ae ™ () (t) + e (i0p) (1)
= e {(0p) (t) = Meop) ()}
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elde edilir. Buradan,

W) < el f] e

esitsizligi saglanir. Hesabin temel teoreminden

< / W ()] dr
t
<c|fl / e dr

t
< |fl / oA g7

_ ¢ 1 £1] —(ReA)t —(ReX)s
= R © ‘ )

elde edilir.

(i) Kabul edilsin ki, ReA # 0 olsun. Bu durumda yukarida elde edilen esitsizlikten her
s,t € I icin,

‘f (G_At§0<t —/\s )‘ < ‘Rﬂfl\ } —(Re)t —e —(ReX)s
IF] e () — e>e(s)| < |€B|’|ef>J|| | e~ (RN _ = (ReN)s
‘Q_Atﬁp(t) —e | < ‘ —(ReN)t _ ,—(Re))s

|Re)\|
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esitsizlikleri elde edilir. Eger
“ENN (1, )

ise e p(s) fonksiyonu X kiimesi iizerinde yakinsak olur. e **¢(s) fonksiyonunun
yakinsadigr deger x, € X olarak alinsin. Bu durumda

lo(®) = x| = [l (e t) — o)
— ‘e(Re/\)tl Hef/\t (Zf) . prH
6 (ReA)t He At (t) + 6_)‘8@(8) . B_ASQO(S) o IWH

<e (ReX)t He AtQO(t) _ 6_)\5(,0<S)H 4 6(Re>\)t HQ_ASSO(S) — xGDH

(ReA)t

6 ‘ e (ReA)t

. e—(Re)\)s }

<
~ |Re)|
e —(Re\)s
- |Re)| (1 o (Re)\)t)
(i)
| ReAl (1,A)

elde edilir. Simdi de kabul edilsin ki # € X elemani sup || (t) — eMz|| = ¢ < 0o olacak
tel

e
e

m
M

sekilde olsun. Eger m(I,\) = 0 ise

o = ol < e {[[¥a — o] + [lo) — ¥}

< —(ReA)t €
<e C+ ——— |Re)\|

elde edilir. t — oo igin e~ (BY — (0 oldugundan ||z — z,|| — 0 olur ki buradan = = x,,
olmalidir.

(ii) ReA = 0 ve I nmn ¢ap1 §(/) < oo olsun. Bu durumda daha énceden elde edilen
h(s) = h(t)] <ellf]| [l e BNTdr esitsizliginden

1 (e o(t) — e ls))| < < |I£] / e (RN g7

<ellfIlt = s|
<el[fllo(1)

elde edilir.
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Dolayisiyla ReA = 0 icin

[e™ () — e ()| < [le™((t) — e™.e™ ¢ (s))
< ) — M. o(s)||
< ed(1)

—As

elde edilir. (i) nin ispatinda e **¢(s) fonksiyonunun yakinsadigi deger z, olarak

alinmigti. O halde,
Hap(t) - e)‘t$¢H < ed(I)
elde edilir.

(iii) ReX = 0 ve 6(I) = oo olsun. Bu durumda ||z,|| = 1 olacak sekilde bir z, € X

bulunabilir. Simdi ¢ (t) := eteMx,,t € I olarak tammlansin. Buradan,
105() = Apo(t)|| = ||eeMzo + eXteMa, — eXte M, ||

< e[| [laol

<e | e(Re)\)t‘

=c
elde edilir. Kabul edilsin ki bir £ > 0 ve y, € X igin H%(t) _ 6’\tyoH < ke saglansmn.
lipo(t) = eMyol| = lletzs — ol < ke
olur.

[ [t llzoll = llwolll < lletzo — yoll < ke

esitsizliginde her iki taraf ¢ ile boliiniirse

o €

olup k + M toplami sonlu oldugundan 6(7) = oo olmasi ile geligir. Buradan ¢y’ = \y
€

diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararl olamaz.
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5.2.3. Tanim

B bir Banach uzay1 f : [ — B diferensiyel bir doniigiim olsun. Eger her bir ¢t € [ i¢in
bir f'(t) € B vardir 6yle ki

t — f(t
s—0 S B
saglaniyorsa f fonksiyonuna tiirevlenebilirdir denir. Burada |.||z, B fizerinde

tanimlanan normdur 10,11, 13] .

5.2.4. Tanim

B bir Banach uzay:1 f : I — B diferensiyel bir déniigiim ve ¢t € I olmak {izere
1F/@) =A@l <e

ozelliginde tiirevlenebilir bir f fonksiyonu icin bir x € B vardir ki

(1) = Ax(t) ve |[f(t) —2(t)llp < ke

saglanacak gekilde k£ > 0 varsa ' = \y diferensiyel denklemine Hyers-Ulam anlaminda
kararlidir denir [11] .

5.2.5. Onerme

B bir Banach uzay1 f : I — B ye diferensiyel bir doniigiim olsun. Asagida verilen iki
durum egdegerdir.

W) [[F(#) = AfDllp <& (tel)

(ii) g : I — B bir diferensiyel doniisiim vardir ki her ¢t € I igin f(t) = g(t)e* ve
g/ ()] 5 < ee= (RN dir [11] .

fspat

(1) = (i1) : f(t) = g(t)e egitliginden g(t) = f(t)e ™ yazlabilir. Buradan g nin
tiirevlenebilecegi agiktir ve ¢'(t) = {f'(t) — A\f(t)} e~ yazlabilir. Bu esitlikte her iki
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tarafin B lizerinde normu alinirsa

1" Dl s = ILF/(t) = Af(E)]] e N
S 56_(R6)\)t

elde edilir.

(17) = (4) :

f(t) = g(t)eM esitliginde tiirev alinirsa

F1) =1{g'(t) + 2g(t)} X = g (t)e™ + Af (1)

elde edilir. Buradan

f1(t) = Mf(t) = g'(H)e

yazilabilir. Her iki tarafin B iizerinde normu alinirsa

17/ =MDl = |9 O] 5 = llg' ()] p e

elde edilir. ||¢/(t)]| g < e~ BNt oldugundan || f'(t) — Af(t)||z < & yazlabilir.
5.2.6. Onerme

B bir Banach uzay1 f : I — B diferensiyel bir doniisiim olsun. Asagida verilen iki

durum egdegerdir.

(1) f/(t) = Af(t)t eI

(ii) Bir g € B vardir oyle ki f(t) = ge?,t € I [11].
fspat

Onerme 5.2.5 de t € I icin ¢'(t) = 0 oldugunda durum (ii) de verilen g(¢) déniisiimiiniin

sabit oldugununun gosterilmesi yeterlidir.



57

g : I — R bir g fonksiyonu tamimlansin ve herhangi bir ¢, € I icin

9(t) = llg(t) = g(to)ll 5

olsun. Burada g tiirevlenebilirdir ve ¢'(t) = 0 oldugundan §'(t) = 0 dir. Bu nedenle
g sabit fonksiyondur. g(tp) = 0 oldugundan ¢(t) = g(to) yazilabilir. Boylece g(t) sabit

fonksiyondur ve bu da ispat1 tamamlar.
5.2.7. Lemma
g : I — C tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Her ¢ € I i¢in

|g/(t>| S 86—(Re>\)t

olmak iizere g nin gergel kismi v ve imajiner kismi v olsun. Re\ = 0 olmadik¢a I dan

C ye u ve ¥ fonksiyonlarini sirasiyla

3

. o8 6_(R6)\)t, ’lN)(t) _ U(t) € 6—(Re)\)t

" Re\

olarak tanimlansin. Bu durumda ¢, < s olmak {izere her s € I icin,

2

0 <a(s) —a(ty) < R_(i\ {em (BNt _ =(ReX)s)

ve

0< i(s) — B(te) < —o {e BN _ o~(ReNsY
- %"= ReA

esitsizlikleri saglanir [11].

fspat

g'(t) = u/(t) +iv'(t) oldugundan, her ¢ € T igin
[/ ()], [0 (8)] < 1g'(1)] < eem N

yazilabilir.
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_ E  (Re
u(t) = u(t) — Tox® (ReA)t

esitliginde tiirev almirsa @' (t) = u/(t) + ce~ (N elde edilir. Ayrica |u/(t)| < ee(FeM?

oldugundan,

—ee~ (BNt < o/ () < ge~ (RN,

—ee~ (RNt | co(RNE < /(1) 4 e~ (RENE < go— (RNt 4 go—(ReN)t
ve

0 < @(t) 4 ce” BN < 9eem (RN

elde edilir.

Simdi s € I olmak iizere I dan C ye bir U fonksiyonu

2e
e

U(s) = —u(s) — Tox

olarak tanimlansin. U tiirevlenebilirdir ve her s € [ icin
U'(s) = —i'(s) + 2ee~ENs >

saglanir. U(t,) = 0 oldugundan eger s > t, ise U(s) > 0 dir (U'(s) > 0 oldugundan U
fonksiyonu azalmayandir yani s > ¢, igin U(s) > U(ty) = 0 dur).

@' (s) > 0 oldugundan s > t, ise u(s) > u(ty) saglanir. Buradan,

2
0 < a(s) — a(ty) < R_; [ (RNt _ = (ReN)s)

elde edilir. Benzer sekilde,

_ € (Re
o(t) = v(t) — Ton® (ReA)t

esitliginde tiirev ahinirsa o'(¢) = v'(¢) + e~V elde edilir.
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[v'(t)] < ee=(EeN! oldugundan,

—ce~ (RNt < 4/ (1) < ge— (RN,

—ee~ (RNt 4 ce=(RNE < /(1) 4 e~ (RNt < go=(ReNE 4 co—(Re)t
ve

0 < ¥'(t) < 2ece (ReMt

elde edilir. Simdi s € I olmak {izere I dan C ye bir V' fonksiyonu

2¢e

2
_ Re)\e—(ReA)s+6(to)+ € o~ (ReNto

V(s) = ~i(s) —

olarak tanimlansin. V' tiirevlenebilirdir ve her s € [ i¢in
V'(s) = =0/ (s) 4 2ee BN >

saglanir. V' (t,) = 0 oldugundan eger s > t, ise V(s) > 0 dir (V'(s) > 0 oldugundan V'
fonksiyonu azalmayandir yani s > ¢, igin V(s) > V(ty) = 0 dir).

?'(s) > 0 oldugundan s > ¢, ise 9(s) > 0(ty) saglanir. Buradan,

2
0<9(s) —0(ty) < R_;\ e~ (ReNto _ o=(ReX)s)

IN

elde edilir. O halde ispat tamamlanmigtir.
5.2.8. Lemma

Re)X > 0 olsun. lim wu(s) ve lim ov(s) limitleri vardur [11] .
s sup [ s /‘'sup I

fspat

Oncelikle sup,.; @(t) nin sonlu oldugu gosterilmelidir. Bu amacla t, € I igin Lemma
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5.2.7 diizenlenirse

2¢e
u(t) < u(t 25 [, (ReNto _ ,—(ReM)t
it) < alto) + oy 1€ € }
2e

+ %6_(]{6)\)%, to < t.

< u(to)

elde edilir. Eger t < tg ise, 4/(t) > 0 oldugundan her ¢ € I i¢in a(t) < a(ty) elde edilir.
Bu nedenle, her t € [ icin

dir. (¢ > 0) Buradan sup,.; @(t) nin sonlu oldugu gosterilmis olur. Simdi de,

lim wu(s) = supa(t
s 'sup I () te? ()

oldugu gosterilsin. Gergekten, verilen her n > 0 ic¢in 6yle bir sq € I bulunabilir &yle ki
sup,e; a(t) —n < a(so) dir. @'(t) > 0 oldugundan sy < s ise her ¢ € [ igin

supa(t) —n < a(s) <supa(t) +n
tel tel

yazilabilir. Bu ifade lim |sup,c; 4(t) — @(s)| < lim 5 olarak yazilabileceginden
n—s0 n—-0

lim wu(s) = supa(t
S/SHPI() Sup (t)

elde edilir. Benzer gekilde, sup,.; 0(f) nin sonlu oldugu gosterilmelidir. Bu amagla ¢y € 1

icin Lemma 5.2.7 diizenlenirse

- - 2¢ _ B

o(t) < o(to) + o te (ReMto _ (Re/\)t}
< f}(t()) + 2_56_(R5)\)t0 tO <t
Re) U=

elde edilir. Eger t < tg ise, v/(t) > 0 oldugundan her ¢ € I i¢in 9(t) < 9(to) elde edilir.
Bu nedenle, her t € I icin
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Buradan sup,c; 0(¢) nin simirh oldugu gésterilmis olur. Jimdi de,

lim wv(s) = supo(t
Hm v(s) = sup (i)

oldugunu gosterilsin. Gergekten, verilen her n > 0 icin 6yle bir sq € I bulunabilir 6yle

ki sup,c; 0(t) —n < 0(sp) dir. ¥'(t) > 0 oldugundan sy < s ise her ¢t € I igin

sup9(t) —n < 0(s) <supo(t) +n
tel tel

yazilabilir. Bu ifade lim |sup,¢; 0(f) — 9(s)| < lim n olarak yazilabileceginden
n—s~0 n—s~0
lim v(s) = supo(t)

s ‘sup I tel

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.
5.2.9. Teorem

Rel >0, f: 1 — C,t € I olmak iizere
f'(t) = Aft) <e

ozelliginde tiirevlenebilir bir f fonksiyonu icin 6yle bir § € C vardir &yle ki her t € 1

icin
V2e
t) — 0| < ==
‘f( ) © | ~ Re)
dir [11].
fspat

Onerme 5.2.5 kullanilirsa ¢ : I — C tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere
F(t) = g(t)e ve |g'(t)] < ee” V!

olsun. u ve v, g kompleks sayisinin sirasiyla reel ve imajiner kismi olsun. I dan C ye
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ve v fonksiyonlar

£

_ Re)\ef(ReA)t’ ﬁ(t) — U(t) £ ef(Re)\)t'

a(t) = u(t) -

olarak tanimlansin. Lemma 5.2.8 den /l(nn Iu(s) ve /1(1m Iv(s) limitlerinin var oldugu
s /'sup s /'sup
bilindiginden Lemma 5.2.7 den eger ¢ < s ise,

2e
<7 ~ —(Re)t
0 <a(s)—a(t) < Re)\e

yazilabilir. Buradan, her t € [ icin

ut) = lim a(s)| = lm fa(t) + %e—mex)t _ (s
< & (Reny
~ Re\

elde edilir. Benzer gekilde, her ¢t € I icin

<€ o~ (ReMt
~ Rel

N lim
v(t) Sflsrﬁ)lv(s)

elde edilebilir. Buradan, her ¢t € I i¢in

= [(u(t)— lim a@(s) 2
(v0- 1 50)

‘f(t) ol {(@ () + ()}

t “sup I
1
212
+ (v(t)— lim v (s e(ReN)t
(v~ m 705
< ﬂge—(ReA)te(Re)\)t _ V2e
~ Re) Re)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
5.2.10. Teorem

Rex >0, f: 1 — A, t el ve A kompleks sayilar kiimesinde kapali bir kiime olmak

iizere

1F/(6) = Af (Ol <
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ozelliginde tiirevlenebilir bir f fonksiyonu icin eger A sabit fonksiyonlara sahip ise dyle
bir § € A vardir ki her ¢t € [ icin

¢ V2e
) - ] < Y

saglanir. Ayrica A min sabit fonksiyonlar: yok ise dyle bir 6 vardir ki her ¢ € I icin

< 2\/55

PR

saglanir [11] .
fspat

Her x € X (X topolojik uzay) i¢in I dan C ye f, fonksiyonu

fo(t) == f(t)(2), (t € 1)

seklinde tanimlansin. f, fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan her x € X icin

(fa)'(t) == f'(t) (), (t € I)

yazilabilir. Buradan her z € X igin

|(f2)'(t) = AL (O] < 1) = Af (D)l <€

oldugunu soylenebilir. Onerme 5.2.5 den her z € X icin I dan C ye bir g, diferensiyel
fonksiyonu karsilik gelir 6yle ki

fo(t) = go(t)eM ve 1(g2) ()] < co—(ReM)t

dir. g, in reel ve imajiner kisimlari sirasiyla w, ve v, olsun. I dan C ye

9

— R@)\ e*(RB)\)t’ f)x(t) — Ux(t) 5 ef(Re)\)t.

Uy (1) = uy(2)

fonksiyonlar1 tanimlansin.
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Teorem 5.2.9 un ispatindan her x € X igin

2
£olt) = I {ia(s) + ()} €| < e

yazilabilir. Burada X den C ye

() = lim {ita(s) +i0,(s))

olacak sekilde bir # fonksiyonu tanimlansin. Bu tanimlama ile esitsizlik

t \/§
£ 0|, < s

olarak yazlabilir. I dan bir {t,} dizisi alalm ve ¢,, /* sup [ olsun. X den C ye

seklinde bir 6, fonksiyonu tanimlansin. g, (t,) = f.(t,)e " oldugundan z — g, (¢,)
olarak tanimlanan fonksiyon her n € N i¢cin A ya aittir.
Gosterilebilir ki, A sabit fonksiyonlara sahip ise 6, A nin bir elemanidir. Gercekten, 6,

her n € N igin A nin bir elemanidir. Lemma 5.2.8 den ¢t < s igin

2
() = Balt)] < o |67 (RN — o= (ReX)

» — ()] < —(ReX)s __ _—(ReM)t
ia() — s 1)] < oy PN e -

yazilabilir. Buradan, her x € X ve her n € N icin

6(z) = 0n(2)] = lim \/!%(8)—&x(tn)lzﬂﬁx(S)—ﬁz(tn)\Q

s sup I

2\/55
< . —(ReX)s _ _—(ReX)tn
~ Rel |s }1539 i c

elde edilir. Bu yiizden 6, {6,} C A dizisinin limitidir ve A kapali oldugundan, 6 A nin

bir elemanidir. Simdi A nin sabit fonksiyonlarinin olmadig: diigiiniilsiin. X den C ye

142 ~ 141
( +Z>€ lim 6_(R6/\)S, 0n<x) :en(m)_'_( +Z)€e—(Rex\)tn

9(33) - 9(1’) + Re\ s /‘sup I Re)

olacak gekilde 6 ve 6, fonksiyonlar: tanimlansmn. {én} C A oldugundan her x € X ve
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her n € N i¢in 6,(z) = g,(t,) yazilabilir. Buradan,

1+i|e

lim 6—(Re)\)s . 6—(Re)\)tn
ReA

s,'sup I

i(z) — én(g;)\ < 10(x) — 0, (x)| +

< 3\/55
— Rel

lim e—(Re)\)s . 6—(Re>\)tn

s 'sup I

elde edilir. A kapali oldugundan 6, A nin elemamdir. Dahas, her ¢ € T icin

At [1+ile
<O =0+

< V2e n V2e B 2V/2¢
~ ReA Re\  Re)

lim e—(Re)\)se)\t
s /'sup [

H F(t) — G

elde edilir ki ispat tamamlanmig olur.

Sonug

ReX >0, f(a,+00) (—oo < a < +00) dyle ki
1F/(8) = Al <& (t € (a,+00))

ozelliginde tiirevlenebilir bir doniisiim ise f benzersiz olarak Teorem 5.2.9 anlaminda

A nin bir fonksiyonu ile yaklagir [11].
fspat

Teorem 5.2.9 dan, eger 61,0, € Aise t € (a,+00) icin || f(t) — 6;eM|| < kje olacak
sekilde baz1 k; > 0,(j = 1,2) i¢in ¢; = 02 oldugununun gosterilmesi yeterlidir.
Gergekten,

101 = sl < [|6n — fR)e™™ | + (| F()e™ — baf|
S (k’l + k2)€€_(Re>\)t

elde edilir. ¢ — oo icin limit alinirsa ||6; — 65|, — 0 elde edilir . Buradan 6, = 6, dir.
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5.3.9/(t) — ay(t) = 0 Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararlilig:

2017 yilinda Masakazu Onitsuka ve Tomohiro Shoji y/(t) — ay(t) = 0,a # 0 birinci
basamaktan homogen diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliligi iizerinde

caligmalar yapmigtir. Bu boéliimde a nmin sifirdan farkli oldugu, birinci basamaktan

y'(t) —ay(t) =0 (5.6)

diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliligi incelenecektir. 2013 yilinda Miura, Jung

ve Takahasi agagidaki teoremde verilen keskin sonucu elde etmiglerdir.
5.3.1. Teorem

y'(t)—ay(t) = 0 denklemi 1/ |a| Hyers-Ulam kararhlik sabiti ile Hyers-Ulam kararhiligina
sahiptir. Burada, 1/ |a| sabiti R iizerindeki minimum Hyers-Ulam kararlilk sabitidir
[14].

2017 yilinda ise Onitsuka ve Shoji de agagidaki sonucu elde etmiglerdir.

5.3.2. Teorem

e > 0 verilen keyfi bir sabit olsun. Kabul edelim ki her ¢ € [ igin diferensiyellenebilir
bir ¢ : I — R fonksiyonu igin |¢'(t) — ad(t)| < e esitsizligi saglansin. Bu durumda
agsagidaki durumlardan biri saglanir:

(i) Eger a > 0 ve sup I var ise 7 = sup/ olmak iizere lim;_,,_o¢(t) mevcut ve y(t)
(5.6) denkleminin herhangi bir ¢oziimii ise her t € I i¢in |limy_,_op(t) — y(7)| < €/a
oldugunda |¢(t) — y(t)| < €/a saglanir.

(ii) Eger @ > 0 ve sup I yok ise bu durumda lim; . ¢(t)e”* vardir ve
y(t) = (limy_eed(t)e=) e (5.6) denkleminin gercek ¢oziimiidiir dyle ki her ¢ € I igin
|p(t) — y(t)| < /a saglanir.

(iii) Eger a < 0 ve inf I var ise 0 = inf I olmak iizere lim;_,,op(t) mevcut ve y(t)
(5.6) denkleminin herhangi bir ¢oziimii ise her ¢ € [ i¢in |limy;,100(t) — y(o)| < €/ |al
oldugunda |¢p(t) — y(t)| < €/ |a| saglanir.

(iv) Eger @ < 0 ve inf I yok ise bu durumda lim,, . ¢(t)e " vardir ve

y(t) = (limy_oop(t)e ) ™ (5.6) denkleminin gergek ¢oziimiidiir dyle ki her ¢t € T
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icin |p(t) — y(t)| < €/ |a| saglanir [14].
Bu teoremden agagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.

Sonug

(5.6) denklemi [ iizerinde Hyers-Ulam anlaminda 1/ |a| Hyers-Ulam kararlilik sabiti ile
kararhidir [14] .

Not

a = 1 durumunda, (5.6) denklemi i¢in bir HUS sabiti yukaridaki bir 6nceki sonuglardan

biridir. Yani, teoremin Alsina ve Ger’in bir sonucu oldugu séylenebilir.
5.4.y" + g(t)y = 0 Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararlihig:

2003-2004 yillarinda Takeshi Miura, Shizuo Miyajima ve Sin-Ei Takahasi birinci
basamaktan lineer diferensiyel operatorlerin Hyers-Ulam kararlililigini incelemiglerdir.

X reel veya kompleks Banach Uzay1 ve h : R — C siirekli bir fonksiyon olmak iizere

C(I,X)=A{f|f:I— X, siirekli},

CHI,X)={f|[f:I— X, siirekli ve tiirevlenebilir} C C(I, X)

ve

[flloe = sup {[f(B)] - ¢ € I}

olsun. Tj, : CY(I, X) — C(I, X) lineer operatorii T,u = u' + hu olarak tanimlansin.

olarak tanimlansin.
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Bu durumda,

fonksiyonu T,u = v denklemini saglar. Yani,

' ——ﬁ/(t)t~svs s Lit~svs s
w0 - W){hmm *;;(t)dt[h“”d

saglanir. Burada

i ~
dt
0

oldugundan,

1 [-
u(t) = %[h(s)v(s)ds
oldugundan,
(I
(E) = =3 W)+

olur. Buradan, A/(t) ve h(t) yerlerine yazilirsa,

h@)gzh(s)ds
u(t) = ——=——u(t) +v(t)
Jh(s)ds

elde edilir.
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Gerekli sadelegtirme yapilarak,
u'(t) = —h(t)u(t) + v(t) ve buradan u'(t) + h(t)u(t) = v(t) elde edilir.

Bu ise Thu(t) = v(t) oldugunu verir. Tersine, Tj,u = v denkleminin genel ¢6ziimii

olarak yazilabilir. Burada yy, € X keyfi bir sayidir.
5.4.1. Tanim

Eger agagidaki 6zellik saglanacak sekilde bir £ > 0 sayis1 varsa T}, operatoriine Hyers-

Ulam anlaminda kararlidir denir:
[Thu — vl <e

esitsizligini saglayan her ¢ > 0, v € C(I,X) ve u € C'(I, X) fonksiyonlar igin bir
ug € CY(I, X) elemani vardir ki

Thup = v ve ||lu—uoll, < ke

saglanir. Burada k& > 0 sabitine Tju operatoriine karsilik gelen bir Hyers-Ulam
kararlilik sabiti denir. Eger min {k} degeri varsa bu minimum k degerine Tju

operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti denir [12].

Ozel olarak X = R ve h(t) = —1 secilirse T,u = 0 denklemi v’ = u denklemine

indirgenir ve bu durum Béliim 5.1 de incelenmigtir.

Benzer gekilde X # {0} bir kompleks Banach uzay1 ve h(t) = —\ € C segilirse T,u = 0

denklemi u" = Au denklemine indirgenir ve bu durum Boliim 5.2 de incelenmigtir.

Kabul edilsin ki, X # {0} bir Banach uzay1 ve ¢ € R olmak iizere ¢ : R — C

t
[o(s)ds o ,
g(t) = e’ olarak tamimlanmg siirekli bir fonksiyon olsun.



olarak tanimlansin. Burada Cj, D, ve E, degerlerinin sonlu olmalar iizerine bir

kisitlama yoktur.

5.4.2. Teorem

h:R — C siirekli ve T}, : CY(R, X) — C(R, X) lineer operatorii
(Thu)(t) = u'(t) + h(t)u(t)

olarak tamimlansin. Kabul edelim ki, C}, D), ve E} degerlerinden biri sonlu olsun. Bu
durumda T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararlidir. ‘Bununla beraber, C), < oo
veya Dy, < oo ise ||[Thu —v|| < oo esitsizligini saglayan her v € C(R,X) ve u €
CL(R, X) igin bir ug € C*(R, X) vardir ki

Thup =v ve [ju— gl < oo

saglanir [12] .

fspat

Kabul edilsin ki ¢ > 0, v € C(R, X) ve u € C'(R, X) i¢in ||Thu — v|| < & saglansin.

w := Tru — v olarak tamimlansin.

Buradan T,u = v + w olur. Bu durumda,

1 -
u(t) = m u(0) + /h(s)(v(s) + w(s))ds
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olarak yazilabilir. i1k olarak, C}, < oo oldugu kabul edilsin. ||w|| < ¢ (sirh) oldugundan
[h(t)w(t)dt € X dir.
0

Bu yiizden her t € R icin,

olarak yazilabilir. Her ¢ € R igin,

o

xo := u(0) + /ﬁ(s)w(s)ds
1 2
uo(t) == % {:170 + [h(s)v(s)ds}

u(t) = un(t) - %?Ms)w@ds

dir. Buradan,

Ju(t) — o) = W 7ﬁ<s>w<s>ds
< \’;ﬂ ?\Ms)ds
<<Ch

esitsizligi saglanir. O halde T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararhdir ve C}, sabiti
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de bir Hyers-Ulam kararhilik sabitidir. D}, < oo oldugu kabul edilsin.

||lw| < e (sirli) oldugundan } h(t)w(t)dt € X dir.
Bu yiizden her t € R igin,
1 t ~ 1 y ~ 1 t ~
0=15 [htsyotpis + i {0 - [O hlshwls)ds { + 7o /Oo h(s)w(s)ds

olarak yazilabilir. Her ¢ € R igin,

x1 = u(0) — /ﬁ(s)w(s)ds
1 t ~
uy(t) == m z + /h(s)v(s)ds

0

olarak tanimlansin. Bu durumda, Tjpu; = v saglanir ve

dir. Buradan,

lu(t) - wr (B)]) = —— / B(s)w(s)ds

ho)| || 2,

€ t ~
= \m)]_/oo)h(s)‘ds
<eD,

esitsizligi saglanir. O halde T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararhdir ve Dy, sabiti
de bir Hyers-Ulam kararlilik sabitidir.
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Simdi de Ej < oo olmasi durumu ele alinsin. ¢ € R olmak {izere,

1 I
us(t) := % u(0) + [h(s)v(s)ds

tanimlansin. Bu durumda, Tjus = v saglanir.
t

[u(t) — us(t)] :m /ﬁ(s)w<s)ds < ‘h?—ﬂ‘ /‘ﬁ(s)‘ds <cE,

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararhidir ve Ej,
sabiti de bir Hyers-Ulam kararlilik sabitidir.

Son olarak kabul edilsin ki, C}, < oo veya Dj, < oo olsun. Bu durumda ug(t) nin tek

oldugu gosterilmelidir.

Bunun gosterilmesi i¢in, u € C*(R, X) ve v € C(R, X) i¢in u3(t) ve uy(t) € CY(R, X)

fonksiyonlar: Tu; = v ve ||u — u;|| < M; < oo (j = 3,4) 6zelliklerini saglasin. Tpu; = v

saglandigindan
1 t
uj(t) = — < x; + [ h(s)v(s)ds
0= 75 477+ Mo
0
~ t~
olacak gekilde z; ler bulunabilir. Buradan, z; = h(t)u;(t) — [h(s)v(s)ds olarak
0
yazilabilir.
t t
s — 4| = || [ A(t)us(t) — /ﬁ(s)v(s)ds — | h(t)ua(t) — /ﬁ(s)v(s)ds
0 0

IN I
St
Ve /; — —

VAN
>
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elde edilir.

h(t)| = 0 bulunur. Bu yiizden x3 = x4 olmahdir. Buradan us = uy elde edilir.

ﬁ(t)’ nin (—o0, 0] veya [0, c0) iizerinde integrallenebilir oldugu kullamlarak

inf
teR

5.4.3. Teorem

h : R — C siirekli bir fonksiyon ve T}, : C'(R, X) — C(R, X) lineer operatérii her
t € Ricin Thu(t) = «/(t) + h(t)u(t) olarak tammlansin. Kabul edelim ki, 7}, Hyers-

Ulam anlaminda kararliliga sahip olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(a) i[(r)lf : ‘ﬁ(t)‘ = 0 ise C}, < oo dur. Bununla beraber Cj, T}, n bir kararhhk sabitidir.
t€|0,00

(b) inf )ﬁ(t)‘ = (0 ise Dj, < oo dur. Bununla beraber D;,, T}, m bir kararlihk sabitidir.

te(—o00,0]

(c) inf

teR

B(t)‘ > ( ise Ej < oo dur.

(d) inf )ﬁ(t)(veya inf))ﬁ(t)‘ pozitiftir [12].

te(—o00,0] te[0,00

fspat
E@)‘ %o
Sabit xp € X i¢in ||zo|| = 1 olsun. Her ¢ € R i¢in v(t) = ) olsun.
v € C(R, X) oldugundan u € C'(R, X) olmak iizere
1 t 1 t
=—[h ds = — )~ s ‘ds
()= g [ o) = s [ o)
olarak tammlansin. Tj,u = v oldugundan ||Tul| = ||v||, = 1 yazilabilir.

K, T, icin keyfi bir Hyers-Ulam kararhlik sabiti olsun. Oyle bir u, € C*(R,X)
bulunabilir ki Tup = 0 ve ||u — ||, < K saglanir. Thup = 0 oldugundan her ¢t € R

icin up 1, 1 = up(0) € X olmak iizere ug(t) = ;T:f formunda yazlabilir. Buradan, her
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t € R icin
t

/xo )}NZ(S)‘ ds —x|| < K ‘B(t)‘ (5.7)

0

elde edilir.

(a) Varsayismn ki, inf : )B(t)‘ = 0 olsun. {t,},y C [0,00) olacak gekilde &yle bir

te[0,00
~ 1
monoton artan dizi bulunabilir ki, her n € N i¢in, t,, /00 (n — 00) ve ‘h(tn) < —
n
dir.
Buradan (5.7) kullanilirsa
tn
- ~ K
J 1) ds =l < & foea)] < 3 (58)
n
0

elde edilir. (5.8) den [ VL(S)‘ ds integrali vardir. (5.7) esitsizliginde ¢t = t,, ve n — oo
0

alinrsa, z1 = [ ‘ﬁ(s)‘ ds elde edilir.
0

Buradan, (5.7) esitsizligi kullanilirsa, her ¢ € R igin

o] t

/ ()| ds = / 2o [f(s)

t 0

d&wngww‘ (5.9)

dir. Bu ise (), < K < oo olmasi demektir. K keyfi bir Hyers-Ulam kararhilik sabiti ve
Cp, 1n kendisi de bir Hyers-Ulam kararhilik sabiti oldugundan CY, T} operatérii i¢in bir
Hyers-Ulam kararhlhk sabitidir.

(b) Eger (inf ] ’fz(t)‘ = 0 saglaniyor ise (a) sikkina benzer bir yol izleyerek D), < oo
te(—o0,0
oldugu dolayisiyla Dy, in Hyers-Ulam kararlilik sabiti oldugu gosterilebilir.

(¢) Varsayilsin ki, %nﬂg ‘ﬁ(t)‘ > 0 olsun. Buradan,
€

ol el

(o)

sup [|uo (1) = supy- = < oo
teR teR ‘h(t)’ inf
teR

yazilabilir. Bundan dolay1, her t € R i¢in ||21]] < [Juollo ’ﬁ(t)‘ dir. Buradan, (5.7)
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esitsizligi kullanilarak, her ¢t € R icin
t t
/ (s ds| = /a;o i) ds| < (5 + luall) 1)
0 0

elde edilir. Bu ise E}, < oo olmas1 demektir.

(d) Varsayismn ki, inf )‘h ‘ = 0 olsun. (inf ]’B(t)‘ > 0 oldugu gosterilmelidir.
te[0,00 te(—o0,0

Aksine, inf ‘h

te(—o0,0

= 0 oldugu kabul edilsin. Buradan, {s,}, .y C (—00,0] olacak
sekilde Gyle b1r monoton azalan dizi bulunabilir ki, her n € N i¢in, s, \, —00 (n — 00)

- 1
h(sn)| < - dir. (5.9) dan,

ve

/‘ﬁ(s)‘ds < K‘ﬁ(sn) <

n

Sn

yazilabilir. Bu bir celigkidir. Boylece inf ’ﬁ(t)‘ = 0 iken inf ﬁ(t)‘ > 0 oldugu

t€[0,00) t€(—00,0]
ispatlanmig olur.

Sonug

h : R — C siirekli bir fonksiyon ve T}, : C'(R, X) — C(R, X) lineer operatérii her
t € R igin Thu(t) = v/ (t) + h(t)u(t) olarak tammlansin. T}, operatoriiniin Hyers-Ulam
anlaminda kararliliga sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, Dy, ve Ej dan birinin

sinirli olmasidir. Daha dogrusu, asagidakiler dogrudur:

(a)Eger i[glf : ‘ﬁ(t)’ = 0 ise T}, operatoriiniin Hyers-Ulam anlaminda kararhiliga sahip
te|0,00

olmasi icin gerek ve yeter kosul C}, < oo olmasidir.

(b)Eger inf ] ‘iz(t)’ = 0 ise T}, operatoriiniin Hyers-Ulam anlaminda kararlihga sahip
te(—o0,0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D; < oo olmasidir.

(c)Eger 1nﬂ£ ’ﬁ(t)‘ > 0 ise T}, operatoriiniin Hyers-Ulam anlaminda kararhiliga sahip
€

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E), < oo olmasidir [12].
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Sonug

¢ : R — R siirekli fonksiyonlar ve 1 : R — R siirekli M > 0 sabiti i¢in

teR

sup /w(s)ds <M
0

esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. A : R — C ye Reh = ¢+ 1 6zelligini saglayan

siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Kabul edelim ki t, > 0 ve &y > 0 varduir 6yle ki [¢t| > ¢, iken ¢(t) < —dp dir. Ayrica

Cp, < oo dir ve dolayisiyla T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararliliga sahiptir.

(b) Kabul edelim ki ¢; > 0 ve §; > 0 vardir 6yle ki [t| > ¢; iken 07 < p(¢) dir. Ayrica

Dy, < oo dir ve dolayisiyla T}, operatorii Hyers-Ulam anlaminda kararhhiga sahiptir.
(c) Kabul edelim ki t5 > 0 ve dy > 0 vardir dyle ki t < —t5 iken @(t) < —dy ve
to <t iken 0y < (t) dir. Ayrica Ej, < oo dir ve dolayisiyla 7}, operatorii Hyers-Ulam
anlaminda kararlihga sahiptir [12].

fspat

(a) Oncelikle, her ¢ € R i¢in [@(s)ds integralinin var oldugu gdsterilmelidir. Eger,
t

s > t, ise hipotezden

to

S S to
/gp(T)dT < /go(T)dT — /5Od7' < /gp(T)dT — o5 + 0oty
0 0 to 0

elde edilir. Buradan, her s > ¢, icin

to
Jo(r)dr Jo(r)dr—80s+d0to
eo < eo

yazilabilir ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregi

P(s) < @(to)e™oe™ (5.10)
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elde edilir.

Boylece her t € R icin

o) to o] to
1

/(ﬁ(s)ds < /@(s)ds + gb(to)e‘soto/e‘sosds = /gb(s)ds + 5—@(150) < 00
0

t t to t

elde edilir.

Dolayisiyla [@(s)ds integralinin varhigim her ¢ € R i¢in ispatlanmg olur.
t

Simdi, C, nin smirh oldugu gosterilmelidir.

(i) t, <t olsun. (5.10) dan, s — oo iken @(s) — 0 oldugu sdylenebilir.

—(s)

Tim s > tyicin 1 <
do

oldugundan,

/ B(s)ds < —5—10 / (3)B(s)ds = —510 (s = 51()@@)

elde edilir.

(i) —t, <t <ty ve a =inf {@(s) : |s| < t,} olsun. Buradan,

7@(8)d5 < 7@(5)(15 < 5795(8)6&9 P(t)

elde edilir.
(iii) t <'t, olsun. (5.10) igin benzer islemler yapilirsa,
P(t) 2 e ™ Hp(—t,) > G(—t,)

oldugu goriiliir.
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Ayrica, her s < —tg i¢in ¢(s) < —dp oldugu kullanilarak

7@(3)(&9 = _/togb(s)ds + 790(8)(18
<%fﬂ@ﬂ@%+7@®%
< é+¢ém7¢@w =0

elde edilir. Yukandan, C, < oo oldugu ispatlanmig olur. Son olarak, Cj nin sonlu
oldugu gosterilmelidir. Her ¢t € R i¢in Reh = ¢ + 1 oldugundan

vazilabilir. Hipotezden, her ¢t € R i¢in e™ < 9(t) < eM yazlabilir.

Buradan, her ¢t € R icin

1OO~ 1 OO~ 5 2M
WJ[W%“:&M@[WW@“SQG’

elde edilir. Bu yiizden, C);, < oo dur. Teorem 5.4.2 den T}, Hyers-Ulam anlaminda
kararhdir.

(b)Benzer sekilde D, < oo oldugu ve buradan D; < oo oldugu gésterilebilir. Teorem
5.4.2 den T}, Hyers-Ulam anlaminda kararhdir.

(¢) (a) da oldugu gibi benzer adimlar izlenirse, her ¢ > ¢, i¢in

0< /(ﬁ(s)ds < 512 + @(1152)/(‘5(5)6{8 (1)

yazilabilir.



80

Her t < t5 icin,

0< [(s)ds < 512+¢(it2) JEC 0

dir. Ayrica, 3 = infse[_y, 4,) §(5) olarak tanimlanirsa, her —t, <t < ¢, icin

%/j@(s)ds @<t><Z¢<s>ds< %Zﬂs)ds B(t)

elde edilir. Buradan £, < oo elde edilir. Teorem 5.4.2 den T}, Hyers-Ulam anlaminda

kararhdar.

5.5. p(t)y'(t) = y(t) Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararhhg:

2004 yiinda S. M. Jung ¢(t)y'(t) = y(t) birinci basamaktan lineer diferensiyel
denklemin Hyers-Ulam kararhligini incelemigtir. Alsina ve Ger’in ¢aligmalarindan yola

¢ikilarak oncelikle yardimer lemmalar verilecektir.

5.5.1. Lemma

z : I — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) z(t) < p(t)2'(t) esitsizliginin her ¢t € I i¢in dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
her ¢t € [ i¢in 6yle bir tiirevlenebilir a : I — R fonksiyonu vardir ki

' (t)e(t) >0 ve z(t) = a(t) exp {ff ar }

o P(7)
saglanir.

(b) z(t) > ¢(t)2'(t) esitsizliginin herhangi bir ¢ € I igin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul her t € I icin &yle bir tiirevlenebilir 5 : I — R fonksiyon vardir ki

t

B(1)e(t) < 0 ve =(t) = B(t) exp /

a

dr
o(T)

saglanir [8].
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fspat

(a) Kabul edilsin ki her ¢ € I i¢in z(t) < ¢(t)2'(t) esitsizligi saglansin. [ dan R ye «
fonksiyonu

t

a(t) = exp _/SOCZ') z(t)

a

olarak tanimlansin. o nin [ iizerinde tiirevlenebildigi aciktir.

t

! —Lex _ [ 2'(t)— =z
(1) = —sexn = [ 5 (@00~ =(0)

a

elde edilir bu da gosterir ki her ¢ € I i¢in o/ (t)p(t) > 0 dogrudur. Tersine, kabul edilsin
ki her t € [ igin o/(t)¢(t) > 0 dogru olsun. I — R ye bir

t

+(t) = a(t) exp /

a

dr
o(7)

fonksiyonu tanimlansin. Burada z fonksiyonu I {izerinde tiirevlenebilirdir. Her ¢t € [

icin,

2(1)2'(1) = o (H)p(t) exp / % T 2(t) > =(t)

a

elde edilir ki buradan ispat tamamlanir.

(b) (a) min ispatinda z(t) yerine —z(t) yazilarak ispat tamamlanabilir.

5.5.2. Teorem

Verilen bir € > 0 i¢in y nin, her ¢t € [ i¢in

)y (t) —y(t)| < e (5.11)

egitsizliginin bir ¢éziimii olmasi igin gerek ve yeter kosul o : I — R tiirevlenebilir bir
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fonksiyon olmak iizere herhangi bir ¢t € [ icin

t

y(t) = e+ a(t)exp /@CZ) (5.12)
0 < a/(t)p(t) < 2eexp d — / ;ﬁ; (5.13)

olmasidir [8].
fspat

Kabul edilsin ki y : I — R fonksiyonu (5.11) esitsizliginin bir ¢oziimii olsun. Bu
durumda (5.11) esitsizliginden

y(t) —e <o)y (t) <y(t) +e (5.14)

esitsizligi her ¢ € I i¢in saglanir. Burada bir z(t) = y(t) — ¢ fonksiyonu tanimlansin.
Bu fonksiyon (5.14) esitsizligin sol tarafinda kullanilirsa z(t) < ¢(t)2/(t) yazilabilir.
Lemma 5.5.1 (a) ya gore dyle bir a : I — R tiirevlenebilir fonksiyonu vardir ki her
t € I icin

=< seoeo {25}

o (t)p(t) > 0 (5.15)

her t € I i¢in saglanir. Benzer gekilde, z(t) = y(t) + € fonksiyonu tanimlansin. Bu
fonksiyon (5.14) egitsizliginin sag tarafinda kullanilirsa z(t) > (¢)2/(t) saglamr.
Lemma 5.5.1 (b) ye gore Gyle bir 8 : I — R tiirevlenebilir fonksiyon vardir ki her
t € I igin (5.12) esitsizligi saglanir.

t

y(t) + & = B(t) exp /

a

dr
e(7)

(5.16)



83

ve

Bt)e(t) <0 (5.17)

|

dr

o(7)

, dr 1 t dr
=0ew s [0 1 e / o [T

a

saglanir. Buradan (5.12) ve (5.16) kullanilirsa

t

y'(t) = o/ (t) exp /S:Z) + Zg; exp /

n
a a
e

t

elde edilir. Sonug olarak,

t

B(t) = o/(t) — —— exp { — / ar

o(7)

a

elde edilir. (5.15) ve (5.17) esitsizlikleri her ¢t € I i¢in

t

0 < (t)p(t) < 2eexp —/

a

dr
(1)

esitsizliginin saglandigim gosterir. y(¢) fonksiyonunun ¢ ye gore tiirevi alinip elde edilen
denklem ¢(t) ile ¢arpilip daha sonra elde edilen denklemden y gikarilirsa

t

S0 () — y(t) = o (£)p(t) exp /

a

dr
o(7)

elde edilir. (5.13) ve son denklemden

—e <)y (t) —ylt) <e

elde edilir ki bu da (5.11) esitsizligine egittir.

Agagidaki teoremde, Miura, Takahasi ve Choda’nin bir sonucu olarak Alsina ve
Ger’in sonucunu agik bir gekilde geligtiren ¢(t)y'(t) = y(t) diferensiyel denkleminin

kararhiliginin ispati verilecektir.
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5.5.3. Teorem

Her ¢t € I icin ¢(t) > 0 veya ¢(t) < 0 saglaniyorsa ve y : I — R (5.11) esitsizligini
saglayan bir fonksiyon ise

—

a

esitsizligi saglanacak gekilde bir ¢ reel sayisi vardir [8] .
fspat

Oncelikle kabul edilsin ki, her ¢ € I i¢in ¢(¢) > 0 saglansin. y de (5.11) esitsizligini
saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ yi ¢ := lim;_;, a(t) olarak tanimlansin.
Burada, o Teorem 5.5.2 de verilen o : I — R dir. Her ¢ € I i¢in ¢(t) > 0 oldugundan,
(5.13) esitsizligi —p(t) ile boliintp ¢ den b ye integral alinirsa

b

0> alt /a ds>25/< @(18>>exp —/@CEZ) ds

a

t

b
- e _/ sOCZ) e _/ sOCZ)

a

elde edilir.

td
Bu esitsizlik exp { i %} ile carpilip her tarafina ¢ eklenirse
a P\T

t b

e>e+ (alt) —c)exp /% > 2eexp —/QOCZ_) —e>—¢

a t

vazilabilir. Bu egitsizlikler (5.12) ile birlikte

y(t) — cexp /%

a

esitsizligini ispatlar. Simdi de kabul edilsin ki, her ¢ € I i¢in ¢(t) < 0 saglansin. y de
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(5.11) esitsizligini saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ yi ¢ := lim;_,,+ a(t)

olarak tanimlanip benzer islemler yapilirsa istenilen sonuc elde edilir.
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6.y + P(t)y = G(t,y) DENKLEMININ HYERS-ULAM
KARARLILIGI

2014 yilinda Maher Nazmi Qarawani birinci basamaktan lineer ve lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin ve Bernoulli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias
anlaminda kararlihgimi incelemigtir. Bu kesimde y' + P(t)y = G(t,y) denkleminin
Hyers-Ulam anlaminda kararhiligi incelenecektir. Burada G(t,y) = Q(t) ve
G(t,y) = q(t)y™ n # 0,1 olmasi durumlar1 ayr1 ayr1 incelenecektir.

Y+ Pty = Qt) (6.1)

diferensiyel denkleminin

y(to) = yo (6.2)

baslangi¢ kosullari altinda Hyers-Ulam anlaminda kararliligi incelenecektir. Burada y €
Cl(I), 1= [to,tl], —00 < tg < t; < oo dir.

6.1. Birinci Basamaktan Homogen Olmayan Lineer Diferensiyel

Denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias Kararlihg:
6.1.1. Tanim

Bir ¢ > 0 verilsin ve bir y € C*(I) fonksiyonu da |y’ + P(t)y — Q(t)| < ep(t) esitsizligini
uygun bir ¢(t) pozitif tanimh fonksiyonu i¢in saglasin. Bu durumda eger bir K pozitif
sayist icin |y(t) — z(t)| < Kep(t) esitsizligi saglanacak gekilde (6.1)-(6.2) probleminin
bir z(t) € C*(I) ¢dziimii varsa (6.1)-(6.2) problemine Hyers-Ulam-Rassias (HUR)
anlaminda kararhdir denir [15].

6.1.2. Tanim

Bir ¢ > 0 verilsin ve y € C(I) fonksiyonu |y’ + P(t)y — Q(t)| < ep(t) esitsizligini
uygun bir o(t) pozitif tanimh bir fonksiyonu i¢in saglansin. Bu durumda (6.1)-(6.2)
probleminin bir z(t) € CY(I) ¢oziimii var ve |y(t) —z(t)] < Kep(t) esitsizligi
saglanacak gekilde bir K > 0 sayis1 bulunabiliyor ve tlgilo (x(t) — y(t)) = 0 oluyor ise
(6.1) denklemine Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda kararhdir denir. Bu

durum kisaca bag harfler bir araya getirilerek HURG ile de gosterilir [15].
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6.1.3. Teorem

Eger P(t) ve Q(t) fonksiyonlar I iizerinde siirekli ve y € C*(I) fonksiyonu (6.1)
denkleminin (6.2) kogulunu saglayan bir yaklagik ¢oziimii ise (6.1)-(6.2) problemi

Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararhdir [15] .
fspat
y € C*(I) (6.1) denkleminin (6.2) kogulunu saglayan yaklagik ¢oziimii olsun. O halde,

ly' + P(t)y — Q(t)| < ep(t),y(to) = yo

olacaktar.

t

©o(t) = exp —/P(s)ds

to

olarak alinsin. Bu durumda,

t t
—£exp —/P(s)ds <y 4+ P(t)y— Q(t) < cexp —/P(s)ds
to to
[ P(s)ds
yazilabilir. Esgitsizlik e’o ile carpilirsa,

e <exp /P<s>ds (v + Pty — Q) < e

olur. Bu egitsizlik diizenlenerek,

’
t t

—e < | yexp /P(s)ds — exp /P(s)ds Q) <e

elde edilir.



Bu esitsizligin ¢ty dan t ye integrali alinirsa,

t t s

JP(r)dr
—e(t —to) < y(t)exp /P(s)ds — Yo — /eto Q(s)ds < e(t — to)
to to
elde edilir.
—jP(s)ds
Eger esitsizlik e o ile carpilirsa,

t

[ P(s)ds JP(r)d
—e(t —tp) exp —/P(s)ds <y(t)—e 'o Yo + /eto Q(s)ds
to to
t

<e(t—to)exp —/P(s)ds

to

t

elde edilir.

Buradan,

}P(T)dT —}P(s)ds
y(t) — exp —/P(s)ds Yo + /eto Q(s)ds || <e(t—tg)e ™

to to

yazilabilir.

Eger,
¢ t s

x(t) := exp —/P(s)ds Yo +/exp /P(T)dT Q(s)ds
to to to

olarak tanimlanirsa z(fy) = yo saglanir.

¢ t s t t
, —[P(s)d JP(r)dr —[P(s)ds [P(r)dr
x (t) = —P(t)e o Yo + /etﬂ Q(s)ds | +e 'o e'o Q(t)
to

= —P(t)x(t) + Q(t)

oldugundan (6.1) denklemi saglanir.

89
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Bu durumda,

t t

—e(t —ty) exp —/P(s)ds <y(t) —a(t) <e(t—to)exp —/P(s)ds

to to
veya

ly(t) — x(t)] < e(t —to) exp —/P(s)ds < ety —to)p(t) (t1 < o0)

to

olarak yazilabilir.
t1 —tp = K dersek Tanim 6.1.1 geregi (6.1)-(6.2) problemi HUR anlaminda kararhdir.

Simdi de, I araliginin yari sonsuz olmasi durumunu iceren hali ele alinsin. Yani, t; < oo

olsun.
6.1.4. Teorem

Eger P(t) ve Q(t) fonksiyonlar1 R iizerinde siirekli, P(t) > ¢ > 0 ve y € C(R)
fonksiyonu (6.1) denkleminin (6.2) kogulunu saglayan bir yaklagik ¢oziimii ise (6.1)-
(6.2) problemi Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda kararhdir [15].

fspat
t
- —[peds
Eger Teorem 6.1.3 de elde edilmis olan |y(t) — z(t)| < e(t — tg)e " esitsizliginde
—}P(s)ds
Qt) = (t —tg)e 'o olarak alinirsa
t o]
— [ P(s)ds — [ P(s)ds
lime ‘o =e 0 — 0
t—o00

oldugundan hm Q( ) = 0 ve dolayisiyla hm( (t) — y(t)) = 0 elde edilir. Buradan,
Tanim 6.1.2 geregl (6.1)-(6.2) problemi HURG anlaminda kararhdir.

Ornek

y + (2sin’t)y = cost,y(0) =1,t >0



problemini ele alalim.

t

Eger y bir yaklagik ¢oziim ise, ¢(t) = exp (f — 2sin? sds) = e~tHasin2 glmak dizere

0

—ep(t) <y + (2sin’t)y — cost < ep(t)
esitsizligi
_EeftJr%sith < y’ + (2 sin2 t)y —cost < 867t+%sin2t

Lsin2t

olarak yazlabilir. Bu esitsizlik e’ 2 ile carpilirsa

_1

—& < (y + (2sin®t)y — cost)e! 25 < ¢

elde edilir. Bu egitsizlik diizenlenirse,

!

e < <yet—%sin2t> _ (Cost)et—%sin% <e

olarak yazilabilir. Bu esitsizligin ¢, = 0 dan ¢ ye integrali alinirsa
t

—et < el _ y(0) — /(cos s)es_%sm%ds <et
0

elde edilir.

—t—i—% sin 2t

Eger esitsizlik e ile carpilirsa

t

1 1
y () —exp (—t+ ésin2t) 1+ /cossexp (s — §sin2$) ds

91

N 0 7
a(t)
<t ttasin2t
- N—_—
(1)
t
vazilabilir. z(f) = exp (—t + %sin 225) (1 + [ cos sexp (s — %sin 23) ds) olarak
0

tanimlanirsa z(ty) = yo saglandigindan verilen baglangic deger problemi saglanir.
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Ayrica

t—o00

1
lim ¢(t) = limtexp (—t + —sin Zt) =0
t—o00 2
oldugundan

lim (2(t) — y(t)) = 0

t—o00

elde edilir. Buradan, Tanim 6.1.2 geregi verilen baglangic deger problemi HURG

anlaminda kararhdir.
6.2. Bernoulli Diferensiyel Dekleminin Hyers-Ulam-Rassias Kararlilig:

Bu kesimde Bernoulli diferensiyel denkleminin  Hyers-Ulam-Rassias  ve

Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda kararlhihigi incelenecektir.

Oncelikle,

y +p(t)y =G(t,y) (6.3)
diferensiyel denkleminin

y(to) = Yo (6.4)

baslangi¢ kosullar: altinda ele alinacaktir.

Burada G(t,y) : [to,t1] X R — R stirekli ve herhangi bir ¢t € [to,#1] ve y, 2z € R olmak

iizere Lipschitz kosulunu yani,

G(t,y) =Gt 2)| < Ly — 2|

esitsizligini ve G(¢,0) = 0 6zelligini saglayan bir fonksiyon olsun.
6.2.1. Tanim

Bir ¢ > 0 verilsin ve bir y € C'(I) fonksiyonu da
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Y +pt)y — Gt,y)| < ep(t)

esitsizligini uygun bir ¢(t) pozitif tanimh bir fonksiyonu icin saglasm. Bu durumda

eger bir K pozitif sayisi icin

[y(t) — z(t)] < Kep(t)

egitsizligi saglanacak gekilde (6.3)-(6.4) probleminin bir z(t) € C(I) ¢oziimii varsa
(6.3)-(6.4) problemine Hyers-Ulam-Rassias (HUR) anlaminda kararlidir denir
[15].

6.2.2. Teorem

Eger p(t) fonksiyonlan [ iizerinde siirekli ve y € C*(I) fonksiyonu (6.3) denkleminin
(6.4) kosulunu saglayan bir yaklagik ¢Oziimi ise (6.3)-(6.4) problemi
Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararhdir [15].

fspat

y € C'(I) (6.3) denkleminin (6.4) kosulunu saglayan yaklagik ¢oziimii olsun. O zaman,

' +p(t)y — G(t,y)| < ep(t), y(to) = Yo

olacaktir.
t
. — [p(s)ds
Ozel olarak ¢(t) =e ™ olarak alinsin. Bu durumda,
t t
— [p(s)ds — [ P(s)ds

—ce ' <y +plt)y—G(ty) <ee '

P(s)ds
vazilabilir. Esitsizlik e’ ile carpilirsa,

jP(s)ds ,
—e <e'o (W +pt)y —G(t,y) <e

elde edilir.



94

Bu esitsizlik diizenlenerek,

/

}p(s)ds jp(s)ds
—e < | ye'o —e'o G(t,y) <e

elde edilir.

Eger bu esitsizligin ¢y dan ¢ ye integrali alinirsa,

}p(s)ds jp(r)dﬂ-
—e(t —to) < y(t)e'o — Yo — /G(s,y)eto ds < e(t —tp)

to
elde edilir.
t
— [ P(s)ds

Eger esitsizlik e ' ile carpilirsa,

t t t

— [p(s)ds — ['p(s)ds [ p(r)dr
—e(t —tg)e o <y(t)—e ' Yo + /G(S,y)eto ds
to
—}p(s)ds

<e(t—tge o

ve buradan

t t ¢
— ['p(s)ds JP(r)dr — [p(s)ds
y—e o Yo + /G(S,y)eto ds || < e(ty —to)e ' (t < 00)
to

yvazilabilir. Eger,

~ [p(s)ds [ P(r)dr
x(t) :=e "o Yo + /G(s,x)eto ds
to
olarak tanimlanirsa
tO s
— [p(s)ds JP(r)dr
x(tg) :==e "o Yo + /G(sw)eto ds | =1

to
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oldugu goriiliir.

Ayrica eger integral altinda tiirev alma iglemi kullamlip diizenleme yapilirsa x(t)
fonksiyonunun (6.3) denklemini sagladigi goriiliir. Dolayisiyla x(t) fonksiyonu
(6.3)-(6.4) probleminin ¢oziimiidiir. Simdi  de iiggen esitsizligi kullamlarak
ly(t) — x(t)] farkina bakilirsa,

*}P(S)ds [ P(r)dr
o) =@ = |u® —c © " (w+ [Gloaer T ds
to
t t s
— ['p(s)ds JP(r)dr
< |y(t) —e yo+/G(S,y)6t0 ds
to
t t s
—fp(T)dT fP(T)dT
+ |e fo yo+/G(s,y)et0 ds
to
—}p(s)ds jP(’T)dT
—e 0 yo+/G(s,9c)et0 ds
to
—}p(s)ds —jp(r fP (t)dr
e(ty —tg)e 'o +e fo /|G $,Y) ,x)| et ds

—}p(s) —fp(T)dT fP(‘r T
e(ty —to)e 'o + Le ‘o /|y — x| e'o ds
7fp YdT fP(‘r)dT
<e(ty —to)e +L/|y—x| e'o ds
— p s)ds fp(T - (r)dr
<e(t;y —tp)e +L/|y—x| ds

fp T)dT
< et —to)e +{/@—x

elde edilir. Egitsizlik

—}p(s)ds t | (r)dr
() —a(O)] < elt —to)e ©  + LI ly—ale" " ds

to
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olarak yazilip Gronwall esitsizligini kullanilirsa,

t (—c)dr
— ['p(s)ds Lfesf ds

y(t) — 2(t)| et —t)e 0 e

— ['p(s)ds
E(tl — to)@ to e

t
I — [p(s)ds
< ety —tg)eve '

L[lfe—p(t*)(t—fo)]

elde edilir. e” (t; — ty) = K olarak almirsa Tamim 6.1.1 geregi (6.3)-(6.4) problemi HUR

anlaminda kararhdir.

Simdi de, I araliginin yari1 sonsuz olmasi durumunu iceren hali ele alinsin. Yani, t; < oo

olsun.
6.2.3. Teorem

Eger y € CYR) yaklagsik ¢oziim P(t) ve Q(t) fonksiyonlarn R iizerinde siirekli
fonksiyonlar ve p(t) > ¢ > 0 ise (6.3)-(6.4) problemi Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta

anlaminda kararlidir [15].
fspat

Teorem 6.2.2 de elde edilen
- p s)ds fp T)d’r
y(t) — 2(8)] < eltr — to)e +g/w—x

esitsizliginde Gronwall esitsizligi p(¢) > ¢ > 0 alinarak kullanilirsa,

fp(‘f‘)d‘l’
—fcds Lfet ds

ly(t) — z(t)] < e(t —tg)e o e o

L j e—c(t=8)gs

—o(t— to
e c(t to)e

Le ¢ 1 ct_ et
—C(t—to)e ¢ E(EL —ect0)

fc(tfto)e%(lfec(t()*t))
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elde edilir. ¢ — oo i¢in limit alinirsa tlim (t — to)e~ct=*) = ( ve dolaysiyla
— 00

lim (y(¢) — (t)) = 0

t—o00

elde edilir. O halde (6.3) denklemi (6.4) baslangi¢ kogullar1 altinda Hyers-Ulam-Rassias-

Gavruta anlaminda kararhdir.

Simdi Bernoulli diferensiyel denklemi i¢in Hyers-Ulam-Rassias kararliligi incelenecektir.
y +p(t)y =qt)y" (6.5)
Bernoulli diferensiyel denklemi

y(to) = %o (6.6)
baslangi¢ kosullar1 altinda ele alinsin.

6.2.4. Tanim

Bir ¢ > 0 verilsin ve bir y € C1(I) fonksiyonu

Y+ p(t)y — q(t)y"] < ep(t)

esitsizligini uygun bir ¢(t) > 0 fonksiyonu i¢in saglansin. Bu durumda (6.5)-(6.6)

probleminin bir z(t) € C(I) ¢dziimii var ve

ly(t) —2(t)] < Keg(t)

esitsizligi saglanacak sekilde ve bir K > 0 sayis1 bulunabiliyor ve

lim (z(t) —y(t)) = 0

t—o00

oluyor ise (6.5)-(6.6) problemine Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta (HURG)
anlaminda kararhdir denir [15].
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6.2.5. Teorem

v + p(t)y = q(t)y" denkleminde n > 1 olsun. Eger y € C'(I) yaklagik ¢ziim ve p(t)
ve ¢(t) fonksiyonlar1 [ iizerinde siirekli ise (6.5)-(6.6) problemi Hyers-Ulam-Rassias

anlaminda kararhidir [15].
fspat
y € CY(I) (6.5) denkleminin (6.6) kosulunu saglayan yaklagik ¢oziimii olsun. O halde,

Yy +p(t)y — q(t)y"| < ep(t),y(to) = Yo

t
— [p(s)ds
olacaktir. (t) =e " olarak alinsm. Bu durumda,

—}P(S)ds —Ltfp(s)ds
—ee o <y +p(t)y—q(t)y" <ee o

yazilabilir.

} (s)ds

p
Esitsizlik efo ile carpilirsa,

jp(s)ds .
—e<ev (Y +pt)y—qt)y") <e

elde edilir.
Bu esitsizlik diizenlenerek,

}p(s)ds jp(s)ds
—e < | yeto — elo qt)yy" <e

elde edilir.

Bu esitsizligin ¢y dan ¢ ye integrali alinirsa,

jp(s)ds t jp(r)dr
—e(t —to) Sy(t)er  —yo— [ev  q(s)y"ds < e(t —to)
to

elde edilir.
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e
Eger egitsizlik e *o ile carpilirsa,
t t t s
— [p(s)ds — [p(s)ds JP(r)dr
—et—te @ <yy-e W gk [ alslyds
to
t
— ['p(s)ds
< E(t — to)@ to
elde edilir.
Buradan,
t t s t
— [p(s)ds [ P(r)dr — ['p(s)ds
y(t) —e ' Yo + /6t0 q(s)y"ds || < e(t—toe o
to
t
— [p(s)ds
< S(tl — to)e fo (tl < OO)
yazilabilir.
Eger,
t t s
— [p(s)ds [p(r)dr
z(t) :=e ‘o Yo + /q(s)x”eto ds
to

olarak tanimlanirsa z(ty) = yo saglanir.
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Simdi de tiggen esitsizligi uygulanirsa |y(¢) — x(t)| farkindan

7}p(s)ds jp(‘r)dr
o) =@ = u® —c © (et [l ds
to
t s
— ['p(s)ds JP(r)dr
<lylt)—e ™ yo+/61(8)y"et0 ds
to
t t s
— [p(s)ds [ P(r)dr
+ |e *o yo—ir/q(s)y”efo ds
to
t t s
— ['p(s)ds [p(r)dr
—e 0 Yo +/q(s)x”et0 ds
to

— ['p(s)ds —}p(s)ds jp(T)dT
-t o e s gl = ol ds

elde edilir.

9 (a(t)y")
dy
n > 1 i¢in Lipschitz kosulunu saglar.

Buradan,
—fp (s)ds fp T)d‘l'
y(t) — 2(t)] < et — to)e +L/|y—:c|

olarak yazilip Gronwall egitsizligi kullanilirsa,

—} (s)ds kv, —} (s)ds
() —2(D)] < ety —to)e fo bl TVl <o yyelae o

elde edilir. Burada (¢; — tp)el® = K alinirsa,

ly(t) — z(t)] < eKp(t)

= |nq(t)y"~!| ifadesi her (t,y) € [to,t1] x R igin sinirhdir ve ¢(t)

y" ifadesi

elde edilir ki Tanim 6.2.1 geregi (6.5)-(6.6) problemi (HUR) anlaminda kararhdir.

Bu durum asagidaki 6rnekle agiklanabilir.



Ornek

Y+ 4ty = ty?, y(0) =1, t € [0, 1]

t
problemini ele alalim. Eger y yaklagik ¢6ziim ise, p(t) = exp (f — 4sds>
0

izere

—ep(t) < o + Aty — ty® < ep(t)

esitsizligi

—ce 2 < of + Aty — ty? < e

olarak yazilabilir. Bu esitsizlik e ile carpilirsa
e < e (v +4ty —ty*) <e

elde edilir. Bu egitsizlik diizenlenirse,

e < <y€2t2>/ _ 62t2ty2 <e

olarak yazilabilir. Bu egitsizligin ¢y, = 0 dan ¢ ye integrali alinirsa

¢
—et <y — [1+ /62828y2d8 <et

0

elde edilir. Egitsizlik e~2* ile carpilirsa,

t
—cte2t <y-— e 2 [ 1 + /62523y2d3 < cte 2

0

olur. Buradan,

t
y—e 214 /62523y2ds <cte ™ <etie™™ (t; < o)

0

:e_

2
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 olmak
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yazilabilir. Eger

t
()= [ 14 /62523352(13

0

olarak tamimlanmirsa x(ty) = yo saglandigindan (6.3)-(6.4) problemi saglanir. Simdi de

ticgen esitsizligi uygulanirsa |y(t) — x(t)| farkindan
2 t 2
ly(t) — z(t)] = ‘y(t) —e 2 (1 + [e** sxzds) ‘
0
2 ¢ 2
< 'y(t) —e (1 + [e*s Sy2d8>
0

¢ ¢
o2t (1 + f62828y2ds) e (1 + f62525x2d5> ’
0 0

_|_

t
<cetie e [5e27 |22 — y?| ds
0

elde edilir.
Gronwall esitsizliginden ve Lipschitz kogulundan

¢
2 2
e L [se?" ds
0

’1/@) - :c(t)| < &?tle’Qth < gtle—theL

2t2

elde edilir. Burada, ¢(t) = e 2" oldugundan t;el = K olarak alinirsa

ly(t) — ()] < eKe(t)

olarak yazlabilir. Tanim 6.2.1 geregi y' + 4ty = ty?, y(0) = 1, t € [0,#;] problemi
Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararhdir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada once fonksiyonel denklemlerin daha sonra birinci basamaktan lineer
diferensiyel denklemlerin ve en sonunda da Bernoulli diferensiyel denkleminin

Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam- Rassias anlaminda kararhliklar: incelenmistir.

Diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararhihigi iizerine
yvapilan caligmalar 2000 li yillardan sonra oldukca artmigtir. Bu caligmalarda baz
lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin, birinci basamaktan lineer ve lineer
olmayan diferensiyel denklemlerin, yiiksek basamaktan lineer ve lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-

Gavruta kararhiligi ile ilgili yapilan ¢aligmalar ele alinmaktadir.

Son yillarda kismi diferensiyel denklemler, integral denklemleri, bir zaman skalas
iizerinde tanimh dinamik denklemler ve kesirli mertebeden diferensiyel denklemler
icin Hyers-Ulam kararlilig1 iizerine galigmalar yapilmaktadir. Bu konuya ilgi duyan
okuyucular yiiksek mertebeden lineer diferensiyel denklemler igin Hyers-Ulam,
Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta kararhiligi problemini yogun bir
sekilde calismaktadirlar. Bu tezde ele aldigimiz caligmalarin, bu alanda calisacak olan
bilim insanlarin1 bilgilendirecegi ve onlarin c¢alismalarina yardimer olacag:

diiglincesindeyiz.

Dolayisiyla kismi tiirevli denklemler, zaman skalas: iizerinde dinamik denklemler veya
kesirli mertebeden diferensiyel denklemler {izerinde Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias
ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta kararliligi ¢aligmay1 diigiinen bir bilim insaninin bu ve

buna benzer calismalar: okumasi faydali olacaktir.
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