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ÖZET 

Yaklaşım teorisinde, Korovkin tip teoremler lineer pozitif yaklaşım operatörleri 

üzerine kurulur. Bu çalışmada, lineer olmayan (maksimum-çarpım tip) pozitif 

operatörlerin Chlodowsky tip genelleştirmeleri tanımlanmış ve lineer olmayan 

operatörlerle verilen yaklaşım derecelerinin, lineer operatörlerle verilenler kadar iyi 

olabileceği gösterilmiştir. Sırasıyla maksimum-çarpım tip Bernstein-Chlodowsky 

operatörleri, maksimum-çarpım tip genelleştirilmiş Bleimann-Butzer-Hahn 

operatörleri ve maksimum-çarpım tip genelleştirilmiş Szász operatörleri tanımlanmış 

ve süreklilik modülü yardımıyla yaklaşım dereceleri elde edilmiştir. Bununla 

birlikte, sınırlı, azalmayan, konkav fonksiyonlar gibi bazı fonksiyon sınıfları için 

daha iyi yaklaşım oranları verilmiştir. Ayrıca bu operatörler için bazı biçim koruma 

özellikleri incelenmiştir. Son olarak operatörlerin belirli fonksiyonlara yakınsaklık 

oranı grafikler yardımıyla resmedilmiştir. 
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ABSTRACT 

In the approximation theory, Korovkin type theorems are constructed on linear positive 
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

R+
0 Negatif olmayan reel say�lar kümesi

I Reel say�lar�n s�n�rl� veya s�n�rs�z bir alt aral�§�

CB+(I) I dan R+
0 ya sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�∨

Maksimum i³lemi

C(M)
n (f)(x) Maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörleri

B(M)
n (f)(x) Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn

operatörleri

S(M)
n (f)(x) Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörleri

ω1 (f ; δ)I f fonksiyonunun süreklilik modülü
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1. G�R��

Korovkin tip yakla³�m teorisinde herhangi bir sürekli fonksiyona düzgün yak�nsama

problemi operatör dizileri yard�m�yla incelenir. Bu problemin incelenmesinde kullan�lan

operatör dizileri genellikle lineer ve pozitiftir. Klasik yakla³�m teorisinden elde edilen

lineer yakla³�m operatörlerinde, reel say�lar�n lineer uzay yap�s�ndaki cebirsel i³lemler

olan toplama ve çarpma i³lemi kullan�l�r. Buradaki temel teoremler Weierstrass tip

düzgün yakla³�m teoremleridir ve hata oran� genellikle süreklilik modülü yard�m� ile

verilir.

[2] ve [3]'te ve [21]'de verilen aç�k problemde (324-326, open problem 5.5.4) ³u iki soru

sorulmu³tur:

• Lineer yap� yakla³�m operatörleri olu³turmam�za izin veren tek yap� m�d�r yani

kullanabilece§imiz i³lemler sadece toplama ve çarpma i³lemleri midir?

• Bütün yakla³�m operatörleri lineer olmak zorunda m�d�r?

Her iki sorunun yan�t� da olumsuzdur. Bu probleme çözüm olarak lineer operatör

dizilerinde toplama i³lemi yerine maksimum alma i³lemi kullan�larak

maksimum-çarp�m tip yakla³�m operatörleri tan�mlanm�³t�r. Bu operatörler lineer

olmayan pozitif operatörlerdir.

Yukar�daki problem önce Shepard operatörleri için incelenmi³ ve lineer yap�n�n yan�nda

lineer olmayan yap�lar�n da kullan�labilece§i görülmü³tür. Ayr�ca Shepard operatörleri

için Weierstrass tip düzgün yakla³�m teoremi elde edilmi³tir [2, 3].

Daha sonra yakla³�m teorisinde iyi bilinen Bernstein ve Favard-Szász-Mirakyan

operatörlerinin maksimum-çarp�m biçimi tan�mlan�p süreklilik modülü yard�m�yla

yakla³�m oranlar� elde edilmi³tir [5]; fakat bu çal�³mada kullan�lan yöntemin,

anla³�lmas� güç olmas� ve elde edilen hata oranlar�ndaki sabitlerin net olmamas�

üzerine daha basit ve sabiti kesin veren bir yöntemle, yine süreklilik modülü

yard�m�yla, s�ras�yla Bernstein, Bleimann-Butzer-Hahn, Favard-Szász-Mirakyan,

Meyer-König ve Zeller, Baskakov, truncated Favard-Szász-Mirakyan, truncated

Baskakov operatörlerinin maksimum-çarp�m tipi tan�mlan�p yakla³�m ve baz� biçim

koruma özellikleri incelenmi³tir [4, 6-11]. Buradaki amaç lineer olmayan

maksimum-çarp�m tip operatör dizileri ile elde edilen yakla³�m oranlar�n�n bilinen

lineer operatör dizilerinin yakla³�m oranlar�ndan daha iyi olabilece§ini göstermektir.

Elde edilen bu sonuçlar [12]'de ayr�nt�l� olarak bir araya toplanm�³t�r.
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Bu tezde amaç, yukar�da bahsedilen maksimum-çarp�m tip operatörlerden Bernstein,

Bleimann-Butzer-Hahn ve Szász operatörlerinin Chlodowsky tip genelle³tirmelerini

tan�mlayarak yakla³�m derecelerine ili³kin sonuçlar� elde etmektir.

Bu tez yedi bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm giri³ bölümüdür.

�kinci bölümde lineer olmayan maksimum-çarp�m tip operatörler için temel tan�m ve

teoremler verilmi³tir.

Üçüncü, dördüncü ve be³inci bölümlerde s�ras�yla maksimum-çarp�m tip

Bernstein-Chlodowsky operatörleri, maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³

Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri ve maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász

operatörleri tan�mlanm�³, bu operatör dizileri için süreklilik modülü yard�m�yla

sürekli fonksiyonlara yakla³�m oranlar� elde edilmi³, sürekli fonksiyonlar�n baz� alt

s�n��ar�nda yakla³�m oranlar�n�n iyile³tirilebilece§i gösterilmi³, ayn� zamanda biçim

koruma özellikleri incelenmi³tir.

Alt�nc� bölümde bu tezde tan�mlanan operatörler ile onlar�n literatürde mevcut lineer

kar³�l�klar�n�n belirli fonksiyonlara yakla³�mlar� gra�kler yard�m�yla kar³�la³t�r�lm�³t�r.

Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayr�lm�³t�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde maksimum-çarp�m tip operatörlerin özellikleri ve yakla³�m oran� bulmak

için kullan�lan teoremler verilecektir.

2.1. Tan�mlar

Negatif olmayan reel say�lar kümesi R+
0 üzerinde ∨ (maksimum) ve . (çarpma)

i³lemlerini göz önüne alal�m. (R+
0 ,∨, .) bir yar� halka yap�s�na sahiptir ve bu yap�ya

bir maksimum-çarp�m cebiri denir.

I ⊆ R s�n�rl� veya s�n�rs�z bir aral�k ve

CB+(I) =
{
f : I → R+

0 : f, I üzerinde sürekli ve s�n�rl�
}

olsun. n ∈ N, f ∈ CB+(I), Kn(., xi) ∈ CB+(I) ve xi ∈ I olmak üzere genel olarak bir

Ln : CB+(I)→ CB+(I) maksimum-çarp�m tip operatör dizisi,

Ln(f)(x) =
n∨

i=0

Kn(x, xi).f(xi) veya Ln(f)(x) =
∞∨
i=0

Kn(x, xi).f(xi)

³eklinde tan�mlan�r. Bu operatörler lineer olmayan ve pozitif operatörlerdir.

Ayr�ca her α, β ∈ R+
0 , f, g : I → R+

0 için

Ln(αf ∨ βg)(x) = αLn(f)(x) ∨ βLn(g)(x) (pseudo-lineerlik)

ve her λ ≥ 0 için

Ln (λf) (x) = λLn (f) (x) (pozitif homojenlik)

özelliklerini sa§larlar [5].

2.1.1. Lemma

I ⊆ R s�n�rl� veya s�n�rs�z bir aral�k, f, g ∈ CB+ (I) olsun. Ln : CB+ (I)→ CB+ (I)
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lineer olmayan operatör dizisi için

(i) f ≤ g ise her n ∈ N için Ln (f) ≤ Ln (g) (monotonluk)

(ii) Ln (f + g) ≤ Ln (f) + Ln (g) (alt lineerlik)

özellikleri sa§lans�n. Bu durumda her f, g ∈ CB+ (I) ve x ∈ I için

|Ln (f) (x)− Ln (g) (x)| ≤ Ln (|f − g|) (x) dir [5].

�spat

f, g ∈ CB+ (I) olsun. f = f − g + g ≤ |f − g| + g yaz�labilir. Monotonluk ve alt

lineerlik özellikleri kullan�larak Ln (f) (x) ≤ Ln (|f − g|) (x) + Ln (g) (x) e³itsizli§i ve

buradan Ln (f) (x) − Ln (g) (x) ≤ Ln (|f − g|) (x) ifadesi elde edilir. Benzer ³ekilde

g = g − f + f ≤ |f − g| + f olup Ln (g) (x) − Ln (f) (x) ≤ Ln (|f − g|) (x) dir. Bu iki

ifadeden istenen |Ln (f) (x)− Ln (g) (x)| ≤ Ln (|f − g|) (x) e³itsizli§i bulunmu³ olur.

Not

Lemma 2.1.1 lineer pozitif operatörler için bilinen e³itsizli§in genelle³tirmesidir;

çünkü poziti�ik ve lineerlik özellikleri, poziti�ik, alt lineerlik, pozitif homojenlik ve

monotonluk özelliklerini gerektirir fakat bu ifadenin kar³�t� genelde do§ru de§ildir.

Örne§in maksimum-çarp�m operatörleri için ters gerektirme sa§lanmaz [22].

2.2. Yard�mc� Teoremler

A³a§�da verilecek lemma ve sonuç operatörlerin yakla³�m oran�n� bulmada

kullan�lacakt�r:

2.2.1. Lemma

Ln : CB+ (I) → CB+ (I) monotonluk, alt lineerlik ve pozitif homojenlik özelliklerini

sa§layan bir operatör dizisi olsun. Bu durumda her f ∈ CB+ (I) ve x ∈ I için

|Ln (f) (x)− f (x)| ≤
[
1

δ
Ln (ϕx) (x) + Ln (e0) (x)

]
ω1 (f ; δ)I + f (x) . |Ln (e0) (x)− 1|
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e³itsizli§i sa§lan�r. Burada δ > 0, her t ∈ I, x ∈ I için e0 (t) = 1 , ϕx (t) = |t− x| ve
ω1 (f ; δ)I = sup {|f(x)− f(y)| ;x, y ∈ I, |x− y| ≤ δ} bilinen süreklilik modülüdür [5].

�spat

�spat t�pk� lineer pozitif operatörlerde oldu§u gibidir.

Ln (f) (x)− f (x) = [Ln (f) (x)− f (x) .Ln (e0) (x)] + f (x) [Ln (e0) (x)− 1]

e³itli§inde Lemma 2.1.1 ve pozitif homojenlik özelli§ini kullanarak

|Ln (f) (x)− f (x)| ≤ |Ln (f (x)) (x)− Ln (f (t)) (x)|+ |f (x)| . |Ln (e0) (x)− 1|
≤ Ln (|f (t)− f (x)|) (x) + |f (x)| . |Ln (e0) (x)− 1|

e³itsizli§i bulunur. Di§er yandan, her t, x ∈ I için

|f (t)− f (x)| ≤ ω1 (f ; |t− x|)I ≤
[
1

δ
|t− x|+ 1

]
ω1 (f ; δ)I

e³itsizli§inin yukar�da kullan�lmas�yla istenen sonuç elde edilir.

2.2.2. Sonuç

Lemma 2.2.1'deki ko³ullara ek olarak her n ∈ N ve x ∈ I için Ln (e0) = e0 olsun. Bu

durumda

|Ln (f) (x)− f (x)| ≤
[
1 +

1

δ
Ln (ϕx) (x)

]
ω1 (f ; δ)I

olur [5].
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3. MAKS�MUM-ÇARPIM T�P BERNSTEIN-CHLODOWSKY

OPERATÖRLER�

Bernstein polinomlar�n�n bir genelle³tirmesi olan Bernstein-Chlodowsky polinomlar�

0 ≤ x ≤ bn ve (bn) , lim
n→∞

bn =∞ ve lim
n→∞

bn
n
= 0 olacak biçimde pozitif reel say�lar�n bir

dizisi olmak üzere,

Bn (f ;x) =
n∑

k=0

(
n

k

)(
x

bn

)k (
1− x

bn

)n−k

f

(
kbn
n

)

³eklinde tan�ml�d�r. Bu operatörlerin yakla³�m özellikleri tek de§i³kenli ve iki

de§i³kenli sürekli fonksiyonlar için incelenmi³tir [1, 17, 18, 20, 28, 32, 37]. Ayr�ca,

Bernstein-Chlodowsky polinomlar�n�n q-genellemesi [16]'da, bu polinomlar için

Voronoskaja-tip teoremler [15] ve [29]'da ve Bézier varyantlar� [34]'te çal�³�lm�³t�r.

Bu bölümde [4], [5] ve [19]'da maksimum-çarp�m tip Bernstein operatörleri için sonlu

aral�kta elde edilen yakla³�m oran�, s�n�rs�z bir aral�kta tan�ml� maksimum-çarp�m tip

Bernstein-Chlodowsky operatörleri için elde edilecek ve baz� biçim koruma özellikleri

verilecektir.

Maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörlerini, f : [0, bn] → R+ sürekli

bir fonksiyon, 0 ≤ x ≤ bn ve (bn) , lim
n→∞

bn = ∞ ve lim
n→∞

bn√
n
= 0 olacak biçimde pozitif

reel say�lar�n bir dizisi olmak üzere,

C(M)
n (f)(x) =

n∨
k=0

hn,k(x)f(
kbn
n
)

n∨
k=0

hn,k(x)
(3.1)

biçiminde tan�ml�yoruz. Burada hn,k(x) =
(
n
k

) (
x
bn

)k (
1− x

bn

)n−k
dir. C(M)

n (f)(x)

operatörleri, lineer Bernstein-Chlodowsky operatörlerinde, toplama i³lemi yerine

maksimum alma i³lemi kullan�larak elde edilmi³tir. Sürekli bir f : [0, bn] → R+

fonksiyonu için C(M)
n (f)(x) pozitif ve [0, bn] aral�§� üzerinde süreklidir.

Bu bölümde yap�lan çal�³malar [26] referansl� makalede yay�mlanm�³t�r.
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3.1. Yard�mc� Sonuçlar

Bu k�s�mda maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörleri için süreklilik

modülü yard�m�yla bir yakla³�m oran� elde edilecektir. Bunun için a³a§�da verilen

notasyon ve lemmalar kullan�lacakt�r.

Her n ∈ N için C
(M)
n (f)(0) − f (0) = 0 oldu§undan bu bölüm boyunca 0 < x ≤ bn

olarak göz önüne al�nacakt�r.

Her bir k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

Mk,n,j(x) =
hn,k(x)

∣∣kbn
n
− x
∣∣

hn,j(x)
, m

k,n,j
(x) =

hn,k(x)

hn,j(x)
(3.2)

olsun. E§er k ≥ j + 1 ise

Mk,n,j(x) =
hn,k(x)

(
kbn
n
− x
)

hn,j(x)
(3.3)

ve e§er k ≤ j − 1 ise

Mk,n,j(x) =
hn,k(x)

(
x− kbn

n

)
hn,j(x)

(3.4)

dir.

Ayr�ca her bir k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≥ j + 2 ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

−
Mk,n,j(x) =

hn,k(x)
(

kbn
n+1
− x
)

hn,j(x)
(3.5)

ve her bir k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≤ j − 2 ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

M̂k,n,j(x) =
hn,k(x)

(
x− kbn

n+1

)
hn,j(x)

(3.6)

olsun.
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3.1.1. Lemma

x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olmak üzere

(i) Her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≥ j + 2 için

−
Mk,n,j(x) ≤Mk,n,j(x) ≤ 3

−
Mk,n,j(x) (3.7)

(ii) Her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≤ j − 2 için

Mk,n,j(x) ≤ M̂k,n,j (x) ≤ 6Mk,n,j(x) (3.8)

dir.

�spat

(i) E³. 3.3 ve E³. 3.5'ten
−
Mk,n,j(x) ≤Mk,n,j(x) oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca,

Mk,n,j(x)
−
Mk,n,j(x)

=
kbn
n
− x

kbn
n+1
− x
≤

kbn
n
− jbn

n+1

kbn
n+1
− (j+1)bn

n+1

=
(kn+ k − nj) bn
(k − j − 1)nbn

=
k − j

k − j − 1
+

k

n (k − j − 1)
≤ 3

e³itsizli§inden (i) elde edilir.

(ii) Benzer ³ekilde E³. 3.4 ve E³. 3.6'dan Mk,n,j(x) ≤ M̂k,n,j (x) dir. Ayr�ca,

M̂k,n,j (x)

Mk,n,j(x)
=

x− kbn
n+1

x− kbn
n

≤
(j+1)bn
n+1

− kbn
n+1

jbn
n+1
− kbn

n

=
(j + 1− k)nbn
(nj − nk − k) bn

≤ (n+ 1) (j + 1− k)
nj − nk − n

=
n+ 1

n
.
j + 1− k
j − k − 1

≤ 2.
j + 1− k
j − k − 1

= 2

(
1 +

2

j − k − 1

)
≤ 6

e³itsizli§inden (ii) elde edilir.
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3.1.2. Lemma

Her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için mk,n,j(x) ≤ 1 dir.

�spat

�ki durum söz konusudur: k ≥ j ve k ≤ j.

k ≥ j olsun. g (x) = bn−x
x

fonksiyonu
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
üzerinde artmayan oldu§undan

mk,n,j(x)

mk+1,n,j(x)
=
k + 1

n− k
· bn − x

x
≥ k + 1

n− k
· (n− j) bn
(j + 1) bn

=
k + 1

n− k
· n− j
j + 1

≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj+1,n,j(x) ≥ mj+2,n,j(x) ≥ ... ≥ mn,n,j(x)

elde edilir. �imdi k ≤ j olsun.

mk,n,j(x)

mk−1,n,j(x)
=

n− k + 1

k
· x

bn − x
≥ n− k + 1

k
·

jbn
n+1

bn − jbn
n+1

=
n− k + 1

k
· j

n+ 1− j
≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj−1,n,j(x) ≥ mj−2,n,j(x) ≥ ... ≥ m0,n,j(x)

dir. mj,n,j(x) = 1 oldu§undan istenen elde edilir.

3.1.3. Lemma

x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun. Bu durumda

(i) E§er k −
√
k + 1 ≥ j olacak biçimde k ∈ {j + 2, j + 3, ..., n− 1} ise

−
Mk,n,j(x) ≥

−
Mk+1,n,j(x) dir.
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(ii) E§er k+
√
k ≤ j olacak biçimde k ∈ {1, 2, ...j − 2} ise M̂k,n,j(x) ≥ M̂k−1,n,j(x) dir.

�spat

�spat�n ilk k�sm� için

−
Mk,n,j(x)
−
Mk+1,n,j(x)

=
k + 1

n− k
· bn − x

x
·

kbn
n+1
− x

(k+1)bn
n+1

− x

olup µn,k (x) =
bn−x
x
·

kbn
n+1
−x

(k+1)bn
n+1

−x
fonksiyonu artmayan oldu§undan her x ∈

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için µn,k (x) ≥ µn,k

(
(j+1)bn
n+1

)
= n−j

j+1
· k−j−1

k−j dir. Bu durumda hipotezdeki k−
√
k + 1 ≥ j

ko³ulu (k + 1) (k − j − 1) ≥ (j + 1) (k − j) olmas�n� gerektirir ki, buradan

−
Mk,n,j(x)
−
Mk+1,n,j(x)

≥ k + 1

n− k
· n− j
j + 1

· k − j − 1

k − j
≥ 1

elde edilir.

�spat�n ikinci k�sm� için ise

M̂k,n,j (x)

M̂k−1,n,j (x)
=
n− k + 1

k
· x

bn − x
·
x− kbn

n+1

x− (k−1)bn
n+1

olup ηn,k (x) = x
bn−x ·

x− kbn
n+1

x− (k−1)bn
n+1

fonksiyonu azalmayan oldu§undan, her x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için ηn,k (x) ≥ ηn,k

(
jbn
n+1

)
= j

n+1−j ·
j−k

j−k+1
olur. Hipotezdeki k+

√
k ≤ j ko³ulu j (j − k) ≥

k (j − k + 1) olmas�n� gerektirdi§inden

M̂k,n,j (x)

M̂k−1,n,j (x)
≥ n− k + 1

k
· j

n+ 1− j
· j − k
j − k + 1

≥ 1

olur ki, bu ispat� tamamlar.

3.1.4. Lemma

hn,k(x) =
(
n
k

) (
x
bn

)k (
1− x

bn

)n−k
olmak üzere, her x ∈

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
ve j = 0, 1, ..., n
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için

n∨
k=0

hn,k(x) = hn,j(x)

dir.

�spat

Sabit bir n ∈ N ve 0 ≤ k < k+1 ≤ n olmak üzere, 0 ≤ hn,k+1(x) ≤ hn,k(x) e³itsizli§inin

sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul x ∈ [0, bn (k + 1) /n+ 1] olmas�d�r.

0 ≤
(

n

k + 1

)(
x

bn

)k+1(
1− x

bn

)n−k−1

≤
(
n

k

)(
x

bn

)k (
1− x

bn

)n−k

ifadesinde gerekli sadele³tirmeler yap�l�rsa,

0 ≤ x

bn

[(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)]
≤
(
n

k

)

elde edilir.

(
n

k+1

)
+
(
n
k

)
=
(
n+1
k+1

)
oldu§undanm 0 ≤ x ≤ (k+1)bn

n+1
bulunur.

Bu e³itsizlikte k = 0, 1, ..., n al�rsak,

hn,1(x) ≤ hn,0(x)⇐⇒ x ∈ [0, bn/ (n+ 1)] ,

hn,2(x) ≤ hn,1(x)⇐⇒ x ∈ [0, 2bn/ (n+ 1)] ,

hn,3(x) ≤ hn,2(x)⇐⇒ x ∈ [0, 3bn/ (n+ 1)] ,

yani,

hn,k+1(x) ≤ hn,k(x)⇐⇒ x ∈ [0, bn (k + 1) / (n+ 1)]

bulunur.
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Benzer ³ekilde

hn,n−2(x) ≤ hn,n−3(x)⇐⇒ x ∈ [0, bn (n− 2) / (n+ 1)] ,

hn,n−1(x) ≤ hn,n−2(x)⇐⇒ x ∈ [0, bn (n− 1) / (n+ 1)] ,

hn,n(x) ≤ hn,n−1(x)⇐⇒ x ∈ [0, bnn/ (n+ 1)]

elde edilir. Bu e³itsizliklerden,

x ∈ [0, bn/ (n+ 1)] ise k = 0, 1, ..., n için hn,k(x) ≤ hn,0(x)

x ∈ [bn/ (n+ 1) , 2bn/ (n+ 1)] ise k = 0, 1, ..., n için hn,k(x) ≤ hn,1(x)

x ∈ [2bn/ (n+ 1) , 3bn/ (n+ 1)] ise k = 0, 1, ..., n için hn,k(x) ≤ hn,2(x)

yani genel olarak,

x ∈ [bnn/ (n+ 1) , bn] ise k = 0, 1, ..., n için hn,k(x) ≤ hn,n(x)

bulunur.

3.2. Yakla³�m Derecesi

3.2.1. Teorem

f : [0, bn]→ R+
0 sürekli bir fonksiyon ve C(M)

n (f)(x), E³. 3.1'de tan�mlanan maksimum-

çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörleri olmak üzere,

∣∣C(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ 12ω1

(
f ;

bn√
n+ 1

)
, ∀n ∈ N, x ∈ [0, bn]

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada

ω1 (f ; δ) = sup {|f(x)− f(y)| ;x, y ∈ [0, bn], |x− y| ≤ δ}

süreklilik modülüdür.
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�spat

Maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörleri Sonuç 2.2.2'nin hipotezlerini

sa§lad�§� için ϕx(t) = |t− x| olmak üzere

∣∣C(M)
n (f)(x)− f(x)

∣∣ ≤ (1 + 1

δn
C(M)

n (ϕx)(x)

)
ω1 (f ; δn) (3.9)

dir. O halde

En (x) := C(M)
n (ϕx)(x) =

n∨
k=0

hn,k(x)
∣∣kbn

n
− x
∣∣

n∨
k=0

hn,k(x)

teriminin hesaplanmas� yeterli olacakt�r.

x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
ve key� j ∈ {0, 1, ..., n} sabit olsun. Lemma 3.1.4'ten

En (x) =
n∨

k=0

Mk,n,j(x)

dir. x ∈
[
0, bn

n+1

]
olmak üzere j = 0 için En (x) ≤ bn

n
dir. O halde j ∈ {1, ..., n}

olarak göz önüne al�nabilir. Sabit bir j ∈ {1, ..., n} için Mk,n,j(x) için bir üst tahmin

bulunacakt�r. x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
ve k ∈ {0, 1, ..., n} olsun.

�spat üç k�s�ma ayr�lm�³t�r: 1) k ∈ {j − 1, j, j + 1}, 2) k ≥ j + 2 ve 3) k ≤ j − 2.

1. Durum

E§er k = j ise Mj,n,j(x) =
∣∣ jbn

n
− x
∣∣ dir. x ∈ [ jbn

n+1
, (j+1)bn

n+1

]
oldu§undan Mj,n,j(x) ≤ bn

n+1

dir.

E§er k = j + 1 ise Mj+1,n,j(x) = mj+1,n,j(x)
(

(j+1)bn
n
− x
)

dir. Lemma 3.1.2'den

mj+1,n,j(x) ≤ 1 oldu§undan

Mj+1,n,j(x) ≤
(j + 1) bn

n
− x ≤ (j + 1) bn

n
− jbn
n+ 1

=
(j + n+ 1) bn
n (n+ 1)

≤ 3bn
(n+ 1)

dir.
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E§er k = j − 1 ise Mj−1,n,j(x) = mj−1,n,j(x)
(
x− (j−1)bn

n

)
dir. Yine Lemma 3.1.2'den

mj−1,n,j(x) ≤ 1 oldu§undan

Mj−1,n,j(x) ≤ x− (j − 1) bn
n

≤ (j + 1) bn
n+ 1

− (j − 1)bn
n

=
(2n− (j − 1)) bn

n (n+ 1)
≤ 2bn

(n+ 1)

dir.

2. Durum

Alt durum a) k −
√
k + 1 < j olsun.

−
Mk,n,j(x) = mk,n,j (x)

(
kbn
n+ 1

− x
)
≤ kbn
n+ 1

− x ≤ kbn
n+ 1

− jbn
n+ 1

≤ kbn
n+ 1

−
(
k −
√
k + 1

)
bn

n+ 1
=
bn
√
k + 1

n+ 1
≤ bn√

n+ 1

elde edilir.

Alt durum b) k −
√
k + 1 ≥ j olsun. g (x) = x −

√
x+ 1 fonksiyonu [0, bn] üzerinde

azalmayan oldu§undan
_

k−
√
_

k + 1 < j olacak biçimde bir
_

k ∈ {0, 1, 2, ..., n}maksimum

de§eri vard�r. Bu durumda k1 =
_

k + 1 için k1 −
√
k1 + 1 ≥ j ve

−
M_

k+1,n,j
(x) = m_

k+1,n,j
(x)


(
_

k + 1
)
bn

n+ 1
− x

 ≤
(
_

k + 1
)
bn

n+ 1
− x

≤

(
_

k + 1
)
bn

n+ 1
− jbn
n+ 1

≤

(
_

k + 1
)
bn

n+ 1
−

(
_

k −
√
_

k + 1

)
bn

n+ 1

=

(√
_

k + 1 + 1

)
bn

n+ 1
≤ 2bn√

n+ 1

olur.
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Ayr�ca g fonksiyonu azalmayan oldu§undan k1 ≥ j + 2 dir ve g (j + 1) < j dir.

Lemma 3.1.3, (i)'den
−
M_

k+1,n,j
(x) ≥

−
M_

k+2,n,j
(x) ≥ ... ≥

−
Mn,n,j (x) dir. Böylece her

k ∈
{
_

k + 1,
_

k + 2, ..., n
}
için

−
Mk,n,j (x) ≤ 2bn√

n+1
olur. O halde bu iki alt durumdan ve

Lemma 3.1.1, (i)'den Mk,n,j(x) ≤ 6bn√
n+1

elde edilir.

3. Durum

Alt durum a) k +
√
k ≥ j olsun.

M̂k,n,j (x) = mk,n,j (x)

(
x− kbn

n+ 1

)

≤ (j + 1) bn
n+ 1

− kbn
n+ 1

≤

(
k +
√
k + 1

)
bn

n+ 1
− kbn
n+ 1

=

(√
k + 1

)
bn

n+ 1
≤ (
√
n+ 1) bn
n+ 1

≤ 2bn√
n+ 1

olur.

Alt durum b) k +
√
k < j olsun.

∼
k ∈ {0, 1, 2, ..., n} ,

∼
k +

√
∼
k ≥ j olacak biçimdeki minimum de§er olsun. Bu durumda

k2 =
∼
k − 1, k2 +

√
k2 < j e³itsizli§in sa§lar ve

M̂∼
k−1,n,j

(x) = m∼
k−1,n,j

(x)

x−
(∼
k − 1

)
bn

n+ 1

 ≤ (j + 1) bn
n+ 1

−

(∼
k − 1

)
bn

n+ 1

≤

(
∼
k +

√
∼
k + 1

)
bn

n+ 1
−

(∼
k − 1

)
bn

n+ 1
=

(√
∼
k + 2

)
bn

n+ 1
≤ 3bn√

n+ 1

olur. Ayr�ca bu durumda j ≥ 2 oldu§undan,k2 ≤ j − 2 dir. Lemma 3.1.3, (ii)'den

M̂∼
k−1,n,j

(x) ≥ M̂∼
k−2,n,j

(x) ≥ ... ≥ M̂0,n,j (x) dir. Böylece her k ≤ j − 2 ve her x ∈[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için M̂k.n,j (x) ≤ 3bn√

n+1
elde edilir.

O halde bu iki alt durumdan ve Lemma 3.1.1, (ii)'den Mk.n,j (x) ≤ 3bn√
n+1

dir.
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Yukar�da elde edilen tüm de§erlerden

Mk.n,j (x) ≤
6bn√
n+ 1

, ∀x ∈
[
jbn
n+ 1

,
(j + 1) bn
n+ 1

]
, k = 0, 1, 2, ..., n

olur ki, bu da

En (x) ≤
6bn√
n+ 1

, ∀x ∈ [0, bn] , n ∈ N,

e³itsizli§ini verir. E³. 3.9'da δn = 6bn√
n+1

al�narak

∣∣C(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ 12ω1

(
f ;

bn√
n+ 1

)
, ∀n ∈ N, x ∈ [0, bn]

bulunur.

3.3. Baz� Fonksiyon S�n��ar� �çin Daha �yi Hata Oranlar�

Baz� fonksiyon s�n��ar� için daha iyi bir yakla³�m oran� elde etmek amac�yla a³a§�daki

tan�m ve lemmalar kullan�lacakt�r.

Her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} için fk,n,j :
[

bnj
n+1

, bn(j+1)
n+1

]
→ R fonksiyonlar�

fk,n,j (x) = mk,n,j (x) f

(
bnk

n

)
=

(
n
k

)(
n
j

) ( x

bn − x

)k−j

f

(
bnk

n

)

³eklinde tan�mlans�n.

Böylece, her j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

C(M)
n (f)(x) =

n∨
k=0

fk,n,j (x)

yaz�labilir.
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3.3.1. Lemma

f : [0, bn]→ [0,∞) fonksiyonu için

C(M)
n (f)(x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} , ∀x ∈

[
jbn
n+ 1

,
(j + 1) bn
n+ 1

]

ise

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

sa§lan�r.

�spat

�ki durum söz konusudur:

(i) C
(M)
n (f)(x) = fj,n,j (x) olacak biçimde sabit x ∈

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun.

− bn
n+1
≤ x− jbn

n
≤ bn

n+1
ve fj,n,j (x) = f

(
jbn
n

)
oldu§u için

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ = ∣∣∣∣f (jbnn
)
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ ω1

(
f ;

bn
n+ 1

)

bulunur.

(ii) C
(M)
n (f)(x) = fj+1,n,j (x) olacak biçimde sabit x ∈

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun.

�ki alt durumda inceleme yap�labilir:

Alt durum a) E§er C(M)
n (f)(x) ≤ f (x) ise, fj,n,j (x) ≤ fj+1,n,j (x) ≤ f (x) olup∣∣C(M)

n (f)(x)− f (x)
∣∣ = |fj+1,n,j (x)− f (x)| = f (x)− fj+1,n,j (x)

≤ f (x)− fj,n,j (x) = f (x)− f
(
jbn
n

)
≤ ω1

(
f ;

bn
n+ 1

)
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elde edilir.

Alt durum b) E§er C
(M)
n (f)(x) > f (x) ise,

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ = fj+1,n,j (x)− f (x) = mj+1,n,j (x) .f

(
(j + 1) bn

n

)
− f (x)

≤ f

(
(j + 1) bn

n

)
− f (x)

olur. 0 ≤ (j+1)bn
n
−x ≤ bn(j+1)

n
− jbn

n+1
= jbn

n(n+1)
+ bn

n
< 2bn

n
oldu§undan f

(
(j+1)bn

n

)
−f (x) ≤

2ω1

(
f ; bn

n

)
elde edilir ki bu da ispat� tamamlar.

3.3.2. Lemma

f : [0, bn]→ [0,∞) fonksiyonu için,

C(M)
n (f)(x) = max {fj,n,j (x) , fj−1,n,j (x)} , ∀x ∈

[
jbn
n+ 1

,
(j + 1) bn
n+ 1

]
ise

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

sa§lan�r.

�spat

�ki durum söz konusudur:

(i) C
(M)
n (f)(x) = fj,n,j (x) ise, Lemma 3.3.1'deki yol izlenerek

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ ω1

(
f ;

bn
n+ 1

)

elde edilir.

(ii) C
(M)
n (f)(x) = fj−1,n,j (x) olacak biçimde sabit x ∈

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun.
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Alt durum a) C
(M)
n (f)(x) ≤ f (x) ise, yine Lemma 3.3.1'deki yol izlenerek

C(M)
n (f)(x)− f (x) ≤ ω1

(
f ;

bn
n+ 1

)

elde edilir.

Alt durum b) C
(M)
n (f)(x) > f (x) ise,

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ = fj−1,n,j (x)− f (x) = mj−1,n,j (x) · f
(
(j − 1) bn

n

)
− f (x)

≤ f

(
(j − 1) bn

n

)
− f (x)

olur.

0 ≤ x− (j−1)bn
n
≤ (j+1)bn

n+1
− (j−1)bn

n
= −jbn

n(n+1)
+ bn

n+1
< 2bn

n
oldu§undan f

(
(j−1)bn

n

)
−f (x) ≤

2ω1

(
f ; bn

n

)
olur ki bu da ispat� tamamlar.

3.3.3. Lemma

f : [0, bn]→ [0,∞) fonksiyonu için,

C(M)
n (f)(x) = max {fj−1,n,j (x) , fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} , ∀x ∈

[
jbn
n+ 1

,
(j + 1) bn
n+ 1

]

ise

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

sa§lan�r.

�spat

C
(M)
n (f)(x) = fj,n,j (x) veya C

(M)
n (f)(x) = fj+1,n,j (x) olacak biçimde sabit

x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun.
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Bu ise C(M)
n (f)(x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} oldu§unu gösterir ki Lemma 3.3.1'den

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

elde edilir. C(M)
n (f)(x) = fj−1,n,j (x) ise C

(M)
n (f)(x) = max {fj,n,j (x) , fj−1,n,j (x)} dir

ve Lemma 3.3.2'den

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

elde edilir.

3.3.4. Lemma

f : [0, bn]→ [0,∞) konkav fonksiyon olsun. A³a§�daki iki özellik sa§lan�r:

(i) g : (0, bn]→ [0,∞), g (x) = f(x)
x

fonksiyonu artmayand�r.

(ii) h : [0, bn)→ [0,∞), h (x) = f(x)
bn−x fonksiyonu azalmayand�r.

�spat

(i) x, y ∈ (0, bn] için x ≤ y olsun. f konkav oldu§undan

f (x) = f

(
x

y
.y +

y − x
y

.0

)
≥ x

y
f (y) +

y − x
y

f (0) ≥ x

y
f (y) ,

olur ki bu da f(x)
x
≥ f(y)

y
olmas�n� gerektirir.

(ii) x, y ∈ [0, bn) için x ≥ y olsun. f konkav oldu§undan

f (x) = f

(
bn − x
bn − y

.y +
x− y
bn − y

.bn

)
≥ bn − x
bn − y

f (y) +
x− y
bn − y

f (bn) ≥
bn − x
bn − y

f (y)

olup f(x)
bn−x ≥

f(y)
bn−y e³itsizli§i elde edilir.
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3.3.5. Sonuç

f : [0, bn]→ [0,∞) konkav fonksiyon olsun. Her x ∈ [0, bn] için

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

dir.

�spat

x ∈ [0, bn] ve j ∈ {0, 1, 2, ..., n} için x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun. k ∈ {0, 1, 2, ..., n} olmak

üzere k ≥ j ise,

fk+1,n,j (x) =

(
n

k+1

)(
n
j

) ( x

bn − x

)k+1−j

f

(
(k + 1) bn

n

)

=

(
n
k

)(
n
j

) n− k
k + 1

(
x

bn − x

)k−j
x

bn − x
f

(
(k + 1) bn

n

)

dir. Lemma 3.3.4, (i)'den
f( (k+1)bn

n )
(k+1)bn

n

≤ f( kbn
n )

kbn
n

oldu§undan f
(

(k+1)bn
n

)
≤
(
k+1
k

)
f
(
kbn
n

)
dir ve x

bn−x ≤
j+1
n−j olup

fk+1,n,j (x) ≤
(
n
k

)(
n
j

) n− k
k + 1

(
x

bn − x

)k−j
j + 1

n− j
k + 1

k
f

(
kbn
n

)

= fk,n,j (x)
j + 1

k

n− k
n− j

elde edilir.

Yukar�daki e³itsizlikte k ≥ j + 1 için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) olur ki bu da

fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥ fn,n,j (x) (3.10)

e³itsizli§ini verir.
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k ≤ j ise,

fk−1,n,j (x) =

(
n

k−1

)(
n
j

) ( x

bn − x

)k−1−j

f

(
(k − 1) bn

n

)
=

(
n
k

)(
n
j

) k

n− k + 1

(
x

bn − x

)k−j (
bn − x
x

)
f

(
bn (k − 1)

n

)
dir.

Lemma 3.3.4, (ii)'den
f( kbn

n )
bn− kbn

n

≥ f( (k−1)bn
n )

bn− (k−1)bn
n

oldu§undan f
(
kbn
n

)
≥
(

n−k
n−k+1

)
f
(

(k−1)bn
n

)
dir ve bn−x

x
≤ n+1−j

j
olup

fk−1,n,j (x) ≤
(
n
k

)(
n
j

) k

n− k + 1

(
x

bn − x

)k−j
n+ 1− j

j

n− k + 1

n− k
f

(
kbn
n

)
= fk,n,j (x)

k

j

n+ 1− j
n− k

elde edilir. Yukar�daki e³itsizlikte k ≤ j − 1 için fk,n,j (x) ≥ fk−1,n,j (x) dir. Böylece

fj−1,n,j (x) ≥ fj−2,n,j (x) ≥ ... ≥ f0,n,j (x) (3.11)

elde edilir. E³. 3.10 ve E³. 3.11'den

C(M)
n (f)(x) = max {fj−1,n,j (x) , fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)}

ve Lemma 3.3.3'ten

∣∣C(M)
n (f)(x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ;
bn
n

)

bulunur ki bu da istenen sonucu verir.

Not

Sonuç 3.3.5'ten, konkav fonksiyonlar için, maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky

operatörlerinin hata oran� ω1

(
f ; bn

n

)
, lineer Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin hata

oran� ω1

(
f ; bn√

n

)
'den daha iyidir.



24

3.4. Biçim Koruma Özellikleri

Bu bölümde maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin monotonluk

ve quasikonvekslik özelliklerini korudu§u gösterilecektir.

fk,n,j :
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
→ R fonksiyonlar�

fk,n,j (x) = mk,n,j (x) f

(
kbn
n

)
=

(
n
k

)(
n
j

) ( x

bn − x

)k−j

f

(
kbn
n

)
, k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n}

olsun. Her j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için E³. 3.1'den,

C(M)
n (f)(x) =

n∨
k=0

fk,n,j (x) yaz�labilir.

3.4.1. Lemma

f : [0, bn] → R+ azalmayan bir fonksiyon olmak üzere her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≤ j

ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için fk,n,j (x) ≥ fk−1,n,j (x) dir.

�spat

Lemma 3.1.2'nin ispat�ndaki ikinci durumdan, k ≤ j için mk,n,j (x) ≥ mk−1,n,j (x)

oldu§u biliniyor. f azalmayan oldu§undan f
(
bnk
n

)
≥ f

(
bn(k−1)

n

)
dir. Buradan

mk,n,j (x) f

(
kbn
n

)
≥ mk−1,n,j (x) f

(
(k − 1) bn

n

)

olur ki, bu da fk,n,j (x) ≥ fk−1,n,j (x) e³itsizli§ini verir.

3.4.2. Sonuç

f : [0, bn] → R+ artmayan bir fonksiyon olmak üzere her k, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} , k ≥ j

ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) dir.
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�spat

Lemma 3.1.2'nin ispat�ndaki birinci durumdan ve E³. 3.2'den, k ≥ j için

mk,n,j (x) ≥ mk+1,n,j (x) oldu§u biliniyor. f artmayan oldu§undan

f
(
kbn
n

)
≥ f

(
(k+1)bn

n

)
dir. Buradan

mk,n,j (x) f

(
kbn
n

)
≥ mk+1,n,j (x) f

(
(k + 1) bn

n

)

olur ki, bu da fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) e³itsizli§ini verir.

3.4.3. Teorem

f : [0, bn]→ R+
0 azalmayan bir fonksiyon ise, C(M)

n (f)(x) de azalmayand�r.

�spat

C
(M)
n (f)(x), [0, bn] üzerinde sürekli oldu§undan, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} için

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
alt aral�klar�nda C(M)

n (f)(x)'in azalmayan oldu§unu göstermek yeterlidir.

j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun. f azalmayan bir fonksiyon oldu§undan,

Lemma 3.4.1'den

fj,n,j (x) ≥ fj−1,n,j (x) ≥ fj−2,n,j (x) ≥ ... ≥ f0,n,j (x)

olur.

Buradan her x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

C(M)
n (f)(x) =

n∨
k=j

fk,n,j (x)

yaz�labilir. k ≥ j için, fk,n,j (x) fonksiyonu azalmayan fonksiyondur ve C(M)
n (f)(x)

azalmayan fonksiyonlar�n maksimumu olarak yaz�labildi§i için, C
(M)
n (f)(x)

azalmayand�r.
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3.4.4. Sonuç

f : [0, bn]→ R+
0 artmayan bir fonksiyon ise, C(M)

n (f)(x) de artmayand�r.

�spat

C
(M)
n (f)(x), [0, bn] üzerinde sürekli oldu§undan, j ∈ {0, 1, 2, ..., n} için

[
jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
alt aral�klar�nda C(M)

n (f)(x)'in artmayan oldu§unu göstermek yeterlidir.

j ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
olsun. f artmayan bir fonksiyon oldu§undan,

Sonuç 3.4.2'den

fj,n,j (x) ≥ fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥ fn,n,j (x)

olur. Buradan her x ∈
[

jbn
n+1

, (j+1)bn
n+1

]
için

C(M)
n (f)(x) =

j∨
k=0

fk,n,j (x)

yaz�labilir. k ≤ j için, fk,n,j (x) fonksiyonu artmayan fonksiyondur ve C
(M)
n (f)(x)

artmayan fonksiyonlar�n maksimumu olarak yaz�labildi§i için, C
(M)
n (f)(x)

artmayand�r.

3.4.5. Tan�m

f : [0, bn]→ R+
0 sürekli bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ [0, bn], λ ∈ [0, 1] için

f (λx+ (1− λ) y) ≤ max {f (x) , f (y)}

e³itsizli§ini sa§layan f fonksiyonuna [0, bn] üzerinde quasikonveks fonksiyon denir [21].

Not

f sürekli fonksiyonunun [0, bn] üzerinde quasikonveks olmas� demek, bir c ∈ [0, bn]

noktas� için f fonksiyonunun [0, c] aral�§�nda artmayan ve [c, bn] aral�§�nda azalmayan

olmas� demektir. Quasikonveks fonksiyonlar s�n�f�, artmayan fonksiyonlar s�n�f�n�,
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azalmayan fonksiyonlar s�n�f�n� ve konveks fonksiyonlar s�n�f�n� içerir. [33].

3.4.6. Sonuç

f : [0, bn] → R+
0 sürekli ve quasikonveks bir fonksiyon ise, her n ∈ N için C(M)

n (f)(x),

[0, bn] üzerinde quasikonvekstir.

�spat

f fonksiyonu [0, bn] üzerinde artmayan (ya da azalmayan) bir fonksiyonsa (yani

quasikonveks fonksiyon için bulunancc noktas� c = bn (ya da c = 0) ise Sonuç

3.4.2'den (ya da Teorem 3.4.3'ten) her n ∈ N için C
(M)
n (f)(x), [0, bn] üzerinde

artmayand�r (ya da azalmayand�r).

Kabul edelim ki bir c ∈ (0, bn) noktas� için f fonksiyonu [0, c] aral�§�nda artmayan ve

[c, bn] aral�§�nda azalmayan olsun. Her x ∈ [0, c] için F (x) = f (x) ; her x ∈ [c, bn] için

F (x) = f (c) ve her x ∈ [0, c] için G (x) = f (c) ; her x ∈ [c, bn] için G (x) = f (x)

olacak biçimde F,G : [0, bn]→ R+ fonksiyonlar�n� tan�mlayal�m.

F fonksiyonu [0, bn] üzerinde artmayan ve sürekli bir fonksiyon ve G fonksiyonu [0, bn]

üzerinde azalmayan ve sürekli bir fonksiyondur. Ayr�ca her x ∈ [0, bn] için f (x) =

max {F (x) , G (x)} dir.

Bunun yan� s�ra C(M)
n (f)(x) operatörünün pseudo-lineerlik özelli§inden her x ∈ [0, bn]

için

C(M)
n (f)(x) = max

{
C(M)

n (F )(x), C(M)
n (G)(x)

}
yaz�labilir. Böylece Sonuç 3.4.4 ve Teorem 3.4.3'ten, C(M)

n (F )(x), [0, bn] üzerinde

artmayan ve süreklidir ve C(M)
n (G)(x), [0, bn] üzerinde azalmayan ve süreklidir.

Burada iki durum söz konusudur: 1) C(M)
n (F )(x) ve C(M)

n (G)(x) birbirlerini kesmezler.

2) C(M)
n (F )(x) ve C(M)

n (G)(x) birbirlerini keserler.

1) Her x ∈ [0, bn] için max
{
C

(M)
n (F )(x), C

(M)
n (G)(x)

}
= C

(M)
n (F )(x) veya her

x ∈ [0, bn] için max
{
C

(M)
n (F )(x), C

(M)
n (G)(x)

}
= C

(M)
n (G)(x) dir. Quasikonveks

fonksiyonlar s�n�f�, artmayan fonksiyonlar s�n�f�n� ve azalmayan fonksiyonlar s�n�f�n�
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içerdi§inden C(M)
n (f)(x), [0, bn] üzerinde quasikonvekstir.

2) C
(M)
n (F )(x) ve C

(M)
n (G)(x) birbirlerini keserse, bir c

′ ∈ [0, bn] noktas� için,

C
(M)
n (f)(x),[0, c

′
] aral�§�nda artmayan ve [c

′
, bn] aral�§�nda azalmayan olacakt�r ki bu

da C(M)
n (f)(x)'in [0, bn] üzerinde quasikonveks oldu§unu gösterir.
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4. MAKS�MUM-ÇARPIM T�P GENELLE�T�R�LM��

BLEIMANN-BUTZER-HAHN OPERATÖRLER�

f : [0,∞) → R sürekli bir fonksiyon, 0 ≤ x < ∞ ve n ∈ N olmak üzere lineer

Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri

Ln(f)(x) = (1 + x)−n
n∑

k=0

(
n

k

)
xkf(

k

n+ 1− k
)

³eklinde, s�n�rs�z [0,∞) aral�§� üzerinde sonlu toplam kullan�larak tan�mlanm�³t�r [14].

Bu operatör dizisi yard�m�yla lineer olmayan maksimum-çarp�m tip Bleimann-Butzer-

Hahn operatörleri verilmi³ ve yakla³�m özellikleri incelenmi³tir [6]. Bu çal�³madan ilham

alarak maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn operatörlerini f :

[0,∞)→ R+ sürekli bir fonksiyon, 0 ≤ x <∞ ve (bn) , lim
n→∞

bn =∞ ve lim
n→∞

(bn)
3/2

(n)1/2
= 0

olacak biçimde pozitif reel say�lar�n bir dizisi olmak üzere,

B(M)
n (f)(x) =

n∨
k=0

sn,k(x)f(
kbn

n+1−k )

n∨
k=0

sn,k(x)
(4.1)

biçiminde tan�ml�yoruz. Burada sn,k(x) =
(
n
k

) (
x
bn

)k
d�r. Sürekli ve s�n�rl� bir

f : [0,∞) → R+
0 fonksiyonu için B(M)

n (f)(x) pozitif, s�n�rl� ve [0,∞) aral�§� üzerinde

süreklidir. Ayr�ca her n için B(M)
n (f)(0)− f (0) = 0 d�r.

4.1. Yard�mc� Sonuçlar

Bu bölümde maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn

operatörleri için süreklilik modülü yard�m�yla bir yakla³�m oran� elde edilecektir.

Bunun için a³a§�daki notasyon ve lemmalar gereklidir.

Her bir k ∈ {0, 1, 2, ..., n}, j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
için veya j = n

ve x ∈ [nbn,∞) için

Mk,n,j(x) =
sn,k(x)

∣∣ kbn
n+1−k − x

∣∣
sn,j(x)

, m
k,n,j

(x) =
sn,k(x)

sn,j(x)
(4.2)

olsun.
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E§er k ≥ j + 1 ise

Mk,n,j(x) =
sn,k(x)

(
kbn

n+1−k − x
)

sn,j(x)
(4.3)

ve e§er k ≤ j ise

Mk,n,j(x) =
sn,k(x)

(
x− kbn

n+1−k

)
sn,j(x)

(4.4)

dir.

4.1.1. Lemma

Her k ∈ {0, 1, 2, ..., n}, j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
için veya j = n ve

x ∈ [nbn,∞) için mk,n,j(x) ≤ 1 dir.

�spat

�ki durum söz konusudur: k ≥ j ve k ≤ j.

k ≥ j olsun. g (x) = 1
x
fonksiyonu

[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
üzerinde artmayan oldu§undan

mk,n,j(x)

mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
n− k

· 1
x
≥ (k + 1) bn

n− k
· n− j
(j + 1) bn

=
k + 1

j + 1
· n− j
n− k

≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj+1,n,j(x) ≥ mj+2,n,j(x) ≥ ... ≥ mn,n,j(x)

elde edilir. �imdi k ≤ j olsun.

mk,n,j(x)

mk−1,n,j(x)
=
n− k + 1

kbn
· x ≥ n− k + 1

kbn
· jbn
n− j + 1

=
n− k + 1

n− j + 1
· j
k
≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj−1,n,j(x) ≥ mj−2,n,j(x) ≥ ... ≥ m0,n,j(x)
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bulunur. mj,n,j(x) = 1 oldu§undan istenen elde edilir.

4.1.2. Lemma

(i) j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
olsun. Bu durumda e§er k−

√
k + 1 ≥ j

olacak biçimde k ∈ {j + 1, j + 2, ..., n− 1} ise Mk,n,j(x) ≥Mk+1,n,j(x) dir.

(ii) j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
olsun. Bu durumda e§er k +

√
k ≤ j

olacak biçimde k ∈ {1, 2, ...j} ise Mk,n,j(x) ≥Mk−1,n,j(x) dir.

�spat

�lk olarak

Mk,n,j(x)

Mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
n− k

· 1
x
·

kbn
n+1−k − x
(k+1)bn
n−k − x

oran� ele al�n�rsa µn,k (x) = 1
x
·

kbn
n+1−k

−x
(k+1)bn

n−k
−x

fonksiyonu artmayan oldu§undan her x ∈[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
için µn,k (x) ≥ µn,k

(
(j+1)bn
n−j

)
dir.

Buradan

Mk,n,j(x)

Mk+1,n,j(x)
≥ k + 1

n− k
· (n− j)
(j + 1) bn

·
kbn

n+1−k −
(j+1)bn
n−j

(k+1)bn
n−k −

(j+1)bn
n−j

=
k + 1

j + 1
·

n−j
n+1−kk − (j + 1)

k + 1− n−k
n−j (j + 1)

elde edilir. h(n) =
n−j

n+1−k
k−(j+1)

k+1−n−k
n−j

(j+1)
fonksiyonu için h′(n) = −1

k−j ·
(−j+k+1)2

(n−k+1)2
< 0 oldu§undan

h fonksiyonu artmayand�r ve

Mk,n,j(x)

Mk+1,n,j(x)
≥ lim

n→∞

k + 1

j + 1

n−j
n+1−kk − (j + 1)

k + 1− n−k
n−j (j + 1)

=
(k + 1) (k − j − 1)

(j + 1) (k − j)

olur. Bu durumda hipotezdeki k −
√
k + 1 ≥ j ko³ulu

(k + 1) (k − j − 1) ≥ (j + 1) (k − j) olmas�n� gerektirir ki, bu da isteneni verir.
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Ayr�ca

Mk,n,j(x)

Mk−1,n,j(x)
=
n− k + 1

kbn
· x ·

x− kbn
n+1−k

x− (k−1)bn
n+2−k

olup ηn,k (x) = x · x− kbn
n+1−k

x− (k−1)bn
n+2−k

fonksiyonu azalmayan oldu§undan, her x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
için ηn,k (x) ≥ ηn,k

(
jbn

n−j+1

)
= jbn

n−j+1
·

jbn
n−j+1

− kbn
n+1−k

jbn
n−j+1

− (k−1)bn
n+2−k

d�r. Buradan,

Mk,n,j(x)

Mk−1,n,j(x)
≥ n− k + 1

kbn
· jbn
n− j + 1

·
jbn

n−j+1
− kbn

n+1−k
jbn

n−j+1
− (k−1)bn

n+2−k

=
j

k
·

n−k+1
n−j+1

j − k
j − n−j+1

n−k+2
(k − 1)

olur. ν(n) =
n−k+1
n−j+1

j−k
j− n−j+1

n−k+2
(k−1) fonksiyonu için ν ′(n) = − j−k

(n−j+1)2
< 0 oldu§undan hn,k

fonksiyonu artmayand�r ve

Mk,n,j(x)

Mk−1,n,j(x)
≥ lim

n→∞

j

k
·

n−k+1
n−j+1

j − k
j − n−j+1

n−k+2
(k − 1)

=
j(j − k)

k(j − k + 1)

olur. Hipotezdeki k+
√
k ≤ j ko³ulu j (j − k) ≥ k (j − k + 1) olmas�n� gerektirir ki bu

da ispat� tamamlar.

4.1.3. Lemma

sn,k(x) =
(
n
k

) (
x
bn

)k
olmak üzere

n∨
k=0

sn,k(x) =

{
sn,j(x), x ∈

[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
, j = 0, 1, ..., n− 1

sn,n(x), x ∈ [nbn,∞)

dir.

�spat

sn,k−1(x) ≤ sn,k(x) ve sn,k(x) ≥ sn,k+1(x) e³itsizliklerinin sa§lanmas� için gerek ve yeter
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ko³ulun x ∈
[

kbn
n−k+1

, (k+1)bn
n−k

]
oldu§u gösterilmelidir. Burada n ∈ N sabittir.

(
n

k − 1

)(
x

bn

)k−1

≤
(
n

k

)(
x

bn

)k

ve

(
n

k + 1

)(
x

bn

)k+1

≤
(
n

k

)(
x

bn

)k

ifadelerinde gerekli sadele³tirmeler yap�larak,

kbn
n− k + 1

≤ x ve x ≤ (k + 1) bn
n− k

e³itsizlikleri elde edilir. Buradan x ∈
[

kbn
n−k+1

, (k+1)bn
n−k

]
bulunur.

4.2. Yakla³�m Derecesi

4.2.1. Teorem

f : [0,∞) → R+
0 düzgün sürekli bir fonksiyon ve B(M)

n (f)(x), E³. 4.1'de tan�mlanan

maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri olmak üzere,

∣∣B(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ ω1

(
f ;

(bn + x)3/2
√
x√

n+ 1

)
, ∀n ∈ N, x ∈ [0,∞)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada

ω1 (f ; δ) = sup {|f(x)− f(y)| ;x, y ∈ [0,∞), |x− y| ≤ δ}

süreklilik modülüdür.

�spat

Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri Sonuç

2.2.2'nin hipotezlerini sa§lad�§� için ϕx(t) = |t− x| olmak üzere

∣∣B(M)
n (f)(x)− f(x)

∣∣ ≤ (1 + 1

δn
B(M)

n (ϕx)(x)

)
ω1 (f ; δn) (4.5)

dir.
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O halde

En (x) := B(M)
n (ϕx)(x) =

n∨
k=0

sn,k(x)
∣∣ kbn
n+1−k − x

∣∣
n∨

k=0

sn,k(x)

teriminin hesaplanmas� yeterli olacakt�r.

x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
ve key� j ∈ {0, 1, ..., n− 1} sabit olsun. Lemma 4.1.3'ten

En (x) = max
k=0,1,...,n

{Mk,n,j(x)}

dir. x ∈
[
0, bn

n

]
olmak üzere j = 0 için her bir belirli n için, En (x) ≤ e

√
xbn
n

dir. j = 0

durumunda Mk,n,0(x) =
(
n
k

) (
x
bn

)k ∣∣ kbn
n+1−k − x

∣∣ dir. k = 0 için bu de§er Mk,n,0(x) = x =

√
x.
√
x ≤
√
x.
√

bn
n
bulunur. k ≥ 1 içinse

Mk,n,0(x) =

(
n

k

)(
x

bn

)k (
kbn

n+ 1− k
− x
)
≤
(
n

k

)(
x

bn

)k
kbn

n+ 1− k

=

(
n

k − 1

)
xk

bk−1n

=

(
n

k − 1

)(
x

bn

)k−1

x =

(
1 +

x

bn

)n

x

≤
(
1 +

1

n

)n

x ≤ e

√
xbn
n

dir. �imdi, j ∈ {1, 2, ..., n− 1} olarak göz önüne al�nabilir. Sabit bir j ∈ {1, 2, ..., n− 1}
için Mk,n,j(x) için bir üst tahmin bulunmal�d�r.

x ∈
[

bnj
n−j+1

, bn(j+1)
n−j

]
ve k ∈ {0, 1, ..., n} olsun.

�spat� 2 k�s�mda yap�labilir: 1) k ≥ j + 1 ve 2) k ≤ j.

1. Durum

Alt durum a)

k −
√
k + 1 ≤ j olsun.
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(n+1)bn
n−j+1

≤ bn + x e³itsizli§i göz önüne al�narak,

Mk,n,j(x) = mk,n,j (x)

(
kbn

n+ 1− k
− x
)

≤ kbn
n+ 1− k

− jbn
n− j + 1

≤ bn(n+ 1)
√
k + 1

(n− k + 1)(n− j + 1)

≤ bn(n+ 1)
√
k + 1

(n− j + 1−
√
k + 1)(n− j + 1)

≤ (bn + x)

√
k + 1

(n− j + 1−
√
k + 1)

elde edilir. Bu alt durumda k + 1 ≤ 4j dir. Olmayana ergi yöntemi ile k > 4j olsun.

Buradan 4j − 1− 2
√
j < k−

√
k + 1 ≤ j yani 3j − 1 < 2

√
j dir. Bu e³itsizlik ise j ≥ 1

için sa§lanamaz, çeli³ki elde edilir. Ayr�ca jbn
n−j+1

≤ x oldu§undan j ≤ (n+1)x
bn+x

dir ve

n+ 1 > j + 2
√
j için

Mk,n,j(x) ≤ (bn + x)
2
√
j

(n− j + 1− 2
√
j)
≤ 2(bn + x)3/2

√
x

√
n+ 1

n+ 1− 2
√

(n+ 1)x(bn + x)

elde edilir. Burada n + 1 ≥ 16x(bn + x) için
√
n+1

n+1−2
√

(n+1)x(1+x)
≤ 2√

n+1
dir ve bu ko³ul

ayn� zamanda n+ 1 > j + 2
√
j olmas�n� garantiler.

Sonuç olarak n+ 1 ≥ 16x(bn + x) için

Mk,n,j(x) ≤ 4(bn + x)3/2
√
x

1√
n+ 1

e³itsizli§i bulunmu³ olur.

Alt durum b)

k −
√
k + 1 > j olsun.

g (x) = x−
√
x+ 1 fonksiyonu [0,∞) üzerinde azalmayan oldu§undan

_

k−
√
_

k + 1 ≤ j

olacak biçimde bir
_

k ∈ {0, 1, 2, ..., n} maksimum de§eri vard�r. Bu durumda k1 =
_

k+1

için k1 −
√
k1 + 1 > j dir.
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Böylece

M_

k+1,n,j
(x) = m_

k+1,n,j
(x)


(
_

k + 1
)
bn

n−
_

k
− x

 ≤ 4(bn + x)3/2
√
x

1√
n+ 1

olur. Burada g fonksiyonunun azalmayan ve g(j) < j olmas� k1 ≥ j + 1 olmas�n�

gerektirdi§inden son e³itsizlik elde edilir. Ayr�ca bir önceki duruma benzer olarak k1 ≤
4j dir. Lemma 4.1.2, (i)'den M_

k+1,n,j
(x) ≥ M_

k+2,n,j
(x) ≥ ... ≥ Mn,n,j (x) dir. Böylece

her k ∈
{
_

k + 1,
_

k + 2, ..., n
}
i çin Mk,n,j (x) ≤ 4(bn + x)3/2

√
x 1√

n+1
olur.

2. Durum

Alt durum a)

k +
√
k > j olmak üzere k 6= j için

Mk,n,j(x) = mk,n,j (x)

(
x− kbn

n+ 1− k

)
≤ (j + 1) bn

n− j
− kbn
n+ 1− k

≤ (n+ 1) (j − k) bn + (n+ 1) (j − k) bn
(n− j) (n+ 1− k)

≤ 2bn(n+ 1)
√
j

(n− j) (n+ 1− j)

dir. j ≤ (n+1)x
bn+x

e³itsizli§ini kullanarak

Mk,n,j(x) ≤
2bn(n+ 1)

√
(n+1)x
bn+x(

n− (n+1)x
bn+x

)(
n+ 1− (n+1)x

bn+x

) =
2bn
√
n+ 1

√
x (1 + x)3/2

n− x

olur. n ≥ 1 + 2x için
√
n+1
n−x ≤

2√
n+1

dir. Böylece n ≥ 1 + 2x için

Mk,n,j(x) ≤ 4(bn + x)3/2
√
x

1√
n+ 1

dir. �imdi k = j al�narak

Mk,n,j(x) = Mj,n,j(x) = mj,n,j (x)

(
x− jbn

n+ 1− j

)
≤ (j + 1) bn

n− j
− jbn
n+ 1− j

≤ (n+ 1)bn
(n− j) (n+ 1− j)

≤ 2bn(n+ 1)
√
j

(n− j) (n+ 1− j)
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e³itsizli§i elde edilir ki bu durum k < j durumuna dönü³ür.

Alt durum b) k +
√
k ≤ j olsun.

g (x) = x +
√
x fonksiyonu [0,∞) üzerinde artmayan oldu§undan

∼
k +

√
∼
k > j olacak

biçimde
∼
k ∈ {0, 1, 2, ..., j} minimum de§eri vard�r. k2 =

∼
k − 1 için k2 +

√
k2 ≤ j olup

j ≤ (n+1)x
bn+x

e³itsizli§ini ve
∼
k 6= j olmas�n� göz önüne alarak 2. durum alt durum a'ya

benzer olarak n ≥ 1 + 2x için

M∼
k−1,n,j

(x) = m∼
k−1,n,j

(x)

x−
(∼
k − 1

)
bn

n−
∼
k + 2

 ≤ (j + 1) bn
n− j

−

(∼
k − 1

)
bn

n−
∼
k + 2

≤
3 (n+ 1)

(
j −

∼
k
)
bn

(n− j)
(
n−

∼
k + 2

) ≤ 3bn (n+ 1)
√
j

(n− j) (n− j + 2)

≤
3bn (n+ 1)

√
(n+1)x
bn+x(

n− (n+1)x
bn+x

)(
n− (n+1)x

bn+x
+ 2
) ≤ 4(bn + x)3/2

√
x

1√
n+ 1

elde edilir. �imdi
∼
k = j olsun.

M∼
k−1,n,j

(x) = Mj−1,n,j(x) = mj−1,n,j (x)

(
x− (j − 1) bn

n− j + 2

)
≤ (j + 1) bn

n− j
− (j − 1) bn
n− j + 2

≤ 2(n+ 1)bn
(n− j) (n− j + 2)

≤ 3(n+ 1)bn
√
j

(n− j) (n− j + 2)

e³itsizli§i
∼
k ≤ j − 1 durumuna dönü³ür.

Lemma 4.1.2, (ii) durumundan M∼
k−1,n,j

(x) ≥ M∼
k−2,n,j

(x) ≥ ... ≥ M0,n,j (x) olup

buradan k ∈ {0, 1, 2, ..., j} için Mk,n,j (x) ≤ 4(bn + x)3/2
√
x 1√

n+1
yaz�labilir.

Tüm bu sonuçlar göz önüne al�narak n+ 1 ≥ max{1 + 2x, 16x(x+ 1)} için

Mk,n,j(x) ≤ 4(bn + x)3/2
√
x

1√
n+ 1

elde edilir ki buradan En(x) ≤ 4(bn + x)3/2
√
x 1√

n+1
olur.
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E³. 4.5'te δn = 4(bn + x)3/2
√
x 1√

n+1
al�narak

∣∣B(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ ω1

(
f ;

(bn + x)3/2
√
x√

n+ 1

)
,∀n ∈ N, x ∈ [0,∞)

e³itsizli§i bulunmu³ olur.

4.3. Baz� Fonksiyon S�n��ar� �çin Daha �yi Hata Oranlar�

Her k ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} için fk,n,j :
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
→ R ve

fk,n,n : [nbn,∞)→ R fonksiyonlar�

fk,n,j (x) = mk,n,j(x) · f
(

kbn
n+ 1− k

)
=

sn,k(x)

sn,j(x)
· f
(

kbn
n+ 1− k

)
=
j! (n− j)!
k! (n− k)!

·
(
x

bn

)k−j

· f
(

kbn
n+ 1− k

)

³eklinde tan�mlans�n.

Böylece, her j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
veya j = n ve x ∈ [nbn,∞)

için

B(M)
n (f) (x) =

n∨
k=0

fk,n,j (x)

yaz�labilir.

4.3.1. Lemma

f : [0,∞)→ [0,∞) s�n�rl� fonksiyonu için

B(M)
n (f) (x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} ,∀ x ∈

[
jbn

n− j + 1
,
(j + 1) bn
n− j

]

ise, her nbn ≥ 2x için

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn

)
,∀ x ∈

[
jbn

n− j + 1
,
(j + 1) bn
n− j

]
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sa§lan�r.

�spat

�ki durum söz konusudur:

1) Her x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
için B

(M)
n (f) (x) = fj,n,j (x) olsun. x ∈

[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
oldu§undan 0 ≤ x− jbn

n−j+1
≤ (n+1)bn

(n−j)(n−j+1)
dir.

Ayr�ca j ≤ (n+1)x
bn+x

olup (n+1)bn
(n−j)(n−j+1)

≤ (bn+x)2

nbn−x dir.

fj,n,j (x) = mj,n,j(x).f
(

jbn
n−j+1

)
= f

(
jbn

n−j+1

)
e³itli§i kullan�larak

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ = |fj,n,j (x)− f (x)|

=

∣∣∣∣f ( jbn
n− j + 1

)
− f (x)

∣∣∣∣
≤ ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn − x

)

elde edilir. Her nbn ≥ 2x için (bn+x)2

nbn−x ≤ 2 (bn+x)2

nbn
olaca§�ndan

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn

)

yaz�labilir.

2) Her x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
için B

(M)
n (f) (x) = fj+1,n,j (x) olsun. 0 ≤ (j+1)bn

n−j − x ≤
(bn+x)2

nbn−x ve mk,n,j(x) ≤ 1 oldu§undan,

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ = |fj+1,n,j (x)− f (x)|

=

∣∣∣∣mj+1,n,j(x).f

(
(j + 1) bn
n− j

)
− f (x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f ((j + 1) bn
n− j

)
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn − x

)
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dir. Ayr�ca her nbn ≥ 2x için (bn+x)2

nbn−x ≤ 2 (bn+x)2

nbn
olaca§�ndan istenen sonuç elde edilir.

4.3.2. Sonuç

f : [0,∞) → [0,∞) s�n�rl� ve azalmayan fonksiyonu için g : (0,∞) → [0,∞) , g (x) =
f(x)
x

artmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her nbn ≥ 2x için,

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn

)
,∀ x ∈ [0,∞)

dir.

�spat

f azalmayan fonksiyon oldu§u için

B(M)
n (f) (x) =

n∨
k=j

fk,n,j (x) , x ∈
[

jbn
n− j + 1

,
(j + 1) bn
n− j

]

yaz�labilir. x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
, k ∈ {0, 1, 2, ..., n} , j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve k ≥ j + 1

olsun. Bu durumda

fk+1,n,j (x) =
j! (n− j)!

(k + 1)! (n− k − 1)!
·
(
x

bn

)k−j+1

· f
(
(k + 1) bn
n− k

)

dir. g fonksiyonunun artmayan olmas�ndan
f( (k+1)bn

n−k )
(k+1)bn

n−k

≤ f( kbn
n−k+1)
kbn

n−k+1

e³itsizli§i bulunur ki

bu da f
(

(k+1)bn
n−k

)
≤ (k+1)bn

n−k ·
n−k+1
kbn

f
(

kbn
n−k+1

)
olmas�n� gerektirir. x ≤ (j+1)bn

n−j e³itsizli§i

de kullan�larak

fk+1,n,j (x) ≤
j! (n− j)!
k! (n− k)!

.
j + 1

n− j
.

(
x

bn

)k−j

.
n− k + 1

k
.f

(
kbn

n− k + 1

)
= fk,n,j (x) .

j + 1

n− j
.
n− k + 1

k
≤ fk,n,j (x)

yaz�labilir. Böylece k ≥ j + 1 için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) bulunur.
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Yani fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥ fn,n,j (x) olup

B(M)
n (f) (x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} ,∀x ∈

[
jbn

n− j + 1
,
(j + 1) bn
n− j

]

dir. Lemma 4.3.1'den her nbn ≥ 2x için,

∣∣B(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f,

(bn + x)2

nbn

)
, ∀x ∈ [0,∞)

sonucuna ula³�l�r.

4.3.3. Lemma

f : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu konkav ise bu durumda g : (0,∞)→ [0,∞) , g (x) = f(x)
x

fonksiyonu artmayand�r.

�spat

x, y ∈ (0,∞) ve x ≤ y olsun.

f (x) = f

(
x

y
y +

y − x
y

0

)
≥ x

y
f(y) +

y − x
y

f (0) ≥ x

y
f(y)

yaz�labilir ki bu da f(x)
x
≥ f(y)

y
e³itsizli§ini verir. O halde g (x) = f(x)

x
fonksiyonu

artmayand�r.

4.3.4. Sonuç

f : [0,∞)→ [0,∞) s�n�rl�, azalmayan ve konkav fonksiyon ise, her x ∈ [0,∞) , nbn ≥ 2x

için
∣∣∣B(M)

n (f) (x)− f (x)
∣∣∣ ≤ 2ω1

(
f, (bn+x)2

nbn

)
dir.

�spat

f : [0,∞)→ [0,∞) konkav fonksiyon oldu§undan Lemma 4.3.3 gere§ince g : (0,∞)→
[0,∞) , g (x) = f(x)

x
fonksiyonu artmayand�r. Böylece Sonuç 4.3.2 kullan�larak istenen

elde edilir.
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4.4. Biçim Koruma Özellikleri

Bu bölümde maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn

operatörlerinin baz� biçim koruma özellikleri incelenecektir.

Önceki k�s�mda oldu§u gibi her k ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} için fk,n,j :[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
→ R ve fk,n,n : [nbn,∞)→ R

fk,n,j (x) = mk,n,j(x) · f
(

kbn
n+ 1− k

)
=

sn,k(x)

sn,j(x)
· f
(

kbn
n+ 1− k

)
=
j! (n− j)!
k! (n− k)!

·
(
x

bn

)k−j

· f
(

kbn
n+ 1− k

)

biçiminde tan�mlans�n.

4.4.1. Lemma

f : [0,∞) → R+
0 azalmayan bir fonksiyon ise, her k ∈ {0, 1, 2, ..., n} ve

j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} , k ≤ j ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
veya j = n ve x ∈ [nbn,∞) için

fk,n,j (x) ≥ fk−1,n,j (x) dir.

�spat

k ≤ j oldu§undan

mk,n,j(x)

mk−1,n,j(x)
=
n− k + 1

kbn
· x ≥ n− k + 1

kbn
· jbn
n− j + 1

=
n− k + 1

n− j + 1
· j
k
≥ 1

yaz�labilir.

Buradan mk,n,j(x) ≥ mk−1,n,j(x) dir.

f azalmayan bir fonksiyon oldu§undan

mk,n,j(x).f

(
kbn

n+ 1− k

)
≥ mk−1,n,j(x).f

(
(k − 1) bn
n+ 2− k

)

bulunur.
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4.4.2. Sonuç

f : [0,∞) → R+
0 artmayan bir fonksiyon ise, her k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} ve

j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} , k ≥ j + 1 ve x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
veya j = n ve x ∈ [nbn,∞)

için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) dir.

�spat

k ≥ j + 1 olsun. g (x) = 1
x
fonksiyonu x ∈

[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
aral�§�nda artmayan olup

mk,n,j(x)

mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
n− k

· 1
x
≥ (k + 1) bn

n− k
· n− j
(j + 1) bn

=
k + 1

j + 1
· n− j
n− k

≥ 1

dir. Yani mk,n,j(x) ≥ mk+1,n,j(x) dir. f artmayan bir fonksiyon oldu§undan

mk,n,j(x).f

(
kbn

n− k + 1

)
≥ mk+1,n,j(x).f

(
(k + 1) bn
n− k

)
elde edilir.

4.4.3. Teorem

f : [0,∞)→ R+
0 azalmayan ve s�n�rl� bir fonksiyon ise B(M)

n (f)(x) operatörleri de [0,∞)

üzerinde azalmayan ve s�n�rl�d�r.

�spat

f : [0,∞)→ R+ s�n�rl� bir fonksiyon ise B(M)
n (f)(x) operatörleri [0,∞) üzerinde s�n�rl�

ve süreklidir. Böylece f azalmayan bir fonksiyon iken, B(M)
n (f)(x) operatörlerinin [0,∞)

aral�§�n�n her bir alt aral�§� üzerinde azalmayan oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r.

Burada alt aral�klar j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} için
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
ve j = n için [nbn,∞)

tipindedir. O halde j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} için x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
ve j = n için x ∈

[nbn,∞) olsun. f azalmayan bir fonksiyon oldu§undan Lemma 4.4.1'den fj,n,j (x) ≥
fj−1,n,j (x) ≥ fj−2,n,j (x) ≥ ... ≥ f0,n,j (x) yaz�labilir ki bu da

B(M)
n (f)(x) =

n∨
k=j

fk,n,j (x) ,∀ x ∈
[

jbn
n− j + 1

,
(j + 1) bn
n− j

]
veya ∀ x ∈ [nbn,∞)

olmas�n� gerektirir. k ≥ j için fk,n,j (x) azalmayan oldu§undan ve B
(M)
n (f)(x) bu
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fonksiyonlar�n maksimumu olarak yaz�labildi§inden B
(M)
n (f)(x) operatörleri

azalmayand�r.

4.4.4. Sonuç

f : [0,∞)→ R+
0 artmayan bir fonksiyon ise B(M)

n (f)(x) operatörleri de artmayand�r.

�spat

f, [0,∞) üzerinde artmayan ve pozitif bir fonksiyon oldu§u için f bu aral�kta

s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla B
(M)
n (f)(x), [0,∞) üzerinde sürekli ve s�n�rl�d�r. O halde

B
(M)
n (f)(x) operatörlerinin [0,∞) aral�§�n�n her bir alt aral�§� üzerinde artmayan

oldu§unun gösterilmesi yeterli olacakt�r. Burada alt aral�klar j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}
için

[
jbn

n−j+1
, (j+1)bn

n−j

]
ve j = n için [nbn,∞) tipindedir.

j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} için x ∈
[

jbn
n−j+1

, (j+1)bn
n−j

]
ve j = n için x ∈ [nbn,∞) olsun. f

artmayan fonksiyon olup Sonuç 4.4.2'den, fj,n,j (x) ≥ fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥
fn,n,j (x) dir. Buradan

B(M)
n (f)(x) =

j∨
k=0

fk,n,j (x) ,∀ x ∈
[

jbn
n− j + 1

,
(j + 1) bn
n− j

]
veya ∀ x ∈ [nbn,∞)

dir. k ≤ j için fk,n,j (x) artmayan oldu§undan ve B
(M)
n (f)(x) bu fonksiyonlar�n

maksimumu olarak yaz�labildi§inden B(M)
n (f)(x) operatörleri de artmayand�r.

Not

f sürekli fonksiyonunun [0,∞) s�n�rs�z aral�§� üzerinde quasikonveks olmas� demek

yeterince büyük a > 0 için f fonksiyonunun her [0, a] s�n�rl� aral�§� üzerinde

quasikonveks olmas� demektir. [0,∞) üzerinde quasikonveks olan fonksiyonlar s�n�f�,

[0,∞) üzerinde artmayan fonksiyonlar s�n�f�n�, azalmayan fonksiyonlar s�n�f�n� ve

konveks fonksiyonlar s�n�f�n� içerir.

4.4.5. Sonuç

f : [0,∞) → R+
0 sürekli, s�n�rl� ve quasikonveks fonksiyon ise, her n ∈ N için,

B
(M)
n (f)(x) de [0,∞) üzerinde quasikonvekstir.
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�spat

f azalmayan veya artmayan bir fonksiyon ise, s�ras�yla Teorem 4.4.3 ve Sonuç 4.4.4'den,

her n ∈ N için, B(M)
n (f)(x) operatörleri [0,∞) üzerinde azalmayan ve artmayand�r.

f fonksiyonu [0, c] üzerinde artmayan ve [c,∞) üzerinde azalmayan olacak biçimde

bir c ∈ (0,∞) noktas�var olsun. F,G : [0,∞) → R+ fonksiyonlar�, her x ∈ [0, c]

için F (x) = f (x) , her x ∈ [c,∞) için F (x) = f (c) ve her x ∈ [0, c] için G (x) =

f (c) ,her x ∈ [c,∞) için G (x) = f (x) olarak tan�mlans�n. F fonksiyonu [0,∞) üzerinde

artmayan ve sürekli, G fonksiyonu ise [0,∞) üzerinde azalmayan ve süreklidir. Ayr�ca

her x ∈ [0,∞) için f (x) = max {F (x) , G (x)} yaz�labilir.

Bununla birlikte B(M)
n (f)(x) pseudo-linear oldu§undan, her x ∈ [0,∞) için

B(M)
n (f)(x) = max

{
B(M)

n (F )(x), B(M)
n (G)(x)

}
dir. Böylece Teorem 4.4.3 ve Sonuç 4.4.4'ten , B(M)

n (F )(x), [0,∞) üzerinde artmayan

ve sürekli, B(M)
n (G)(x), [0,∞) üzerinde azalmayan ve süreklidir.

Burada iki durum söz konusudur: B(M)
n (F )(x) ve B(M)

n (G)(x) birbirlerini kesmezler ya

da B(M)
n (F )(x) ve B(M)

n (G)(x) birbirlerini keserler.

Durum 1) Her x ∈ [0,∞) için max
{
B

(M)
n (F )(x), B

(M)
n (G)(x)

}
= B

(M)
n (F )(x) veya

max
{
B

(M)
n (F )(x), B

(M)
n (G)(x)

}
= B

(M)
n (G)(x) olup B

(M)
n (f)(x), [0,∞) üzerinde

quasikonvekstir.

Durum 2) B
(M)
n (F )(x) ve B

(M)
n (G)(x) birbirlerini kesiyorlarsa B

(M)
n (f)(x), [0, c]

üzerinde artmayan ve [c,∞) üzerinde azalmayan olacak biçimde bir c ∈ [0,∞) noktas�

vard�r. Bu ise B(M)
n (f)(x)'in [0,∞) üzerinde quasikonveks olmas�n� gerektirir.
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5. MAKS�MUM-ÇARPIM T�P GENELLE�T�R�LM�� SZÁSZ

OPERATÖRLER�

Lineer Szász operatörleri [35]'da tan�mlanm�³ ve yakla³�m özellikleri detayl� bir ³ekilde

çal�³�lm�³t�r. Bu operatörlerin birçok genelle³tirmesi reel ve kompleks de§i³kenli

fonksiyonlar için pek çok ki³i taraf�ndan incelenmi³tir ( [13], [23], [27], [30], [38], [40]).

Bununla birlikte, lineer Szász-Mirakjan operatörlerinin q-genelle³tirmeleri

ara³t�r�lm�³t�r ( [31], [39]). Ayr�ca Szász-Chlodowsky operatörleri, [36]'de

Cn(f)(x) = e−
nx
bn

∞∑
k=0

(
nx

bn

)k
1

k!
f

(
bnk

n

)

biçiminde tan�mlanm�³t�r. Burada (bn), lim
n→∞

bn =∞ ve lim
n→∞

bn
n
= 0 ko³ullar�n� sa§layan

pozitif reel say�lar�n bir dizisidir.

(an) ve (bn) pozitif reel say� dizileri için lim
n→∞

bn
an

= 0 ve bn
an
≤ 1 olmak üzere, kompleks

modi�ye Szász-Mirakjan operatörleri,

Sn(f ; an, bn; z) = e−
an
bn

z
∞∑
j=0

(anz)
j

j!bjn
f(
jbn
an

) z ∈ C ;n ∈ N

biçiminde tan�mlanm�³ ve bu operatörler için kompakt disk üzerinde yakla³�m oran�

elde edilmi³tir ( [13]).

Lineer olmayan maksimum-çarp�m tip Favard-Szász-Mirakjan operatörleri [5] ve [7]'de

tan�mlanm�³ ve yakla³�m özellikleri incelenmi³tir.

Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörlerini f : [0,∞)→ R+ sürekli bir

fonksiyon, 0 ≤ x <∞, (an) ve (bn), lim
n→∞

√
bn
an

= 0 olacak biçimde pozitif reel say�lar�n

artan ve s�n�rs�z birer dizisi olmak üzere,

S(M)
n (f)(x) =

∞∨
k=0

cn,k(x)f(
kbn
an

)

∞∨
k=0

cn,k(x)
(5.1)

biçiminde tan�ml�yoruz. Burada cn,k(x) =
(anx)

k

bknk!
dir.
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Sürekli ve s�n�rl� bir f : [0,∞)→ R+ fonksiyonu için S(M)
n (f)(x) pozitif ve [0,∞) aral�§�

üzerinde süreklidir. Ayr�ca her n için S(M)
n (f)(0)− f (0) = 0 d�r.

Bu bölümde yap�lan çal�³malar [24] ve [25] referansl� makalelerde yay�mlanm�³t�r.

5.1. Yard�mc� Sonuçlar

Bu bölümde ileride kullan�lacak olan baz� notasyon ve lemmalar verilecektir. Her bir

k, j ∈ {0, 1, 2, ...} ve x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için

Mk,n,j(x) =
cn,k(x)

∣∣∣kbnan
− x
∣∣∣

cn,j(x)
, m

k,n,j
(x) =

cn,k(x)

cn,j(x)
(5.2)

olsun.

E§er k ≥ j + 1 ise

Mk,n,j(x) =
cn,k(x)

(
kbn
an
− x
)

cn,j(x)
(5.3)

ve e§er k ≤ j − 1 ise

Mk,n,j(x) =
cn,k(x)

(
x− kbn

an

)
cn,j(x)

(5.4)

dir.

5.1.1. Lemma

Her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
ve j = 0, 1, ... için

∞∨
k=0

cn,k(x) = cn,j(x)

dir.
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�spat

�lk olarak gösterilmelidir ki, sabit bir n ∈ N ve 0 ≤ k için 0 ≤ cn,k+1(x) ≤ cn,k(x)

e³itsizli§inin sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul x ∈
[
0, (k+1)bn

an

]
olmas�d�r.

0 ≤ (anx)
k+1

bk+1
n (k + 1)!

≤ (anx)
k

bknk!

ifadesinde gerekli sadele³tirmeler yap�l�rsa, 0 ≤ anx
(k+1)bn

≤ 1 elde edilir. Buradan,

0 ≤ x ≤ (k + 1) bn
an

bulunur. Bu e³itsizlikte k = 0, 1, ... al�narak,

cn,1(x) ≤ cn,0(x)⇐⇒ x ∈ [0, bn/an] ,

cn,2(x) ≤ cn,1(x)⇐⇒ x ∈ [0, 2bn/an] ,

cn,3(x) ≤ cn,2(x)⇐⇒ x ∈ [0, 3bn/an] ,

yani,

cn,k+1(x) ≤ cn,k(x)⇐⇒ x ∈ [0, (k + 1) bn/an]

elde edilir. Bu e³itsizliklerden,

x ∈ [0, bn/an] ise k = 0, 1, ... için cn,k(x) ≤ cn,0(x)

x ∈ [bn/an, 2bn/an] ise k = 0, 1, ... için cn,k(x) ≤ cn,1(x)

x ∈ [2bn/an, 3bn/an] ise k = 0, 1, ...için cn,k(x) ≤ cn,2(x)

yani genel olarak,

x ∈ [jbn/an, (j + 1) bn/an] ise k = 0, 1, ... için cn,k(x) ≤ cn,j(x)

bulunur.
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5.1.2. Lemma

Her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} ve x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için mk,n,j(x) ≤ 1 dir.

�spat

�ki durum söz konusudur: 1) k ≥ j ve 2) k ≤ j.

k ≥ j olsun. g (x) = 1
x
fonksiyonu

[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
üzerinde artmayan oldu§undan

mk,n,j(x)

mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
an

· 1
x
≥ (k + 1) bn

an
· an
(j + 1) bn

=
k + 1

j + 1
≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj+1,n,j(x) ≥ mj+2,n,j(x) ≥ ...

yaz�labilir.

�imdi k ≤ j olsun.

mk,n,j(x)

mk−1,n,j(x)
=
xan
kbn
≥ an
kbn
· jbn
an
≥ 1

olur. Buradan

mj,n,j(x) ≥ mj−1,n,j(x) ≥ mj−2,n,j(x) ≥ ... ≥ m0,n,j(x)

elde edilir. mj,n,j(x) = 1 oldu§undan istenen sonuç elde edilmi³ olur.

5.1.3. Lemma

x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
olsun. Bu durumda

(i) E§er k−
√
k + 1 ≥ j olacak biçimde k ∈ {j + 1, j + 2, ...} iseMk,n,j(x) ≥Mk+1,n,j(x)

dir.
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(ii) E§er k+
√
k ≤ j olacak biçimde k ∈ {1, 2, ...j − 1} ise Mk,n,j(x) ≥Mk−1,n,j(x) dir.

�spat

�lk olarak

Mk,n,j(x)

Mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
an

· 1
x
·

kbn
an
− x

(k+1)bn
an

− x

oran�na bak�l�rsa, µn,k (x) = 1
x
·

kbn
an
−x

(k+1)bn
an

−x
fonksiyonu artmayan oldu§undan her x ∈[

jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için µn,k (x) ≥ µn,k

(
(j+1)bn

an

)
= an

(j+1)bn
· k−j−1

k−j dir. Bu durumda hipotezdeki

k −
√
k + 1 ≥ j ko³ulu (k + 1) (k − j − 1) ≥ (j + 1) (k − j) olmas�n� gerektirir ki,

buradan

Mk,n,j(x)

Mk+1,n,j(x)
≥ (k + 1) bn

an
· an
(j + 1) bn

· k − j − 1

k − j
≥ 1

elde edilir. Benzer ³ekilde,

Mk,n,j(x)

Mk−1,n,j(x)
=

an
kbn
· x ·

x− kbn
an

x− (k−1)bn
an

olup ηn,k (x) = x · x− kbn
an

x− (k−1)bn
an

fonksiyonu azalmayan oldu§undan, her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için ηn,k (x) ≥ ηn,k

(
jbn
an

)
= jbn

an
· j−k
j−k+1

olur. Hipotezdeki k+
√
k ≤ j ko³ulu j (j − k) ≥

k (j − k + 1) olmas�n� gerektirdi§inden

Mk,n,j(x)

Mk−1,n,j(x)
≥ an
kbn
· jbn
an
· j − k
j − k + 1

≥ 1

olup bu da ispat� tamamlar.

5.2. Yakla³�m Derecesi

5.2.1. Teorem

f : [0,∞) → R+
0 düzgün sürekli ve s�n�rl� bir fonksiyon ve S(M)

n (f)(x), E³. 5.1'de
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tan�mlanan maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörleri olmak üzere,

∣∣S(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ 8ω1

(
f ;

√
xbn
an

)
, ∀n ∈ N, x ∈ [0,∞)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada

ω1 (f ; δ) = sup {|f(x)− f(y)| ;x, y ∈ [0,∞), |x− y| ≤ δ}

süreklilik modülüdür.

�spat

Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörleri Sonuç 2.2.2'nin hipotezlerini

sa§lad�§� için ϕx(t) = |t− x| olmak üzere

∣∣S(M)
n (f)(x)− f(x)

∣∣ ≤ (1 + 1

δn
S(M)
n (ϕx)(x)

)
ω1 (f ; δn) (5.5)

dir. O halde

En (x) := S(M)
n (ϕx)(x) =

∞∨
k=0

cn,k(x)
∣∣∣kbnan
− x
∣∣∣

∞∨
k=0

cn,k(x)

teriminin hesaplanmas� yeterli olacakt�r.

x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
ve key� j ∈ {0, 1, ...} sabit olsun. Lemma 5.1.1'den

En (x) = max
k=0,1,...

{Mk,n,j(x)} dir.

j = 0 için Mk,n,0 (x) =
(anx)

k

bknk!

∣∣∣ jbnan
− x
∣∣∣ olup, bu ifade k = 0 için Mk,n,0 (x) = x ≥

√
xbn
an

ve her bir k ≥ 1 içinMk,n,0 (x) ≤ (anx)
k

bknk!
.kbn
an

=
√
x. a

k−1
n .xk− 1

2

bk−1
n .(k−1)!

≤
√
x. ak−1

n

bk−1
n .(k−1)!

.
(

bn
an

)k− 1
2 ≤√

xbn
an

dir. Böylece x ∈
[
0, bn

an

]
olmak üzere j = 0 için En (x) ≤

√
xbn
an

dir. O halde

j ∈ {1, 2, ...} olarak göz önüne al�narak Mk,n,j(x) için bir üst tahmin bulunmal�d�r.

x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
ve k ∈ {0, 1, ...} olsun.
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�spat üç k�s�mda yap�lacakt�r: k = j, k ≥ j + 1 ve k ≤ j − 1.

1. Durum

E§er k = j ise Mj,n,j(x) =
∣∣∣ jbnan
− x
∣∣∣ dir. x ∈ [ jbnan

, (j+1)bn
an

]
oldu§undan Mj,n,j(x) ≤ bn

an

dir. j ≥ 1 oldu§undan x ≥ bn
an

dir ki buradan bn
an
≤
√

xbn
an

elde edilir.

2. Durum

Alt durum a) k −
√
k + 1 < j olsun.

Mk,n,j(x) = mk,n,j (x)

(
kbn
an
− x
)
≤ kbn

an
− x ≤ kbn

an
− jbn

an

≤ kbn
an
−
(
k −
√
k + 1

)
bn

an
=
bn
√
k + 1

an

dir. Bu alt durumda k ≤ 3j dir. Olmayana ergi yöntemi ile k > 3j olsun. g (x) =

x−
√
x+ 1 fonksiyonu azalmayan oldu§undan j > k−

√
k + 1 ≥ 3j−

√
3j + 1 yaz�labilir.

Bu ise j > 3j −
√
3j + 1 çeli³kisini verir.

Sonuç olarak
√
x ≥

√
jbn
an

oldu§undan

Mk,n,j(x) ≤
bn
√
k + 1

an
≤ bn

√
3j + 1

an
≤ 2bn

√
j

an
≤ 2

√
xbn
an

elde edilir.

Alt durum b) k −
√
k + 1 ≥ j olsun. g (x) = x −

√
x+ 1 fonksiyonu [0,∞) üzerinde

azalmayan oldu§undan
_

k −
√
_

k + 1 < j olacak biçimde bir
_

k ∈ {0, 1, 2, ...} maksimum

de§eri vard�r. Bu durumda k1 =
_

k + 1 için k1 −
√
k1 + 1 ≥ j ve

M_

k+1,n,j
(x) = m_

k+1,n,j
(x)


(
_

k + 1
)
bn

an
− x

 ≤
(
_

k + 1
)
bn

an
− x ≤

(
_

k + 1
)
bn

an
− jbn

an

≤

(
_

k + 1
)
bn

an
−

(
_

k −
√
_

k + 1

)
bn

an
=

(√
_

k + 1 + 1

)
bn

an
≤ 3

√
xbn
an



54

olur. Burada
_

k−
√
_

k + 1 < j olmas�
_

k < 3j olmas�n� gerektirdi§inden son e³itsizlik elde

edilir. Ayr�ca g fonksiyonu azalmayan oldu§undan k1 ≥ j+1 dir ve g (j) < j dir. Lemma

5.1.3, (i)'den M_

k+1,n,j
(x) ≥ M_

k+2,n,j
(x) ≥ ... dir. Böylece her k ∈

{
_

k + 1,
_

k + 2, ...
}

için Mk,n,j (x) ≤ 3
√

xbn
an

olur. O halde bu iki alt durumdan Mk,n,j(x) ≤ 3
√

xbn
an

elde

edilir.

3. Durum

Alt durum a) k +
√
k ≥ j olsun.

Mk,n,j (x) = mk,n,j (x)

(
x− kbn

an

)
≤ x− kbn

an
≤ (j + 1) bn

an
− kbn

an

≤

(
k +
√
k + 1

)
bn

an
− kbn

an
=

(√
k + 1

)
bn

an
≤
(√

j − 2 + 1
)
bn

an

≤
√
bn
an
·
√
bn
(√

j − 2 + 1
)

√
an

≤ 2

√
xbn
an

olur. Burada (
√
j−2+1)

√
bn

√
an

≤ 2
√
jbn√
an
≤ 2
√
x dir.

Alt durum b) k +
√
k ≤ j olsun.

∼
k ∈ {0, 1, 2, ...} ,

∼
k +

√
∼
k > j olacak biçimdeki minimum de§er olsun. Bu durumda

k2 =
∼
k − 1, k2 +

√
k2 ≤ j e³itsizli§in sa§lar ve

M∼
k−1,n,j

(x) = m∼
k−1,n,j

(x)

x−
(∼
k − 1

)
bn

an

 ≤ (j + 1) bn
an

−

(∼
k − 1

)
bn

an

≤

(
∼
k +

√
∼
k + 1

)
bn

an
−

(∼
k − 1

)
bn

an
=

(√
∼
k + 2

)
bn

an
≤ 4

√
xbn
an

olur. Son e³itsizlik için
∼
k − 1 = k2 ≤ k2 +

√
k2 ≤ j ba§�nt�s�n� kullan�p

∼
k ≤ j + 1 ve√

∼
k+2 ≤

√
j + 1+2 ≤ 4

√
j ifadeleri elde edilir. Ayr�ca bu durumda j ≥ 1 oldu§undan

k2 ≤ j − 2 dir. Lemma 5.1.3, (ii)'den M∼
k−1,n,j

(x) ≥M∼
k−2,n,j

(x) ≥ ... ≥M0,n,j (x) dir.
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Böylece her k ≤ j − 1 ve her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için Mk.n,j (x) ≤ 4

√
xbn
an

elde edilir. O

halde bu iki alt durumdan Mk.n,j (x) ≤ 4
√

xbn
an

elde edilir.

Yukar�da elde edilen tüm de§erlerden

Mk.n,j (x) ≤ 4

√
xbn
an

, ∀x ∈
[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]
, k = 0, 1, 2, ...

olur ki, bu da En (x) ≤ 4
√

xbn
an
, ∀x ∈ [0,∞) , n ∈ N e³itsizli§ini verir.

E³. 5.5'te δn = 4
√

xbn
an

al�narak,

∣∣S(M)
n (f)(x)− (f)(x)

∣∣ ≤ 8ω1

(
f ;

√
xbn
an

)
, ∀n ∈ N, x ∈ [0,∞)

elde edilir.

5.3. Baz� Fonksiyon Alt S�n��ar�nda Daha �yi Hata Oranlar�

Bu k�s�mda baz� fonksiyon s�n��ar�nda hata oran�n�n iyile³tirilebilece§i gösterilecektir.

Her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} için fk,n,j :
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
→ R fonksiyonlar�

fk,n,j (x) = mk,n,j(x) · f
(
bnk

an

)
=
cn,k(x)

cn,j(x)
· f
(
bnk

an

)
=
j!

k!
·
(
anx

bn

)k−j

· f
(
bnk

an

)

³eklinde tan�mlans�n.

Böylece, her j ∈ {0, 1, 2, ...} ve x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için

S(M)
n (f) (x) =

∞∨
k=0

fk,n,j (x)

yaz�labilir.
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5.3.1. Lemma

f : [0,∞)→ [0,∞) s�n�rl� fonksiyonu için

S(M)
n (f) (x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} ,∀ x ∈

[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]
,

ise

∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ ω1

(
f,
bn
an

)
,∀ x ∈

[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]

sa§lan�r.

�spat

�ki durum söz konusudur:

1) Her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için S

(M)
n (f) (x) = fj,n,j (x) olsun. x ∈

[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
oldu§undan 0 ≤ x− jbn

an
≤ bn

an
olup fj,n,j (x) = mj,n,j(x).f

(
jbn
an

)
= f

(
jbn
an

)
dir.

Böylece,

∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ = |fj,n,j (x)− f (x)| = ∣∣∣∣f (jbnan
)
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ ω1

(
f,
bn
an

)

elde edilir.

2) Her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için S(M)

n (f) (x) = fj+1,n,j (x) olsun. 0 ≤ (j+1)bn
an
− x ≤ bn

an
ve

mk,n,j(x) ≤ 1 oldu§undan, her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} için

∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ = |fj+1,n,j (x)− f (x)|

=

∣∣∣∣mj+1,n,j(x).f

(
(j + 1) bn

an

)
− f (x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f ((j + 1) bn
an

)
− f (x)

∣∣∣∣ ≤ ω1

(
f,
bn
an

)

e³itsizli§i yaz�labilir. Bu ise istenen sonucu verir.
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5.3.2. Sonuç

f : [0,∞) → [0,∞) s�n�rl� ve azalmayan fonksiyonu için g : (0,∞) → [0,∞) , g (x) =
f(x)
x

azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ ω1

(
f,
bn
an

)
,∀ x ∈ [0,∞)

dir.

�spat

f azalmayan fonksiyon oldu§u için

S(M)
n (f) (x) =

∞∨
k=j

fk,n,j (x) , ∀x ∈
[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]

dir. x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
, k, j ∈ {0, 1, 2, ...} ve k ≥ j olsun.

Bu durumda

fk+1,n,j (x) =
j!

(k + 1)!
·
(
anx

bn

)k−j+1

· f
(
(k + 1) bn

an

)
=

(
anx

bn

)
· j!

(k + 1)!
·
(
anx

bn

)k−j

· f
(
(k + 1) bn

an

)

dir. g fonksiyonunun azalmayan olmas�ndan
f( (k+1)bn

an
)

(k+1)bn
an

≤ f( kbn
an

)
kbn
an

e³itsizli§i elde edilir

ki bu da f
(

(k+1)bn
an

)
≤ k+1

k
f
(

kbn
an

)
olmas�n� gerektirir. x ≤ (j+1)bn

an
e³itsizli§ini de

kullanarak

fk+1,n,j (x) ≤
(j + 1)!

(k + 1)!
·
(
bnx

an

)k−j

.
k + 1

k
· f
(
kbn
an

)
= fk,n,j (x) ·

j + 1

k

yaz�labilir. Böylece k ≥ j + 1 için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) bulunur.
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Yani fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥ fn,n,j (x) ≥ ... olup

S(M)
n (f) (x) = max {fj,n,j (x) , fj+1,n,j (x)} ,∀ x ∈

[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]

dir. Lemma 5.3.1'den

∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣ ≤ ω1

(
f,
bn
an

)
, ∀x ∈ [0,∞)

sonucu elde edilir.

5.3.3. Sonuç

f : [0,∞) → [0,∞) s�n�rl�, azalmayan ve konkav fonksiyon ise, her x ∈ [0,∞) için∣∣∣S(M)
n (f) (x)− f (x)

∣∣∣ ≤ ω1

(
f, bn

an

)
dir.

�spat

f : [0,∞)→ [0,∞) konkav fonksiyon oldu§undan Lemma 4.3.3 gere§ince g : (0,∞)→
[0,∞) , g (x) = f(x)

x
fonksiyonu artmayand�r. Böylece Sonuç 5.3.2 kullan�larak istenen

elde edilir.

5.4. Biçim Koruma Özellikleri

Bu k�s�mda maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin baz� biçim

koruma özellikleri incelenecektir.

Önceki k�s�mda oldu§u gibi her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} için fk,n,j :
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
→ R

fonksiyonlar�

fk,n,j (x) = mk,n,j(x) · f
(
kbn
an

)
=
cn,k(x)

cn,j(x)
· f
(
kbn
an

)
=
j!

k!
·
(
anx

bn

)k−j

· f
(
kbn
an

)

³eklinde tan�mlans�n.
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5.4.1. Lemma

f : [0,∞) → R+
0 azalmayan bir fonksiyon ise, her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} , k ≤ j ve

x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için fk,n,j (x) ≥ fk−1,n,j (x) dir.

�spat

k ≤ j oldu§undan

mk,n,j(x)

mk−1,n,j(x)
=
anx

kbn
≥ an
kbn
· jbn
an
≥ 1

olur, buradan mk,n,j(x) ≥ mk−1,n,j(x) dir. f azalmayan bir fonksiyon oldu§undan

mk,n,j(x) · f
(
kbn
an

)
≥ mk−1,n,j(x) · f

(
(k − 1) bn

an

)

bulunur.

5.4.2. Sonuç

f : [0,∞) → R+
0 artmayan bir fonksiyon ise, her k, j ∈ {0, 1, 2, ...} , k ≥ j ve x ∈[

jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için fk,n,j (x) ≥ fk+1,n,j (x) dir.

�spat

k ≥ j olsun. g (x) = 1
x
fonksiyonu

[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
üzerinde artmayan olup

mk,n,j(x)

mk+1,n,j(x)
=

(k + 1) bn
an

· 1
x
≥ (k + 1) bn

an
· an
(j + 1) bn

=
k + 1

j + 1
≥ 1

dir. Yani mk,n,j(x) ≥ mk+1,n,j(x) dir. f artmayan bir fonksiyon oldu§undan

mk,n,j(x) · f
(
kbn
an

)
≥ mk+1,n,j(x) · f

(
(k + 1) bn

an

)

elde edilir.
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5.4.3. Teorem

f : [0,∞)→ R+
0 azalmayan ve s�n�rl� bir fonksiyon ise S(M)

n (f)(x) operatörleri de [0,∞)

üzerinde azalmayan ve s�n�rl�d�r.

�spat

f : [0,∞)→ R+
0 s�n�rl� bir fonksiyon ise S(M)

n (f)(x) operatörleri [0,∞) üzerinde s�n�rl�

ve süreklidir. O halde f azalmayan bir fonksiyonken, S(M)
n (f)(x) operatörlerinin [0,∞)

üzerinde azalmayan oldu§unun gösterilmesi yeterli olacakt�r.

j ∈ {0, 1, 2, ...}, x ∈
[
jn
an
, (j+1)bn

an

]
ve f azalmayan bir fonksiyon olsun. Lemma 5.4.1'den

fj,n,j (x) ≥ fj−1,n,j (x) ≥ fj−2,n,j (x) ≥ ... ≥ f0,n,j (x) yaz�labilir ki bu da

S(M)
n (f)(x) =

∞∨
k=j

fk,n,j (x) ,∀ x ∈
[
jbn
an
,
(j + 1) bn

an

]

olmas�n� gerektirir. k ≥ j için fk,n,j (x) azalmayan oldu§undan ve S
(M)
n (f)(x) bu

fonksiyonlar�n supremumu olarak yaz�labildi§inden S
(M)
n (f)(x) operatörleri

azalmayand�r.

5.4.4. Sonuç

f : [0,∞)→ R+
0 artmayan bir fonksiyon ise S(M)

n (f)(x) operatörleri de artmayand�r.

�spat

f, [0,∞) üzerinde artmayan ve pozitif bir fonksiyon oldu§u için f bu aral�kta

s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla S
(M)
n (f)(x), [0,∞) üzerinde sürekli ve s�n�rl�d�r. O halde

S
(M)
n (f)(x) operatörlerinin artmayan oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r.

j ∈ {0, 1, 2, ...} ve x ∈
[
bnj
an
, bn(j+1)

an

]
olsun. f artmayan fonkisyon olup Sonuç 5.4.2'den,

fj,n,j (x) ≥ fj+1,n,j (x) ≥ fj+2,n,j (x) ≥ ... ≥ fn,n,j (x) ≥ ... dir. Buradan

S(M)
n (f)(x) =

j∨
k=0

fk,n,j (x) ,∀ x ∈
[
jbn
n+ 1

,
(j + 1) bn
n+ 1

]



61

dir. k ≤ j için fk,n,j (x) artmayan oldu§undan ve S
(M)
n (f)(x) bu fonksiyonlar�n

supremumu olarak yaz�labildi§inden S(M)
n (f)(x) operatörleri de artmayand�r.

5.4.5. Sonuç

f : [0,∞)→ R+
0 sürekli, s�n�rl� ve quasikonveks fonksiyon ise, her n ∈ N için, S(M)

n (f)(x)

de [0,∞) üzerinde quasikonvekstir.

�spat

f azalmayan veya artmayan bir fonksiyon ise, s�ras�yla Teorem 5.4.3 ve Sonuç 5.4.4'ten,

her n ∈ N için, S(M)
n (f)(x) operatörleri [0,∞) üzerinde azalmayan ve artmayand�r.

f fonksiyonu [0, c] üzerinde artmayan ve [c,∞) üzerinde azalmayan olacak biçimde bir

c ∈ (0,∞) noktas�n�n var olsun.

F,G : [0,∞) → R+
0 fonksiyonlar�, her x ∈ [0, c] için F (x) = f (x) , her x ∈ [c,∞) için

F (x) = f (c) ve her x ∈ [0, c] için G (x) = f (c) ,her x ∈ [c,∞) için G (x) = f (x) olarak

tan�mlans�n. F fonksiyonu [0,∞) üzerinde artmayan ve sürekli, G fonksiyonu ise [0,∞)

üzerinde azalmayan ve süreklidir. Ayr�ca her x ∈ [0,∞) için f (x) = max {F (x) , G (x)}
yaz�labilir. Bununla birlikte S(M)

n (f)(x) pseudo-linear oldu§undan, her x ∈ [0,∞) için

S(M)
n (f)(x) = max

{
S(M)
n (F )(x), S(M)

n (G)(x)
}

dir. Böylece Teorem 5.4.3 ve Sonuç 5.4.4'ten , S(M)
n (F )(x), [0,∞) üzerinde artmayan

ve sürekli, S(M)
n (G)(x), [0,∞) üzerinde azalmayan ve süreklidir.

Burada iki durum söz konusudur: 1) S(M)
n (F )(x) ve S(M)

n (G)(x) birbirlerini kesmezler,

2) S(M)
n (F )(x) ve S(M)

n (G)(x) birbirlerini keserler.

Durum 1) Her x ∈ [0,∞) için max
{
S
(M)
n (F )(x), S

(M)
n (G)(x)

}
= S

(M)
n (F )(x) veya

max
{
S
(M)
n (F )(x), S

(M)
n (G)(x)

}
= S

(M)
n (G)(x) olup S

(M)
n (f)(x), [0,∞) üzerinde

quasikonvekstir.

Durum 2) S
(M)
n (F )(x) ve S(M)

n (G)(x) birbirlerini kesiyorlarsa, S(M)
n (f)(x), [0, c] üzerinde

artmayan ve [c,∞) üzerinde azalmayan olacak biçimde bir c ∈ [0,∞) noktas� vard�r.
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Bu ise S(M)
n (f)(x)'in [0,∞) üzerinde quasikonveks olmas�n� gerektirir.

5.4.6. Teorem

Key� bir f : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu ve j = 0, 1, 2, ... için S
(M)
n (f)(x),[

jbn
an
, (j+1)bn

an

]
⊂ [0,∞) üzerinde konvekstir.

�spat

Her j ∈ {0, 1, 2, ...} ve x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için S

(M)
n (f)(x) =

∞∨
k=0

fk,n,j (x)

yaz�labildi§inden, sabit bir j için fk,n,j (x) fonksiyonunun
[
bnj
an
, bn(j+1)

an

]
üzerinde

konveks oldu§unu gösterilmesi yeterli olacakt�r.

f ≥ 0, (an) ve (bn) pozitif reel say�lar�n birer dizisi ve fk,n,j (x) =
j!
k!
.
(

xan
bn

)k−j
.f
(

kbn
an

)
oldu§undan gk,j(x) = xk−j fonksiyonunun

[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
üzerinde konveks oldu§unun

gösterilmesi gereklidir. k = j için gj,j = 1 sabit fonksiyon ve dolay�s�yla konvekstir.

k = j + 1 için gj+1,j(x) = x fonksiyonu konvekstir. k = j − 1 için gj−1,j(x) = 1
x
ve her

x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için g

′′
j−1,j(x) = 2

x3 > 0 oldu§undan bu fonksiyon konvekstir.

k > j + 2 için her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için g

′′

k,j(x) = (k − j) (k − j − 1)xk−j−2 > 0 olup

bu fonksiyon da konvekstir. Benzer ³ekilde k < j − 2 için her x ∈
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
için

g
′′

k,j(x) = (k − j) (k − j − 1)xk−j−2 > 0 olup konvekstir. S
(M)
n (f)(x) konveks

fonksiyolar�n supremumu olarak yaz�labildi§inden
[
jbn
an
, (j+1)bn

an

]
üzerinde konvekstir.
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6. GRAF�KLER �LE YAKLA�IM

Bu bölümde daha önceki bölümlerde yakla³�m özellikleri elde edilen operatörlerin ve

onlar�n lineer kar³�l�klar�n�n belirli fonksiyonlara yak�nsakl�klar� Maple kullan�larak elde

edilen gra�klerle kar³�la³t�r�lacakt�r.

Örnek

(bn) = (n1/3) olmak üzere n = 30 ve n = 50 için maksimum-çarp�m tip

Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin (mavi), f(x) =

{
0, if x = 0

x2 sin 1
x
, if x ∈ (0, bn]

fonksiyonuna (k�rm�z�) yakla³�m� s�ras�yla �ekil 6.1 ve �ekil 6.2'de gösterilmi³tir. n

büyüdükçe yakla³�m�n daha iyi oldu§u görülmektedir.

�ekil 6.1. n = 30 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�

�ekil 6.2. n = 50 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�



64

Örnek

Bu örnekte maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörleri ile lineer

Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin yakla³�m oranlar� n nin farkl� de§erleri için

kar³�la³t�r�lmaktad�r. (bn) = (n1/5) olmak üzere n = 30 ve n = 50 için

maksimum-çarp�m tip Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin (mavi) ve lineer

Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin (siyah), f(x) = 1
2
−
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣ fonksiyonuna
(k�rm�z�) yak�nsakl�klar� �ekil 6.3. ve �ekil 6.4.'te s�ras�yla gösterilmi³tir.

�ekil 6.3. n = 30 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�

�ekil 6.4. n = 50 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�
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Örnek

(bn) = (n1/5) olsun. Maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Bleimann-Butzer-Hahn

operatörlerinin (mavi) ve genelle³tirilmi³ lineer Bleimann-Butzer-Hahn

operatörlerinin (siyah), f(x) =

{
0, if x = 0

x2 sin 1
x
, if x ∈ (0,∞)

fonksiyonuna (k�rm�z�)

yak�nsama oranlar� n = 5 ve n = 10 için �ekil 6.5. ve �ekil 6.6.'da s�ras�yla

kar³�la³t�r�lm�³t�r.

�ekil 6.5. n = 5 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�

�ekil 6.6. n = 10 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�
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Örnek

(bn) = (n1/5) olmak üzere n = 30 ve n = 100 için maksimum-çarp�m tip

Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri (sar�), genelle³tirilmi³ maksimum-çarp�m tip

Bleimann-Butzer-Hahn operatörleri (mavi) ve lineer Bleimann-Butzer-Hahn

operatörlerinin (siyah), f(x) = 1
2
−
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣ fonksiyonuna (k�rm�z�) yak�nsakl�k

oranlar�n�n bir kar³�la³t�r�lmas� s�ras�yla �ekil 6.7. ve �ekil 6.8.'de gösterilmi³tir.

�ekil 6.7. n = 30 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�

�ekil 6.8. n = 100 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�
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Örnek

f(x) =

{
0, if x = 0

x2 sin 1
x
, if x ∈ (0, bn]

fonksiyonu verilsin ve (an) = (n1/2) ve (bn) = (n1/3)

olsun. �ekil 6.9'da n = 100 ve �ekil 6.10.'da n = 200 için maksimum-çarp�m tip

genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin (mavi), f fonksiyonuna (k�rm�z�), yakla³�mlar�

incelenmi³tir. n nin büyüyen de§erleri için yakla³�m�n daha iyi oldu§u görülmektedir.

�ekil 6.9. n = 100 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�

�ekil 6.10. n = 200 için operatörlerin fonksiyona yakla³�m�



68

Örnek

(an) = (n1/2) ve (bn) = (n1/3) olsun. n = 50 için �ekil 6.11.'de ve n = 100 için

�ekil 6.12.'de maksimum-çarp�m tip genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin (mavi) ve

lineer genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin (siyah), f(x) = x2 fonksiyonuna (k�rm�z�)

yakla³�mlar� kar³�la³t�r�lmaktad�r.

�ekil 6.11. n = 50 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�

�ekil 6.12. n = 100 için yakla³�m�n lineer operatörler ile kar³�la³t�r�lmas�
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7. SONUÇ VE ÖNER�LER

Yakla³�m teoride operatör dizilerinin yakla³�m fonksiyonuna en iyi yak�nsama oran�n�

vermesi önemli bir problemdir. Bu çal�³mada ele al�nan genelle³tirilmi³ lineer olmayan

operatörlerin fonksiyonlara yakla³�m derecesi (an) ve (bn) dizilerinin seçimi ile [4]- [7]'de

incelenen lineer olmayan operatörlerden daha iyidir. Bu durum yak�nsakl�k oranlar�n�n

kar³�la³t�r�ld�§� gra�klerden gözlemlenebilir.

Yakla³�m teorisinde çal�³�lan di§er önemli operatörlerin baz� genelle³tirmeleri için

benzer sonuçlar incelenebilir. Bu konuda çal�³malar�m�z devam etmektedir.

Bu çal�³ma çok de§i³kenli maksimum-çarp�m tip operatörlere geni³letilebilir. Baz�

maksimum-çarp�m tip operatörler için bu tip incelemeler [12]'de verilmi³tir. Bu

inceleme genelle³tirilmi³ operatörlere geni³letilebilir.
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