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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agsagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

A(G) G grafinin komsuluk matrisi

A (&) G grafinin k. kuvvetinin komsuluk matrisi
C Devir graf

d Grafin ¢ap1

d; i noktasinin derecesi

di(k) G* grafindaki i noktasinmn derecesi

E Kenarlar kiimesi

ecq(v;) v; noktasmin dig merkezligi

G=V,E) Graf

G=H G ile H graflar1 birbirine izomorftur

G* G grafinmn k. Kuvveti

G G grafinin tiimleyen grafi

i~j i ve j noktalarmin komsulugu

i~rj i ve j noktalarmin G* grafindaki komsulugu
K, Karakteristik polinom

K, Tam graf

Vv Noktalar kiimesi

N; i noktasmin komsuluklar kiimesi

P Yol

Sn Star graf

T, Agag graf

w Yirtime

x; () G* grafindaki i noktasma karsilik gelen Perron vektdr
6(G) G grafinin minimum derecesi

A(G) G grafinin maksimum derecesi

A G grafinin komsuluk 6zdegeri



Simgeler

lk

Aciklamalar

G grafinin k. kuvvetinin komsuluk 6zdegeri

Xi






1. GIRIS

Graf teori veya Cizge Kurami, noktalar ve aralarindaki c¢izgeleri (egrileri) inceleyen
matematik dalidir. Graf, uclar ve bu uclar1 birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tiir ag
yapisidir. Graf teorisi, bilgisayar ile yapilan modellemelerin ¢ogunda Onemli bir yer
tutmaktadir. Genelde graflar {izerine kurulmus ve graf teorisi ile ¢oziimlenen problemler
karmagik bir yapiya sahip olduklarindan graf teorisi bilgisayar programciliginin en énemli
alanlar1 arasinda yer alir. Genel anlamda kullanim amaglarindan en 6nemlisi iki nokta
arasinda bulunan giizergah veya somut bir baglant1 bulunmak istemesidir. Graf teorisinin
baslica uygulandigi alanlar ise bilgisayar bilimleri, matematik, fizik, biyoloji, tarih, iletisim

teknolojileri, bilisim teknolojileri gibi alanlardir.

Spektral graf teori, herhangi bir grafin ilgili matrislerinin 6zdegerleri ve 6zvektorlerini
kullanarak grafin yapisi1 hakkinda bilgi edinmemizi saglar. Giiniimiizde fen bilimleri, veri
tabanlari, elektronik devreler gibi birgok alanda kullanilan spektral graf teorinin temeli,
1950’11 yillara dayandigi diisiiniilmesine ragmen bir¢ok kaynak daha 6nce ortaya ¢iktigina
dair izler tagimaktadir. 1931 yilinda Hiickel’in kuantum kimyasinda yaptigi bir calismada
elektron enerji seviyelerini temsil etmekte graflarin 6zdegerlerini kullandig1 bilinmektedir.
Ayrica iyi bilinen Matris-Agag teoreminin spektral graf teorinin bir sonucu oldugu 1940’11

yillarda ispatlanmustir.

1957 yilinda Collatz ve Sinogowitz’in yaptig1 ¢alisma ile spektral graf teori matematik
literatiiriinde sik kullanilan bir hal almistir. Grafin spektrumu yani 6zdegerlerinin
calisilmas1 matematik ve diger alanlarda 6nemli bir yere sahiptir. Diferansiyel geometri,
graf teori, kombinatorik teori gibi matematigin pek c¢ok alaninda spektrum ve spektrum
tekniklerinin kullanildig1 bilinmektedir. Ayrica kimyada molekiil kararliligmi temsil
etmede, teorik fizik ve kuantum mekaniginde Hamilton sistemlerinin enerjilerini en aza
indirme probleminde ve iletisim aglarindaki cesitli problemlerin ¢oziimiinde grafin

spektrumu kavraminin 6nemli bir yeri vardir.

Bir grafin komsuluk matrisinin 6zdegerlerini hesaplamak her zaman kolay olmayabilir. Bu
durumda 6zdegerler igin sinir belirlemek isimizi kolaylastiracaktir. Bu tezde sonlu yonsiiz

basit baglantili graflar i¢in grafin k. kuvvetinden yararlanarak sinirlar elde edilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLERI

2.1. Genel Bilgiler

Bu boliimde bir matrisin karakteristik polinomu ve 6zdegeri kavramlarinin tanimlarini

verecegiz.

Tanim

A, n X n tipinde bir kare matris ve x # 0 bir n X 1 tipinde matris olmak iizere,

Ax = Ax (2.1)

olacak bi¢cimde A skaleri olsun. (2.1) denklemi, I n X n tipinde birim matris olmak {izere,

(A—ADx =0 (2.2)

seklinde yazilabilir. (2.2) denkleminin asikar olmayan ¢oziimii,

det(A—AD =|A—All =0 (2.3)

olmasi1 halinde mevcuttur.

det(A — AI)’ nin hesaplanmasi sonucunda A’ ya bagli n-inci dereceden monik bir polinom
elde edilir. Bu polinoma A’nin karakteristik polinomu denir ve K4(1) seklinde gosterilir.
Yani, K,(1) =det(A—AI)’ dir. K,(1) =0 denklemine A matrisinin karakteristik

denklemi ve bu karakteristik denklemin kdklerine de A’ nin 6zdegerleri denir.

K,(1) = 0, n-inci dereceden bir denklem oldugundan n tane koke sahiptir ve bu koklerin

hepsinin birbirinden farkli olmas1 gerekmez.

Ax =2Axveya(A—ADx =0 (2.4)

denkleminde sifir olmayan x ¢Oziimlerine A matrisinin A 6zdegerlerine karsilik gelen

ozvektorleri denir. Bu tanimlar dogrultusunda,



Ay, = Ay, (1=12,..,n) (2.5)
temel formiilii elde edilir [1].

2.2. Graf Kavram

Bu boliimde grafin tanimu ile graf ile ilgili baz1 kavramlarin tanimlarin verecegiz.

Tamm

Graf, elemanlar1 nokta olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan V = {1,2,...,n} noktalar
kiimesi ve elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu E kenarlar kiimesinden olusan (V, E)

ikili yapisina denir ve G = (V,E) ya da kisaca G ile gosterilir. Burada
E={{ij}:ij evi={ij:ij €V}

seklinde tanimhidir. Ayrica, her i,j € V i¢in E nin i ve j noktalarna karsilik gelen

elemanlar1 e; veya ij seklinde gosterilir [2].
Tanim

G bir graf olmak tizere, G nin herhangi i ve j noktalar1 arasinda en az bir kenar
bulunuyorsa i ve j noktalarma komsudur denir ve i~j ile gosterilir. Bir i noktasina komsu

olan noktalarm kiimesine i nin komsuluklar kiimesi denir ve N; ile gosterilir [2].
Tanim

G grafinin herhangi bir i noktasina baglh kenar sayisina i nin derecesi denir ve d (i) veya

kisaca d; ile gosterilir [2].
Tanim

Bir G grafinin, minimum ve maksimum dereceleri sirastyla

5(G) =min{d;:ieV}



A(G) =max{d;:i eV}

seklinde tanimhidir. Ayrica
d(6) = o Tiev d;

sayisina G nin ortalama derecesi denir. Burada |V|, V nin kardinalitesi yani noktalar

kiimesinin eleman sayisidir [2].

1 e

a

Sekil 2.1. G grafi

V(G) = {1, 2,3, 4} noktalar kiimesi, E(G) = {12,23, 24, 34} kenarlar kiimesi olan G (V, E)
grafi 4 noktali 4 kenarl bir graftir.

Tanim

Grafin herhangi iki noktasi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara kath

kenar, ¢oklu kenar veya paralel kenar denir [2].
Tanim

Bir G grafinn her bir nokta ¢ifti arasindaki uzakliklarin maksimumuna yani;

r_n_g?/({d(i, j)} degerine G grafinin ¢ap1 denir [3].
Lj

Tanim

Baglantili bir G grafinda bir v; noktasmm dis merkezligi ec;(v;), v; ve G deki diger v;

noktasinin arasindaki maksimum uzakliktir [3].
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2.3. Baz1 Ozel Graflar

Bu boliimde graf ¢esitlerinden olan basit, tam, regiiler, baglantili ve tlimleyen graf gibi baz1

0zel graflarin tanimlarini verecegiz.

Tanim

Herhangi iki noktasi arasinda en fazla bir kenar bulunan ve ilmek igermeyen grafa basit

graf denir [2].

Sekil 2.1 ile verilen G grafi bir basit graf 6rnegidir.

Tanim

Herhangi iki noktasi arasinda en az bir yol bulunan grafa baglantili graf denir [2].

Sekil 2.2. Baglantili graf

Tanim

Basit bir grafin herhangi iki noktasi arasinda bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta ¢ifti

baglantili ise bu grafa tam graf denir ve n noktali bir tam graf K,, ile gosterilir [2].

K, Ky

Sekil 2.3. K, ve K; tam graflar1



Tanim

Her bir noktas1 ayni dereceye sahip olan grafa regiiler graf denir. Ozel olarak her bir

noktasi r dereceye sahip olan grafa r - dereceli regiiler graf denir [2].

Sekil 2.3 ile verilen K, grafinin her bir noktasinin derecesi 3 ve K5 grafinin her bir
noktasinin derecesi 4 oldugundan bu graflar sirasi ile 3- dereceli ve 4- dereceli regiiler

graflardir.

Tanim

Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve kenarlarindan olusan dizisine
yiiriime denir ve W ile gosterilir. Her bir kenarin ve noktanin en fazla bir kez kullanildigi

yiiriimeye yol denir ve P ile gosterilir [2].

Tanmim

Herhangi bir noktasmin derecesi n — 1 olan ve diger n — 1 tane noktasinin derecesi de 1
olan grafa yildiz graf ya da star graf denir ve genel olarak n noktali bir star graf S,, olarak

gosterilir [4].

Tanim

G, n noktal bir graf olsun. Bu durumda G grafinin tiimleyeni G deki kenarlarin K,, tam

grafindan silinmesi sonucu elde edilen graftir ve G veya G’ ile gosterilir [2].

1 2 1 2
[ ]
4 3 4 3
G G

Sekil 2.4. Tiimleyen graf



Sekil 2.4 ile verilen G grafinin tiimleyen grafi G ile gosterilmistir.

Tanim

Baglangi¢ ve bitis noktas1 ayn1 olan yola devir denir ve n noktali bir devir C,, ile gdsterilir.

Devirdeki her bir i noktasinin derecesi d; = 2 dir [2].
Tanim

I¢inde devir bulundurmayan baglantili grafa agac¢ graf veya kisaca agac denir ve n noktal

bir agag¢ graf T,, ile gosterilir [2].
Tanim

G = (V,E) grafinm icerdigi bazi noktalardan ve kenarlardan olusan grafa G nin alt grafi
denir. Yani; G,(V,,E;) ve G,(V,,E,) iki graf olmak lizere eger V, €V, ve E, C E;

oluyorsa, G, grafina G, in bir alt grafi denir [2].
Tanim

Grafin noktalar kiimesi, her bir noktas1 ayni kiimedeki diger noktalar ile komsu olmayacak
sekilde U ve W gibi iki ayrik kiimeye boliinebiliyorsa bu grafa iki parcali graf denir.
UNW =0@0veUUW =V olmak iizere G = (U, W, E) seklinde gosterilir [2].

Tanim

G,(Vy, E1) ve G,(V,, E,) iki graf olsun. G, ve G, graflarinin noktalar1 ve kenarlar1 arasinda
onlarin 6zelligini koruyacak sekilde 1 — 1 bir doniisim varsa, G; ve G, graflarina

izomorfik graflar denir ve G; = G, ile gosterilir [2].
2.4. Graf ile ilgili Baz1 Matrisler

Bu boliimde bir grafin komsuluk matrisinin tanimini verecegiz.



Tanim

G, n noktali basit bir graf olsun. G nin komsuluk matrisi A(G) = (a;;)nxn ile gosterilir ve

elemanlar1
1 ; i~j
aij =
0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Komsuluk matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir. Bu matrisin
A1, Ay, vy Ay Ozdegerleri igin A; = A, =« = A, esitsizligi vardir. Ayrica bu matrisin her
bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami o satir ve siituna karsilik gelen noktanin

derecesini verir [2].
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3. YARDIMCI TEOREMLER

Bu boliimde sonraki boliimlerde bize yardimci olan literatiirde var olan bir grafin k.

kuvveti ve grafin spektral yarigapi ile ilgili bazi tanim ve teoremleri verecegiz.

3.1. Grafin k. Kuvveti ile Tlgili Yardime1 Teoremler

Bu boliimde sonraki boliimlerde bize yardimc1 olan bir grafin k. kuvveti ve grafin spektral

yarigapt ile ilgili bazi tanim, teorem ve yardimci teoremleri verecegiz.
Tanim

Bir G grafinin k. kuvveti G¥, G nin nokta kiimesi V ile ayn1 nokta kiimesine sahip bir
graftir ancak G* da iki noktanm komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart G de bu iki nokta

arasindaki uzaklik en fazla k kadar olacaktir [3].

Ornek

G GZ

Sekil 3.1. G ve G? grafi

Yardimci1 Teorem

H, G nin bir alt grafi olsun. O zaman,

M (G) = A (H).

Ayrica baglantili graflar i¢in esitlik gerek ve yeter sart G = H olmasi durumunda saglanir

[5].
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Ornek

N

Sekil 3.2. G grafi

Sekil 3.2 ile verilen G grafinin spektral yarigapini ve alt grafinin spektral yarigapini

bulalim.

Coziim

Oncelikle G grafinm komsuluk matrisini yazip spektral yaricapm1 bulahm.

A(G) =

O =R = O
[ S = N
[ R S Y
O = = O

komsuluk matrisinin 6zdegerleri 4,(G) = —1,5615, 1,(G) = —1, 23(G) = —0,2222 ve
A4(G) = 2,5615 olup spektral yarigap1 A,(G) = 2,5615 olarak bulunur. Simdi G grafinin

bir alt grafini ¢izelim.

7\

H

Sekil 3.3. H grafi

Sekil 3.3 ile verilen grafin spektral yaricapini bulalim.
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0 1 0
AH)=|1 0 1
0 1 0

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (H) = 1,4142 olarak bulunur. O zaman,

M (G) = 2,(H)

2,5615 > 1,4142

ifadesi elde edilir.

Yardimci Teorem

G, n noktal baglantili bir graf olsun. O zaman
< . , .
M(G) = | max Ve (W)ds (V). (3.1)

burada d;(v;), G deki v; noktasinin derecesidir. Ustelik (3.1) deki esitlik yalnizca G nin

semi regiiler iki pargali graf olmasi durumunda saglanir [6].

Yardimc: Teorem

n noktali herhangi bir T agaci i¢in

M (Sn) 2 A1(T) 2 A1 (B).

Soldaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T = S, olmas1 ve sagdaki esitligin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T = B, olmas1 gerekir [5].
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Ornek
5 4
5
1 1 2 3 4 5
. o ) . o 3
4 - s J
2
3 P, 1
Ss
2 Ts

Sekil 3.4. S5, Ps ve Ts graflar

Sekil 3.4 ile verilen graflarin spektral yarigaplarini bulalim.

Coziim

Once S: star grafinin komsuluk matrisini yazip spektral yarigapmi bulalim.

[01111]
1 0 0 0 O]
AGSs)=11 0o o o ol
|[10000J|
10 0 0 O

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A;(Ss) = 2 olarak bulunur. Simdi Ps yol grafinin

komsuluk matrisini yazip spektral yarigapini bulalim.

[O 1 0 O 0]
1 0 1 0 0]
APH)=10o 1 0o 1 ol
llO 0 1 0 1J|
0 0 0 1 O

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A, (Ps) = 1,7320 olarak bulunur. Son olarak Ts aga¢

grafinin komsuluk matrisini yazip spektral yarigapini bulalim.

[01000]
[1 0 1 0 o]
ATH)=10 1 0 1 1|
[00100J
0 01 00
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komsuluk matrisinin spektral yarigapt A,(Ts) = 1,8477 olarak bulunur. Bulduklarimizi

onermede verilen esitsizlikte yerlerine yazalim.

M (Sn) 2 A1(T) 2 A1(P)

2>1,8477 = 1,7320

seklinde elde edilir.

Yardimci Teorem

G maksimum derecesi A(G) olan n noktali baglantili bir graf olsun. Ayrica G deki
maksimum dereceli nokta v; olarak verilsin. Daha sonra ecg(v;) >k iken A(GX) >
A(G) + k ve diger durumlarda A(GX) =n — 1 olur, burada ecg(v;), G grafindaki v;

noktasinin dis merkezligidir [7].

Yardimc: Teorem

n noktali baglantili herhangi bir G grafi i¢in
2:(GX) = 2,(6). (3.2
Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart k = 1 veya G nin bir tam graf olmasidir [4].

Sonug

G, n noktali baglantili bir grafile G tiimleyeni baglantili bir graf olsun. O zaman
4(GX) + 2,(G") = 2,(6) + 2,(6). (3.3)

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart k = 1 olmasidir [4].
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Ornek

4

Sekil 3.5. G grafi

Sekil 3.5°deki G grafinin ikinci kuvvetini, tiimleyen grafin1 ve tiimleyen grafin ikinci
kuvvetini bulalim.

Coziim

Once G grafinin ikinci kuvveti olan grafi gizelim.

i )
GZ

Sekil 3.6. G2 grafi

Sekil 3.6°daki G? grafinin spektral yarigapini bulalim.

A(G?) =

[ =
[ N = R =
_ O R R
O R R R

komguluk matrisinin spektral yarigapt A;(G?) = 3 olarak bulunur. Simdi G grafinin

tiimleyen grafin1 ve tiimleyen grafin ikinci kuvveti olan grafi ¢izelim.
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N
oN

D
=]
%]

Sekil 3.7. G ve G? graflari

Sekil 3.7°deki graflarin spektral yarigaplarmi bulalim. Once graflarm sirasiyla komsuluk

matrislerini yazalim.

0 0 1 1
~_l0 0 0 0
A(G)_1000

1 0 0 0
ve

0 0 1 1
—~_ |0 0 0 O
A(G)_1001

1 0 1 0

seklindeki matrislerin spektral yarigaplar1 sirasiyla A;(G) = 1,4142 ve 1,(G?) = 2 olarak

bulunur. Son olarak G grafinin spektral yarigapini bulalim.

010 0
10 1 1
AG) =1y 1 o 1
0110

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A;(G) = 2,17 olarak bulunur. Tiim bulduklarimizi

sonugtaki verilen esitsizlikte yerlerine yazalim.

21(G?) + 2,(G?) = 2,(6) + 2,(G)

3+2>=217+ 1,4142
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5> 3,5842

elde edilir.

Teorem

n noktal herhangi bir T agaci i¢in,

4(5,%) = 4,(T?) = 4,(B,?). (3.4)

Soldaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart T = S, ve sagdaki esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart T = P, olmas1 gerekir [4].

Sonug

Herhangi bir n(=> 4) noktali baglantili bir G grafi igin

1(5,.%) = 2,(G?) = 2,(R,%). (3.5)

Soldaki esitligin saglanmas1 icin gerek ve yeter sart d < 2 ve sagdaki esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart G = P, olmasi gerekir [4].

Yardimc: Teorem

G, kendisi ve tiimleyeni baglantih olan bir graf olsun. d > 3 ise 0 zaman d = 2 (d, G nin
capidrr) [8].

Yardimci1 Teorem

G, n noktali m kenarl baglantili bir graf olsun. §, G nin minimum derecesi olarak verilsin.

O zaman

§—1++(6+1)%+4(2m—ns)

M(G) < >
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esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart G nin regiiler bir graf olmasi ya da her

noktasinin derecesi & veya n — 1 olan iki dereceli bir graf olmasi gerekir [9].

Ornek

G

Sekil 3.8. G grafi

Sekil 3.8 deki G grafinin komsuluk matrisini yazip spektral yarigapini bulalim.

Coziim

G grafi 5 noktali ve 7 kenarli bir graftir. Burada n =5 m =7 ve § = 2 dir. Simdi G

grafinin komsuluk matrisini yazalim.

[01100]
[1 0 1 1 1]
AG =11 1 0 1 ol
|l01101J|
01010

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 4,(G) = 2,9354 olarak bulunur ve bu buldugumuz

degerleri 6nermedeki esitsizlik ifadesinde yerlerine yazarsak

§—1+.(6+1)?%+4(2m—ns)

L (G) <

2
2-14+(2+1)?+4(27-52
2,9354 < \/( ; ( )
1+vV9+16
2,9354Sf
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1++/25
29354 < ——
2
2,9354 < 3
elde edilir.

Yardimci Teorem

G grafi, k(2<k <n-—2) tane noktasinin derecesi n— 1(n > 3) olacak sekilde

baglantili bir graf olsun. O zaman

§—1+/(2k=8—-1)2+4k(n—k)
2 7

A(G) =

burada &, G nin minimum derecesidir. Ustelik esitligin saglanmas1 igin gerek ve yeter

sart G nin her noktasinin derecesi § veya n — 1 olan iki dereceli bir graf olmas1 gerekir [4].

Sonug

G grafi, k(2<k<n-—2) tane noktasnin derecesi n— 1(n > 3) olacak sekilde

baglantil1 bir graf olsun O zaman

1 (G) > k—1+4./(k—-1)2+4k(n-k)
1 - .

2
Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G = K, V (n — k)K; olmasi gerekir [4].
Teorem

G, G tiimleyeni baglantili olan n noktali baglantili bir graf olsun. O zaman

2162 +2,(62) = 2, (P2 + 4,(B). (3.6)

Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G = P, yada G = P, olmasi gerekir [4].
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Teorem

G, n noktal baglantili ve G tiimleyeni de baglantili olan bir graf olsun. Eger k > 2 ise 0

Zaman
L (RS + 24, (ﬁn") < 1,(G) +1,(G) <2n—2 (3.7)

dir [4].
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4. GRAF KUVVETLERI KULLANILARAK SPEKTRAL YARICAP
ICIN SINIRLAR

Bu boliimde daha dnce tanimlanan komsuluk matrisinden yararlanarak sonlu yonsiiz basit
baglantili graflarin kuvvetleri yardimiyla bu graflarin 6zdegerleri i¢in smirlar elde

edecegiz. Ayrica elde ettigimiz bu smirlar ile ilgili bazi tanim ve teoremler verecegiz.

4.1, Tanim

G, n noktal basit bir graf olsun. G¥ nmn komsuluk matrisi A% (G¥) = (ag.())nm ile

gosterilir ve elemanlar1

1 i~ J
() —

aU

0 ; diger durumlarda
seklinde tanimlanir.

Komsuluk matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir. Bu matrisin
289,299,289 bzdegerteri igin 209 =259 > - = 219 eitsizligi vardir. Ayrica bu

matrisin her bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami o satir ve siituna karsilik gelen

noktanin derecesini verir ve bunu da dl-(k) ile gosteririz.
4.2. Teorem

G, n noktali sonlu yonsiiz basit baglantili bir graf olsun. G grafinin spektral yarigap1

le—1

=1/ (k) 5(k) (k)
1(G) < rlri133_< \/dll dl2 wd;

1si<jst—1

dir. Burada d;, i noktasmin derecesidir.
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fspaz‘

x® nmn v; noktasma karsihk geldigi G¥ nm bir dzvektdrii olsun. d, = 1 olacak

. (k) _ 9] () _ (k) (k) —
sekilde X, = vrgfl()é){ - } X, = 9}1)3&);(6){ }’ Xip_y ; 1%%)5(6){ } (t—1.

adima kadar olan 6zvektorler olsun. A% (G)x® = 2,(6)x ™ den

(k)
x;

(1) — (F)
Al(G)xll ZvLENG(vll)x —_ Z‘U ENG(VI ) lt 1 dllxlt 1

9] _ )
Al(G)xlz ZVLENG(VI )X - ZULENG(VI )xlt 2 dlelt 2

k) _ %) (k)
Al(G)xlt_z - ZviENG(Vlt_z)x - Zv ENG(Vlt 2) dlt lel

k) _ %) k
Al (G)xlt—l - ZviENG(vlt_l) X; = Zv ENG(Vlt 1) ( ) = dl xl(z .
yazabiliriz, burada Ng;(S), S nin G deki komsuluklarini belirtir. Buradan

k). (k) k) ,.(k) k) ,.(K) (k)
[A,(G)] 1xl Xy, e Xy, X S XX X let dydy, ..d;,_,d,_,

i 7l

VL@t < “d, dy, ..y, 4,

L6 < 7Y d, .d,,_d,_

elde edilir.
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G

Sekil 4.1. G grafi

Sekil 4.1 deki G grafina yukaridaki teoremin ifadesindeki esitsizligi uygulayalim.

Coziim

Once G grafinin komsuluk matrisini yazalim.

0 1 0 0 0 O
1 01 0 0 0
~Jo1. 0 1 1 0

A(G)_001000
0 01 0 0 1
0 0 0 0 1 O

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A,(G) = 1,9318 olarak bulunur. G grafinin
maksimum derecesi d; = 3 oldugundan bu noktaya komsu olan derecesi en bilyiik noktay1

belirleyerek teoremin ifadesindeki esitsizligi yazalim.

L(6G) < r§1§5><1/d3d5

5~6

1(G) < rglgsxx/B.Z

5~6

1,9318 < max V6
5~6

1,9318 < 2,4494, elde edilir.
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Ornek

Sekil 4.2. S5 grafi

Sekil 4.2. deki S grafina yukaridaki teoremin ifadesindeki esitsizligi uygulayalim.

Coziim

Once S grafinin komsuluk matrisini yazalim.

[01111]
[1 0 0 0 O]
AGS)=11 0 0 0 ol
|[10000J|
10 0 0 0

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A,(Ss) = 2 olarak bulunur. Sg grafinin maksimum
derecesi d; =4 oldugundan bu noktaya komsu olan derecesi en biiylik noktayi

belirleyerek teoremin ifadesindeki esitsizligi yazalim.
A1(Ss) < TNaZX Vdid,
A:(Ss) < qlazxv4.1
2 < maxV4
1~2

2 = 2, elde edilir.
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4.3. Teorem

G, n noktali sonlu yonsiiz basit baglantili bir graf olsun. G grafinin spektral yarigap1 i¢in

asagidaki gibi bir st sinir vardir:

2,(G) < max /di(k)d.(k)
i~j J

burada di(k), G¥ daki i noktasinin derecesidir.

fspat

xi(k), x® nmn v; noktasma karsilik geldigi G¥ nin bir 6zvektérii olsun. x = max ){xi(k)}
Vi

vex() = max {x{}olsun. A©(@x® =2, (6)x® den

(vi,vj)EE(G)
MO 62 = Toengwn 2 < Tnengw 2 = ds©x [
/11(k) (G)xt(k) = YvieNg(wy) xi(k) < YvieNg(wo) x_gk) = dt(k)xgk)
yazabiliriz, burada Ng;(S), S nin G deki komsuluklarini belirtir. Buradan
[2,® (G)]ng")xt(") < xPx ¥ g g,

[Alcm(G)]Z <d,®q,®

\/[/11(’() (G)]Z < \/ds(k)dt(k)

Al(k) 6) < / ds(k)dt(k)

bulunur. 3.1.2 Yardimcit Teorem ifadesindeki H grafi G grafinin alt grafi oldugunda
A:(G) = A,(H) esitsizligini ve 3.1.6. Yardimci Teorem ifadesindeki A;(GX) = 2,(G)

kullanirsak
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2,(G) < max /dl.(k)dj(k)
i~j

elde edilir.
Ornek
1 2
3 4
5
G

Sekil 4.3. G grafi

Sekil 4.3. G grafina yukaridaki teoremin ifadesindeki esitsizligi uygulayalim.

Coziim

Oncelikle G grafinin komsuluk matrisini yazalim.

[01110]
[1 0 1 0 Of
A@O=11 1 0 0o ol
|l10001J|
0 00 10

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A;(G) = 2,2143 olarak bulunur. G grafinin
maksimum derecesi d; = 3 oldugundan bu noktaya komsu olan derecesi en bilyiik noktay1

belirleyerek teoremin ifadesindeki esitsizligi yazalim.

21(6) < max /df")d.("")
I~j J
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41(G) < max/dd,
1(G) < 1{19‘5(\/3.2
2,2143 < r{lai(\/g

2,2143 < 2,4494, elde edilir.
4.4, Teorem

G, n noktali sonlu yonsiiz basit baglantili bir graf olsun. G grafinin spektral yaricap1 i¢cin

asagidaki gibi bir iist sinir vardir:

tl (k) (k) (k)
1(G) < 5{133( \[dzl dzz "'dzt )

1<i<jst
Ispat

Tlmevarim yOntemiyle teoremin ispatin1 yapalim. Esitsizligin ¢ = 2 i¢in dogru oldugu

4.3.Teorem ifadesinde mevcuttur. Simdi t — 1 igin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman

M(G) < max t_l\/dl(lk)dl(zk) ...dl(f)l yazabiliriz. Simdi t i¢in dogru oldugunu
i~ -

1si<jst-1
gosterelim. xl.(k), x® nm v; noktasmna karsilik geldigi G* nm bir 6zvektorii olsun. xl(lk) =
max {xi(k)}, xl(k) = max {xi(k)},..., xl(k) = max {xi(k)} t. adma kadar olan
v;eV(G) 2 ‘Ui‘UjEE(G) t UinEE(G)

O0zvektorler olsun. A(k)(G)x(") =1 (G)x(") den
() _ (k) (k) _
Al(G)xh - ZViEIVG(vll) XS ZviENG(Vll) X, = dl1xlt

() _ (k) (k) _
AI(G)xlz - ZviENG(vlz) xi = ZvieNG(vlz)xlt_l - dllet_l
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) _ (k) ( ) _ (k)
M(G)x,~ = ZviENg(Ult_l)xi = Zviewc(% BEA =d,_,x;,

(k) (k)
A1 (G)xlt Z‘ULENg(‘Ult) x Zv iENg (vlt) xlz dlt

yazabiliriz, burada N (S), S nin G deki komsuluklarimni belirtir. Buradan

k k k k k k k
[ (@1Ex % a0 x ) < x0x10 1 % dy dy, ...dy,_dy,

VM OF < Yd, d,, ~d,,_d,

4,(6) < id, dy, -d,,_d,

elde edilir.
Ornek
1 2
3
5 4
G

Sekil 4.4. G grafi

Sekil 4.4. G grafinm spektral yarigapi i¢in sinirlar bulalim.

Coziim

G grafi minimum derecesi § = 2 olan m = 8 kenarli ve n = 5 noktali baglantili bir graftir.
Ayrica G grafinda d; = 4 ve d, = 4 noktalar1 maksimum dereceli noktalardir. Tiim bu

degerleri kullanarak spektral yarigap i¢in sinirlar belirleyelim.

Once G grafinin komsuluk matrisini yazalim.
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0 11 1 1
[1 0 1 1 1|
AG=11 1 0 1 ol
1 1.1 0 o
11000J

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (G) = 3,3234 olarak bulunur.

Cizelge 4.1. G grafinin spektral yarigapi i¢in sinirlar

A (G) | 4.2. Teorem | 4.3. Teorem | 4.4. Teorem

3,3234 | 4 4 4
Ornek
5 4
5
1 1 2 4 5
.| L - . ] 3
2
3 P, 1
S
5 ) I,

Sekil 4.5. Sg, Ps ve T graflari

Ss, Ps ve Ts graflarinin spektral yaricaplari i¢in sinirlar bulalim.

Coziim

Once S5 grafinin spektral yarigapi icin sinirlart bulalim. Ss grafi minimum derecesi § = 1
olan m = 4 kenarli ve n = 5 noktali baglantili bir graftir. Simdi S5 grafinin komsuluk

matrisini yazalim.

[01111]
[1 0 0 0 O]
AS:)=11 0 0o 0 o
10000J
1 0 0 0 O



32

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (Ss) = 2 olarak bulunur. Tiim bu bulduklarimizi

kullanarak simirlar1 belirleyelim.

Cizelge 4.2. S5 grafinin spektral yarigap1 i¢in sinirlar

1,(Ss) | 4.2. Teorem | 4.3. Teorem | 4.4. Teorem

2 2 2 2

Simdi Pg grafinin spektral yarigap1 i¢in smirlar1 bulalim. Ps grafi minimum derecesi § = 1
olan m = 4 kenarli ve n =5 noktali baglantili bir graftir. Simdi P grafinin komsuluk

matrisini yazalim.

[01000]
1 0 1 0 O]
AP)=10o 1 0 1 ol
|[00101J|
0 00 1 0

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A;(Ps) = 1,7320 olarak bulunur. Buldugumuz

degerleri kullanarak sinirlar1 belirleyelim.

Cizelge 4.3. Ps grafinin spektral yarigap1 i¢in sinirlar

A (Ps) | 4.2. Teorem | 4.3. Teorem | 4.4. Teorem

1,7320 | 2 2 2

Son olarak Ts grafinin spektral yarigap1 i¢in sinirlart bulalim. Ty grafi minimum derecesi
6 =1 olan m =4 kenarli ve n =75 noktali baglantili bir graftir. Simdi Ts grafinin

komsuluk matrisini yazalim.

[010001
[1 0 1 0 o]
AT)=10 1 0 1 1|
[00100J
0 01 00

komsuluk matrisinin spektral yarigapt A,(Ts) = 1,8477 olarak bulunur. Tim bu

buldugumuz degerleri kullanarak sinirlar1 belirleyelim.
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Cizelge 4.4. T grafinin spektral yarigap1 i¢in sinirlar

M (Ts) | 4.2. Teorem | 4.3. Teorem | 4.4. Teorem

1,8477 | 2,4494 2,4494 2,4494

4.5. Conjecture

G, n noktali sonlu yonsiiz basit baglantili bir graf olsun. G grafinin spektral yaricap: i¢in

asagidaki gibi bir alt smir vardir:

41(6) = min " [a® ...a®
i~]

Jj~k

r~S

burada dl.(k), G¥ daki i noktasinin derecesidir.

Ornek
5

1 1 2 3 4 5

4 - 9 — & —

3 B,
S
2
1 2 k 2 3 1 2 3
]
5 4 6 5 4 4 5 6
62 GB

Gy

Sekil 4.6. S, Ps ile G4, G, ve G5 graflari

Yukaridaki graflarin spektral yarigaplari i¢in sinirlar bulalim.



34

Coziim

Once Ss grafinin k. kuvvet graflarmi gizelim.

Sekil 4.7. S5 ve S5 graflari

Simdi ise bu iki grafin komsuluk matrislerini yazalim.

[01111]
1 0 0 0 O]
AGSs)=11 0o o o ol
|l10000J|
10 0 0 O

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (Ss) = 2 olarak bulunur.

[01111]
1 0 1 1 1|
A =11 1 0 1 1l
lllllolJl
11110

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 4, (Ss?) = 4 olarak bulunur.

Simdi Ps grafinin k. kuvvet graflarini ¢izelim.
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PN
w
*
[
N
=
W]
[l
N

Sekil 4.8. P, P52, P> ve Ps* graflari

Strasiyla bu graflarin komsuluk matrislerini yazalim.

[01000]
1 0 1 0 0]
AP)=10o 1 0 1 ol
|00101J|
0 00 1 0

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 1, (Ps) = 1,7320 olarak bulunur.

[01100]
|1 0 1 1 0
A(P52)=i11011|
[01101J
00110

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 1, (PSZ) = 2,9354 olarak bulunur.

[01110]
1 0 1 1 1|
APSP)=11 1 0 1 1l
lllllolJl
01110

komsuluk matrisinin spektral yarigapt 1, (P53) = 3,6457 olarak bulunur.

[01111]
[1 0 1 1 1
APY)=11 1 0 1 1|
11101J
11110

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A4 (P54) = 4 olarak bulunur.
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Simdi ise G; grafinin k. kuvvet graflarini ¢izelim.

G, Gy’

Sekil 4.9. Gy, G,* ve G,> graflar1

Strasiyla bu graflarin spektral yaricaplarmin bulalim.

[0 1 1 0 0y
[1 0 1 0 1|
AGH)=11 1 0o o ol
|[00001J|
01010

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 1, (G,) = 2,2143 olarak bulunur.

[01101]
1 0 1 1 1]
AGH=11 1 0 o 1|
|[01001J|
11110

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 4, (G,?) = 3,3234 olarak bulunur.

[01111]
[1 0 1 1 1]
AGH=11 1 0o 1 1l
[11101J
11110

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 4, (G;*) = 4 olarak bulunur.

Simdi G, grafinin k. kuvvet graflarmi ¢izelim.



2 3 2 3
1 2 3 1 1 1 2
.__/\ = 6 6
6 5 4 6 5 4 > 4 >
G, G,? G’ Go*

Sekil 4.10. G,, G2, G, ve Gz4graﬂar1

Swrastyla G, grafinin k. kuvvet graflarinin komsuluk matrislerini yazalim.

0 1 0 0 0 O
101 0 0 0
o101 1 0

A(02)_001000
001 0 0 1
0 0 0 0 1 O

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (G,) = 1,9318 olarak bulunur.

0 1 1 0 0 O
101110
110111

A(Gzz):011010
01110 1
0 01 0 1 o

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 1, (G,%) = 3,5926 olarak bulunur.

A(Gz3) =

OR R R RO
(NN g Y
(NN Y TS
(N Y UE RN
(N e Y SN
SRR RrRO

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 1, (G,>) = 4,7015 olarak bulunur.
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A(Gz4) =

R R R RO
(NN e Y
(NN Y SRS

[ e T W S G ey
R O R R R R
(o Y S G QU N

komsuluk matrisinin spektral yaricap1 A, (G,*) = 5 olarak bulunur.

Son olarak G5 grafinin k. kuvvet graflarini ¢gizelim.

2 2 3 2 3
1 3 1 1 1 2
Z. : 4 6 4
5 5
a 5 6 4 5 6
G4 632 633 634

Sekil 4.11. G, G52, G3° ve G3* graflar

Simdi sirasiyla G5 grafinin k. kuvvet graflarinin komsuluk matrislerini yazalim.

0 0 0 0 0 17
001 110
o1 0 0 0 1

A(G3)_010010
0101 00
1 01 0 0 o

komsuluk matrisinin spektral yarigap1 A, (G3) = 2,2283 olarak bulunur.

0 0 1 0 0 1
00111 1
110111

A(632):011010
01110 0
1 110 0 0

komsuluk matrisinin spektral yaricap1 A; (G5*) = 3,5344 olarak bulunur.
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A(633) =

_ OO R RO
[ e
[ G e R T
[ = N = S )
_ O R R RO
(o Y S G QU N

komsuluk matrisinin spektral yaricap1 A, (G5*) = 4,4278 olarak bulunur.

A(Gs4) =

T
[ R Y
[ e R Y

(S e R T Y S G S
R O R R R R
OR R R, R, R

komsuluk matrisinin spektral yarigapt 1,(G3*) = 5 olarak bulunur. Son olarak biitiin bu

graflarin spektral yaricaplari icin buldugumuz simirlari bir tabloda gdsterelim.

Cizelge 4.5. S¢, Ps ile G4, G, ve G5 graflarinin spektral yarigaplari igin sinirlar

Teorem | Teorem | Teorem | Conj

A 4.2. 4.3. 4.4, 4.5.

Se | M(Ss) =2 2 2 2 2

L(5%) =4 5,6568 4 4 2

A1 (Ps) = 1,7320 2 2 2 1,6817

M(Ps?) =2,9354 | 4,1601 3,4641 3,3019 1,7067
P 2,(Ps®) =3,6457 | 4,8989 4 3,7224 1,5497

M(Ps*) =4 5,6568 4 4 1,4142

11(Gy) = 2,2143 3,4641 2,4494 2,2894 1,8171
G 1| 4(G?)=33234 5,2414 4 3,4641 1,8612

1,(6,%) =4 5,6568 4 4 1,5874

24(G) = 19318 | 24494 2,4494 2,4494 1,8171
Gy M(G,*)=35926 |54288 | 4,4721 3,9359 1,8192
2,(G,°) =4,7015 | 6,3095 5 4,7817 1,6847
16, =5 6,8986 5 5 1,4953
21(Gs) = 2,2283 2,2804 | 2,4494 2,2894 1,8612
G 4(Gs%)=35344 | 40428 | 4,4721 3,6628 1,9138
2(G5°) = 44278 | 5,6967 5 4,5730 1,6598
1464 =5 6,8986 |5 5 1,4953
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5. SONUC

Bu calismada grafin k. kuvvetinin tanim ve Ozelliklerinden yararlanarak sonlu, yonsiiz,
basit, baglantili graflarin komsuluk matrisinin en biiyiikk 6zdegeri i¢in baz iist sinirlar elde
edilmistir. Ayrica bu sinirlarin yer aldigi teorem ifadelerine 6rnekler verilerek sinirlarin
yakmligmin ¢izilen graf yapilarma gore degistigi gorilmistiir. Tez calismamizda
gordiigiimiiz bir alt sinir1 da conjecture olarak tez calismamizda yer verdik. Calismanin

devaminda farkli graf yapilar1 incelenerek farkli sinirlar elde edilebilir.
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