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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

Simgeler    Açıklamalar 

𝑨(𝑮) 𝐺 grafının komşuluk matrisi 

𝑨𝒌(𝑮) 𝐺 grafının 𝑘. kuvvetinin komşuluk matrisi 

𝑪𝒏 Devir graf 

𝒅     Grafın çapı 

𝒅𝒊      𝑖 noktasının derecesi 

𝒅𝒊
(𝒌)

     𝐺𝑘 grafındaki 𝑖 noktasının derecesi 

𝑬     Kenarlar kümesi 

𝒆𝒄𝑮(𝒗𝒊) 𝑣𝑖 noktasının dış merkezliği 

𝑮 = (𝑽,𝑬)    Graf 

𝑮 ≅ 𝑯     𝐺 ile 𝐻 grafları birbirine izomorftur 

𝑮𝒌     𝐺 grafının 𝑘. kuvveti 

𝑮̅ 𝐺 grafının tümleyen grafı 

𝒊~𝒋     𝑖 ve 𝑗 noktalarının komşuluğu 

𝒊~𝒌 𝒋     𝑖 ve 𝑗 noktalarının 𝐺𝑘 grafındaki komşuluğu 

𝑲𝑨 Karakteristik polinom 

𝑲𝒏 Tam graf 

𝑽     Noktalar kümesi 

𝑵𝒊 𝑖 noktasının komşuluklar kümesi 

𝑷 Yol 

𝑺𝒏 Star graf 

𝑻𝒏 Ağaç graf 

𝑾 Yürüme 

𝒙𝒊
(𝒌)  𝐺𝑘 grafındaki 𝑖 noktasına karşılık gelen Perron vektör 

𝜹(𝑮) 𝐺 grafının minimum derecesi 

∆(𝑮) 𝐺 grafının maksimum derecesi 

𝝀 𝐺 grafının komşuluk özdeğeri 
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Simgeler    Açıklamalar 

𝝀𝒌     𝐺 grafının 𝑘. kuvvetinin komşuluk özdeğeri 
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1. GİRİŞ  

Graf teori veya Çizge Kuramı, noktalar ve aralarındaki çizgeleri (eğrileri) inceleyen 

matematik dalıdır. Graf, uçlar ve bu uçları birbirine bağlayan kenarlardan oluşan bir tür ağ 

yapısıdır. Graf teorisi, bilgisayar ile yapılan modellemelerin çoğunda önemli bir yer 

tutmaktadır. Genelde graflar üzerine kurulmuş ve graf teorisi ile çözümlenen problemler 

karmaşık bir yapıya sahip olduklarından graf teorisi bilgisayar programcılığının en önemli 

alanları arasında yer alır. Genel anlamda kullanım amaçlarından en önemlisi iki nokta 

arasında bulunan güzergâh veya somut bir bağlantı bulunmak istemesidir. Graf teorisinin 

başlıca uygulandığı alanlar ise bilgisayar bilimleri, matematik, fizik, biyoloji, tarih, iletişim 

teknolojileri, bilişim teknolojileri gibi alanlardır.  

Spektral graf teori, herhangi bir grafın ilgili matrislerinin özdeğerleri ve özvektörlerini 

kullanarak grafın yapısı hakkında bilgi edinmemizi sağlar. Günümüzde fen bilimleri, veri 

tabanları, elektronik devreler gibi birçok alanda kullanılan spektral graf teorinin temeli, 

1950’li yıllara dayandığı düşünülmesine rağmen birçok kaynak daha önce ortaya çıktığına 

dair izler taşımaktadır. 1931 yılında Hückel’in kuantum kimyasında yaptığı bir çalışmada 

elektron enerji seviyelerini temsil etmekte grafların özdeğerlerini kullandığı bilinmektedir. 

Ayrıca iyi bilinen Matris-Ağaç teoreminin spektral graf teorinin bir sonucu olduğu 1940’lı 

yıllarda ispatlanmıştır.  

1957 yılında Collatz ve Sinogowitz’in yaptığı çalışma ile spektral graf teori matematik 

literatüründe sık kullanılan bir hal almıştır. Grafın spektrumu yani özdeğerlerinin 

çalışılması matematik ve diğer alanlarda önemli bir yere sahiptir. Diferansiyel geometri, 

graf teori, kombinatorik teori gibi matematiğin pek çok alanında spektrum ve spektrum 

tekniklerinin kullanıldığı bilinmektedir. Ayrıca kimyada molekül kararlılığını temsil 

etmede, teorik fizik ve kuantum mekaniğinde Hamilton sistemlerinin enerjilerini en aza 

indirme probleminde ve iletişim ağlarındaki çeşitli problemlerin çözümünde grafın 

spektrumu kavramının önemli bir yeri vardır. 

Bir grafın komşuluk matrisinin özdeğerlerini hesaplamak her zaman kolay olmayabilir. Bu 

durumda özdeğerler için sınır belirlemek işimizi kolaylaştıracaktır. Bu tezde sonlu yönsüz 

basit bağlantılı graflar için grafın 𝑘. kuvvetinden yararlanarak sınırlar elde edilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖZELLİKLERİ  

2.1. Genel Bilgiler  

Bu bölümde bir matrisin karakteristik polinomu ve özdeğeri kavramlarının tanımlarını 

vereceğiz. 

Tanım  

𝐴, 𝑛 × 𝑛 tipinde bir kare matris ve 𝑥 ≠ 0 bir 𝑛 × 1 tipinde matris olmak üzere,  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                                                                                                                            (2.1) 

olacak biçimde λ skaleri olsun. (2.1) denklemi, 𝐼 𝑛 × 𝑛 tipinde birim matris olmak üzere,  

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0                                                                                                                  (2.2) 

şeklinde yazılabilir. (2.2) denkleminin aşikar olmayan çözümü,  

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = |𝐴 − 𝜆𝐼| = 0                                                                                            (2.3) 

olması halinde mevcuttur.  

det(𝐴 − 𝜆𝐼)’ nın hesaplanması sonucunda λ’ ya bağlı 𝑛-inci dereceden monik bir polinom 

elde edilir. Bu polinoma 𝐴’nın karakteristik polinomu denir ve 𝐾𝐴(𝜆) şeklinde gösterilir. 

Yani, 𝐾𝐴(𝜆) = det (𝐴 − 𝜆𝐼)’ dır. 𝐾𝐴(𝜆) = 0 denklemine 𝐴 matrisinin karakteristik 

denklemi ve bu karakteristik denklemin köklerine de 𝐴’ nın özdeğerleri denir. 

𝐾𝐴(𝜆) = 0, 𝑛-inci dereceden bir denklem olduğundan 𝑛 tane köke sahiptir ve bu köklerin 

hepsinin birbirinden farklı olması gerekmez.  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 veya (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0                                                                                          (2.4) 

denkleminde sıfır olmayan 𝑥 çözümlerine 𝐴 matrisinin λ özdeğerlerine karşılık gelen 

özvektörleri denir. Bu tanımlar doğrultusunda,  
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𝐴𝑥𝑖
= 𝜆𝑥𝑖

 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)                                                                                                  (2.5) 

temel formülü elde edilir [1]. 

2.2. Graf Kavramı  

Bu bölümde grafın tanımı ile graf ile ilgili bazı kavramların tanımlarını vereceğiz. 

Tanım  

Graf, elemanları nokta olarak adlandırılan sonlu, boş olmayan 𝑉 = {1,2,… , 𝑛} noktalar 

kümesi ve elemanları kenar olarak adlandırılan sonlu 𝐸 kenarlar kümesinden oluşan (𝑉, 𝐸) 

ikili yapısına denir ve 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ya da kısaca 𝐺 ile gösterilir. Burada  

𝐸 = {{𝑖, 𝑗} ∶ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉} = {𝑖𝑗 ∶ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉}  

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca, her 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 için 𝐸 nin 𝑖 ve 𝑗 noktalarına karşılık gelen 

elemanları 𝑒𝑖 veya 𝑖𝑗 şeklinde gösterilir [2]. 

Tanım  

𝐺 bir graf olmak üzere, 𝐺 nin herhangi 𝑖 ve 𝑗 noktaları arasında en az bir kenar 

bulunuyorsa 𝑖 ve 𝑗 noktalarına komşudur denir ve 𝑖~𝑗 ile gösterilir. Bir 𝑖 noktasına komşu 

olan noktaların kümesine 𝑖 nin komşuluklar kümesi denir ve 𝑁𝑖 ile gösterilir [2].  

Tanım  

𝐺 grafının herhangi bir 𝑖 noktasına bağlı kenar sayısına 𝑖 nin derecesi denir ve 𝑑𝐺(𝑖) veya 

kısaca 𝑑𝑖 ile gösterilir [2]. 

Tanım  

Bir 𝐺 grafının, minimum ve maksimum dereceleri sırasıyla 

𝛿(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑑𝑖 ∶ 𝑖 𝜖 𝑉 }, 
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∆(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑑𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝑉 }  

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca  

𝑑(𝐺) =
1

|𝑉|
∑ 𝑑𝑖𝑖∈𝑉    

sayısına 𝐺 nin ortalama derecesi denir. Burada |𝑉|, 𝑉 nin kardinalitesi yani noktalar 

kümesinin eleman sayısıdır [2].  

 

Şekil 2.1. 𝐺 grafı  

𝑉(𝐺) = {1, 2, 3, 4} noktalar kümesi, 𝐸(𝐺) = {12, 23, 24, 34} kenarlar kümesi olan 𝐺(𝑉, 𝐸) 

grafı 4 noktalı 4 kenarlı bir graftır. 

Tanım  

Grafın herhangi iki noktası arasında birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katlı 

kenar, çoklu kenar veya paralel kenar denir [2].  

Tanım  

Bir 𝐺 grafının her bir nokta çifti arasındaki uzaklıkların maksimumuna yani; 

max
𝑖,𝑗∈𝑉

{𝑑(𝑖, 𝑗)} değerine 𝐺 grafının çapı denir [3]. 

Tanım  

Bağlantılı bir 𝐺 grafında bir 𝑣𝑖 noktasının dış merkezliği 𝑒𝑐𝐺(𝑣𝑖), 𝑣𝑖 ve 𝐺 deki diğer 𝑣𝑗 

noktasının arasındaki maksimum uzaklıktır [3]. 
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2.3. Bazı Özel Graflar  

Bu bölümde graf çeşitlerinden olan basit, tam, regüler, bağlantılı ve tümleyen graf gibi bazı 

özel grafların tanımlarını vereceğiz. 

Tanım  

Herhangi iki noktası arasında en fazla bir kenar bulunan ve ilmek içermeyen grafa basit 

graf denir [2].  

Şekil 2.1 ile verilen 𝐺 grafı bir basit graf örneğidir.  

Tanım  

Herhangi iki noktası arasında en az bir yol bulunan grafa bağlantılı graf denir [2].  

 

Şekil 2.2. Bağlantılı graf 

Tanım  

Basit bir grafın herhangi iki noktası arasında bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta çifti 

bağlantılı ise bu grafa tam graf denir ve 𝑛 noktalı bir tam graf 𝐾𝑛 ile gösterilir [2].  

 

Şekil 2.3. 𝐾4 ve 𝐾5 tam grafları 
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Tanım  

Her bir noktası aynı dereceye sahip olan grafa regüler graf denir. Özel olarak her bir 

noktası 𝑟 dereceye sahip olan grafa 𝑟 - dereceli regüler graf denir [2]. 

Şekil 2.3 ile verilen 𝐾4 grafının her bir noktasının derecesi 3 ve 𝐾5 grafının her bir 

noktasının derecesi 4 olduğundan bu graflar sırası ile 3- dereceli ve 4- dereceli regüler 

graflardır. 

Tanım  

Bir grafın sonlu sayıda, birbiriyle bağlantılı noktalarından ve kenarlarından oluşan dizisine 

yürüme denir ve 𝑊 ile gösterilir. Her bir kenarın ve noktanın en fazla bir kez kullanıldığı 

yürümeye yol denir ve 𝑃 ile gösterilir [2].  

Tanım  

Herhangi bir noktasının derecesi 𝑛 − 1 olan ve diğer 𝑛 − 1 tane noktasının derecesi de 1 

olan grafa yıldız graf ya da star graf denir ve genel olarak 𝑛 noktalı bir star graf 𝑆𝑛 olarak 

gösterilir [4].          

Tanım 

𝐺,  𝑛 noktalı bir graf olsun. Bu durumda 𝐺 grafının tümleyeni 𝐺 deki kenarların 𝐾𝑛 tam 

grafından silinmesi sonucu elde edilen graftır ve 𝐺̅ veya 𝐺′ ile gösterilir [2]. 

 

Şekil 2.4. Tümleyen graf 
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Şekil 2.4 ile verilen 𝐺 grafının tümleyen grafı 𝐺̅  ile gösterilmiştir. 

Tanım 

Başlangıç ve bitiş noktası aynı olan yola devir denir ve 𝑛 noktalı bir devir 𝐶𝑛 ile gösterilir. 

Devirdeki her bir 𝑖 noktasının derecesi 𝑑𝑖 = 2 dir [2]. 

Tanım 

İçinde devir bulundurmayan bağlantılı grafa ağaç graf veya kısaca ağaç denir ve 𝑛 noktalı 

bir ağaç graf 𝑇𝑛 ile gösterilir [2]. 

Tanım 

𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının içerdiği bazı noktalardan ve kenarlardan oluşan grafa 𝐺 nin alt grafı 

denir. Yani; 𝐺1(𝑉1, 𝐸1) ve 𝐺2(𝑉2, 𝐸2) iki graf olmak üzere eğer 𝑉2 ⊆ 𝑉1 ve 𝐸2 ⊆ 𝐸1 

oluyorsa, 𝐺2 grafına 𝐺1 in bir alt grafı denir [2]. 

Tanım 

Grafın noktalar kümesi, her bir noktası aynı kümedeki diğer noktalar ile komşu olmayacak 

şekilde 𝑈 ve 𝑊 gibi iki ayrık kümeye bölünebiliyorsa bu grafa iki parçalı graf denir.     

𝑈 ∩ 𝑊 = ∅ ve 𝑈 ∪ 𝑊 = 𝑉 olmak üzere 𝐺 = (𝑈,𝑊,𝐸) şeklinde gösterilir [2]. 

Tanım 

𝐺1(𝑉1, 𝐸1) ve 𝐺2(𝑉2, 𝐸2) iki graf olsun. 𝐺1 ve 𝐺2 graflarının noktaları ve kenarları arasında 

onların özelliğini koruyacak şekilde 1 − 1 bir dönüşüm varsa, 𝐺1 ve 𝐺2 graflarına 

izomorfik graflar denir ve 𝐺1 ≅ 𝐺2 ile gösterilir [2]. 

2.4. Graf ile İlgili Bazı Matrisler  

Bu bölümde bir grafın komşuluk matrisinin tanımını vereceğiz. 
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Tanım  

𝐺, 𝑛 noktalı basit bir graf olsun. 𝐺 nin komşuluk matrisi 𝐴(𝐺) = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 ile gösterilir ve 

elemanları  

𝑎𝑖𝑗 = {

1 ; 𝑖~𝑗

0 ; 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎
 

şeklinde tanımlanır. 

Komşuluk matrisi reel, simetrik bir matris olduğundan tüm özdeğerleri reeldir. Bu matrisin 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 özdeğerleri için 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 eşitsizliği vardır. Ayrıca bu matrisin her 

bir satır ve sütunundaki elemanların toplamı o satır ve sütuna karşılık gelen noktanın 

derecesini verir [2].  
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3. YARDIMCI TEOREMLER 

Bu bölümde sonraki bölümlerde bize yardımcı olan literatürde var olan bir grafın 𝑘. 

kuvveti ve grafın spektral yarıçapı ile ilgili bazı tanım ve teoremleri vereceğiz.   

3.1. Grafın 𝐤. Kuvveti ile İlgili Yardımcı Teoremler 

Bu bölümde sonraki bölümlerde bize yardımcı olan bir grafın 𝑘. kuvveti ve grafın spektral 

yarıçapı ile ilgili bazı tanım, teorem ve yardımcı teoremleri vereceğiz. 

Tanım  

Bir 𝐺 grafının 𝑘. kuvveti 𝐺𝑘, 𝐺 nin nokta kümesi 𝑉 ile aynı nokta kümesine sahip bir 

graftır ancak 𝐺𝑘 da iki noktanın komşu olması için gerek ve yeter şart 𝐺 de bu iki nokta 

arasındaki uzaklık en fazla 𝑘 kadar olacaktır [3]. 

Örnek 

 

Şekil 3.1. 𝐺 ve 𝐺2 grafı 

Yardımcı Teorem  

𝐻, 𝐺 nin bir alt grafı olsun. O zaman, 

𝜆1(𝐺) ≥ 𝜆1(𝐻). 

Ayrıca bağlantılı graflar için eşitlik gerek ve yeter şart 𝐺 ≅ 𝐻 olması durumunda sağlanır 

[5]. 
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Örnek 

 

Şekil 3.2. 𝐺 grafı  

Şekil 3.2 ile verilen 𝐺 grafının spektral yarıçapını ve alt grafının spektral yarıçapını 

bulalım. 

Çözüm 

Öncelikle 𝐺 grafının komşuluk matrisini yazıp spektral yarıçapını bulalım. 

𝐴(𝐺) = [

0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

] 

komşuluk matrisinin özdeğerleri 𝜆1(𝐺) = −1,5615, 𝜆2(𝐺) = −1, 𝜆3(𝐺) = −0,2222 ve 

𝜆4(𝐺) = 2,5615 olup spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 2,5615 olarak bulunur. Şimdi 𝐺 grafının 

bir alt grafını çizelim. 

 

Şekil 3.3. 𝐻 grafı  

Şekil 3.3 ile verilen grafın spektral yarıçapını bulalım. 
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𝐴(𝐻) = [
0 1 0
1 0 1
0 1 0

] 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐻) = 1,4142 olarak bulunur. O zaman, 

𝜆1(𝐺) ≥ 𝜆1(𝐻) 

2,5615 ≥ 1,4142 

ifadesi elde edilir. 

Yardımcı Teorem 

𝐺, 𝑛 noktalı bağlantılı bir graf olsun. O zaman   

𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺)

√𝑑𝐺(𝑣𝑖)𝑑𝐺(𝑣𝑗) ,                                                                                  (3.1) 

burada 𝑑𝐺(𝑣𝑖),  𝐺 deki 𝑣𝑖 noktasının derecesidir. Üstelik (3.1) deki eşitlik yalnızca 𝐺 nin 

semi regüler iki parçalı graf olması durumunda sağlanır [6]. 

Yardımcı Teorem 

 𝑛 noktalı herhangi bir 𝑇 ağacı için  

𝜆1(𝑆𝑛) ≥ 𝜆1(𝑇) ≥ 𝜆1(𝑃𝑛). 

Soldaki eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑇 ≅ 𝑆𝑛 olması ve sağdaki eşitliğin 

sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑇 ≅ 𝑃𝑛 olması gerekir [5].   
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Örnek 

 

Şekil 3.4. 𝑆5, 𝑃5 ve 𝑇5 grafları 

Şekil 3.4 ile verilen grafların spektral yarıçaplarını bulalım. 

Çözüm 

Önce 𝑆5 star grafının komşuluk matrisini yazıp spektral yarıçapını bulalım. 

A(𝑆5) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑆5) = 2 olarak bulunur. Şimdi 𝑃5 yol grafının 

komşuluk matrisini yazıp spektral yarıçapını bulalım. 

A(𝑃5) =  

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5) = 1,7320 olarak bulunur. Son olarak 𝑇5 ağaç 

grafının komşuluk matrisini yazıp spektral yarıçapını bulalım. 

A(𝑇5 ) =  

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0]
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komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑇5) = 1,8477 olarak bulunur. Bulduklarımızı 

önermede verilen eşitsizlikte yerlerine yazalım. 

𝜆1(𝑆𝑛) ≥ 𝜆1(𝑇) ≥ 𝜆1(𝑃𝑛) 

  2 ≥ 1,8477 ≥ 1,7320 

şeklinde elde edilir. 

Yardımcı Teorem  

𝐺 maksimum derecesi ∆(𝐺) olan 𝑛 noktalı bağlantılı bir graf olsun. Ayrıca 𝐺 deki 

maksimum dereceli nokta 𝑣𝑖 olarak verilsin. Daha sonra 𝑒𝑐𝐺(𝑣𝑖) > 𝑘 iken ∆(Gk) ≥

 ∆(𝐺) + 𝑘 ve diğer durumlarda ∆(Gk) = 𝑛 − 1 olur, burada 𝑒𝑐𝐺(𝑣𝑖), 𝐺 grafındaki  𝑣𝑖 

noktasının dış merkezliğidir [7]. 

Yardımcı Teorem  

𝑛 noktalı bağlantılı herhangi bir 𝐺 grafı için  

𝜆1(G
k) ≥ 𝜆1(𝐺).                                                                                                               (3.2) 

Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑘 = 1 veya 𝐺 nin bir tam graf olmasıdır [4]. 

Sonuç 

𝐺, 𝑛 noktalı bağlantılı bir graf ile 𝐺̅ tümleyeni bağlantılı bir graf olsun. O zaman   

𝜆1(G
k) + 𝜆1(𝐺̅

𝑘) ≥ 𝜆1(𝐺) + 𝜆1(𝐺̅).                                                                               (3.3) 

Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑘 = 1 olmasıdır [4]. 
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Örnek 

 

Şekil 3.5. 𝐺 grafı 

Şekil 3.5’deki 𝐺 grafının ikinci kuvvetini, tümleyen grafını ve tümleyen grafın ikinci 

kuvvetini bulalım. 

Çözüm 

Önce 𝐺 grafının ikinci kuvveti olan grafı çizelim. 

 

Şekil 3.6. G2 grafı 

Şekil 3.6’daki G2 grafının spektral yarıçapını bulalım. 

𝐴(G2) = [

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

] 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(G
2) = 3 olarak bulunur. Şimdi 𝐺 grafının 

tümleyen grafını ve tümleyen grafın ikinci kuvveti olan grafı çizelim. 
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Şekil 3.7. 𝐺̅ ve 𝐺̅2 grafları 

Şekil 3.7’deki grafların spektral yarıçaplarını bulalım. Önce grafların sırasıyla komşuluk 

matrislerini yazalım. 

𝐴(𝐺̅) = [

0 0 1 1
0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

]  

ve 

𝐴(𝐺̅2) = [

0 0 1 1
0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0

] 

şeklindeki matrislerin spektral yarıçapları sırasıyla 𝜆1(𝐺̅) = 1,4142 ve  𝜆1(𝐺̅
2) = 2 olarak 

bulunur. Son olarak 𝐺 grafının spektral yarıçapını bulalım. 

𝐴(𝐺) = [

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

] 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 2,17 olarak bulunur. Tüm bulduklarımızı 

sonuçtaki verilen eşitsizlikte yerlerine yazalım. 

𝜆1(G
2) + 𝜆1(𝐺̅

2) ≥ 𝜆1(𝐺) + 𝜆1(𝐺̅)  

3 + 2 ≥ 2,17 + 1,4142  
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5 ≥ 3,5842  

elde edilir. 

Teorem 

𝑛 noktalı herhangi bir 𝑇 ağacı için,  

𝜆1(𝑆𝑛
2) ≥ 𝜆1(T

2) ≥ 𝜆1(𝑃𝑛
2).                                                                                         (3.4) 

Soldaki eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑇 ≅ 𝑆𝑛 ve sağdaki eşitliğin sağlanması 

için gerek ve yeter şart 𝑇 ≅ 𝑃𝑛 olması gerekir [4]. 

Sonuç 

Herhangi bir 𝑛(≥ 4) noktalı bağlantılı bir 𝐺 grafı için   

𝜆1(𝑆𝑛
2) ≥ 𝜆1(G

2) ≥ 𝜆1(𝑃𝑛
2).                                                                                         (3.5) 

Soldaki eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝑑 ≤ 2 ve sağdaki eşitliğin sağlanması 

için gerek ve yeter şart 𝐺 ≅ 𝑃𝑛 olması gerekir [4]. 

Yardımcı Teorem  

𝐺, kendisi ve tümleyeni bağlantılı olan bir graf olsun. 𝑑 > 3 ise o zaman 𝑑̅ = 2 (𝑑̅, 𝐺̅ nin 

çapıdır) [8]. 

Yardımcı Teorem  

𝐺, 𝑛 noktalı 𝑚 kenarlı bağlantılı bir graf olsun. 𝛿,  𝐺 nin minimum derecesi olarak verilsin. 

O zaman  

𝜆1(𝐺) ≤
𝛿 − 1 + √(𝛿 + 1)2 + 4(2𝑚 − 𝑛𝛿)

2
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eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝐺 nin regüler bir graf olması ya da her 

noktasının derecesi  𝛿 veya 𝑛 − 1 olan iki dereceli bir graf olması gerekir [9]. 

Örnek 

 

Şekil 3.8. 𝐺 grafı 

Şekil 3.8 deki 𝐺 grafının komşuluk matrisini yazıp spektral yarıçapını bulalım. 

Çözüm 

𝐺 grafı 5 noktalı ve 7 kenarlı bir graftır. Burada 𝑛 = 5, 𝑚 = 7 ve 𝛿 = 2 dir. Şimdi 𝐺 

grafının komşuluk matrisini yazalım. 

A(𝐺) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 1 0]

 
 
 
 

  

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 2,9354 olarak bulunur ve bu bulduğumuz 

değerleri önermedeki eşitsizlik ifadesinde yerlerine yazarsak 

𝜆1(𝐺) ≤
𝛿 − 1 + √(𝛿 + 1)2 + 4(2𝑚 − 𝑛𝛿)

2
 

2,9354 ≤
2 − 1 + √(2 + 1)2 + 4(2.7 − 5.2)

2
 

2,9354 ≤
1 + √9 + 16

2
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2,9354 ≤
1 + √25

2
 

2,9354 ≤ 3  

elde edilir. 

Yardımcı Teorem 

𝐺 grafı, 𝑘 (2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2) tane noktasının derecesi 𝑛 − 1(𝑛 > 3) olacak şekilde 

bağlantılı bir graf olsun. O zaman 

𝜆1(𝐺) ≥
𝛿−1+√(2𝑘−𝛿−1)2+4𝑘(𝑛−𝑘)

2
, 

burada  𝛿, 𝐺 nin minimum derecesidir. Üstelik eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter 

şart 𝐺 nin her noktasının derecesi 𝛿 veya 𝑛 − 1 olan iki dereceli bir graf olması gerekir [4]. 

Sonuç 

𝐺 grafı, 𝑘 (2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2) tane noktasının derecesi 𝑛 − 1(𝑛 > 3) olacak şekilde 

bağlantılı bir graf olsun O zaman  

𝜆1(𝐺) ≥
𝑘−1+√(𝑘−1)2+4𝑘(𝑛−𝑘)

2
. 

Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝐺 = 𝐾𝑘 ∨ (𝑛 − 𝑘)𝐾1 olması gerekir [4]. 

Teorem 

𝐺, 𝐺̅ tümleyeni bağlantılı olan 𝑛 noktalı bağlantılı bir graf olsun. O zaman  

𝜆1(G
2) + 𝜆1(𝐺̅

2) ≥ 𝜆1(𝑃𝑛
2) + 𝜆1(𝑃𝑛̅

2
).                                                                          (3.6) 

Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 𝐺 ≅ 𝑃𝑛 ya da  𝐺̅ ≅ 𝑃𝑛  olması gerekir [4]. 
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Teorem 

𝐺, 𝑛 noktalı bağlantılı ve 𝐺̅ tümleyeni de bağlantılı olan bir graf olsun. Eğer 𝑘 ≥ 2 ise o 

zaman  

𝜆1(𝑃𝑛
k) + 𝜆1 (𝑃𝑛̅

𝑘
) ≤  𝜆1(G

2) + 𝜆1(𝐺̅
2) ≤ 2𝑛 − 2                                                        (3.7) 

dir [4]. 
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23 

 

4. GRAF KUVVETLERİ KULLANILARAK SPEKTRAL YARIÇAP 

     İÇİN SINIRLAR 

Bu bölümde daha önce tanımlanan komşuluk matrisinden yararlanarak sonlu yönsüz basit 

bağlantılı grafların kuvvetleri yardımıyla bu grafların özdeğerleri için sınırlar elde 

edeceğiz. Ayrıca elde ettiğimiz bu sınırlar ile ilgili bazı tanım ve teoremler vereceğiz.  

4.1. Tanım  

𝐺, 𝑛 noktalı basit bir graf olsun. 𝐺𝑘 nın komşuluk matrisi 𝐴(𝑘)(𝐺𝑘) = (𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

)𝑛×𝑛 ile 

gösterilir ve elemanları  

𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

= {

1 ; 𝑖~𝑘  𝑗

0 ; 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎
 

şeklinde tanımlanır. 

Komşuluk matrisi reel, simetrik bir matris olduğundan tüm özdeğerleri reeldir. Bu matrisin 

𝜆1
(𝑘)

, 𝜆2
(𝑘)

, … , 𝜆𝑛
(𝑘)

 özdeğerleri için 𝜆1
(𝑘)

≥ 𝜆2
(𝑘)

≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛
(𝑘)

 eşitsizliği vardır. Ayrıca bu 

matrisin her bir satır ve sütunundaki elemanların toplamı o satır ve sütuna karşılık gelen 

noktanın derecesini verir ve bunu da 𝑑𝑖
(𝑘)

 ile gösteririz. 

4.2. Teorem 

𝐺, 𝑛 noktalı sonlu yönsüz basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının spektral yarıçapı  

𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑙𝑖~𝑙𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑡−1

√𝑑𝑙1

(𝑘)
𝑑𝑙2

(𝑘)
…𝑑𝑙𝑡−1

(𝑘)𝑡−1
 , 

dir. Burada 𝑑𝑖, 𝑖 noktasının derecesidir. 
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İspat 

𝑥𝑖
(𝑘)

,  𝑥(𝑘) nın 𝑣𝑖 noktasına karşılık geldiği 𝐺𝑘 nın bir özvektörü olsun. 𝑑𝑡 = 1 olacak 

şekilde 𝑥𝑙1

(𝑘)
= max

𝑣𝑖∈𝑉(𝐺)
{𝑥𝑖

(𝑘)
}, 𝑥𝑙2

(𝑘)
= max

(𝑣𝑖,𝑣𝑗)∈𝐸(𝐺)
{𝑥𝑖

(𝑘)
},…, 𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
= max

(𝑣𝑖,𝑣𝑗)∈𝐸(𝐺)
{𝑥𝑖

(𝑘)
} (𝑡 − 1). 

adıma kadar olan özvektörler olsun. 𝐴(𝑘)(𝐺)𝑥(𝑘) = 𝜆1(𝐺)𝑥(𝑘) den 

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙1

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙1

) ≤ ∑ 𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙1

) = 𝑑𝑙1𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
  

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙2

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙2

) ≤ ∑ 𝑥𝑙𝑡−2

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙2

) = 𝑑𝑙2𝑥𝑙𝑡−2

(𝑘)
  

⋮  

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙𝑡−2

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−2

) ≤ ∑ 𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−2

) = 𝑑𝑙𝑡−2
𝑥𝑙1

(𝑘)
  

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−1

) ≤ ∑ 𝑥𝑙2

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−1

) = 𝑑𝑙𝑡−1
𝑥𝑙2

(𝑘)
  

yazabiliriz, burada  𝑁𝐺(𝑆), 𝑆 nin 𝐺 deki komşuluklarını belirtir. Buradan  

[𝜆1(𝐺)]𝑡−1𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑥𝑙2

(𝑘)
…𝑥𝑙𝑡−2

(𝑘)
𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
≤ 𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑥𝑙2

(𝑘)
…𝑥𝑙𝑡−2

(𝑘)
𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
 𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−2

𝑑𝑙𝑡−1
  

√[𝜆1(𝐺)]𝑡−1𝑡−1
≤ √𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−2

𝑑𝑙𝑡−1

𝑡−1   

𝜆1(𝐺) ≤ √𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−2
𝑑𝑙𝑡−1

𝑡−1   

elde edilir. 
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Örnek 

 

Şekil 4.1. 𝐺 grafı 

Şekil 4.1 deki 𝐺 grafına yukarıdaki teoremin ifadesindeki eşitsizliği uygulayalım. 

Çözüm 

Önce 𝐺 grafının komşuluk matrisini yazalım. 

A(𝐺) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 1,9318 olarak bulunur. 𝐺 grafının 

maksimum derecesi 𝑑3 = 3 olduğundan bu noktaya komşu olan derecesi en büyük noktayı 

belirleyerek teoremin ifadesindeki eşitsizliği yazalım. 

𝜆1(𝐺) ≤ max
3~5
5~6

√𝑑3𝑑5 

𝜆1(𝐺) ≤ max
3~5
5~6

√3.2 

1,9318 ≤ max
3~5
5~6

√6 

1,9318 ≤ 2,4494, elde edilir. 
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Örnek 

 

Şekil 4.2. 𝑆5 grafı 

Şekil 4.2. deki 𝑆5 grafına yukarıdaki teoremin ifadesindeki eşitsizliği uygulayalım. 

Çözüm 

Önce 𝑆5 grafının komşuluk matrisini yazalım. 

A(𝑆5) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑆5) = 2 olarak bulunur. 𝑆5 grafının maksimum 

derecesi 𝑑1 = 4 olduğundan bu noktaya komşu olan derecesi en büyük noktayı 

belirleyerek teoremin ifadesindeki eşitsizliği yazalım. 

𝜆1(𝑆5) ≤ max
1~2

√𝑑1𝑑2 

𝜆1(𝑆5) ≤ max
1~2

√4.1 

2 ≤ max
1~2

√4 

2 = 2, elde edilir. 
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4.3. Teorem 

𝐺, 𝑛 noktalı sonlu yönsüz basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının spektral yarıçapı için 

aşağıdaki gibi bir üst sınır vardır: 

𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑖~𝑗

√𝑑𝑖

(𝑘)
𝑑𝑗

(𝑘)
  

burada 𝑑𝑖
(𝑘)

, 𝐺𝑘 daki 𝑖 noktasının derecesidir. 

İspat 

𝑥𝑖
(𝑘)

, 𝑥(𝑘) nın 𝑣𝑖 noktasına karşılık geldiği 𝐺𝑘 nın bir özvektörü olsun. 𝑥𝑠
(𝑘)

= max
𝑣𝑖∈𝑉(𝐺)

{𝑥𝑖
(𝑘)

} 

ve 𝑥𝑡
(𝑘)

= max
(𝑣𝑖,𝑣𝑗)∈𝐸(𝐺)

{𝑥𝑖
(𝑘)

} olsun. 𝐴(𝑘)(𝐺)𝑥(𝑘) = 𝜆1
(𝑘)(𝐺)𝑥(𝑘) den 

𝜆1
(𝑘)(𝐺)𝑥𝑠

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑠) ≤ ∑ 𝑥𝑡

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑠) = 𝑑𝑠

(𝑘)𝑥𝑡
(𝑘)

  

𝜆1
(𝑘)(𝐺)𝑥𝑡

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑡) ≤ ∑ 𝑥𝑠

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑡) = 𝑑𝑡

(𝑘)𝑥𝑠
(𝑘)

  

yazabiliriz, burada  𝑁𝐺(𝑆), 𝑆 nin 𝐺 deki komşuluklarını belirtir. Buradan  

[𝜆1
(𝑘)(𝐺)]

2
𝑥𝑠

(𝑘)
𝑥𝑡

(𝑘)
≤ 𝑥𝑠

(𝑘)
𝑥𝑡

(𝑘)
𝑑𝑠

(𝑘)𝑑𝑡
(𝑘)

  

[𝜆1
(𝑘)(𝐺)]

2
≤ 𝑑𝑠

(𝑘)𝑑𝑡
(𝑘)

  

√[𝜆1
(𝑘)(𝐺)]

2
≤ √𝑑𝑠

(𝑘)𝑑𝑡
(𝑘)

  

𝜆1
(𝑘)(𝐺) ≤ √𝑑𝑠

(𝑘)𝑑𝑡
(𝑘)

  

bulunur. 3.1.2 Yardımcı Teorem ifadesindeki 𝐻 grafı 𝐺 grafının alt grafı olduğunda 

𝜆1(𝐺) ≥ 𝜆1(𝐻) eşitsizliğini ve 3.1.6. Yardımcı Teorem ifadesindeki 𝜆1(G
k) ≥ 𝜆1(𝐺) 

kullanırsak 
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𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑖~𝑗

√𝑑𝑖

(𝑘)
𝑑𝑗

(𝑘)
  

elde edilir. 

Örnek 

 

Şekil 4.3. 𝐺 grafı 

Şekil 4.3. 𝐺 grafına yukarıdaki teoremin ifadesindeki eşitsizliği uygulayalım. 

Çözüm 

Öncelikle 𝐺 grafının komşuluk matrisini yazalım. 

A(𝐺) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

  

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 2,2143 olarak bulunur. 𝐺 grafının 

maksimum derecesi 𝑑1 = 3 olduğundan bu noktaya komşu olan derecesi en büyük noktayı 

belirleyerek teoremin ifadesindeki eşitsizliği yazalım. 

𝜆1(𝐺) ≤ max
İ~𝑗

√𝑑𝑖

(𝑘)
𝑑𝑗

(𝑘)
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𝜆1(𝐺) ≤ max
1~4

√𝑑1𝑑4  

𝜆1(𝐺) ≤ max
1~4

√3.2  

2,2143 ≤ max
1~4

√6  

2,2143 ≤ 2,4494, elde edilir. 

4.4. Teorem 

𝐺, 𝑛 noktalı sonlu yönsüz basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının spektral yarıçapı için 

aşağıdaki gibi bir üst sınır vardır: 

𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑙𝑖~𝑙𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑡

√𝑑𝑙1

(𝑘)
𝑑𝑙2

(𝑘)
…𝑑𝑙𝑡

(𝑘)𝑡
.  

İspat 

Tümevarım yöntemiyle teoremin ispatını yapalım. Eşitsizliğin 𝑡 = 2 için doğru olduğu 

4.3.Teorem ifadesinde mevcuttur. Şimdi 𝑡 − 1 için doğru olduğunu kabul edelim. O zaman 

𝜆1(𝐺) ≤ max
𝑙𝑖~𝑙𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑡−1

√𝑑𝑙1

(𝑘)
𝑑𝑙2

(𝑘)
…𝑑𝑙𝑡−1

(𝑘)𝑡−1
  yazabiliriz. Şimdi 𝑡 için doğru olduğunu 

gösterelim. 𝑥𝑖
(𝑘)

, 𝑥(𝑘) nın 𝑣𝑖 noktasına karşılık geldiği 𝐺𝑘 nın bir özvektörü olsun. 𝑥𝑙1

(𝑘)
=

max
𝑣𝑖∈𝑉(𝐺)

{𝑥𝑖
(𝑘)

}, 𝑥𝑙2

(𝑘)
= max

𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺)
{𝑥𝑖

(𝑘)
},…, 𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
= max

𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺)
{𝑥𝑖

(𝑘)
} 𝑡. adıma kadar olan 

özvektörler olsun. 𝐴(𝑘)(𝐺)𝑥(𝑘) = 𝜆1(𝐺)𝑥(𝑘) den 

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙1

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙1

) ≤ ∑ 𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙1

) = 𝑑𝑙1𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
  

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙2

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙2

) ≤ ∑ 𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙2

) = 𝑑𝑙2𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
  

⋮  
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𝜆1(𝐺)𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−1

) ≤ ∑ 𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡−1

) = 𝑑𝑙𝑡−1
𝑥𝑙1

(𝑘)
  

𝜆1(𝐺)𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
= ∑ 𝑥𝑖

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡

) ≤ ∑ 𝑥𝑙2

(𝑘)
𝑣𝑖∈𝑁𝐺(𝑣𝑙𝑡

) = 𝑑𝑙𝑡𝑥𝑙2

(𝑘)
  

yazabiliriz, burada 𝑁𝐺(𝑆), 𝑆 nin 𝐺 deki komşuluklarını belirtir. Buradan 

[𝜆1(𝐺)]𝑡𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑥𝑙2

(𝑘)
…𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
≤ 𝑥𝑙1

(𝑘)
𝑥𝑙2

(𝑘)
…𝑥𝑙𝑡−1

(𝑘)
𝑥𝑙𝑡

(𝑘)
 𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−1

𝑑𝑙𝑡  

√[𝜆1(𝐺)]𝑡𝑡
≤ √𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−1

𝑑𝑙𝑡
𝑡   

𝜆1(𝐺) ≤ √𝑑𝑙1𝑑𝑙2 …𝑑𝑙𝑡−1
𝑑𝑙𝑡

𝑡   

elde edilir. 

Örnek 

 

Şekil 4.4. 𝐺 grafı 

Şekil 4.4. 𝐺 grafının spektral yarıçapı için sınırlar bulalım. 

Çözüm 

𝐺 grafı minimum derecesi 𝛿 = 2 olan 𝑚 = 8 kenarlı ve 𝑛 = 5 noktalı bağlantılı bir graftır. 

Ayrıca 𝐺 grafında 𝑑1 = 4 ve 𝑑2 = 4 noktaları maksimum dereceli noktalardır. Tüm bu 

değerleri kullanarak spektral yarıçap için sınırlar belirleyelim. 

Önce 𝐺 grafının komşuluk matrisini yazalım. 
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A(𝐺) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 0 0 0]

 
 
 
 

  

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺) = 3,3234 olarak bulunur. 

Çizelge 4.1. 𝐺 grafının spektral yarıçapı için sınırlar 

𝜆1(𝐺) 4.2. Teorem  

 

4.3. Teorem  

 

4.4. Teorem 

 

3,3234 4 4 4 

Örnek 

 

Şekil 4.5. 𝑆5, 𝑃5 ve 𝑇5 grafları 

𝑆5, 𝑃5 ve 𝑇5 graflarının spektral yarıçapları için sınırlar bulalım. 

Çözüm 

Önce 𝑆5 grafının spektral yarıçapı için sınırları bulalım. 𝑆5 grafı minimum derecesi 𝛿 = 1 

olan 𝑚 = 4 kenarlı ve 𝑛 = 5 noktalı bağlantılı bir graftır. Şimdi 𝑆5 grafının komşuluk 

matrisini yazalım. 

A(𝑆5) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0]

 
 
 
 

 



32 

 

 
 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑆5) = 2 olarak bulunur. Tüm bu bulduklarımızı 

kullanarak sınırları belirleyelim. 

Çizelge 4.2. 𝑆5 grafının spektral yarıçapı için sınırlar 

𝜆1(𝑆5) 4.2. Teorem 4.3. Teorem 4.4. Teorem 

2 2 2 2 

Şimdi 𝑃5 grafının spektral yarıçapı için sınırları bulalım. 𝑃5 grafı minimum derecesi 𝛿 = 1 

olan 𝑚 = 4 kenarlı ve 𝑛 = 5 noktalı bağlantılı bir graftır. Şimdi 𝑃5 grafının komşuluk 

matrisini yazalım. 

A(𝑃5) =  

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5) = 1,7320 olarak bulunur. Bulduğumuz 

değerleri kullanarak sınırları belirleyelim. 

Çizelge 4.3. 𝑃5 grafının spektral yarıçapı için sınırlar 

𝜆1(𝑃5) 4.2. Teorem 4.3. Teorem 4.4. Teorem 

1,7320 2 2 2 

Son olarak 𝑇5 grafının spektral yarıçapı için sınırları bulalım. 𝑇5 grafı minimum derecesi 

𝛿 = 1 olan 𝑚 = 4 kenarlı ve 𝑛 = 5 noktalı bağlantılı bir graftır. Şimdi 𝑇5 grafının 

komşuluk matrisini yazalım. 

A(𝑇5 ) =  

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑇5 ) = 1,8477 olarak bulunur. Tüm bu 

bulduğumuz değerleri kullanarak sınırları belirleyelim. 
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Çizelge 4.4. 𝑇5 grafının spektral yarıçapı için sınırlar 

𝜆1(𝑇5) 4.2. Teorem 4.3. Teorem 4.4. Teorem 

1,8477 2,4494 2,4494 2,4494 

4.5. Conjecture 

𝐺, 𝑛 noktalı sonlu yönsüz basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının spektral yarıçapı için 

aşağıdaki gibi bir alt sınır vardır: 

𝜆1(𝐺) ≥ min
𝑖~𝑗
𝑗~𝑘

⋮
𝑟~𝑠

√𝑑𝑖

(𝑘)
…𝑑𝑠

(𝑘)𝑛𝑘
  

burada 𝑑𝑖
(𝑘)

, 𝐺𝑘 daki 𝑖 noktasının derecesidir. 

Örnek 

 

 

Şekil 4.6. 𝑆5, 𝑃5 ile 𝐺1, 𝐺2 ve 𝐺3 grafları 

Yukarıdaki grafların spektral yarıçapları için sınırlar bulalım. 

 



34 

 

 
 

Çözüm 

Önce 𝑆5 grafının 𝑘. kuvvet graflarını çizelim. 

 

Şekil 4.7. 𝑆5 ve 𝑆5
2
 grafları 

Şimdi ise bu iki grafın komşuluk matrislerini yazalım. 

A(𝑆5) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑆5) = 2 olarak bulunur. 

A(𝑆5
2) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑆5
2) = 4 olarak bulunur. 

Şimdi 𝑃5 grafının 𝑘. kuvvet graflarını çizelim. 
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Şekil 4.8. 𝑃5, 𝑃5
2
, 𝑃5

3
 ve 𝑃5

4 grafları 

Sırasıyla bu grafların komşuluk matrislerini yazalım. 

A(𝑃5) =  

[
 
 
 
 
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5) = 1,7320 olarak bulunur. 

A(𝑃5
2) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5
2) = 2,9354 olarak bulunur. 

A(𝑃5
3) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
0 1 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5
3) = 3,6457 olarak bulunur. 

A(𝑃5
4) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝑃5
4) = 4 olarak bulunur. 
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Şimdi ise 𝐺1 grafının 𝑘. kuvvet graflarını çizelim. 

 

Şekil 4.9. 𝐺1, 𝐺1
2
 ve 𝐺1

3
 grafları 

Sırasıyla bu grafların spektral yarıçaplarının bulalım. 

A(𝐺1) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺1) = 2,2143 olarak bulunur. 

A(𝐺1
2) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
0 1 0 0 1
1 1 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺1
2) = 3,3234 olarak bulunur. 

A(𝐺1
3) =  

[
 
 
 
 
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0]

 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺1
3) = 4 olarak bulunur. 

Şimdi 𝐺2 grafının 𝑘. kuvvet graflarını çizelim. 
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Şekil 4.10. 𝐺2, 𝐺2
2
, 𝐺2

3
 ve 𝐺2

4
grafları 

Sırasıyla 𝐺2 grafının 𝑘. kuvvet graflarının komşuluk matrislerini yazalım. 

A(𝐺2) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺2) = 1,9318 olarak bulunur. 

A(𝐺2
2) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺2
2) = 3,5926 olarak bulunur. 

A(𝐺2
3) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 0
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺2
3) = 4,7015 olarak bulunur. 
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A(𝐺2
4) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺2
4) = 5 olarak bulunur. 

Son olarak 𝐺3 grafının 𝑘. kuvvet graflarını çizelim. 

 

Şekil 4.11. 𝐺3, 𝐺3
2
, 𝐺3

3
 ve 𝐺3

4 grafları 

Şimdi sırasıyla 𝐺3 grafının 𝑘. kuvvet graflarının komşuluk matrislerini yazalım. 

A(𝐺3) =  

[
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺3) = 2,2283 olarak bulunur. 

A(𝐺3
2) =  

[
 
 
 
 
 
0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺3
2) = 3,5344 olarak bulunur. 
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A(𝐺3
3) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺3
3) = 4,4278 olarak bulunur. 

A(𝐺3
4) =  

[
 
 
 
 
 
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 

 

komşuluk matrisinin spektral yarıçapı 𝜆1(𝐺3
4) = 5 olarak bulunur. Son olarak bütün bu 

grafların spektral yarıçapları için bulduğumuz sınırları bir tabloda gösterelim. 

Çizelge 4.5. 𝑆5, 𝑃5 ile 𝐺1, 𝐺2 ve 𝐺3 graflarının spektral yarıçapları için sınırlar 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

𝜆1 

Teorem 

4.2. 

 

Teorem 

4.3. 

 

Teorem 

4.4. 

 

Conj 

4.5. 

 

𝑆5 𝜆1(𝑆5) = 2 

𝜆1(𝑆5
2) = 4 

 

2 

5,6568 

 

2 

4 

 

2 
4 

 

2 
2 

 

𝑃 5

 

𝜆1(𝑃5) = 1,7320  

𝜆1(𝑃5
2) = 2,9354 

𝜆1(𝑃5
3) = 3,6457 

𝜆1(𝑃5
4) = 4 

 

2 

4,1601 

4,8989 

5,6568 

 

2 

3,4641 

4 

4 

 

2 

3,3019 

3,7224 

4 

 

1,6817 

1,7067 

1,5497 

1,4142 

 

𝐺 1
 
𝜆1(𝐺1) = 2,2143 

𝜆1(𝐺1
2) = 3,3234 

𝜆1(𝐺1
3) = 4 

 

3,4641 

5,2414 

5,6568 

 

2,4494 

4 

4 

 

2,2894 

3,4641 

4 

 

1,8171 

1,8612 

1,5874 

 

𝐺 2
 
𝜆1(𝐺2) = 1,9318 

𝜆1(𝐺2
2) = 3,5926 

𝜆1(𝐺2
3) = 4,7015 

𝜆1(𝐺2
4) = 5 

 

2,4494 

5,4288 

6,3095 
6,8986 

 

2,4494 

4,4721 

5 

5 

 

2,4494 

3,9359 

4,7817 
5 

 

1,8171 

1,8192 

1,6847 
1,4953 

 

𝐺 3
 
𝜆1(𝐺3) = 2,2283 

𝜆1(𝐺3
2) = 3,5344 

𝜆1(𝐺3
3) = 4,4278 

𝜆1(𝐺3
4) = 5 

 

2,2894 

4,0428 

5,6967 
6,8986 

 

2,4494 

4,4721 

5 

5 

 

2,2894 

3,6628 

4,5730 

5 

 

1,8612 

1,9138 

1,6598 

1,4953 
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5. SONUÇ 

Bu çalışmada grafın 𝑘. kuvvetinin tanım ve özelliklerinden yararlanarak sonlu, yönsüz, 

basit, bağlantılı grafların komşuluk matrisinin en büyük özdeğeri için bazı üst sınırlar elde 

edilmiştir. Ayrıca bu sınırların yer aldığı teorem ifadelerine örnekler verilerek sınırların 

yakınlığının çizilen graf yapılarına göre değiştiği görülmüştür. Tez çalışmamızda 

gördüğümüz bir alt sınırı da conjecture olarak tez çalışmamızda yer verdik. Çalışmanın 

devamında farklı graf yapıları incelenerek farklı sınırlar elde edilebilir. 
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