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OZET

Bu tezde, Ciupa tarafindan tanimlanan toplamsal tip operatorler dizisinin yaklasim
ozellikleri arastirilmistir. Giris boliimiinde operatdrlerin ortaya cikisi anlatilmistir. Ikinci
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merkezi momentleri, yaklasim Ozellikleri ve yaklagim hizina ait sonuglar calisiimistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

L(f,x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

fa3f fr Tonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi

Pp(x) Appell polinomu

p(x) Agirlik fonksiyonu

Bp(R) |f (x)| < Mgp(x) sartim saglayan fonksiyonlar uzay:

w(f;d) f fonksiyonunun siireklilik modiili

C,(R) Bp(R) uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin alt uzay1

C5(R) {Fecm: limZ5 e R} alt uzay:

(VAP Bp uzayinda tanimlanan norm

”L”Cp—>Bp Cp[0,0) mnormlu uzayindan Bp[0,) normlu uzayina
doniisiim yapan L operatdriiniin normu

B, [0, ) |f (x)| < MgeP* sartim saglayan fonksiyonlar uzay:

C,[0, ) B, [0, ) uzayindaki siirekli fonksiyonlarm alt uzay:

* . fx)
C,[0, ) {f € C,[0, ) : il_)ngoeTi € IR{} alt uzay1

£, B,[0, ) uzayinda tanimlanan norm



1. GIRIS

Fonksiyonlar teorisinin en ¢ok uygulamasi olan dali yaklasim teorisidir. Yaklasim
teorisinin amaci, belli 6zelliklere sahip fonksiyon uzayinin elemanlarinin bu uzayn bir alt
uzayindan olan iyi 6zelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir.
Burada iyi ozelliklere sahip fonksiyonlar genelde iyi bilinen, polinomlar veya rasyonel

fonksiyonlar olarak alinmaktadir.

Fonksiyon uzaylarinda "stirekli fonksiyonlara yaklagim™ problemi ilk defa Weierstrass
tarafindan ele alinmistir. Bundan dolay: yaklasim teorisinde en 6nemli teoremlerden biri
Weierstrass yaklasim teoremidir. 1885 yilinda Weierstrass [a,b] araliginda siirekli her f
fonksiyonuna bir polinomla yaklasilabilecegini ifade etmistir [1]. Ancak Weierstrass bu
polinomlarin ne tiir polinomlar oldugu ve polinomlarin bulunma kosullari hakkinda
herhangi bir bilgi vermemistir. Daha sonra birgok matematik¢i bu teoremde ifade edilen
polinomlar1 agik bir sekilde elde etmislerdir. Bu polinomlarin agik bir formu 1912 yilinda

Bernstein tarafindan

n

B,(f,x) = Z f (S) () %@ — 2y n=12.)

k=0
bigiminde verilmistir [2].

Bu calismalar Analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan ve matematigin bircok daliyla
iligkili olan arastirma konularindan biri de lineer pozitif operatorlerle yaklasim konusunu
ortaya ¢ikarmistir. Ik olarak 1951 yilinda Bohmann toplam bigimindeki lineer pozitif bir
operatorler dizisinin [0,1] kapali araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsamasi igin
yalnizca ti¢ kosulu gergeklemesi gerektigini ifade ve ispat etmistir [3]. Daha sonra 1953
yilinda Korovkin, Bohmann’in elde ettigi bu teoremi genel bir lineer pozitif operatorler
dizisine tasimistir [4]. Bohmann ve Korovkin teoremleri lineer pozitif operatorler teorisinin
gelismesine biiyiikk katki saglamistir. Bu teoremler 1siginda bir¢ok yeni lineer pozitif
operatdrler dizisi tanimlanarak yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Lineer pozitif opertorler
dizisinin tanimlanmasinda en genel yontemlerden biri de dogurucu fonksiyonlar tirettigi

polinomlarin kullanilmasidir [5].
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Ayrica, [0,00) araliginda agirlikli yaklasim ozellikleri de incelenebilmektedir. Sinirsiz
araliklarda yaklasim problemi, agirlikli uzaylarda arastirilmistir. Agirlikli  uzaylarda

yaklagim kosullar: ve Korovkin tip teorem Gadjiev tarafindan verilmistir [6,7].

[0,00) aralig1 {izerinde tanimli iistel biiyiiyen siirekli fonksiyonlara yaklagmak i¢in |z| < R,

R > 1, diskinde g(1) # 0 sartin1 saglayan bir

9@ =) an
n=0

analitik fonksiyonu olmak iizere g(u)e™* dogurucu fonksiyonun iirettigi

gwe = ) p(ryut
k=0

esitligini saglayan p; (x) Appell polinomlariyla

oo

e ¥ k
An(fi) = = Z peuf () (L)

k=0
bi¢iminde tanimlanan operatorlerin yaklasim 6zellikleri ¢alisilmigtir [8].

Bu operatorler tanimda g(z) = 1 alinirsa, Szasz-Mirakjan operatorleri olarak bilinen

Sn(f3x) =e™™ Z (nlj!)kf@)

n

operatorlerine indirgenir [9-11].

Bu tezde, Es. 1.1 de verilen operatorlerin tanimindan esinlenerek g(u) cosh(ux) dogurucu
fonksiyonunun belirledigi polinomlar yardimiyla tanimlanan bir toplamsal tip (B,) lineer

pozitif operatoler dizisi ele alinmistir. Bu operatorler



9(w) cosh(ux) = > pr(u*
k=0

esitligini saglayan
K

B xkv 14+ (=1
Pk@“)-Zav(k_v)! 2

v=0

polinomlart ile tiretilen

o)

L 1 k
Ba(fix) = g(1) cosh(nx) Pe(0)f (E)

k=0

seklinde tanimlanarak yaklasim 6zellikleri incelenmistir [12-14].

Bu operatorler dizisinde g(u) = coshu ve g(u) = 1 alindiginda sirasiyla [13] ve [15] de

calisilan
1 2k
Ln(f3 %) = cosh 1 cosh(nx) Z Pa(nX)f (?)
k=0

ve

erp o~ 1 S (nx)?k 12k
L (f5x) = cosh(nx) Z (2k)! f(?)

k=0

operatorler dizileri elde edilir.

Bu tez, birinci boliimii giris boliimii olmak tizere bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliim temel kavramlar ve lineer pozitif operatdrlerin tanimi ve dzelliklerine iliskin

bilgiler verilmistir. Daha sonra yaklasim teorisinde merkezi rol oynayan teoremlerden biri
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olan Weierstrass teoremi ve Korovkin teoremi ifade edilmistir. Yaklasim kosullar1 ve

Korovkin teoreminin ispatiyla ilgili tanim ve teoremlere deginilmistir.

Uciincii ve dordiincii béliimde Cuipa tarafindan tanimlanan bir P, operatdrler dizisinin

yaklasim Ozellikleri ile Voronovskaja tip teorem incelenmistir.

Besinci boliimde de elde edilen sonuglar ve Oneriler yer almaktadir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Sonlu Aralkta Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

2.1.1. Tanim (Noktasal siireklilik)

A c Rve f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Her ¢ > 0 sayisina karsilik en az bir
§ > 0 sayis1 bulunabilir 6yle ki |x — t| < § oldugunda |f(x) — f(a)| < € oluyorsa f

fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir [16].

2.1.2. Tanim (Diizgiin siireklilik)

Ac R ve f:A- R bir fonksiyon olsun. Her €>0 igin 6yle bir >0 bulunabilir ki
|x —t| <6 esitsizligini saglayan her x,t € A i¢in |f(x)— f(t)| <& oluyorsa f

fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir denir [16].

2.1.3. Tanim

X bir lineer uzay olsun. || ||: X — R fonksiyonun x deki degerini ||x]|| ile gosterelim. Bu
fonksiyon i¢in;

)} Her x € X i¢in ||x|| = 0,

i) Herx € X i¢in ||x|]| =0 & x =0,

iii) Her a € Rve x € X icin [lax|| = |a|||x]|,

iv)  Herx,y € Xicin [lx + yll < [lx|| + Iy,

sartlarin1 sagliyorsa || || fonksiyonu X iizerinde norm denir. Eger bir Lineer uzay tizerinde

norm tanimlanmigsa bu uzaya Normlu uzay denir [16].

2.1.4. Ornek

[a, b] aralig1 tizerinde tanimli ve araligin tiim noktalarinda siirekli olan fonksiyonlarin uzay1

Cla, b] ile gosterilmektedir [16].

C[a, b] uzaymdan olan her bir f fonksiyonu i¢in sonlu bir
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max | f (x)]

asx<b

say1s1 vardir. Bunun bir norm oldugu gosterebilir. Gergekten
i >
) arggélf(x)l >0

il) Eger f uzayin sifir1 ise yani [a, b] araliginda f = 0 ise 0 zaman bu fonksiyonun

maksimumu ayni1 aralikta sifirdir. Diger yandan eger max |f(x)| = 0 ise 0 zaman
asx<

f = 0olur.

iii) a keyfi reel say1 olmak {izere

max (af(x)| = |a| max X
max |af ()] = la] max|f ()],

iv) fveg, [a, b] de siirekli iki fonksiyon olmak iizere Vx € [a, b] i¢in

|f () + gl < If ()] + [g(x)]

oldugundan
max |f(x) + g(x)| < max (|f ()| +|g(x)]) < max|f(x)|+ max[g(x)|
asxs<b asx<b asx<b asx<b

dir. Boylece norm aksiyomlari saglanir.

Cla, b] uzayinda norm;

”f”C[a,b] = max |f(x)|
asx<b

ile gosterilir.

Bu uzayda yakinsakligin diizgiin yakinsaklik oldugu da gosterilebilir. Kabul edilsin ki

C[a,b] uzayinda olan bir (f,) fonksiyonlar dizisi [a,b] araliginda f fonksiyonuna

diizgiin yakinsasin. Bu takdirde keyfi ¢ > 0 verildiginde 6yle bir N = N (&) bulunur kin >

N oldugunda her x € [a,b], |f,,(x) — f(x)| < € esitsizligi , f(x) € C[a,b] oldugu ve



7

dolayis1 ile |f,, — f| € C[a, b] dir. Weierstrass teoreminden dolay1 dyle bir x* € [a, b]
vardir ki f,, — f fark fonksiyonunun x* daki degeri [a,b] nin diger noktalarindaki

degerinden biiyiiktiir. Ayrica x* € [a, b] oldugundan
fuCe) = f)] = max|f, () - f@)| <e
saglanir ve

Ifn — fllciap <e

(n > N(e))

olur.

Cla, b] de olan (f ) dizisi C[a, b] uzaymmn normuna gére yakinsak olsun. Bu durumda

keyfi pozitif € sayisina gére dyle bir N (&) bulunur ki n = N olan tiim bir n ler igin
max |f, (x) — f(x)| < e
asx<b

bundan dolay1 [a, b] de tim x ler igin

lf(x*) = f(x)] <en=N

esitsizligi saglanmir. Sonug olarak, C[a, b] uzaymmin normuna gore yakinsama, diizgiin

yakisamadir.
Diizgiin yakinsama;
f3f, mnow

seklinde gosterilir.
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2.1.5. Teorem (Weierstrass):

Her e > 0 ve f € Cla, b] i¢in dyle bir p polinomu vardir ki, her x € [a, b] igin

|p(x) — f(x)] < € esitsizligi saglanir [16].

Bagka bir ifade ile [a, b]araliginda siirekli her f fonksiyonu icin f(x)’ e, [a, b]

araliginda diizglin yakinsayan bir {p(x)} polinom dizisi vardir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler
2.2.1. Tanim

X ve Y normlu fonksiyon uzaylari olsun. X den alinan her f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kuralina X den Y ye operator denir. f € X ve x, g nin

tanim kiimesine ait olmak tizere g(x) = L(f; x) bi¢iminde gosterilir [17].

2.2.2. Tanim

L: X — Y bir operator olsun. Her f3, f, € X ve a;, @, € R olmak iizere

L(aifi + azfz;x) = a;L(f1;x) + ayL(f2; %)

esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir [17].

2.2.3. Tanim

L: X — Y lineer operator olmak tizere kabul edelim ki
Xt ={f €X:f(t) =0}
ve

Yt={geY:g(x) =0}



olsun. Eger, X uzayinda tamimlanan L lineer operatorii, X' kiimesindeki her bir f
fonksiyonunu Y™ kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyor ise L operatoriine lineer pozitif

operatdr denir [17].

L lineer pozitif operator ise L(X*) c Y™ saglanir. Yani f(t) = 0 oldugunda L(f;x) =0

olur.
2.2.4. Onerme

L: X — Y lineer pozitif operator olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur [17].

1) f,g € X olmak iizere Vt igin f(t) < g(t) ise L(f;x) < L(g;x) dir. Buna L lineer

pozitif operatoriiniin “monotonluk 6zelligi”denir.

i) [L(5 )| < LS x) .
2.3. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kosullar

1951 yilinda H. Bomann, toplam seklinde lineer pozitif operatdrler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir [3].

H. Bohmann gostermistir ki x € [0,1], 0 < app <1ve k<r igin aux <an,

oldugunda
n
Ln(f; x) = Z f(an,k)pn,k(x); pn,k(x) =0
k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin, n = oo i¢in [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna
diizglin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ii¢ tanedir. Bunlar i = 0,1,2,3 icin

e;(t) = t' olmak iizere

lim [IL(e0) = eollcpo1y = 0,

rlli_)no10||Ln(€1) —ée1llco1 =0
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ve
lim [|L, (e2) = ezllcpoay = 0

seklinde ifade edilirler.

Asikardir ki Bohmann' 1n arastirdig1 operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1] araliginin

disindaki degerlerden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin, H. Bohmann' in teoremini daha genel bir halde vermistir.

1953 yilinda P. P. Korovkin siirekli fonksiyonlarin sonlu aralikta lineer pozitif
operatorlerin yardimiyla yaklastirilmasina iligkin asagidaki teoremi vermistir. P. P.
Korovkinin kendi adiyla verilen bu teorem bu konudaki c¢alismalara biiyiikk katki

saglamistir.
2.3.1. Teorem (P.P Korovkin)

f € Cla, b] ve tiim reel eksenlerde sinirl

(If )1 < My) (2.1

olsun. Eger L, (f; x) lineer pozitif operatorler dizisi Vx € [a, b] i¢in

i) Ln(eo) 3 eo,

ii) Ly(e;) 3 ey,

ve

iii) Ly(e;) 3 e,

kosullarini sagliyorsa bu durumda [a, b] araliginda
La(f) 3 f

dir [17].



fspat

Kabul edelim ki f € C[a, b] ve € > 0 olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan bir

&(g) > 0 sayis1 bulunabilir ki

lt—x|<&=|f() —f()]| <e

saglanir. |t — x| = 6 oldugunda ise Es. 2.1 den ve tiggen esitsizliginden

If@®) = fFOII < IFOI+ 1f ()] < 2Mf

yazilabilir. Diger taraftan

|t — x|

[t—x|=6= >1

olacagindan

(t =)
62 =

1

dir. Es. 2.2 ve 2.3 den

(t —x)*

If (&) — F()| < 2M; < ZMfT

yazilabilir. O halde

lt—x|<é=>|f(O-f)|<e

lt—x|28=1f() — O] < 2My —;

elde edilir. Dolayisiyla her t, x € [a, b] igin

(t —x)?

f@)—fx)| <€+ 2MfT

esitsizligi yazilir. Eger 1), ii) , iii) kosullarin1 saglayan (L,,) oparator dizisinin

(t —x)?

11

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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lim 1Ly (f) = fllctap) = 0
esitligini de sagladig gosterilirse ispat tamamlanir.
Lineerlikten ;
|Ln (f (£);2) — FCO| = [Lu(f (©); %) — f () + Ly (F (x); ) — Ly (f ()5 %)
= [Ly(f (&) — f()); %) + () (Ln(L; %) — 1)
dir. Burada iiggen esitsizliginin kullanilmasyla
1L (f (£); %) = FCO| < [Ln(f (&) = £ 0| + [ f (O] [(Ln (1) — 1)
yazilabilir.

Diger taraftan lincer poxzitif operatdrler monoton artan ve

f@ —fC) <If(@) — f)l

saglayacagindan

L, (f (&) — £ ) 0| < |Ln (I () — fFCOL 0

olur. Operatér pozitif ve |f(t) — £(x)| = 0 oldugundan

ILn (f (6) = F(x)); )| < L (1f (8) — f () ;%)

dir. O halde

ILn(f (£);2) — FCO| < Lu(1F (O — £ + 1 GOl 1(Ln (15 x) — 1)
oldugu gbsterilmis olur. Es. 2.1 den

|Ln(f (£); ) = FCO| < Lu(1f (O = FCO ;20 + My [(Ln(15x) — 1)
yazilabilir. (L,,) monoton artan oldugundan Es. 2.4 iin kullanilmast ile

(t —x)?

L (f(8); %) = fF()| < Ly, <€ + oMy ——; x> + Mg [(Ln(1;x) — D (2.5)
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bulunur. Diger taraftan

Ln<£+ 2Mf(t_x)2;x) =Ln(£;x)+Ln<2Mf( _x)z,x>

52 52

2M;
=¢eL,(1;x) +7L 2(t% = 2tx + x?; x)

2My 2, 2 2 2 2
=¢eL,(1;x) + — 52 [ n(t%x) —x% + 2x° — 2xL,(t; x) + x°L,,(1;x) — x°)]

2M;
=¢eL,(1;x) + — [(L (t%x) —x2) + 2x(x — L, (%)) + x?(L,(1;x) — 1)]

yazilabilir. Son bulunan ifadenin Es. 2.5 de kullanilmasiyla

|Ln(f (£); %) = FOO| < eLn(1;x) + My |(Ln(1;%) — D]
My 2 2 2
F[(L"( t%x) —x°) + 2x(x — L, (t; x)) + x*(L,(1;x) — 1)]

elde edilir. Burada i) , ii) ve iii) kosullarinin kullanilmasiyla limit alindiginda

L, (f(£);x) —f(O| < &

bulunur. O halde

lim max |L,,(f(¢); x) — f(x)| = 0

n—oo asxs

dir.

Goriildugii gibi Korovkin teoremi bu konudaki ¢aligmalara biiyiik katk: saglamistir. Cilinkii
verilen operatoriin sadece 1, ¢, t2 ifadelerini sirastyla 1, x, x? ye diizglin yakinsamasi, sonlu
aralikta stirekli biitliin fonksiyonlarin bu operatér yardimiyla yakinsamasini sdylememize

yetmektedir.
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2.3.2. Teorem (Korovkin Teoremi)

(L) lineer pozitif operatorler dizisi olsun. a,(x), Bn(x) Ve ¥, (x), [a, b] de diizgiin olarak

sifira yakinsak olmak iizere her x € [a, b] i¢in

Lp(L;x) = 1+ ap(x),
Ly (&) = x + Bn(x)
ve

Ly(t%%) = x* + o (x)

kosullart saglaniyorsa bu durumda (L,) operatorler dizisi, [a, b] araligi lizerinde f
fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar. Burada f, [a, b] de siirekli, a da soldan, b de sagdan
stirekli ve R de sinirh bir fonksiyondur [18,19].

Korovkin teoremi sonlu araliklarda saglanmasina ragmen sonsuz aralikta saglanmaz.
Sinirsiz bolgelerde Korovkin teoreminin saglanmadigint ve hangi kosullar altinda

problemin saglandigini 1976 yilinda A. D. Gadjiev [7,20] de vermistir.
2.4. Agirhikh Uzaylar
2.4.1. Tanim

p fonksiyonu, R reel sayilar kiimesi lizerinde siirekli artan reel degerli ve

lim p(x) = o
|x|—>00

ve

p(x) =1 (Vx €R)

kosullarini sagliyorsa R tizerinde agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir [17].
2.4.2 .Ornek

p > 0 reel say1 olmak iizere p,(x) = eP* ve p(x) = 1 + x* birer agirhkli fonksiyon olur.

Simdi de agirlikli uzay tanimini verelim.
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|f (Ol < Mpp(x), Mg > 0

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini B,(R) ile

B, (R) uzayimndaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini C,(R) ile gosterelim. Bu uzaylar

(@l
Ifll, = sup {m.x e ]R}

normu ile birer normlu uzay olur. C,(R) uzaymin

e,

xloe p (x)

kosulunu saglayan fonksiyonlarmin kiimesini C;(R) ile gosterilim. C;(R) uzayr C,(R)

uzayinin bir alt uzay1 olur [17].

2.5. p —Normunda Korovkin Teoreminin Varhgi
2.5.1. Teorem

p(x) =1 + x? olmak lizere L,: C,(R) — B, (R) lineer pozitif operatdr dizisi verilsin.

Tim || Ly (o) — €l = 0, (2.6)
lim [|Ly (e,) = eyll, = 0 @7)
ve

Tim | Ly (e;) — ez, = 0 (2.8)

seklindeki sartlarin1 saglasinlar. Bu durumda C,(R) uzaymda Oyle bir f* fonksiyonu

bulabiliriz ki n — oo igin

ILn(f) = fll, 21
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elde edilir [17].

fspat

L,, operatorler dizisini agsagidaki sekilde tanimlayalim,

Lo (f; %) = f<>+ [f(x+1) Ol Ixl<n

L,, ler lineer pozitif operatdrler oldugu agiktir. Diger taraftan
p(x) =1+ x?

Ve

x| <n

i¢in

2

T2 [p(x + 1) — p(x)]

L,(p;x) = p(x) +

2

=1+x*+ LHx
1+ 2n?

[(x + 1) — x?]

x2

=1+x*+ L
1+ 2n?

[1+ 2x]

<14+x%+2+x?
S3(1+x2)

= 3p(x)

elde edilir. Boylece Ly, her bir n igin C,(R) dan B,(R) ye tanimlidir. Simdi Es. 2.6, Es.

2.7 ve Es. 2.8 sartlarina bakalim. L,,(1; x) = 1 oldugundan Es. 2.6 ger¢eklenir.

1+ x?

—1+2n2[x+1—x]

L,(t;x) = x+



den

1+ x?
Ln(tix) =x =707

esitsizligi elde edilir. Buradan

|L(t; x) — x| _ 1
|§Cl|1£l 1+x2 1+ 2n?

olup Es. 2.7 sart1 saglanir. Son olarak Es. 2.8 kosulunun saglandigin1 gésterelim.

2

Tr 2z (107 = x7]

L,(t%x) = x? +

1+ x?

2
=x? +
x 1+ 2n2

[(1+x)? — x?]

1+ x?

2
=x? +
x 1+ 2n2

[1+ 2x]

gergeklesir. Bu durumda

|IL,(t%;x) —x?| 1+2n
su =
|x|£1 1+x2 1+ 2n?

elde edilir. Buradan Es. 2.8 iin gergeklendigi goriiliir.

Simdi
f*(x) = x? cosmx
fonksiyonunu géz oniine alalim f* € C, durve x < n igin

*, — fx* 1+x2 1 2 1 2
L,(f5x)=f (x)+m[( + x)“ cos (1 + x) — x* cos x|

1+ x2
1+ 2n2

=f"(x) - ((1 +x)? + x?) cosmx

17
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olur. Dolayisiyla

ILo(F550) — f*(0)l 1+ 2x+2x? 1+ 2n + 2n?
ek 1+ x2 a ﬂﬁﬁ 1+ 2n? 1+ 2n?

saglanir. Boylece

lim [l f* = f7ll, =1

gerceklesir. Bu da ispati tamamlar.
2.5.2. Teorem

(Ly) lineer pozitif operatdr dizisi, ¢ bir artan fonksiyon olmak iizere
lim [ILn(¢% x) — ¢*ll, =0, v=0,12

seklindeki li¢ sarti sagliyorsa her f € C;[0, ) igin

lim |Lnf = £l = 0

dir [17].

O halde L,:C;(R) - B,(R) bigiminde tanimlanan operatorler igin agirlikli yaklagim
calisilabilir.

2.5.3.Tanim

A(t) = 2 a,th,
n=0

t = 0 da bir analitik fonksiyon olmak {izere

k

AW = P
k=0
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esitligi ile tanimlanan p; (x) polinomlarina Appell polinomlar: denir [21].
2.5.4. Tanim

Bir f(z) fonsiyonunun hem z, noktasinda hem de z, noktasinin bir komsulugunda bulunan
her z noktasinda tiirevi mevcutsa f fonksiyonuna z, noktasinda analitik fonksiyon denir
[22].

2.5.5. Tanim

n > 1 olmak iizere p,, , n - inci dereceden bir polinom ve f ile g de x = 0 noktasinda n —

inci dereceden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.
lim g(x) =0
n—-oo

olmak lzere

() = pp(x) +x"g(x)

yazilabiliyorsa p,, polinomuna x = 0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor

polinomu denir [16].
2.5.6. Teorem (Taylor Teoremi)

Bir f fonksiyonu a ve x noktalarini igeren bir agik aralikta (n+1) — inci mertebeden

diferansiyellenebilir olsun. Buradan
F@) = f@) + @~ a) + T2 @ - )2 4.0 (r — )" 4 Ry (x)

Burada c, a ile x arasinda bir say1 olmak iizere

_ (o)

BRCET A

Ry (x)

dir [23].
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fspat
Tanmimdan

Ra(® = f() — f@ ~ f' @ — @) = L0 (x — )2 .- LoD ( — gy

t = a vyazlirsa

FIO) = f0) —fO) — O -0~ L0 -2 . - L0 pyn

olur. Esitligin her iki tarafinin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

PO = O - OG-0+ 0 -2 e 02 praoe-o -
SO 4 L0 (- g

= L0 (o gyn

olur. Simdi

x — t\+1
GO = F(¢) — (m) F(a)
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada
G(a) = 0ve G(x) = F(x) = 0 dir.
Rolle teoreminden a ile x arasinda bir ¢ sayist vardir ki
G'(c)=0
olur. Buradan

(x—o"

0=G'(c)=F'(c)+(n+1) = a)n+1F(a)



(n+1) _an
= —fn—'(c)(x -+ (n+1) (=)
dir. O halde

G- f™V()
Fla@)(n+1) =

(x —a)n+1 n!
olup

F(a) = R, (x) oldugundan

f(n+1)(c) i1
F(a) =m(x—a) = R, (x)
elde edilir.

2.6 Lineer Pozitif Operator Dizisi ile Fonksiyonlara Yaklasimin Hiz

Normlu bir uzay X (D) olsun. A € R ve A € A olmak {izere

}irﬁl NLA(f) — fllxpy = 0
—Ao

olacak sekilde normda yakinsaklik varsa, bu durumda

A= Agiken (@) =(IL2(F) = fllx))
ifadesi bir sifir ailesidir. Yani;

Jim, @ =0

dir. Eger

Jim Bz =0

ve

G

(x—o)

21



olacak sekilde bir () ailesi bulunabilirse, bu durumda

(LA = fllxy) = (az) = (0(B)

olur.

Burada L, (f) — f farkinin sifira yakinsama hizinin ve dolayistyla Ly (f) operatdr ailesinin
f fonksiyonuna yakinsama hizinin (f;) ailesinin sifira yakinsama hizindan daha hizli
oldugu goriilmektedir. Bu ise yaklasimlar teorisinin ikinci temel probleminin ¢ozimii igin
yukaridaki kosullart saglayan uygun bir () sifir ailesinin bulunmasi gerektigini gosterir.

Boyle bir sifir ailesini bulma yollarindan biride siireklilik modiilleridir [26].
2.6.1. Tanim

f € Cla, b] olsun. § > 0 igin

w(f;6) = sup |f(t) — f(x)l
x,t€[a,b]
|t—x|<8

bi¢iminde tanimlanan w(f; &) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir
[24].

Stireklilik modiilii asagidaki 6zelikleri saglar.
) w(f;8) =0,

ii) 6; < 8, ise w(f;61) < w(f;8,),

iii) ¢51LI(T)1+ w(f;6) =0,

iv) Her m € N i¢in w(f; mé) < mw(f; ),
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v) Her 2 € R* igin w(f;A6) < (A + Dw(f;6),

vi) [f(8) = f(O] < o(f; |t —x])

ve

[t—x|

vid) |f(®) = F0)l < (%5

+1) w(f; 8),

fspat

i) Siireklilik modiiliiniin tanimindan agiktir.
ii) 6, < &, i¢in

{lf() = f)|:t,x € [a,b] ve |t —x| < 61}

kiimesi

{f(t) = f)|:t,x € [a,b] ve |t —x| < 5,}

kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan, bolge biiyiidilkce alinan supremum biiyilicegi

ozelliginden ispat agiktir.

iii ) f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan ayn1 zamanda diizgiin
stireklidir. Yani keyfi € > 0 i¢in en az bir n > 0 vardir dyle ki |t — x| <71 kosulunu
saglayan her x,t € [a, b] i¢in |f(t) — f(x)| < /2 olur. Eger § < n segilirse siireklilik

modiiliiniin tanimina gore

w(f;6) = xfel%gb]lf(t) —fl<e

lt—x|<8
olup buradan

lim w(f;6) = 0
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bulunur.

iv) Siireklilik modiiliiniin tanimindan m € N i¢in

w(f;mé) = xfelffb] If (&) — f(x)]

|t—x|smé
esitligi yazilabilir. Eger
|t — x| < mé
ise
x—mf§<t<x+mé
olmak tizere t = x + mh se¢imiyle |h| < § i¢in

w(f;mé) = xféfgb]lf(x + mh) — f(x)|
|h|<é

esitligi elde edilir. Diger yandan

m—1
[f(x+ (k+ 1)h) — f(x + kh)]

k=0

sup, If (x +mh) = f(0)| = oSup

x,t€[a,b
IhI<6 |h|<6

olup esitligin sag tarafina tiggen esitsizligi uygulanirsa

m—1

sup I Ge-+mh) — ()] < > sup G+ (ko DR) = fx k)

x,t€la,b
|h|<6

|h|=8
< w(f;8) + w(f;8) + -+ w(f;6)
= mw(f; 5)

elde edilir.

v) A € RY sayisinin tam kismu [|1]] ile gosterilsin. Tam deger fonksiyonun tanimi

geregince
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Al <2 <TIA]+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ve w(f;6) fonsiyonunun monoton artan O6zelligini

g6zonilinde bulundurulursa

w(f;26) < w(f; ([IA] +1)6)

esitsizligi elde edilir. [|A]] pozitif bir tamsay1 oldugundan elde edilen son esitsizligin sag

tarafina bu tamimdaki iv) 6zelligi uygulanirsa

w(f; ([1A] +1)6) < (1] + 1)w(f; 6)
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her A € R* i¢in
[[Al+1<2A+1

oldugundan dolay
o(f; (A1 +1)8) < (A +1)w(f;6)
olur. Buradan

w(f;46) < (A + 1)w(f;6)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
vi) w(f;6) ifadesinde § yerine |t — x| yazilirsa
lf(®) = f)] < w(f5 |t —x])
oldugu agiktir.
vii) (vi) 6zelliginden
|t — x|
- fEl < w (f; Ta)

yazilabilir. Bu esitsizlikte v) 6zelligi kullanilirsa



26

|t — x|

If(t)—f(X)|S< +1>w(f;5)

olur. Boylelikle ispat tanimlanir.
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3. (P,) OPERATOLER DiZISININ YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu boéliimde [0, ) araliginda iistel biiyiiyen siirekli fonksiyonlara bir (B,) operatorler

dizisinin yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

3.1. P, Operatorlerinin Tanim

p = 0igin p,(x) = eP* agirlik fonksiyonu olsun.
lf GOl < My pp(x)

esitsizligini saglayan [0,c0) iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzaymi C,[0,0) ile

gosterelim. Bu uzay

fl, = Supxe[o,oo)%
14

normu ile bir normlu uzaydir.
C,[0, o) uzayinda

@
G <

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzaym da C,[0, o) ile gosterelim.

P, operatéleri; |z| < R, R > 1, diskinde g(1) # 0 sartin1 saglayan

9@ = ap”
n=0

analitik fonksiyonunun yardimiyla

g(u) cosh(ux) = Z e (X)u* (3.1)
k=0

esitligini saglayan



28

k

B XV 14 (=D
pk(x)_vzzoav (k_v)| 2

polinomlart ile tiretilen

o)

L 1 k
Puf3) =~y coams > pef () (3.2)

k=0

bi¢iminde tanimlanir [14].

P, operatorlerinin pozitifligi;

3.1.1. Teorem

P, operatorlerinin pozitif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun her n € N igin

n
g —

olmasidir [25].
fspat
Ilk olarak

0<x<oovek,n € Nigin

pi (nx) S
g(Dcosh(nx) —

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun n € N i¢in

an

————=0
g(Dcosh(nx)

olmasi gerektigini gosterecegiz.

0<x<ovek,n € Nigin



pr(nx) >
g1 —

oldugunda [0, o) iizerinde P, operatdrii bir pozitif operator olur.

Kabul edelim ki P, operatérii [0, o) iizerinde bir pozitif operator olsun. Bu durumda

pr(nx)

0<x<oovek,n € Nigin TR = 0 oldugunu gosterecegiz.
Her bir n € N i¢in
(1 t=0,
t+1 0<t< !
—n ) = ),
9o (t) = n
I 1
L O —<t,
n

pozitif fonksiyonu i¢in

an

P8 = S coshnD >

0

olur. Her bir k,n € N igin

00, 0<t<(k—1/n
k—1

ne—k+1,  ——<t<k/n

9 (®) —nt+k+1, —<t<

n n

k+1
kor )

n

bigiminde tanimlanan pozitif fonksiyonu i¢in de

a

B(gix) =————>
n(gic: ) g(l)cosh(nx)_o

olur.

Ohalde 0 < x < o ve k,n € Nt i¢in
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an

——— =0
g(cosh(nx)

olup her n € N igin

an
>0
g(1)

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

P, operatorlerinin varlig;
3.1.2. Onerme

r,p € Rver > p olmak lizere her n € N i¢in
P,: Cy[0,0) — C,.[0, 00)

bir operator tanimlar.

fspat

Es. 3.1 de tanimlanan Mac Laurin serisinin katsayisi olan py (x) polinomu

1 g(u)coshux

pr(X) = 5—
21 Jyyg Ukt

biciminde tanimlidir. Her iki tarafin modiilii alindiginda

1 |g(w)||cosh ux|
< — d
e i v L

esitsizligi elde edilir.
lu| = R egrisinde u = Re'® , 6 € [0,27] icin

|du| = RdO
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ve
|coshux| < |e¥*| = eR*

dir. [g(x)| < M, olacak sekilde bir M, > 0 reel sayis1 var oldugundan

1 eRx 21T Rx
|Pk(x)|S§MgW.fo RAO =M,

olur.
f € C,[0, o) fonksiyonu i¢in ve her x € [0, ) i¢in
|f ()| < MpeP*

olacak sekilde bir My > 0 reel sayis1 vardir.

|4
Bu durumda u = e» i¢in Es. 3.1 den

g (e% ) cosh (e% x) = i Dk (x)e%k
k=0

esitligi ile

:E:Pk(nx)j?( )

2
yazilir. Bu seri %n < 1 i¢in yakinsaktir. Dolayisiyla operatorler n > % ler i¢in tanimlidir.

oo [*9) p

en
Z Mfe n = MfM esz F

O halde herhangi bir f € C,[0, ©) i¢in

= Pr(nx) Kk
:E: D"
& g(

p
esitsizligi ve u = en i¢in Es. 3.1

Pa(fi )] < —F

coshnx
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(0]

g (e% ) cosh (e% x) = Zk:o Pk (x)e%k

yardimiyla

cosh (e% x)

coshnx

M p
P50l < o5 g (en)

esitsizligi elde edilir. Burada

14 r
cosh (nxen) _ nx(%—l) 1 4 g—2nxen

nx E—1
coshnx 1+ e2nx < 2e (n )

t_
esitsizligi ve t > 0 i¢in h(t) = eTt fonksiyonunun artanligindan

P
en—1 eP —1
n <
p p
olup
eP —1 -
r= p
p
i¢in

eP-1

M X
|P,(f;x)| < g(—{)g(e%) 2e°\ P ) < Me™

olur. Boylece 6nermenin ispati tamamlanir.
3.2. Momentler
Bu boliimde, Es. 1.2 de verilen operatorlerin yaklasim ozelliklerini elde etmek igin

Korovkin tip teorem kullanacagiz. Oncelikle test fonksiyonlari elde edebilmek igin 3.2.1.

Lemma yardimec1 sonuglar1 bulalim.



3.2.1. Lemma

Es. 3.1 ifadesinde verilen g(u) cosh(ux) = Z:):o pr (0)uk ile iiretilen py(x) Appell

polinomlar1 i¢in asagidaki esitlikler gerceklenir.
1) Yreo kpr(nx) = g'(1) cosh(nx) + nxg(1) sinh(nx),
i)Y, k?pe(nx) ={g" (1) + g'(1) + n®x*}cosh(nx)
+{2nxg'(1) + nxg(1)}sinh(nx),
iii)zzozok3pk(nx) ={g"'(1)+3g" (1) + (3n%x? + 1)g'(1)+3n2x?g(1)} cosh(nx)
+{3nxg" (1) + 6nxg’' (1) + (n3x3 + nx)g(1)} sinh(nx)
ve

iv) Y k*pe(nx) = {g® (1) + 69" (1) + (6x% + 7)g" (1) + (18n%x% + 1)g' (1) +
(x* + 7x?)g(1)} cosh(nx) + {4nxg® (1)+18nxg” (1) + (4n3x® + 14nx)g'(1) +
(6n3x® + nx)g(1)} sinh(nx).

fspat

i) Es. 3.1 ifadesinde verilen

Z pr(X)u* = g(u) cosh(ux)
k=0

esitliginde her iki tarafinin u degiskenine gore tiirevi alinirsa

33

Z pr () kuk~t = g'(u) cosh(ux) + xg(u) sinh(ux) (3.3)
k=1

olur. Bu esitlikte u = 1 ve x yerine nx yazilirsa
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Z kp,(nx) = g'(1) cosh(nx) + nxg (1) sinh(nx)
k=1

elde edilir.

il) Es. 3.3 ifadesinde her iki tarafin u degiskenine gore tiirevi alinirsa

> pek(k = Dk
k=2

= g"(u) cosh(ux) + xg'(w) sinh(ux) +xg’'(u) sinh(ux) + x%g(u) cosh(ux)

bulunur. Bu esitlikte u = 1 ve x yerine nx yazilirsa

oo

pr(mx)k(k — 1) = {g" (1)+n?x%2g(1)} cosh(nx) + 2nxg’'(1) sinh(nx)
k=2

dir. Z;o;l k?p, (nx) serisinde k? = k(k — 1) + k esitligi kullanilirsa

D k) = ) el = Dpi(n) + ) kpy(n)

k=1 k=2 k=1

olur. Bu esitlikte Es. 3.4 ile Es. 3.6 ifadeleri yerlerine yazilirsa
> k() = (g (D+g'(1) + nxg (1)) cosh(nx)

k=1

+{2nxg'(1) + nxg(1)}sinh(nx)

esitligi elde edilir.

iii) Es. 3.5 esitliginde her iki tarafin u degiskenine gore tiirevi alinirsa

> Pk = Dk - 2)uk3
k=3

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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= g"'(u) cosh(ux) + xg" (w) sinh(ux) +xg"' (u) sinh(ux) + x?g'(u) cosh(ux)
+xg" (u) sinh(ux) + x%g’(u) cosh(ux) +x%g’(u) cosh(ux) + x3g(u) sinh(ux) (3.7)

olur, buradan
> GOk = Dk = 20473 = (g (W) + 3x7g'(w)} cosh(ux)
k=3

+{3xg" (u) + x3g(u)} sinh(ux)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte u = 1 ve x yerine nx yazilirsa
z pr(MX)k(k — 1) (k—2) ={g"'(1) + 3n%x%g'(1)} cosh(nx)
k=3

+{3nxg" (1) + n3x3g(1)} sinh(nx) (3.8)
dir.
210;1 k3p, (nx) serisinde k3 = k(k — 1)(k — 2) + 3k(k — 1) + k esitligi kullanilarak

D ) = D k(k = Dk = 2pie ) +3 Y k(k = Dpi(nx) + ) kp(n)
k=1 k=3 k=2 k=1

buluruz. Es. 3.4, Es. 3.6 ve Es. 3.8 den yerlerine yazilirsa
2 k3p(nx) = {g"""(1)+3g" (1) + (3n%x? + 1)g'(1)+3n?x2g(1)} cosh(nx)
k=1

+{3nxg" (1) + 6nxg’' (1) + (n3x3 + nx)g(1)} sinh(nx)

elde edilir.

iv) Es. 3.7 de her iki tarafinin u degiskenine gore tiirevi alinirsa
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Z P () k(k — 1) (k — 2)(k — 3)uk*
k=4

= g™ (u) cosh(ux) + xg® (w) sinh(ux) +xg® (u) sinh(ux) + x%g" (u) cosh(ux)
+xg® (u) sinh(ux) + x2g" (u) cosh(ux) +x?g" (u) cosh(ux) + x> g’ (u) sinh(ux)
+xg9® (u) sinh(ux) + x?g" (u) cosh(ux) + x%g" (u) cosh(ux) + x3g’(u) sinh(ux)
+x2g" (u) cosh(ux) +x3g’'(u) sinh(ux)

+x3 g’ (u) sinh(ux) + x*g(u) cosh(ux) (3.9)

olur, buradan

Z pr ()k(k — D (k — 2)(k — 3)uk* ={g® @) + 6x2g" (w) + x*g(w)} cosh(ux)
k=4

+{4xg® (w) + 4x3g’(w)} sinh(ux)

elde edilir. Bu esitlikte u = 1 ve x yerine nx yazilirsa

Z pr(mx)k(k —1)(k —2)(k —3) = {g(4)(1) + 6x2g" (1) + x4g(1)} cosh(nx)

k=4
+{4nxg® (1) + 4n®x3g'(1)} sinh(nx) (3.10)
elde edilir.

> o, k*p(nx) serisinde

k* = k(k — 1) (k — 2)(k — 3) + 6k(k — 1)(k — 2) + 7k(k — 1) + k

esitligi kullanilarak

D kD) = D k(k = Dk = 2)(k = 3)p(nx) + 6 ) k(k = 1)k = 2)p (1)
k=1 k=4 k=3
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+7 z k(k — Dpi(nx) + z kpy (nx)
k=2 k=1

yazilir. Es. 3.4, Es. 3.6, Es. 3.8 ve Es. 3.10 daki ifadeler yerlerine yazilirsa
Z k*p(nx) = {g®W (1) + 6g""(1) + (6x% + 7)g" (1) + (18n%x% + 1)g' (1)
k=1

+(x* + 7x%)g(1)} cosh(nx)
+{4nxg® (1)+18nxg” (1) + (4n°x® + 14nx) g’ (1) + (6n°x> + nx)g (1)} sinh(nx)

elde edilir.

Bu yardime1 sonuglart kullanarak P, operatorlerine ait test fonksiyonlarini elde edelim.
3.2.2. Lemma

i =0,1,2,3,4 igin e;(t) = t' olmak {izere Es. 3.2 de tanimlanan P, operatorleri x €
[0, ) icin asagidaki esitlikleri saglar.
i) P.(eg;x) =1,

i) B,(e;;x) = %%+ x tanh(nx),

Zg’(1)+g(1)] 1 [g”(1)+g'(1)
n2 !

. ) X —_
iii) P,(eyx) =x +ntanh(nx)[ 9D g(1)

1 g®@) | 329" 3 9" |, Bx*n2+1) g’ (1)

V) Pulesix) = 5570y o g ) 570 n g
6xa'(1 3x2 n3x3 +nx
Xy ( )tanh(nx) + + tanh(nx)
n? g(1) n n?

ve
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g®@) | (6x?n%+7) "' (1)
g(1) n4 g(1)

1% | 4xg®)
n* g1 nd g(1)

V) P,(e4;x) = tanh(nx) + —

" 2,,2 !
18x g" (1) tanh(nx) + (18x“n“ + 1) g'(1)
n* g(1)

n® g(1)

N (4n3x3 + 14nx) g'(1)
nt g

tanh(nx)

(n*x* + 7n%x?) (6n3x3 + nx)
+ 3 + "

tanh(nx).

fspat

i)

eo(t) =t° = 1ve x € [0,0)icin Es. 3.2 esitliginde tanimlanan B, operatorlerinden

P 1X) = 1 N
n(eg; x) = (D Cosh(nx);pk(nx)

= 50D coshon) g(1) cosh(nx)

=1
elde edilir.

i)

e,(t) =t = tvex € [0,)i¢in 3.2.1. Lemma i) den

[0e]

1 k
Pn(el; .X') = g(l) COSh(TlX) z Pk (Tl.X'). ;

k=0

1 1 —
~ g cosh(nx) n IZ; pr(nx). k

1
- ng (1) cosh(nx)

.(9'(1) cosh(nx) + nxg(1) sinh(nx) )



_10Q

EYTO) + x tanh(nx)

elde edilir.

i)

e,(t) = t? vex € [0,)i¢in 3.2.1. Lemma ii) den

L 1 k?
Fa(ezi %) = g(1) cosh(nx) pk(nx).ﬁ

k=0

— 1 1 i - -
= g(1) cosh(nx) n? 4 pr(nx).

= 251 cosnamy 19D cosh(nx) + 2nxg’ (1) sinh(nix)

+ n2x2g(1) cosh(nx) + g'(1) cosh(nx) + nxg (1) sinh(nx)]

19"1)  2xg'() 19'(1) x
= = h 24+ —2 24 Ztanh
2 oD m——cy tanh(nx) + x +n2 (D +ntan (nx)
2, X 2g'W+g(W)] , 1 [9" W+g'(D)
=x +ntanh(nx) [—g(l) +n2[ )
dir.
iv)

e;(t) = t3 vex € [0,)i¢in 3.2.1. Lemma iii) den

D (o x) = 1 k*
n(es;x) = g(1) cosh(nx) pk(nx).ﬁ

k=0

_ 1 1 i - -
~ g(1) cosh(nx) n3 4 pr(nx).

39
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1

= ) coshnny 19 (1) cosh(nx) + 3nxg” (1) sinh(nx)

+3g" (1) cosh(nx) + g'(1) cosh(nx)(3n2x? + 1) +6nx g’ (1) sinh(nx)

+3n2x2g(1) cosh(nx) + g(1) sinh(nx) (n3x3 + nx)]

1491  3xg"(M) 39"(1)  BPn*+1)g'(D)

W g TnE g MMt STy T

6xg’(1)t h(n) + 3x? N n3x3 + nx oL

2 (D) anh(nx - 3 anh(nx)
elde edilir.
v)

e,(t) = t* ve x € [0,)icin 3.2.1. Lemma iv) den

N K
Fa(ea; ) = g(1) cosh(nx) pk(nx).F

k=0

1 1 —
Z P (nx). k*
=0

- g(1) cosh(nx) Fk

= g (D coshGuey 197 (D cosh(x) + 4nxg® (1) sinh(nx)

+69® (1)cosh(nx) + (6n%x2 + 7)g" (1)cosh(nx)
+18nxg" (1) sinh(nx) +(18n2%x?% + 1)g’'(1)cosh(nx)

+(4n3x3 + 14nx) g’ (1) sinh(nx) + +(n*x* + 7n?x2)g(1) cosh(nx)
+(6n3x3 + nx)g(1) sinh(nx)]

4) 3) 3) 2.2 "
1g7A) 4xg (1)tanh(nx)+%gg(§)1) (6x Z4+7)gg((11))

T o) gD
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18x g"' (1) (18x*n% + 1) g'(1)
—_ tanh(nx) +
g n* g
(4n3x3 + 14nx) g'(1)
tanh
+ i 7(D) anh(nx)
(n*x* + 7n?x?)  (6n3x3 + nx)
+ 2 + 7 tanh(nx)
n n
elde edilir.
3.2.3. Tamim

(P,) operatorler dizisi igin

Onr(x) =P ((t—x)";x),r=0,1,2,34.

bi¢iminde tanimlanan ifadelere r — inci merkezi momentler denir.
3.2.4. Lemma

P, operatdrlerinin merkezi momentleri asagidaki gibidir.

I)Pn((t X) x) = —x(l — tanh(nx)) +1 1 g((ll))

P CN2ea — [1 2 x(29'(1) 9" (D+g' (1)
i)B,((t —x)*;x) = [1 — tanh(nx)] [Zx n(—g(l) + 1)] += _|_ A

@) " !
i) B,((t —x)%x) = %(99(1()1) +3 gg((11)) + (3x%n?% + 1) ‘ZJ(—(ll)) + (n3x3 + nx) tanh(nx))

9'(1)
+— (3 E(l —2tanh(nx))>

,9' (D)
g

+%<3x2(1 — tanh(nx)) + 3x (1- 2tanh(nx))> — x3(4 — 3tanh(nx))
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Ve

iv)

P, ((t— x)4; x)

= (1 — tanh(nx)) |8x* — —3<12 + 16g ((1))> +—4 <1 +6
x 14g'(1) + 189" (1) + 49g® (1) 2 x
A1y B DO

1 (g'(M)+79"(1)+6g®1) +g® (1)
+F< 9D )

fspat

i) x € [0,00) ve n € N olmak iizere
Pn,1(x) = By (t — x; %)

= Py(eg;x) — xPy(eg; x)

_1g4'(M N
YO + x tanh(nx) —x.1
= —x(1 — tanh(nx)) + —%
elde edilir.

i)

P, ((t —x)%x) = B,(t? — 2tx + x?; x)

= P,(ez; x) — 2xB,(ey; x) + x%B,(eq; )

111
+39()

g(1)

10g'(1) + 69" (1)

g

)



_2 .k tanh(n)rg (1)+g(1)l nzlg”(1)+g(1)
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D g(1)
_2xg'(1) 21
n g(1) '
=2x% + 2_xg’(1) [tanh(nx) — 1] + — tanh(nx) + —& + — — 2x? tanh(nx) + —
n g(1) g(1)
= 2x%(1 — tanh(nx)) __g(_(l)) [1 — tanh(nx)] + % (1 — tanh(nx))

1" +g'(D
n? g(1)

n

x (2g'(1) 9" +g'(D)
_E<g<1)“>l+n+n2I 9D ]

= [1 — tanh(nx)] | 2x?

olur.

i)

B, ((t —x)3;x) = B,(t3 — 3t%x + 3tx? — x3; x)

= P,(e3; x) — 3xP,(ey; x) + 3x%P,(ey; x) — x3B,(eg; x)

199 3xg"(D) 39"(1) (Bx*n?+1)g'(1)
W TnE g MMty T e o
2 3..3
6—326‘9((11)) tanh(nx) +3z + n xn:- nx tanh(nx)

—3x (lg”(l) + Z_xg’( )tanh(nx) +x%+—= AC)

g gD g T ta“h("x))

g'(1)
+3x2 <EE +x tanh(nx))
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1 <g<3><1) 9"

g'(1) -
o g T AL

1/, 9@
+ (3 (D (1 2tanh(nx))>

+1 3x2(1 — tanh(nx)) + 3x2 g (1 — 2tanh(nx)) | — x3(4 — 3tanh(nx))
n g(1)

dir.

iv)

P, ((t —x)%x) = B,(t* — 4t3x + 6t%x% — 4tx3 + x*; x)
= Py,(eq; x) — 4xB,(e3;x) 4+ 6x% P, (€5 x) — 4x> Py (e4; %) + x*B,(eg; x)

149 4xg<3>(1) 6991  (6x*n*+7)g" (D)
B IO R I TC) B T Te) TR TCY

18x g"" (1) (18x%n2 + 1) g'(1)
— 7D tanh(nx) + — (D

(4n3x3 + 14nx) g'(1) (n*x* + 7n?x?)
h
— (D tanh(nx) +

n4

N (6n3x3 + nx) g(3)( ) x2g" (1)

" tanh(nx) — 4x — FIe) = 7D tanh(nx)

12x g"(1) (12x3n%2 +4x)g'(1) 24x2g'(1)
EETCOO NS g 2 gD

tanh(nx)

12x3  4n3x* + 4nx?
n n3

tanh(nx)

2g'(1) +g(1)l 6x? lg”(“ +4g'(1)
g

6x3
+6 x* +—tanh(n )l

(1)
X
_4_‘9
n g(1)

— 4x* tanh(nx) + x*
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g'(1)

Coh oo x*( g'(1)
= 8x* — 8x* tanh(nx) + - 4 tanh(nx) + 6 tanh(nx) — 12——= — 12

g

+12

g'(1) g'(1)
(D tanh(nx) + 6 tanh(nx) — 4 g(1)>

FTCO IR TC) I TCY

2 " ! 1
+%<6g n 9D g"'(

9 g

tanh(nx)

tanh(nx) — 4 tanh(nx) + 6 +6

g

g(1) g1

x ®@ "(1
+—3(4g ( )tanh(nx) + 189 ( )tanh(nx) + 14
n

g(1) g(1)

A CO I S CO N ¢V I yuv
s e Mam Tty

g’(1)>
g

!

g'(1)
g(1)

tanh(nx) + tanh(nx)

1(g®Q@®  _g"Q1) 4O 9(3)(1)>
( @ T e T
g'(1) g"(1)
FLED 0
x° x*g'(1)
= 8x*(1 — tanh(nx)) — 12— (1 — tanh(nx)) — 16— (D (1 — tanh(nx))
4—2(1 — tanh(nx)) — 24—L (1 — tanh(nx)) + 12 —ZQ (1 — tanh(nx))
g() g(1)
X2
+3 ——— (1 — tanh(nx)) — 14—% (1 — tanh(nx))
x g" x 9P )
—1859(1) (1 — tanh(nx)) — 4— FIe) (1 — tanh(nx))

xg' D) x g'"(1)
= FETCY MGV Y
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1 (g'(l) +7g"(1) +6g® (1) + g<4>(1)>
+_
n* g(1)

3

= (1 — tanh(nx)) |8 ——<12+16g( )>+ 4<1+6g (1)+3gu(1)>

(1)

+3=+
n2

g

1 (g’ +79"(1)+6g®1) + g™ (1)
+F< 9D )

bulunur. Bu esitlikte,

a, =8,

_ g'(1)
a, =12+ 16— POk

_ g  _g"()
as —4<1+6g(1) +3 o) >

14g'(1) + 189" (1) + 4g® (1)
a, =1+ )
g(1)

o =1 10g'(1) + 69" (1)
o g(1)

ve

L _IW+79" W +6gP W) + 9@ (W)
a g(1)

denilirse

3 x2

x
P,((t —x)*;x) = (1 —tanh(nx)) |a;x* — a, -~ + ag el

yazilir.

o g

' " 3) 2 ! "
_£<1 N 14g (1) + 18g (1) + 4g (1))] x 13<1 N 10g (1) + 6g (1))

g

X x? X 1

ay—|+ac—=+as—+a,—
43 >n2 6n3  Tpt
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3.2.5. Lemma

Her r,n € N ve her x > 0 i¢in

1-r

x" (1 — tanh(nx)) < r!

nT

esitsizligi gerceklenir.

fspat

r,n € Nve x = 0olsun.

e — g™ 2x7 2x7
x" (1 —tanh(nx)) = (1 oy e_nx) = w1 < Sonx
dir.
2x7
oz = ()
denilirse
err—lean _ zneanzxr
f’(x) = e4nx

olup f'(x) = 0 esitliginden f fonksiyonu x = % noktasinda maksimum degerini alir. Bu

durumda

" 2
x"(1 — tanh(nx)) < (E) 2y

esitsizligi yazilir. Diger taraftan

xT

e* = —
r!
r=0

esitliginde
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olur. x = rigin

rr< '
;_T.

oldugundan

bulunur. Buradan

" 2 2 21T
x"(1 — tanh(nx)) < (E) 2y < (Zn)rr! =— r!

esitsizligi elde edilir.
3.2.6. Lemma

n€N ve x € [0,) i¢cin asagidaki esitsizlikleri saglayan M ve M;(x) pozitif sayilari

vardir

] 2 3x 1
i) B, ((t — x)%;x) S?-I-FM

ve

1
i) Pt =x)%x0) < My (%) .



fspat

i)
3.2.4. Lemma ii) den

x 1g"MW+4'QM)

+-+—

P.((t — x)%x) = [1 — tanh(nx)] :2x2 - £<2g,(1) + 1) n n2 g

n\ g(1)

19" M+g D
n2 g(1)

1 x
= x[1 — tanh(nx)] |2x — ———=| + —tanh(nx) +
ng(l)| n
yazilir. 3.2.5. Lemmadan
1
x(1 — tanh(nx)) < -

esitsizligi kullanilarak

Pn((t_X)z,x) S%<2x 2g’(1)> g ig”(l)_l_g,(l)

T ngQD) nz g

3 19 -g'@)
B TEY

U3 19"ty ()

—non* g(1)

. . .. . . . ap g’ g’
. _ - > - >
elde edilir. g bir analitik fonksiyon ve n € N igin 7D 0, o) 0 ve o) 0
oldugundan g—(;) (J;“;] W — M denilirse

3x 1
2.
B, ((t—x)%;x) S?‘l‘ﬁM

esitsizligi elde edilir.

i)

3.2.4. Lemma ve 3.2.5. Lemmayi kullanarak

49
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. -3 | 272 : 271 | 1 X2 X0 1
Pn((t - XO) ;XO) < a1F4. - a2F3. + a3F2. - a4ﬁ+ a5?+ a6F+ a7F

1
< M;(xo) )
esitsizligi elde edilir.
3.2.7. Lemma
n €N, p > 0vex € [0, ) i¢cin asagidaki esitlikler ger¢eklenir.

P P
g (eﬁ) cosh (nxeﬁ)
i) P,(ePtx) =
g coshnx
1 en % % 4 P
it) P,(teP';x) = m7 [g’ (eﬁ) cosh (nxeﬁ) +g (eﬁ) nxsinh (nxeﬁ)]
ve
1 en p p P p

s 2 . _ o ! P poy 1 Py
) P12 = Sy e cosh (nwen) |9 (en) + e g (en)

P\ P P 2 P 2
+n?x%g (eﬁ) eﬁ] +sinh (nxeﬁ) [aneﬁg’ (eﬁ) + nxg (eﬁ)]}.
Ispat
i)
Es. 3.2 ifadesinde verilen operatdr tanimindan
Pa(eP; ) - ()P 311

. — n .
i€ X g(1) cosh(nx) PrinxJe (3.11)
k=0

yazilir. Es. 3.1 ifadesinde verilen
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Z pr ()uk = g(u) cosh(ux)
k=0

D
esitliginde u yerine en , x degiskeni yerine nx yazilirsa

0

2 Di (nx)ep% =g (e%) cosh (nxe%) (3.12)

k=0

olur. Es. 3.11 ve Es. 3.12 den

P P

g (eﬁ) cosh (nxeﬁ)
P,(ePtx) =

g(1) coshnx

olur.
i)
P,(tePt; x) = ! (nx)ﬁep% (3.13)
n "7 g(1) cosh(nx) Pi n '

k=0

p
yazilir. Es. 3.3 de u yerine en , x degiskeni yerine nx yazilirsa
P P P P P
pr(Mx)k(en)*1 = g’ (eﬁ) cosh (nxeﬁ) + nxg (eﬁ) sinh (nxeﬁ)
k=1

p
olur. Bu esitligin her iki tarafi % ile carpilirsa

E
z pr(nx) % (e%)k = % (g’ (e%) cosh (nxe%) + nxg (e%) sinh (nxe%) ) (3.14)

k=1

olur. Es. 3.13 ve Es. 3.14 den
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P
1 en 2 P p 1%

pt. — _ 1 = = = . E
B, (tePt; x) = (1) cosh(mo) n [g (en) cosh (nxen) +g (en) nxsinh (nxen)]
bulunur.
iii)
Pa(t2e; ) : o) (£) et (315)

ePtx) = nx)|—) e'n :
n g(1) cosh(nx) Pr n

k=1

k? k(k—1) k
2. nZ T n2
z pr (O k2uk = z pe (O k(k — Duk + Z pr () ku* (3.16)
k=1 k=2 k=1
yazilir. Bu esitligin her iki tarafi % ile carpilip u yerine e% , x degiskeni yerine nx
yazilirsa
z: k\* p, z: k(k—1) », k p,

pr(x) (E) en” = Pk(nx)Ten + pk(nx)ﬁen
k=1 k=2 k=1
olur. Es. 3.3 ve Es. 3.5 den

1 14
er ENT (B, B (R py P

P,(t*.eP5x) = W'F{COS}I (nxen) [g (en) +eng (en) + n?x2g (en) en]

+sinh (nxe%) [ane%g' (e%) + nxg (e%)]}
elde edilir.

3.2.8. Lemma

n €N vex € [0, o) i¢in
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P,((t — x)%ePt;x) = m{ng (e%) cosh (nxe%) (e% — 1)
+2x2e%g (e%) e‘”xe% + cosh (nxe%) [% g’ (e%) e% + % eszg” (e%) - 2% e%g’ (e%)]
+sinh (nxe%) [%x ez?pg’ (e%) + %e%g (e%)]}

dir.

Bu lemmanin ispati operatoriin lineerliginden agiktir.

3.2.9. Lemma
p>0,r>pve nyg> lnr:np olacak sekilde bir ny dogal sayist olsun. Her x > 0 ve
n = ny icin

x+1

e B, ((t — x)%ePtx) < M, "

esitsizligini saglayan p ve r sayilarina bagh bir pozitif My, - reel sayisi vardir.
fspat
n € N,n # 0 lim p,, = p olacak sekilde

n—-oo

Pn=n (e% - 1) (3.17)

dizisi tamimlansin. Bu durumda x > 0 i¢in

14 14 14 P
cosh (nxen) enxen 4 ,—nxen Jenxen ‘p
= = -Pn
coshnx enx 4 g—nx < enx 2e™Pm, (3.18)

. p P P P
sinh (nxen) phXen _ p—nxen  nxen

coshnx e 4 g~ 1x enx
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Ve

2 3.19
coshnx ~ n? (3.19)

esitsizlikleri yazilabilir.

P
p < p, < pen < peP (3.20)

veny > oldugundan n > n, icin

p
Inr-Inp

p

p r r p
eho < elnP

= ver > pelo > p, > py (3.21)

olur. 3.2.7. Lemma ve Es. 3.18 den

pt g(e%) xp
Pn(e ;X)sze n

ve

p p
1B, (eP5 )l < sup e™™ g\) (en) 2e*Pn = sup AN (en) 2eX@n=1)
X€[0,00) g(l) X€[0,00) g(l)

elde edilir. 3.2.8. Lemma ve Es. 3.18 den
P
przl x2 9 (en) e%—nxe%

P,((t — x)%ePt;x) < L{ng (e%) 2e*Pn + —
g(1) n

px L, ( B\ D ppx L 2P P
+2ebn ﬁg (en)en+2e n ﬁeng (en)

2x 2p P xXp P
+—ePr¥eng (en) + ePn¥ —eng(en)}
n n

esitsizligi elde edilir. g bir analitik fonksiyon ve her n € N i¢in a—';) > 0 oldugundan

g(
9 (e%) <,

@D = o M Ty S




olacak sekilde M;, M, ve M5 pozitif sabitleri bulunabilir.

Es. 3.19 den

1)

1 »r o 1 p
2 P — ePn¥ + 4M; —en TnxXer 4+ 2M, n—epnxen

P, ((t — x)%ePtx) < 2M1x

1 2p X p
+2M3 —epnxe " + 2M2 epnxe n + M, —ePr¥en
n

olur.r > 0vex = 0igin

x? 1 1
e T*B,((t — x)%ePt x) < 2M1 ~ePn Xy 2 45 MiePe™™ +2M, e (Pn=T)X P

1, : X _ x _
+2M3; — e?Pe® X 4 2M, —ePe*Pn7") 4 M, —ePePn X
n n n

olur. Son esitsizlik diizenlenirse
X X
e P, ((t — x)%ePhx) < ;ex'(”n‘” (ZM1 ;Pnz + 2M,e?? + Mle”)
2 x(pn-1) p 2p 1 p-TX
+Fe ") (M,eP + Mse )+4¥Mle

p
yazilir. Es. 3.20 de p < pen oldugundan

x X ., 2p
—pp? < — pen < xp?e??
n

olup, buradan

X
e TP ((t — x)%ePtx) < Ee(pn_r)x(ZMlxpzeZP + 2M,e?P + M,eP)

2 x(pn—T1) p 2p 1 p
+Fe nT)(M,eP + Mse )+4;Mle

olur.n = ng i¢inr — p, =1 — pp, > 0 oldugundan ve x > 0 igin
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xe_x(r_pn) S xe_x(r_pno) S 1
T — Pn,
olup, buradan
—rx — +\2,DPt. l 252p 2p p
e B, ((t — x)“eP*; x) Sn (2M xp“e“?P + 2M,e“P + M,eP)
— Dn,

2 1
+n_2(MZep + M362p) + 4‘?M1€p

X2M1p262p 1 1 2p P 2 » 2p .
=£ -r_pno +;‘r‘—pn0 (2M2€ +M1€ )+ﬁ(Mze +M3e +2Mle )

x+1
n

< My,

esitsizligi elde edilir. Burada M, ,- sayis1 p Ve r sayilarma bagli bir pozitif sabit sayidir.

3.2.10. Lemma

p
Inr—Inp

p>0,r>pveny >

olacak sekilde bir ny dogal sayisi ve bir f € [0, ) igin

IFf Il < My NI fl

esitsizligini saglayan p ve r sayilarina bagl bir pozitif M, ,. reel sayis1 vardir.
fspat

x € [0, 00) i¢in 3.2.7. Lemma ve Es. 3.18 den n > n; i¢in

co

S (6]

k=0

e—rx

e | R(f;0)| =

cosh(nx)

< lIfll,e " Pu(eP'; x)
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1 4 p
= Il g(1)cosh(nx) 9 (ez) cosh (nxelrol)

o)

g(1)

o)

g(1)

< |Ifllem ==L 2evnx

2e®Pn-1)X

= If 1l

< Myl

elde edilir.
3.3. P,, Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

C;[0,00) = {f € C,[0,): f" € C;[0, 00)} fonksiyon uzayini tanimlayalim. h > 0,6 = 0
ve f € Cp[0,00) igin Apf(x) = f(x + h) — f(x) ve siireklilik modiiliinii

o(f, Cp; 8) = sup llanfll,
0<hsé8
seklinde tanimlayabiliriz.

3.3.1. Teorem

p
Inr-Inp

p>0,r>pveny> olacak sekilde bir ny dogal sayis1 olsun. Her f € CI} [0, o)

i¢in

x+1
e "|B(f;x) = f()| < M;’r“f,“p\/;

esitsizligini saglayan p ve r sayilaria bagh bir pozitif My, , reel sayis1 vardir.
fSpat

x € [0,0) olsun. Her f € C,[0,00) vet € [0, ) i¢in
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£ - FG0) = f f1(wdu

yazilir. Esitligin her iki yanina P, operatorleri uygulandiginda B, (1; x) = 1 oldugundan

B.(f;x)—f(x) =B, <J. f’(u)du;x>

olup, r > p igin

e R (fix) = f()| < eT*R, <] f’(u)du;x>

esitsizligi yazilabilir. Fakat

t
<If'1l, f ePdy
X

= lIf"llple?*t =) < lIf'll,(eP* + eP¥)|t — x|

fxtf’(u)du

oldugundan
e P (f;x) — fOI < NIf ' llpe ™ [P (It — x[ePh x) + eP*R (It —x[; )] (3.22)

olur.

3.2.6. Lemma i) ve Cauchy esitsizligi kullanilarak

1 - k
S B P -
Fale = xl;x) g(l)coshnxkz_; k(nx) |n x|

o © 2
< m kZO P, (nx) kZO P, (nx) (% - x)

= \/Pn((t —x)%;x) < /3%+%M

dir. Benzer olarak
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—-rx
e ™P,(|t — x|ePt; x) =

[e4} k pE
z Py (nx) ‘5 — x‘ ePn

k=0

e
g(1)coshnx

< \/e‘rxPn(ePt; x)\/e‘”‘Pn((t — x)%ePt; x)

dir. 3.2.7. Lemma ve Es. 3.18 dan n > n, igin

g (e%) | cosh (nxe%) < g (e%) 2o om=1) < 7 g (e%)
9(1)  coshnx g(1) g(1)

e P, (ePt;x) = e

elde edilir. 3.2.9. Lemma kullanilarak

p
g (eﬁ) x+1
g "

e ™P, (|t — x|ePt;x) < |2

olur. Es.3.22 ya tekrar donersek r > p > 0 ve g sinirh fonksiyonu igin

P
_ , g(en) x+1 Lo B3x 1 ~
e P (f5x) = fFCAl < NIl /ZE /Mp,rTHIf I, /7+ﬁM .eX®-1)
, ., [x+1
< lf'll,Mp, W

esitsizligi elde edilir
3.3.2. Teorem

p

T olacak sekilde bir ny dogal sayisi olsun. Her f € C;[0, o) ve

r>p>0veny, >

x € [0, 00) i¢in

x+1
n

e—rxlpn(f;x) _f(x)l < Ap,rw frCyp;
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esitsizligini saglayan p ve r sayilarina bagh bir pozitif A, ;. reel sayisi vardir.
fspat

f € ([0, ) yi Steklov anlaminda kullanacagiz.

1 h
fh(x):EJ;)f(X‘FU)du, x>0h>0
dir. f;, € CL[0, ),

If — full, < w(f, Cp; h)
ve

1
If'rll, < E(U(f, Cpi h)

oldugundan her n € N,x > 0 ve her h > 0 igin

e B (f;x) = fOO| < e P (f = frs 0| + B (fs %) = fn(O] + [ fu(x) = fFOO}

dir. 3.2.10. Lemmadan

e P, (f;x) — fFO)| < My lIf — full, < My, w(f, Cpi R)

elde edilir.

fr fonksiyonu i¢in 3.3.1. Teorem kullanilirsa

N o S x+1
e |Py(foi ) = fu (O < Ifillp My /T < M3 (f, Cp3 )
olur. Buradan
- , 1 x+1
e IR (f; %) = F (I < My, (f, Cpi h) + My 2 0(f, Cpi h) |—



+wr ()1 fn(x) = F ()

1
< w(f,CpR)(My, + 1) + M;,r.ﬁw(f, Cypi h)

., 1 |x+1
= (f, Cpi h) | Mpy + 14 M3 | —

olur.

3.3.3. Sonug

Her x > 0 i¢in ve f € C;[0, o) igin 3.3.2. Teoremde

x+1
n

h=

olacak sekilde tanimlanirsa

lim Py (i) = £(x)

limiti gergeklesir ve [0,a] kapali araliginda diizgiin yakinsak olur.
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4. (P,,) OPERATORLER DiZiSi iCIN VORONOVSKAJA TiP
TEOREM

Bu kisimda (B,) operatdrler dizisi i¢in Voronovskaja tip teorem incelenecektir.
4.1.1. Lemma

Her x € [0, 00) i¢in

g

i) TllilglonPn(t —X;x) = (D

ve

ii) limnP,((t—x)%x) =x
n—-o0o

dir.

fspat

i)

1 — tanh(nx) = #
(e?™ + 1)

oldugundan 3.2.4. Lemmadan

—2nx  g'(1)

nP,(t —x;x) = 1T g

dir.

. . —2nx  g'(1)
711—1;1;10 bt —x2) = rlll—rgo (eznx +1 + g(l))

L —2nx (gD _g'()
= Jim () + iﬁo(g(l)) e
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olur.

i)

3.2.4. Lemmadan

. 2nmx X g' () 1 9g"(M)+4'(1)
nPn((t—x)z,x) —ean+1 2X2—;<1+2m>] + x E g(l)
. N 2nx X g’
lim nP,((t —x)%x) = lim (—ean 1 [sz " <1 +2 7D >D
. 1 9"(1)+g'(1)

I
=

bulunur.

4.1.2. Lemma

Her x € [0, ) ve ¢(.; x) € C,[0, ) fonksiyonu i¢in
lime(t;x) =0

t-x

olsun. Bu durumda

lim P,(p(t;x); x) =0

n—-oo

dir.

fSpat

r >p > 0olsun. Her x > 0 ve n € N igin

D) = k
TR = s ; pee (= x) (4.1)
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esitligi yazilabilir.

ltim @(t; x) = 0 oldugundan her € > 0 igin bir §(¢) pozitif sayis1 bulunabilir ki
-X

|t — x| < & oldugunda

lp(t;x)| < &/2 (4.2)
olur. Ayrica burada M, = M, (p) pozitif reel sayist vardir ki her t > 0 igin

e Pto(t;x)| < M, (4.3)

esitsizligi saglanir.

Es. 4.1 esitliginden

e h(o(6x);x) < 7y i(_):;l(nx) Ik/;|<5 Pie((nx)) |"’ (%x>|

e~ TX

g(l) cosh(nx) Z Pie((nx)) |<p <_ x)| =515 (4.4)

n—-x|=8

esitsizligi yazilabilir. Es.4.2 ve Es 4.3 den

s<f_°" > R <CeTR(1L1) <3 45
1 Zg(l)cosh(nx)lk RIS 5¢ ThiL XS5 (4:5)

/n—x|<é

ve
e TX y ) )
= P K\ —oi/n pic/n
> g(1) cosh(nx) k((nx))|g0 (n,x>|e .
lk/n-x|28
e_rx k/
=M P pk/n .
~ % g(1) cosh(nx) k((nx)) e w6
|k/n-x|28

olur.
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2
Fakat |S— x| >4 ise buradan 1< 5_12(5_ x) olup 3.2.10. Lemmadan n, >

p/(nr —Inp) olmak lizere n > n,y, igin

1 e X k 2

S, <M,— P (_ _ ) pie/n
2 262 g(1) cosh(nx) i (nx) n %) ¢
|k/n—x|=6
e "™ 1 x+1
<M, ?Pn((t - x)zept; x) <M, ﬁMp,r T (4.7)

esitsizligi yazilir. Es. 4.4- Es. 4.7 esitsizlikleri goz Oniine alinarak x, §, € sayilari i¢in dyle

bir ny = ny(x, &, 8, My, p,r) dogal sayisi bulunabilir ki n > n, igin S, < /2 olur.
Dolayisiyla her n = n; igin

e P (p(t;x);x) <¢€

oldugundan

lim e™™F, (¢t x);x) = 0

olup

lim P, (o (& x);%) = 0

limiti gergeklenir.

4.1.3. Teorem

Her f € C2[0,0) = {f € C;[0,00) : f',f" € C;[0,00),p >0 } veherx € [0,%) igin

. . _ f " 4 w
lim n{P(f5 ) = FCO} =5 £ + £/ )

limiti gergeklenir.
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fspat

f € €50, ) olsun. f(t) fonksiyonunun x € [0, ) noktasinda Taylor formiilii

FO) = F()+ (=D () +5 (= 2" () + 960 — ) (48)

bi¢iminde yazilabilir. Burada g(t;x) kalan terimi Peano formunda olup, g(:;x) €

C5[0,00) ve lim g(t; x) = 0 dur.
t-x

Es. 4.8 esitliginin her iki tarafina B, operatorii uygulanirsa P, (ey; x) = 1 oldugu i¢in

1
P.(f;x) — f(x) = f'(X)P,(t — x;x) + Ef”(x)Pn((t — x)% x)

+P,(g(t; x)(t — x)% x) (4.9)

esitligi yazilir.

Cauchy esitsizliginden

Pu(g(t; ) (t = 0)% ) < {P(g° (6 2); )Y {(Py (¢ — )% 6)31/2

yazilir.

4.1.2. Lemmanin kosullarim saglayan ¢ (t; x) = g?(t; x), t = 0 fonksiyonu
lim P,(g%(;x);x) =0
n—-oo

bulunur. Buradan 3.2.6. Lemma ii ) den

1/2
nPa (g6 )t = )% ) < (P96 )i 0} (n?My () — )

lim 7P, (g (6 x)(t — %)% x) = 0 (4.10)

dir. Es. 4.9 ve Es. 4.10 sonuglari ile 4.1.1. Lemma kullanilarak
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lim n{Pu(f;2) — F(0} = /() % +317G0)

sonucu elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

[0,00) aralig1 tizerinde tanimli iistel biiyiiyen siirekli fonksiyonlara yaklasmak i¢in |z| < R,

R > 1, diskinde g(1) # 0 sartin1 saglayan bir

9@ =) an
n=0

analitik fonksiyonu ile g(u)e™* dogurucu fonksiyonun tiirettigi

gwe™ = > p(ut
k=0

esitligini saglayan p; (x) polinomlar1 yardimiyla

[0e]

pray 1 k
n(f3x) = g(1) cosh(nx) Pe(0)f (E)

k=0

tanimlanan bir (P,) lineer pozitif operatorler dizisinin pozitifligi, varligi ve yaklasim

ozellikleri incelenmistir.

Bu operatorlerin yaklasim hizi siireklilik modiilii yardimiyla

x+1

e P (f5x) — f(0)] < Aprw fCyp;

esitsizligini gergeklemektedir.
Voronovskaja tip sonug ise her f € C5[0, ) ve x € [0, ©) i¢in

g' (1)
g

lim n{R(f5) = F(0} =5 £7(0) + /()
bigcimindedir [14].

Bu operatorlerin parametrik genellestirilmeleri ¢aligilabilir.
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