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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calsmada kullanilmy bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte sagida

sunulmuytur.

Simgeler Aciklamalar

oD D bdlgesinin siniri

D D bolgesinin (kiimesinin) kapami

z Z kompleks sayisiningkenigi

R" n boyutlu Euclid uzayi

Ck(D) D de tanimh olan k-inci mertebeye kadasmi
turevleri var ve surekli reel veya kompldgserli
fonksiyonlarin normlu uzayi

o Landau sembolu

Im Bir kompleks sayisinin imajiner kismi

A Laplace operatori

O Gradient operatori

H Hilbert uzayi

Sup(A) A kiimesinin supremumu

\& Y kiimesinin diki

0*(D) D bdlgesinin indirgenmgisiniri

/n(D) D kiimesinin Lebesgue 6lclis

[Y] Y kiimesini iceren tim alt uzaylarin kgaii

<> Ic carpim operatori



1. GIRIS

Ters sacilim problemi matemgin yeni inceleme alanlarindan
sayllmaktadir. Bu inceleme alaninin temelleri 1966'n ortalarinda Rus
matematikci Tikhanov tarafindan atilgtur. 2.Dlinya Sava’'nda radar ve
sonarin bgarili bir sekilde kullanilmasi bilim adamlarinda daha ¢ok obje
tanimlayabilme arzusu uyandirdi. Bu olay onlarimstsaciima problemi

Uzerine gilmelerinde buylk etki yapti.

Yalniz bu problemin ankalmasi uzun zaman aldi. Bilgisayarlariglam
kapasitesinin sinirli olmasi bu alandaki fiziksehzliancin da sinirl

olmasina neden oldu.

Tikhanov ve ABD’den Keith Miller tarafindan vyapilargaligmalar,
bilgisayarli hesaplama imkanlarinin da yardimiygaist sacilim problemin
hizli bir sekilde gelsmesine neden oldu. Daha sonra ters sacilim
probleminin ¢6zumui i¢in Colton ve Kirsch tarafindgoa anda lineer
sampling metod olarak bilinen bir yontem kuruldwl®n, Piana, Potthast

ve Kirsch tarafindan bu metod kullanilir hale ggtir.

Bu yontemde once D bdlgesi, 1zgasaklinde bolinmg karelerin igine
alindi. Daha sonra bu kareler tUzerinde secgilen dinoktasi bdlgenin
sinirina yaklatirilarak noktanin yeri tespit edildi. Bgekilde D nin siniri

tespit edilmeye cajildi.

Son yillarda super bilgisayarlarinda yardimiyla stesacilim problemi,
tanimlanamayan objelerin modellenmesinde buyuk &aydaladi.
Ozellikle gunimizde teleskopla gdérmenin miumkin oma bazi gok
cisimlerinin seklinin bulunmasi, tipta ultrason ve tomografi, askradar
sistemleri, define ve mayin taramasi gibi pek c¢o@&nk ters sacilim

probleminin uygulama alanina girmektedir [1].



Ulkemizde sacilim, ters sacilim ve gggproblemleri tizerinde c¢ajan
isimlerin bainda Ibrahim Ethem ANAR, MithatiDEMEN ve ibrahim
AKDUMAN gibi isimler gelmektedir. S6z konusu probidere ait temel
bilgileri ve temel sonuclaribrahim Ethem ANAR 2005 yilinda yazmi
oldugu Kismi Diferensiyel Denklemler kitabinda toplagnr. Bu tez
calismamda kagima ¢ikan sagilma, ters sacgilma ve ggmioblemlerine ait
bir cok temel kavrami ve bunlarin detaylarini [2end faydalanarak

ogrendigimi belirtmek isterim.

Bu tez calgmasi 4 bolimden okmaktadir. ikinci boélimde bu tez
calismasinda kullanagamiz bazi temel tanim ve teoremler veriktir.
Uclincti bolumde ters sacilma problemi ve far-fieldttprn fonksiyonu
tanimlanarak bdlgenin sinirinin far-field patteta tek olarak belli oldgu

incelenmitir.

Dordinct bolimde ise gecirgen olmayan kati 6ze sahir bolge icin

gecis problemi tanimlanmgtir. Daha sonra bu boélgede tanimlanan iki kati

O0zin caksgik oldugu gdsterilerek problemin teldi incelenmitir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde bazi temel kavramlar ile sacilma teaviisi bazi dnemli

teoremleri verilecektir.

2.1. Tanim

QU R® ve pdR (p=1) olmak lizereQ da

J'|u(x)|p dx < oo

seklinde tanimli Olgulebilir u(x) fonksiyonlarinin zayr L (Q) ile

gosterilir.

2.2. Tanim

Q LI R® kiimesi uzerinde taniml bir u fonksiyonu igin,
K = {x| u(x)#0}

kimesi verilsin.

KDOQ ise Rya u nunQ daki kompakt destg denir.
2.3. Tanim

Kompakt desteklerQ [ R® te olan veQ da her mertebeden tiirevienebilen

fonksiyonlarin kimesiC; (Q) ile gosterilir.



2.4. Tanim

Q U R® olsun. Kp<w ve kOZ (k>0) olmak uzere k ve daha kigcuk

mertebeden tUrevIerin(Q) da olan fonksiyonlarin uzayr W(Q) ile

gosterilir.

Ozel olarak ,
WH(Q)=HY(Q)
seklinde gosterilir.

2.5. Tanim

Q U R® olmak lizereC; (Q) nin WSP(Q) daki kapangl WP (Q) ile

gosterilir.

Ozel olarak,
Wo*(Q) = Hy (Q)
seklinde gosterilir.
2.6. Tanim

QLU R® ve u(x), Q da 6lgulebilir bir fonksiyon olmak tizere;

L, (Q)={unQ][lupf <o, OK D Q}

loc



seklinde tanimlidir.

2.7. Tanim

QO R® olmak tizere; iki veya daha glik mertebeden turevledi, (Q)

loc

uzayinda bulunan fonksiyonlarin uzaMg (Q) ile gosterilir.

2.8. Tanim

F:C° - R, F() :jfcpdx
Q

seklinde tanimlanan fonksiyona, f fonksiyonuna «ak gelen d&ilim

denir.
2.9. Tanim

Bir A LIE kiimesinin Lebesgue gdol¢lsi

W)= inf Y m(p,)

AOUpy
k

seklinde tanimhdir. Burada (p R" de
gostermektedir.

ATE kimesinin Lebesgue i¢ dl¢usu
H(A) =1-u"(E-A)

seklinde tanimhdir ve

acik araliklar dizisini



U-(A) Sp(A)

dir.

Eger,

HA(A) =p{(A)

ise A ya Lebesgue 6lcllebilirdir denir. O zampg(A) veyap” (A) ya da A

nin Lebesgue dlcisi denir.

2.10. Tanim [3]

f, Q Uzerinde taniml bir fonksiyon olsuhlx,yJQ i¢in

[f(x)-f(y) I=sMIx-y|

olacak sekilde bir M>0 sayisi varsa f fonksiyonuna Lipschigartini

sagliyor denir.
2.11. Tanim [3]

Eger f fonksiyonu herx,JQ i¢cin m defa sirekli diferansiyellenebilir ise

f ye C"(Q) sinfindandir denir. ger f, Q Lipschitz sartini sgliyor ise Q
ya Lipschitzyandir denir.

2.12. Tanim [4]

nON, AUR" ve d deR" nin bilinen metrgi olsun. [A| ile A kimesinin

capini gosterilim. Yani;



|Al = Sup {d(x,y):x,yJA}

olsun.

Eger XOR" verildiginde her bir ON icin
0<]Ajl<o

oldugunda

X O A,

iON

olacaksekilde {A;: iDN} kimelerinin sayilabilir bir koleksiyonu varsa o

zaman {A : iON} kiimesine X in bird- értisudur denir
2.13. Tanim [4]

nON, XOR", s= 0 ved > 0 i¢cin X kimesinin s- boyutlu Hausdorff

olcusu D*(X) ile gosterilir ve

D*(X) =inf {Z|Ai|s:{A }, Xinbir & rtiisi }

iON
olmak Uzere
D*(X) =lim D *(X)

seklinde tanimlidir.



2.14. Tanim

Bir (X,d) metrik uzayinin sayilabilir ygun bir alt uzayl varsa bu uzaya

ayrilabilir uzay denir.
2.1. Teorem

Bir H Hilbert uzayinin bg olmayan bir alt kimesi Y olsun. [Y] uzayinin

H icinde ygzun olmasi i¢in gerek ve yeter kal,

Y” = {xOH : xOY} = {0}

olmasidir.

2.2. Teorem (Holmgren Teklik Teoremi) [5]

ud C?*(R*\D)NC'R®\D) fonksiyonu D bélgesinin dinda Helmholtz

denkleminin bir ¢6zimd olsun, 6yle ki u fonksiyondD nin ylzey
elementi Gzerinde sifir Cauchy verisine sahip olsBo durumda u 6zde

olarak sifir fonksiyonudur.



3. HOMOGEN OLMAYAN ORTAMDA TERS SACILMA PROBLEM i

Bu bolimde homogen olmayan bir ortamda saciima ges tsaciima
problemi ile far-field pattern fonksiyonu tanimlaiak bdolgenin sinirinin

far-field pattern fonksiyonu ile tek olarak bellidugu incelenmsgtir.

3.1. Problemin Ortaya Konmasi

Q [0 R%gecirgen bir bolge véQ, C* sinifindan olsun.

s p, ile Q bolgesinin ygunluk fonksiyonunu,

* c, ile Q bolgesindeki ses dalgasinin hiz fonksiyonunu,

* p ile Q boélgesinin d¢inda kalan bélgenin ygunlugunu,

« cile R®Q daki ses dalgasinin hizini,

« k ile R®Q daki dalga sayisini,

* k, ile Q daki dalga sayisi fonksiyonunu,

. Uile baslangi¢ dalga (olay dalga, gelen dalga) fonksiyonunu

« u®ile sacilan dalga fonksiyonunu,

* vile kirilmaya @grayarakQ bdlgesine gecen dalga fonksiyonunu,

e v ile 0Q yuzeyinin birim d¢ normalini,

dile gelen dalganin doultu vektérina gosterelim.

xOR® kaynasina sahip Ubaslangic dalgasi,

=P s
Lo

olmak Gzerep , yogunluklu Q boélgesine girerken kirilmayaguayarak, v

dalgasini ve saciimayagtayarak § dalgasini olgturur.
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Buna gore;
u(x) = U(x) + B’(x); R3\Q da (3.1)
Au + Ku =0 . R®\Q da (3.2)
u=0; 0 Qda (3.3)
. ou® .
lim r —-iku® [= 0 3.4
|x|=r - (ar J ( )

sartlarini s@layan u dalga fonksiyonunu bulma problemine sacilima

problemi denir.

Burada 6zel olarak dalga sayisi k>0 Msﬂ olmak Uzere

ui (X):é‘kia

seklinde tanimlidir.

Es.3.1 U ve U nin super pozisyonu,
Es.3.2 Helmholtz denklemi,

Es.3.4 ise Sommerfeld yayilmgarti veya radyasyon yayilmgarti olarak

bilinmektedir.
u' (x)=d*

baslangic dalga fonksiyonunun birinci ve ikinci basatean kismi

turevlerini alirsak

;<=(x1,x2,x3) ve

d=(d1,da,ds) icin



ik(xydy+X5d X 3d3)

u' (x)=u
olup,

g_u =ikdlleik;(a

Xy

2°u'
axf

— _L2M42 Aikxd
=-kd’.e

bulunur.

Benzersekilde

o°u' 242 _ikxd
PV =-k°d;.e

2
o°u' 242 _ikxd
PV =-k°d;.e

3
olur.

Bunlari Helmholtz denkleminde yerine yazarsak

AU+ KU = K (2 +d2 +d2) e+ KU
= -k ‘arui + K2

— _k2 ui + k2ui —

olur.
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Buna gore Ubaslanglg dalga fonksiyonu Helmholtz denkleminigtar.
Es.3.2 de

u=u+

yazarsak.
AU + U°) + K3(U' + 1%)=0

=AU + AUS + K°U' + K°u® = 0 (Laplace operatdrinin lineerlik 6zl
= (AU +K%u) + (AU + KBu® )= 0

=0
=Au®+ KU =0

elde ederiz.

O halde hem u, hem'uve hem de Y Helmholtz denklemini sgayan

fonksiyonlardir.

Helmholtz denkleminin temel ¢6zumu olarak bilinen

ik|x-y|
O(x,y) = -4i.e . (x2y)

fonksiyonu yardimiyla sacilan dalga fonksiyonu,

s _ Ik\x\ 1 v |kxy ikXy au(y) 0
0= G200 2 G el - et

seklinde yazilabilir [6].
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1 0 gy _ ke OU(Y)
Zxﬂ(“‘”me © 'anmj v

ifadesine far-field pattern veya scattering ampdigudenir veu, ( X ,d)

veya A(a', a ,k) ile gosterilir.

Burada

tmar= as

dir.

O zaman

uw = e;kr Ala',a k) + 0(%) (3.5)

seklinde yazilr.
Bu halde

ikxa ikr

e 1 X
u=e +A(a',a,k +0(=), r=|x| -0, a'==
r r

r

olur. Eger k sabitse A¢',a ,k) kisaca Ag@',a) seklinde gosterilebilir.

Simdi Q i¢ine iletilen v dalga fonksiyonunu g6z dnune ahal

Av+kiv=0;Qda (3.6)
u=v ; 0 Q da (3.7)



@=x@ 0 Q da

ov ov

salanir. Burada

k2C2
= 2
CO

2
ko ve

ile bellidir ve,

k2 # k* ve

AZEL

dir.

Q nin sinirini da S ile gésterege. Yani,

0Q=S

dir.
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(3.8)

Bu durumda ters sacilim problemi; k ve &{, a ,k) far-field patterni

verildiginde bdlgenin S sinirinin bulunmasi problemidir.

3.1. Lemma (Rellich Lemma) [6]

R®\Q da u Helmholtz denkleminin bir ¢O6zUmu olsun. O z@am
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udC%(R3\Q ) icin

im [ Jueqf ds=0 = u=0 (3.9)
"% W=

dir.
3.1.Teorem6]

Q U R® bir bélge ve bu bélgenin Tsinifindan olamMQ siniri her noktada

dis normale sahip olsun.
udC*(R3 Q)NC(R3Q) radyasyon yayilmaartini s&lasin.

O zaman;

Im j u@dsz Cise
0Q v

u=0, xdR3Q (3.10)
dir.
3.2.Lemma[6]

udC?(R Q) Helmholtz denklemini ve radyasyon yayilngartini sglasin.

Eger;

A(a',a)=0ise
u=0, XJR%Q (3.11)
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dir.

3.2. Cozumun Teklgi

Bi. R te diizgiin S sinirina sahip kapali bir bélge wedB basit irtibatli,
sinirli olmayan bir dd bélge olmak Uzeresagidaki gecs problemini ele

alalim.

(0% + k2) ue(p) = 0 ; PBe (3.12)

(0% + k7) ui(p) = 0 ; @i1B; (3.13)

u(p) = u(p) , pOS (3.14)

ou _ _du _

an =P an. ; pOS (3.15)

u(p) = w(p) + Unc(p) , POBe (3.16)
au, .

'r {al:: _'keuej =0 ifp— @ (3.17)

R.E Kleinmann ve P.A. Martin 1988 de bu problemidzgmunin tekigi

icin asagidaki teoremi incelemsierdir.
3.2. Teorem7]

kedR* veya Im(k) > 0,

p#0 ve Im(p k,)= 0 ve Im(p k, k?)>0

olmak lUzere E3.12 — K.3.17 ile belirtilen geg problemi en fazla bir

¢cO6zime sahiptir.
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Ispat

Ve ve V., uinc=0 olan homogen gegiproblemini sglasinlar. B tamamen

Sk ninicinde ve B, Bjile Sg arasindaki bélge olmak Uzere;

Sr={pUBe: rp=R},
Be,r ={pUBe: <R},

rp = ‘OP‘
olsun.

Veve Ve ye Be r de iki defa 1. Green O0zdkgini uygularsak

| Ve.%ds: [ vavax+ [ Ov,.0vx
aBe,R an BeR B eR =‘DV ‘2

AVe:'kive

oldugu g6z 6nlune alinip, E3.14 ve k.3.15 den

aVe _Wi 12N7
S{ve. = ds+aj;z VS L s BL{|D [+ v(kzv)} dx

oV, , _ 2 TP = a_Vl
:S[ve o ds_B{R oV kzej\/V’J7 dx a!ﬁpvi. S as

elde edilir.
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Birinci Green Ozdgliginden

J,Bvi.%—zds:jﬁ OvF =KV Hdx
9B B, ——

=vi[?

oldugu g6z 6nline alinirsa

oV 2 T2, |2 — 2 Tohg |2
e ds= -k dx - -K2|v|7d
Sije 5 ds B{R“DVE' e|v4} X jp{|Dv| ||v||} X

B

olur.

Esitli gin her iki tarafini k ile ¢carpip imajinerini alirsak

|m{kejveaV6ds}= im(k,) [ {|OV [ +/k v [} dx
5 N B

+ Im(pk_G)j|DVi|2dx+ Im(,B kek_zi)'ﬂvirdx 13)
Bi B;

elde edilir.

Eger, Im(k)>0 ise R- o igin Ve sOnumlu oldgundan E.3.18 in sol
tarafi sifira gider. Teoremde verilgartlardan \{ ve V; asikar olarak 0’dir.
O zaman homojen probleminsigar ¢6zimu vardir. Bundan dolayi

homogen olmayan problem en fazla bir ¢c6zime sahipti

Simdi benzer bir problemi daha farkl bgekilde ifade edelim.
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Vi R® te bir bolgev, =R3\Q olmak lzere S, Vyiicine alan bir ylizey

ve

V.=V, US

V.=V US

olsun. Ayrica;

xOVe — x0OS, u(x) - u*(x) ve

ou(x)  au’(x)
on on

ou(x) ~ ou (x)

xOVi - xOS, u(x) - u(x) ve 3
n

olsun.
p.kiR® - C

sirasiyla surekli diferransiyellenebilir lokal gonluk ve lokal dalga sayisi
fonksiyonlari olsunlar 6yle Kki;

xOV; igin p(x)= pi(x) ve k(x) = k(x)
xOVeigin p(X)= pe ve k(x) = k

olsun.

Burada p. ve k kompleks sabitlerdir. O zaman;

u(x)dC3(V)NCHV,) ve B(x)OC3(Ve )NCYH(Ve) igin
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(A+K?(x))u(x)=0, KR (3.19)
(A+K*(x))u%(x)=0, Ve (3.20)
PeU’(x)- pi(x).u(x) =0, X3S (3.21)
ou”(x) _ou (x)_ 0 as (3.22)
an an ’ '
Jm r(_au;(x)_ikeus(x)j: 0 (3.23)

seklinde tanimlanan gegi problemi icin teklik teoremi Adil MISIR

tarafindan 2005 yilindasagidaki sekilde incelenmytir.

3.3. Teoren8]

Im (ke) >0, m(x):%pi(x) (3.24)
olsun. Eer;
Im(m(x))<0, Im(k?(x).m(x))< 0, x0O V; (3.25)

ve u(x)JC*(V; )NCX(V,) igin

|m{keju(x)m($j.mﬁx)dx} <0 (3.26)

e

ise E£.3.19-K.3.23 ile belirtilen sacilma problemi en cok bir zgine
sahiptir.

Ispat

Kabul edelim ki 4(x) ve w(x) Es.3.19-K.3.23 probleminin sgikar

olmayan iki ¢dzumi olsun. Bu durumda



w(x)=U, (x)~ U, ()
seklinde tanimlanan w fonksiyonwasidaki problemi sglar.

(A+k?(x))w(x)=0, X R®
(A+K2 (x))w(x)=0, XIVe
pew’(x) -pi (X)W (x) =0, XIS

ow”"(x) _ow (x)
on an

lim (a 0( ) |kews(x)J: 0

=0, xas

r—oo

:{XDR3:|X|=R} ve
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(3.27)
(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

R, 2z, tamamen S ylzeyini icine alacak kadar buylk olsunve w

fonksiyonlarina
Q=5.\V

tzerinde 1. Green Ozglegini uygularsak

j W(X)AW(X) dx = jw(y) ow(y) ds(y)- | 0 w(x)I w(x) dx

Q = Dw(x)\

= [ (woomwGo |l Jax= w (5 B2 W0 gy | w220 gty

Q

Q da Aw = -k *w oldugunu goz oniine alirsaksB3.32 ifadesi

(3.32)
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j wa""(y) ds(y)= i pgx) w'(y)a";'rfy) ds(y) [ K wiwx)dx- j O w(f & (3.33)

e Q —\w(x)\

haline gelir.

Es.3.33 de sgtarafin 1. integraline 1.Green Ozdiggini uygularsak

j"i‘x)w(y)aw D dsy)= I'O'(X)WAwdx+jD(’0() ]Dwdx
S pe Vi pe

e

- —.[k_f(x)M|w|2 dx+IM|DW| dx+ [ wix)d (&J Owdx  (3.34)
Vi Ioe V; Ioe \z P.

olur.

Son ifadeyi .3.33 de yerine yazarsak

ow(y) i 2 2
Jwes ;Véy>ds(y):£@|vq o [[of ox- | ¥ (x (X)Ivdr dx+

[ A |y 2 g+ [ weom (Mjﬂmdx 8%)
v P v, P

e e

elde edilir.

Es.3.35 Un her iki tarafini kile ¢carpip imajinerini alirsak

Im[ Iw(y) w(y) ds(y)} Im( E)“V\.{z dx- Im(ke).“D W(x)2 dx

2R

—j Im(k_f. kewj |W(x)|2dx+j Im( keMj“jW(X)r dx
P, : 2

v, e e

+Im( Jw (X)D{m(x)ij(x)dx} (3.36)

Vi e
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elde edilir.

w s6énimli oldgundan E.3.36 Un sol tarafi R, o i¢cin 0’dir. O zaman

sas tarafta O olur.

Im(ke)>0= Im(kek? )<0

olur.

Es.3.24 den Kk.3.36 nin sg tarafi

Im(keg) I|W|2dx—lm(ke) I|Dw(x)|2dx —jlm(@.m(x)).|w(x)|2dx
Vi Ve v,

+ [ Im (m(x) [Dw () dx+ Im{ Kk, Vj w0 (%] Twx) dx} (3.37)

V; e

haline gelir.
Es.3.25 ve K.3.26 dan k.3.37 ifadesinin sifir olmasi igin
w=0

olmalidir. O zaman



3.4. Teorem [9]
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Es.3.1-K.3.7 ile belirtilen gegi probleminde aQ siniri,0a,a'0S* igin

A (a',a) far-field patterni ile tek olarak bellidir.

Ispat

Bu ispata, K.3.1-K.3.8 denklemlerini yeniden ele alaraksbmyacaiz.

¢u = Ou(adu) + KPu = 0, XIR®

seklinde bir operator tanimlayarak ayalim. Burada ;

olarak tanimlansin.
O zaman
u=v ; S=Q da

a‘ﬂz a+ﬂ; S=9Q da
ou ou

oldugu g6z 6nline alinirsa

Av+kiv=0; xOQ
Lu =
Au+k’u =0: xOR®*\Q

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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olur.

Kabul edelim ki (3, A, k2) ve (S, A,, k3) ayni far-field patterne sahip

iki konfigrasyon olsun (§#S;). Buradan bir ¢ekki elde edecgiz.

Burada $ ve kf sirasiyla j=1,2 ig¢in sinirt veQ; bolgesinde ki dalga
sayisini, kK de R3\Qj deki dalga sayisini gdsteriyou, (x, a ), Es.3.1-
Es.3.8 veya (§ )\j,k.z), j=1,2 ile temsil edilen £3.38-K.3.41 in gikar

olmayan bir ¢c6zimu olsun.

Q1= Q1UQ, ve

Q,=R3\Q,

olarak tanimlansin.

A (a',a) far-field patterni iki konfigrasyonu da ghyorsa Lemma 3.2 den
ui(x) = (x), x0 Q,

sonucu c¢ikar.

simdi @0 W' (R®) igin

j (ajD uOe- if l]l(p) dx (3.42)

RS
integraline bakalim.

Burada



;= XU,
ai =
a=1; xOR®* Y,

{x k?; xOQ

i

b?=
k? : X DRE‘\Qj

J

seklinde tanimlidir..

x0Qj icin Es.3.42 integrali

j(x Ov,0e- )\jkfvjcp)dx = )\j(j(DVJD(p—kva(p)de
Q;

Q;

olur.

Birinci Green Teoreminden

ov.
J' DVJ.qux:alZj (p%ds—i @A v dx

Q;

yazilirsa

[jcp—lds jqnvdx _[lf(pvde
—kjcp ds+W-W

elde edilir.

XDR3\QJ icin Es.3.42 integrali 1. Green Teoremiyle

26
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Ou.Oe- K?u,p) dx= cp%ds— @ u dx K up d:
J ] l'J'I li'[p

R3\Q, A(R\Q)) ov R3\Q R3O,
u,

= j p—ds+ j oK y dx- j K yp dx= (

A(R*\Q)) ‘Q—’o_' R3\Q, RAQ

) =0

olur. Q,, de

a=ap=a =1 ve

b? =b2 =k*oldugundan

[ (a0ule- B up) de [ (81 W= b yp) dx |

Q5 Qp

[ (a0u0e- 1 ug) dx- [ (&7 ylo- B yp) dx (3.43)

Q5 Qp

olur.

j=1,2 icin

Lju; = D(a;Du,-) + b]-ZUj
iki diferansiyel operatdr olsun. Bunlarin Green ksiyonlari

eiko‘y‘ , 1
Gj(x,y) =———. u(x,a’) + O(M

amy|

-y

), Yoo, a'=
Y]

seklinde tanimlanir [10].

Gj(x,y) kompakt kiimelerde x e Bh bir fonksiyondur.
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o0 W' (R®) ve yOQ,, igin

wy) = [[a,0,G,(x).0,0-b2G, (x y)eldx

Qp,

- I[aQDsz(x,y)-Dxcp-biez(x,y)cp]dx

QlZ

seklinde tanimlarsak;&) ve bf(x) in tanimindan ve [11] dan

w(y) = 0(1], ly] » o ve
Y]

(A, +k)w(y) =0, Q,, de
olur.

y O Q,, igin

w(y) =0

olur.

O zaman

[[a0,G (¢ y) 0,0~ 80, G (x,y11,9] &= [[bIG,(x,y)o- BG, (x,ylp] dx

Q5 Qp
olur.

S1£S, olsun.Q, nin diginda S tzerinde bir t noktasi secelim. ve t

merkezli B(t) yuvarini B(t)J Q, olacaksekilde olusturalim.
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(Q..NBM)U((Q,BO) =0,
oldugundan

j [a:LDxGl (X1Y)DXCP— 62Dx GZ (X,ym x(p] d =

Q,NB(Y)

- [ [a0,G (0,0~ 30, G (x.y),g o+

Q,\B(t)
[ [B2G, (x,y)0- G, (x,y)p] dx
QlZ

olur.

w(y) = 0 olduzundan sa taraf sinirlidir. O zaman sol taraf da sinirliolu

Yani

[ [a0,G(xy)0,0- 30,6 (x,y,g d<w (3.44)

Q;,NB(1)
olur.

Es.3.44 integrali Q, de tanimh degildir. yO Q. igin @(x,y) test

fonksiyonunu

@(x,y) O W' (R?)

(p(x,y):%, xOR?

olmak uzeren(x)OC; (R*) pargali fonksiyonunu

0<n(x)<1
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ve n(x), Qi2 nin bir konmsulugunda 1 dgerini alacaksekilde secelim.

B(t) yuvarinda, orijini t noktasinda ve;x 0 duzlemi $e t de tget olan
bir {(x1,X2,X3)} yerel koordinat sistemi tanimlayalim. Bu Kkoordin

sisteminde
y=(0,0,y5)0Q,,NB(t)

olarak secelim. O zaman-yx iken Green fonksiyonu

1 (1 p .
G,(X,y)~ —|—+— |, 0Q., NB(t), - X
(X,y) 41Ta_[r R} y 12 t, vy

seklinde asimtotik davragigdsterir [11].

Burada

o= a-g _1-\
a+g 1+\

r=|x-y|

R = (¢ =y:)* +0¢, =y )"+ (xJ+y
seklinde tanimlannmsitir.

Eger xOQi, ve YO Q,, ise y>0 ve %<0 olur. O zaman

1 | xX-y (Xl_yl’ Xz_yZ’_(|X3I+|yJ))
4ma |)(—y|3 P R

OxG1(X,y) ~ ve
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DXG;L(X,y)Dx(P(X,Y) - 4

1 {_ x-y P Xz-yz,-(lxal+|y4))}_{ x—y}

| [x-yf R [x=yf
_ 1 1 1+p|x—y|
4T[a_|)(—y|4 R
olur.

Benzersekilde G(x,y) , y - X iken

Go(X,y) ~—
4T \x —y\

seklinde asimtotik davraga sahiptir [11].

O zaman

aZDXGz(x,y)-Dxcp(x,y%[— X‘V3H- X‘qz t
anx=y[" | | [x=y" ] 4mx -y

haline gelir.

y - tiken

(20,6 (x.Y)D,0(x.y)r a0, G (x.y)I,0 (x.}] &

Q1,NB(t)
+ + X—
1 _1{%%__34_1}“ (3.45)
4anan(t)|x—y[‘ a aRr

olur.
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Eger

z=y=(0,0,%)0Q,,NB(t)

alinirsa
Ix-y| = R
olur.

y - tiken E.3.44 integrali

I:(allijl (X’y)'DX(p(X’y)_ 32Dx (% (X!y)[| x(p (vajl d:

Q,NB(t)
1o 1 {L—%(_‘ )—1}dx (3.46)
4]TQ12r]B(t)|X_y| a a(@+a)

Es.3.44 ten sol tarafin sinirli olgunu biliyoruz. O zaman gataraf ta

sinirhidir.

Bu ise ancak

+

iy +
a71+al(a _al)_

—+————21/-1=0
a  a(a +aj)

olmasiyla mumkindir.Bu denklemin ¢ozimuinden

- +

a =aq

cikar. Bu da bir ¢cebkidir. O zaman



S =5

olur.

33
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4. KATI OZLU GEC IRGEN ORTAM ICiIN SACILIM PROBLEM 1

Bu kisimda kendisi gecirgen fakat 6zU gecirgen otama bir bolge icin
akustik (ses) dalgalarinin cok katlhh engelde satiliproblemini
inceleyecgiz. Ozellikle 6ziin sert veya ses gecirmez qdudurumlar
Uzerinde duracgaz. Problemi ortaya koyduktan sonra 06zun, far-field

patterni tarafindan tek tarla tanimli olgunu inceleyecgiz.

4.1. Problemin Ortaya Konmasi

Kabul edelim ki § R%*te C sinifindan sonlu bir yiizey ve; %le tamamen
S, In icinde kalan ve §S; = O olacaksekilde G sinifindan bgka bir
yizey(6z sinirt) olsun. Sin disint Q" ile, S ve § yiizeylerinin arasinda
kalan bélgeyi deQ" ile gosterelim.

|d| =1

olmak lUzere;

k ile Q" boélgesindeki dalga sayisini (k>0),

ko ile Q" bolgesindeki dalga sayisinifK0),

* p,. ile Q" nin yagunlugunu,
* p, ile Q" nin yogunluk fonksiyonunu,

e v ile dig birim normal vektdorint gosterelim
GecirgenS, yuzeyi ile gegirgen olmayani:Sytuzeyinin olgturdugu time-
independent (zamandan gasiz) akustik dalga sacilim problemi

asagidaki sekilde formulize edilir.

Au(x) + Ku(x) = 0, xaQ* (4.1)
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Av(x) +kZv(x) = 0, X1Q° (4.2)

u(x) = v(x), XS, (4.3)

uXx) - V). X1S0 (4.4)
ou ou

V) _ g, XS: (4.5)
ou

Es.4.5. Neuman sinigarti olarak bilinir.

Buradaaidls normal vektord dgrultusundaki tirevi belirtiyor. k ve Kk
v

sirasiyla dg bolgedeki ve i¢ bolgedeki dalga sayilarii,sabiti ise

:& z1

Py-
dir.

Burada X dis Dbolgenin ve i¢ bolgenin ygunluklart oranini

gosteriyor.Ayrica
ui (X) - é‘kx&

d dogrultusuna sahip b#angi¢ dalga fonksiyonunu ve®(x)de sacilan

dalga fonksiyonunu godstermek tizere, u n@h daki super position hali
u(x)=u (x)+ U (x)

seklinde tanimlannytir.
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S:, r yaricaph orijin merkezli kire olmak Uzere, de sommerfeld

yayllmasartini sglar.Yani

lim -iku®| ds =0 (4.6)

Sr

dir.

Bundan baka U igin

ik|x|
e|T|.{uw(3()+o(ﬁJ}, IX| - oo (4.7)

seklinde asimtotik davraga sahibiz. Burada

X

%=
X

ve W, far-field pattern fonksiyonudur.4) d gelis dogrultusuna veQ" deki
ko, dalga sayisina @& oldugundan w(., d,k,) ile ifade edilir.

4.2. Coziumun Teklgi

4.1. Teorem12]

Es.4.1-F.4.5 ile belirtilen sinir dger problemi icin sacici Sve QF daki
dalga sayisi k biliniyor olsunQ; ve Q,, Q" deki her k[a,b], O<a<b ve

ui(., d., k) icin ayni far-field patterne sahip iki 6z olsuAtyrica

KoZk, icin
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u' (., d,ko)  U'(., d,k,)
olsun.
O zamanQ; ve Q, 6zleri caksiktir. Yani;
Q.=Q5
dir.
Ispat
Ispatin temel kismi Green Teoremi'nin dizgin olmayersiyonudur.
Once biz dizgun olmayan alanlarda.£1-E.4.5'nin (zayif) ¢ozumleri

icin bir notasyon tanimlayagaz.

4.1. Tanim [12]

ull H?2

loc

(Q)NHY(QR) olsun. Eer u fonksiyonu k.4.5 i sa&lar ve

loc

j(pDuD¢—K2L¢)dxz ¢, OpOHZ NHLQY

ise u fonksiyonuna £4.1 — K.4.5 in zayif ¢cozumudur denir.

Burada

1(x) = 1, xOQ" ise
A, xOQ° ise
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K™ =

, _| K% xOQ" ise
AKZ, x0OQ ise

seklinde tanimlidir.

Burada
Q' = R\Q,
H', H2_ ve H. sobolev uzaylari,

H'(Qg) =H(QNBg)

Br orijin merkezli ve yeterince buyluk R yaricaph lyuvardir.

Ayrica aagidaki notasyonlari kullanagaz.

Q12=Q:JQ>2
Q% =0Q:NQ;
Q3 =Q1,\ QY
'y =0Q;

', =0Q>

M, =0Q,

12 =0Q12
2 = 5012
r=ri\Q,
r'2= M,\Q1

Q,, Q,\Q" nin basli bir pargasiseklinde tanimlansin.

(uj,vj), j=1,2 ayni far-field patterne sahipsB.1-E.4.5 in Q; ye tekabdl

eden ¢6zumleri olsunlar. Yani,
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U10=U200

olsun. Lemma 3.2 de@" da

Ui =Us

olur.

Es.4.3 teki sinir keulu ve Holmgren teklik teoreminden

Vi(X)=va(X): = V(X), xX0Q\Q, (4.8)

V fonksiyonuQs; ve Q\Q;, de E.4.2 nin ¢6zumi oldgundanI';N I'; harig
geri kalan yerde analitik olarak sureklidir. Cunkém v hem de y bu

bolgelerde tanimli ve 4.2 nin ¢ézumleridir. Yalnia'1NT, de V yuzey
Uzerinde diferansiyellenebilir olmayabilir. Dolayyséa V burada analitik

olarak surekli olmayabilir.

V, Q3 Un I's sinirinda K.4.5 ile belirtilen Neuman sinir kal sartini
saglar. Yalniz buradas; genel olarak dizgun @ddir. Hatta Q3 Lipschitz
bile desildir. Bundan dolayi ispati tamamlamak i¢cin genetlalmis Green
formdline ihtiyacimiz var. Sonucu tespit etmedencérbazi tanimlari

verelim.

Simdi duzgin olmayan sinirda normalin tanimina ihtiymiz var.

X UOR" sabit elemanlar ve

v#0
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olsun.

A*={y: * (y-x). u>0} ve
A%={y: (y-x). v=0}

olarak tanimlayalim.

4.2. Tanim [12]

D R" de bir bélge olsunu birim vektéri 10D de 0D nin Federer

anlaminda normalidir. ger;

lim p™(n(D n B (x) nA")=0
p-0

lim p™(n(D'n B ,(x) nA)=0 ise.
p-0

Burada

/n:R" delLebesgue 6l¢clsu

B,(x) : x merkezli p yarigapli yuvar.

D'=R"\D
dir.

Bunlari kullanarak biz dizgun olmayan bir D bdlgede indirgenny

siniri tanimlayabiliriz.
4.3. Tanim [12]

Federer anlaminda normali mevcut olafldD noktalarinin kiimesine D

nin indirgenms siniri denir.0*D ile gosterilir.
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0*D = {x JdD| x 0D de Federer anlaminda normale sahip}

Bu tanimla ilgili aagidaki lemma oldukca kullaghdir.

4.1. Lemma [13]

D sonlu caplh bir kime veD siniri (n-1) boyutlu Hausdorff dl¢istne
sahip ise (n-1) boyutlu Hausdorff dl¢clisiine gore éred anlaminda normal
hemen hemen her yerde tanimhidir.

4.2. TeoremDuzgin olmayan bdlge icin Green Teoremi) [14]

Q3 sonlu caplh bir boélge vey , Q3 de tanimh 1. turevleri var ve
olgulebilir, 1. tdrevlerinin purizlu izlerQs tn indirgenmg I, sinirinda

toplanabilir olan ve (n-1) boyutlu Hausdorff 6l¢isdi uyan bir fonksiyon

olsun. O zaman

J Dw()dx= [ ¢ (xp(x)ds(x) (4.9)

dir.
Buradav(x), I, tn ds birim normalidir.
simdi

W =Vv,0V, - V,0V, (4.10)
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fonksiyonunu dikkate alalim. Buradg V{=1,2) Qs e d@gru yayilan igteki

kOj dalga sayisina kanlik gelen E.4.2 nin gikar olmayan c¢ozumleridir.

Y ani,

AV, + k, V=0 ve

AV, + K, V,*=0
dir.

Ayni zamanda Helmholtz denkleminin duizgin sinirlidldelerdeki

cOzumleri gibi
V;0OH1(Q3)

dir.

[ Dgdx= [ (OV,OV,+VAV,-DV v .-V AV fix
Q, Q,

jDVszdx+j(VAv -V AV Jix - [ OV, g

Q3

=<V, OV, >+ [ VAV, -V A/ dix -<V , IV >

Q3

=<0V, OV, >+ [ (VAV,~V A fix -<0V, 0V ,>
Q3

= <OVEEV,S + [ (VAV, -V, AV Jix - <DV B>
Q3

= [ VAV, -V, AV fix

Q3

elde edilir.



AV_ZZ—Q\/_2 ve

— 2
AVl——kOlV1
oldugu g6z 6nline alinirsa son integral

jvl(—kgz\Tz)dx - [Vo(-K2V Jax =k2 [V V dx 3 [V Y dx
Q3

Q3

=k3 <V, V,>-k3 <V, V> = (kG kG <V v >

halini alir.

Es.4.9 un s§ tarafini acarsak.

[ w6)u(ds(= [ MOV, ~VV,)u(ds(x)

oV, v jd

= [ (VEV,000 -V ) s :Jivlau(x) o0

rs

=12 s~ [ Vo= |dsx)

% L 9u(x) % 2 9u(X)

— oV — oV
= || V,—% [ds(x)- L |ds(x)
rfg L 9u(x) rf 2 9u(X)
elde edilir.

Es.4.5 Neuman sinigartindan dolayi N ye Vs
o0u(x) ou(x)

son integral 0’dir. Bundan dolayisE.11 integrali O olur.

43

(4.11)

O’a eit oldugundan
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(kél —k_§2)<vl,v2> =0

= <V,V,> =0

olur.

Bu da V (j=1,2) fonksiyonlarinin k(Qs3) Hilbert uzayinda ortogonal
olduklarini gosterir. Y ve V, 0’dan farkli old@gundan bu durum 4(Q3)

un ayrilabilir olmasiyla ¢egir. O zaman
Q= Q>

elde edilir.
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