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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.
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Orth(E)

ALlB
Z(E)
L(E,F)
L,(E,F)
©(E)
dimA
E®F
o(x)

Aciklama

E {izerinde tanimli orthomorfizmler
X tarafindan uretilen ideal

x tarafindan tretilen band
x'in pozitif kismi

x'in negatif kismi1

x ile y'nin supremumu

x ile y'nin infimumu

x'in modiilii (mutlak deger1)
T'nin modiilii (mutlak degeri)
E'nin pozitif kismu

A kiimesinin dik tiimleyeni

Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu x olan ag

Asagi yonlendirilmis ve infimumu x olan ag
Birbirine dik elemanlar

Birbirine dik kiimeler

Merkez operatdrlerin kiimesi

Operatorlerin vektor uzay1

Sira sinirh operatorler uzayi

E iizerindeki projeksiyonlarin kiimesi

A'nin boyutu

E ile F'nin direkt toplami

x'in spektrum elemanlarinin kiimesi



Simgeler

r(x)
p(x)

Aciklama

x'in spektral yarigapi

x'in rezolvant elemanlarinin kiimesi
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1. GIRIS

A normlu cebir olmak iizere eger A bu norma gore tam uzay ise A'ya Banach cebiri

denir.

A Riesz uzay1 ve cebir olsun.Eger her u,v € A'i¢gin u.ve A*oluyorsa A'ya orgii

cebiri denir.

A 0rgii cebiri ve u,v € A olmak iizere uA v =0iken her we A" i¢gin (uw)Av=0 ve

(wu) A v =0oluyorsa A'ya f-cebiri denir.

A orgii cebiri olmak iizere her a e A'igin a(e+a)” >0 sartim sagliyorsa A'ya tip-1

orgii cebiri denir.

"A birimli kompleks Banach cebiri olmak {izere A'daki sifirdan farkli her elemanin

tersi varsa A, C'yeizometrik olarak esyapilidir"”

Bu 6nerme Gelfand-Mazur teoremi olarak bilinir.

Huijsmans [8] 'de Gelfand-Mazur teoremini sirali cebirlerde asagidaki bigimde

sormustur.

"A reel Orgii cebiri ve e > 0 birim eleman1 olmak {izere eger pozitif her elemanin tersi

varsa A, R'ye orgii ve cebir izomorfik midir?"

Yaptigimiz bu ¢alismada bu sorunun cevabinin f-cebirlerinde ve tip-1 cebirlerinde
olumlu oldugu Huijsmans'in [7] ve [8], Scheffold'm [12] ve [13] makaleleri goz

Oniine alinarak verilmistir.

Bu tezin ilk boliimiinde gerekli olan temel tanim ve teoremler 6rneklerle agiklanarak

verilmistir.



Ikinci boliimiinde Huijsmans [7] ve [8] makaleleri gz dniine alinarak birimli 6rgii
cebirlerinin baz1 6zellikleri elde edilmistir. [8]'da Huijsmans'in f-cebirleri i¢in verdigi

Gelfand-Mazur teoremi ele alinmastir.

Ugiincii boliimde Scheffold'un tip-1 cebirlerini inceledigi [12] ve [13] makaleleri

incelenmis ve Geltand-Mazur teoremi tip-1 cebirlerinde verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde calismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmistir.

2.1. Riesz Uzaylan

2.1. Tanim :

E bostan farkli bir kiime olsun. E {izerinde taniml1 “<” bagntis1 asagidaki ozellikleri
sagliyorsa, “<” bagmtisina (kismi)siralama bagmtisi, (E,<) ikilisine (kismi)sirali

kiime denir [2].

i) Her x € E i¢in x < x (yansima 06zelligi)

i) Her x,y € E i¢in x <y ve y < x iken x=y (ters simetri 6zelligi)

iii)) Her x,y,ze Eiginx <yvey <ziken x <z (gecisme 6zelligi)

2.2 Tanim :

(E, <) kismi sirali kiime ve A < E olsun

a) Her x e Ai¢in x <a(a<x) olacak sekilde bir a € E varsa buna A’nin bir ist(alt)

sinirt denir. A’nin bir st (alt) smir1 varsa, A’ya istten (alttan) sinirli kiime denir.

A’nin hem st hem de alt sinir1 varsa A’ya sira sinirh kiime denir [2].

b) Her x e Ai¢in x <a (a<x) olacak sekilde bir a € A varsa a’ya A’nin en biiyiik

(kiiciik) elemanm1 veya maksimal (minimal) elemani denir ve maks A (min A) ile

gosterilir [2].



¢) A’nin st (alt) smirlarinin en kiigiigii (biiyligli) varsa, buna A kiimesinin iist (alt)

sinirlarmin en kiigiigii (biiyligii) ya da supremumu (infimumu) denir ve supA (infA)

ile gosterilir [2].

A yerine {x, y} kiimesi almirsa sup{x,y}=xvy ve inf{x,y}=xAy seklinde

gosterilir.

2.3. Tanim :

(E,<) swrali bir kiime olmak {izere, her x,y€E i¢cin xvyeE ve xAyeE ise £

kiimesine orgii denir [2].

2.4. Tanim :

(E, £)orgii olsun. Her Xx,y,z€E i¢cin xA(yvz)=(XxXAy)Vv(XxAz) saglaniyorsa

E’ye dagilmali 6rgii denir [2].

2.5. Tanim :

(E, <) orgii olsun. E’nin en kiigiik eleman1 varsa buna sifir (null) eleman denir ve 0

ile gosterilir. E’nin en bliyiik eleman1 varsa buna birim (unit) elaman denir ve e veya
I ile gosterilir [2].

2.6. Tanim :

E gergel vektor uzayr ve ilizerindeki siralama bagmntis1 “<” olmak iizere, her

X,y¥,z€E veher a e R" i¢in x <y iken,

Xtz<ytz ve ox<ay

kosullarini saglayan E uzayina sirali vektor uzayi denir.E sirali vektor uzaymin x >0



bagintisini saglayan elemanlarma pozitif eleman,E*={x € E : x>0 } kiimesine de

E'nin pozitif kism1 denir [2].

2.7. Tanim :

E swrali vektor uzay1 ve V c E alt vektor uzayr olmak {izere E’den gelen siralama ile

V'ye sirali alt vektor uzayi denir [2].

2.8. Tanim :

E sirali vektor uzay1 olmak tlizere her x,y €E i¢cin x vy e E veya x Ay € E oluyorsa

E uzayma Riesz uzayi denir [2].

2.9. Tanim :

E Riesz uzay1 ve G c E alt vektor uzayr olsun. Her x,y€E icin xvyeGveya

x Ay € G oluyorsa G’ye E’nin Riesz alt vektor uzayi denir [2].

Ornek :

i) R"kiimesi her x,y € R"i¢in

x<y < Vi=l,23..nicinx, <y,

siralamasi ile Riesz uzayidir.

il) (Q,71) topolojik uzay olmak tlizere C(Q)={f :f:Q — R siirekli fonksiyon }

kiimesi

f<g < VxeQicin f(x) <g(x) }



noktasal siralamasi ile Riesz uzayidir.
2.10. Tanim :

Bir Riesz uzaymm bostan farkli ve tstten sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin
supremumu veya bostan farkli ve alttan smirli (sayilabilir) her alt kiimesinin

infimumu varsa bu uzaya Dedekind tam (c-Dedekind tam) Riesz uzay1 denir [2].
2.11. Tanim :

E bir Riesz uzayi ve x,y,z € E olmak lizere, asagidaki dnermeler dogrudur [2].
Dxvy=-(=) A (=y]vex Ay=—(-x) v (-y)]

)x+ty=x Ay)+tx vy

Hx+y vyg=x+ty) v (x+z) ve x+(y A2)=x+Yy) A (x+2)
HDAL2>20AeR)AX VY)=AX VAYy Ve A(X A Y)=AX A Ay

2.12. Tanim :

E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere;

i) x "=x v 0 elemanma x'in pozitif kismi denir.

il) X’ =(-x) v 0 elemanina x'in negatif kismi denir.

iii) |[x|=x v (-x) elemanina x'in modiilii (mutlak degeri) denir.



2.1. Teorem :

E Riesz uzay1 ve x € E olmak {izere asagidakiler saglanir [2].
)x=x"-x

i) [x| =x"+x

i) x" Ax =0

Ayrica x=y-z ve yAnz=0 ise y=x', z=x dir.

2.2. Teorem :

E Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur [2].

DX vy= (x+y+|x-y|) VEX A Y= (x+y-|x-y|)

N | —

1
2
i) [x-y =(x v Y- (x A )

1
i) | vyl =2 (vl +x-y1)

. 1
) [x] A lyl= §| x+y] - [x-1 |

Sonug :

E sirali vektor uzayi olsun. Asagidakiler denktir [2].



1) E Riesz uzayidir.

ii) HerxeEiginx" €E
1)) HerxeEicinx™ €E
iv)Her x € E i¢in x| € E
2.3. Teorem :

E Riesz uzay1, x,y,z €E olsun. Asagidakiler saglanir [2].
D[ -] < [xry] < x[+]y]

i) |xvzoyvz|<|x-y|velxaz-ynaz|<|x-y]
iii) Eger x,y,z>0ise X A (y+2) < (X AY)+(X A 2Z)

2.13. Tanim :

E Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. Eger | x|a|y|= 0 ise x ile y birbirine diktir denir ve

bu durum x L y bi¢ciminde gosterilir.

@ # AcCE olmak iizere, A'={xeE:HeryeAicinx Ly} kiimesine A
kiimesinin dik tiimleyeni denir. A, B C E alindiginda her x € A ve her y € Bicin

x Ly oluyorsa A ile B kiimeleri birbirine diktir denir ve A L B bigiminde gosterilir

[2].



2.14. Tanim :

E Riesz uzay1 ve 4, B — E olmak iizere, asagidaki tanimlamalar1 yazabiliriz [2].

i)A"={a:acA}

1) A" ={ataeA}

i) |A|={la]:acA)

iv)xeE,xvVA={xva:aecA}

v)xeE, xAA={xnra:acA}

vijAvB={avb:aeAbeB}

vi) AAB={ananb:aceAbeB}

2.4. Teorem :

E bir Riesz uzay1 ve & # A  E olsun. Eger supA var ise her x € E i¢in sup(x A A)

var ve

sup(x A A)=x A supA

dir. Eger inf A var ise her x € E i¢in inf(x v A) var ve

inf(x v A)=x v infA

dir [2].
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2.15. Tanim :

A # @ bir kiime ve iizerinde “<” bagintis1 verilsin. Asagidaki onermeler saglanirsa

A kiimesine “<” bagintistyla (yukar1) yonlendirilmis kiime denir [2].
i) Her A€ A igin A<A

ii) Her A, a, Pe A igin A<P ve p<aiken A<a

iii) Her A, Be A i¢in A<ave B <o olacak sekilde bir a € A vardir.
2.16. Tanim :

(A, =) yonlendirilmis kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimli her fonksiyona X

icinde bir ag (net) denir.
2.17. Tanim :

(x,), E Riesz uzaymda bir ag olmak iizere her X,,X; €(x,) i¢in E’deki siralamaya
gore X, <X, ve X;<X olacak sekilde bir X, € (x,) varsa (x,) agi yukari

yonlendirilmis denir ve X, ) seklinde gosterilir. X, T ve sup(x, )=x elemani £ i¢inde

varsa X, TX bigiminde gosterilir.

Benzer sekilde her X,.X; €(X,)i¢in E’deki srralamaya gére X, <X, ve X <X,
olacak sekilde X, € (x,)varsa (x,) agiasagi yonlendirilmistir denir ve X, J seklinde
gosterilir. X, dve inf(x, =y elemani £ i¢inde varsa X, J y bigiminde gosterilir. (X,)

ag1 yerine herhangi bir ACE alt kiimesi alindiginda, AT ve supA=x, E i¢inde
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varsa A T x bi¢iminde gosterilir. AY ve infA=y, E icinde varsa A J y biciminde

gosterilir [2].

2.18. Tanim :

. M , 1 . .
E Riesz uzaymda her x e E'icin ne N olmak iizere —x 4 Oise E'ye Arsimedsel
n

(Archimedian) Riesz uzay1 denir [2].
2.2. Operatorler ve Orgii Homomorfizmasi

2.19. Tanim :

E ve F iki vektor uzay1 ve T: E—F déniisiim olsun. Her x,y€E ve o€ R igin,

T(x+y)=T(x)+T(y)
T(ox)=aT(x)

kosullar1 saglaniyorsa 7 ’ye lineer doniisiim adi verilir. Lineer doniisiim yerine

operator kelimesi, 7'(x) yerine Tx gosterimi de kullanilabilir [2].
2.20. Tanim :

E ve F iki sirali vektor uzayr T:E — Foperator olsun. Her x€E" icin Tx >0
oluyorsa T operatoriine pozitif operator denir ve T>0 veya 0<T bi¢ciminde

gosterilir [2].
2.21. Tanim :

E ve F Riesz uzaylar1 olmak iizere, E’den F i¢ine tanimlanan biitiin operatorlerin

kiimesi L(E,F) ile gosterilir.
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Her STeL(E,F)icin "S < T < T-S >0" seklinde tanimlanan siralama bagntisi

ile L(E,F) swral1 vektor uzayidir. [2]

2.22. Tanim :

E ve F Riesz uzaylari olsun. T : E — Foperatorii i¢cin T v (—T)varsa bu supremuma

T operatoriiniin modiilii denir ve | T| ile gosterilir [2].

Sonug :

E ve F Riesz uzaylari, T : E — Foperator olmak tizere |T | var ise her x e E* igin,

| Tx <] TI(x)

esitsizligi saglanir [2].

2.23. Tanim :

E ve F Riesz uzaylari ve T:E— Foperator olsun. Her x,y€E i¢in x Ly iken

Tx L Ty oluyorsa, T ’ye dikligi koruyan operatdr denir [2].

2.24. Tanim :

E Riesz uzay1 olsun. [x,y]={zeE:x<z<y} kiimesine sirali aralk, ACE i¢in

A c[x,y]olacak sekilde x,y € E varsa A’ya sira sinirli kiime denir [2].

Sonug :

E Riesz uzay1 ve A C E olmak iizere, A’nin sira sinirh olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul A c[-x,x] olacak sekilde en az bir x e E” elemanimnm var olmasidir [2].
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2.25. Tanim :
E ve F Riesz uzaylari, T:E — F operator olsun. Eger T operatorii E’deki her sira
simirl kiimeyi F’deki sira sinirlt kiimeye doniistiiriiyorsa T operatdriine sira smirli

operator denir.

E’den F’ye tanimlanan biitiin sira smirl operatdrlerin kiimesi L, (E,F)ile gosterilir.

T,,T, e L, (E,F) i¢in

T,<T, & HerxeE" i¢cin T,(x) < T,(x)

siralama bagntisiyla L, (E,F) bir sirali vektor uzayidir.F Dedekind tam ise L, (E,F)
Dedekind tamdir [2].

2.5. Teorem :

Her pozitif operator sira sinirhdir [2].

2.26. Tanim :

E Riesz uzay1 ve ACE olsun [2].

1) Her ye Eve x € A i¢in |y [<[x| iken y € A oluyorsa A’ya kat1 kiime denir.

2) A, E’nin kat1 alt uzayi ise A’ya E i¢inde (sira) ideal denir.

3) A, E’de ideal ve her (x,)cA (n=1,23,..) i¢in sup(x,)=x € Eikenx € A

oluyorsa, A’ya E i¢cinde c-ideal denir.

4) A, E’de ideal ve her BC A i¢in supB=b € E iken b e A oluyorsa, A idealine E
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icinde band denir.

5)Jd# AcE olsun. A'y1 kapsayan en kiiglik ideale A'nin iirettigi ideal denir ve A

kiimesinin tirettigi ideal I, ile gosterilir.

6) U # A c E olsun. A kiimesini kapsayan en kii¢iik banda A'nin iirettigi band denir

ve A kiimesinin tirettigi band B, ile gosterilir.

Sonug :

Her (sira) ideal bir Riesz alt uzayidir [2].

2.6. Teorem :

A ve B, Edeideal ise AnB ve A+B, E de idealdir [2].

2.27. Tanim :

E Riesz uzay1 ve G, E nin Riesz alt uzay1 olsun. Eger her xeE" i¢in 0<y<x

olacak sekilde bir y € G varsa G'ye E icinde sira yogun (order dense) denir [2].

2.7. Teorem :

E Riesz uzayi, A c E ideal olsun [2].

1) A'nin E de sira yogun olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul A = {0} olmasidur.

2) A® A%ideali E iginde sira yogundur.

3) A ideali AY iginde sira yogundur.
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2.8. Teorem :

E Arsimedsel Riesz uzayi, @ # A c E olsun. B,=A% dir. Bu durumda A band ise

A=A" dir [2].
2.9. Teorem :

E Riesz uzay1 ve ACE olsun. I, , A’nin iirettigi ideali gostermek tizere,

I, ={x€E : 3X,,X,,...X, €A, A,Ap,.. A, eR" > |x]| < ZMXJ, neN}
=1

dir [2].

Sonug :

E Riesz uzay1 ve A c E olsun. A={x} ise iirettigi ideal soyledir
I[,=1L ={yeE: qeR", ly| < Ax|}

2.10. Teorem :

E Riesz uzay1 ve A c E ideal olmak iizere
B,={x€E : 3(x,)c A", 0<x_ x|}

kiimesine A'nin trettigi band denir ve B, ile gosterilir [2].
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Sonug :

E Riesz uzay1 ve A c E ideal olsun. B, , A’nin iirettigi band olmak tizere,
A={x}=B,=B={yeE: ly|anix| Ty}

olur [2].

2.28. Tanim :

E Riesz uzayi ve 0 <e¢ € E olsun [2].

1) I.=E ise e'ye giiclii birim (strong unit) denir.

2) B.=E ise e'ye zay1f birim (weak unit) denir.

2.29. Tanim :

E Riesz uzaymda bir B band1 icin E=B® B ise B’ye projeksiyon band denir. Bir
Riesz uzayinda her band, projeksiyon band ise bu uzaya projeksiyon oOzelligine
sahiptir denir [2].

Dedekind tam Riesz uzaylar1 projeksiyon 6zelligine sahiptir.

2.11. Teorem :

E Riesz uzay1 ve B bir ideal olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir [2].

i) B projeksiyon banddir.Yani E=B ® B dir.
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il) Her x € E* i¢in B" N[0,x] supremumu E i¢inde var ve bu supremum B ye aittir.

2.30. Tanim :

E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere, x in iirettigi band olan B_ projeksiyon band ise

x'e projeksiyon eleman, B_bandina da esas band denir. Bir Riesz uzayinda her

eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya esas projeksiyon 6zelligine sahiptir denir

[2].

2.31. Tanim :

E Riesz uzayi olsun.P : E — E operatdr olmak iizere P°=P ise P'ye projeksiyon
denir. P, E Riesz uzay1 lizerinde projeksiyon ve pozitif operatdr ise, P'ye pozitif

projeksiyon denir. B E projeksiyon band olsun. Bu durumda her x € E igin

X=X,+X,, X, € B ve x, e B! i¢in
P,:E > E
X =X,

bigiminde tanimlanan P, operatoriine band (sira) projeksiyon denir. P, pozitif

projeksiyondur. Benzer sekilde P, E—E, X—X, bigiminde tammli P

projeksiyonu da pozitiftir [2].

Sonug :

E Riesz uzaymndaki her projeksiyon banda karsilik bir band projeksiyon vardir [2].

2.12. Teorem :

E Rieszuzayive T:E — Foperator olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
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denktir [2].
1) T sira projeksiyondur.
2)1: E — E birim operator olmak iizere T projeksiyon ve 0 <T <1
3) Her x,y € Ei¢cin Tx 1 y-Ty ’dir.
2.32. Tanim :

E ve F Riesz uzaylari,, T: E — F bir operator olsun. [2]

1) {x,} <E ve xeE olmak tzere, [x,-X|<Yy, 40 olacak sekilde {y,}E" ag

varsa {X,} ag1 x elemanma sira(order) yakmsar denir ve X,——>X bi¢iminde

gosterilir [2].

2) {x,} € E i¢in E’de x,——0 iken F"de Tx,——0 oluyorsa T operatdriine sira

stirekli operator denir [2].

3) (x,) < E i¢in ne N olmak iizere E’de X, ——0 iken F de Tx,——0 oluyorsa

T operatoriine o-sira siirekli operator denir [2].

T pozitif operator olmak tizere 7 nin sira siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

X, ¥ 0 iken Tx, 40 (yada 0<x, Tx iken Tx, T Tx) olmasidir [2].

2.33. Tanim :

E Riesz uzay1 olsun [2].
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1) (x,)<E vexeE olmakiizere, e>0i¢cinenazbirn,eNve her n>n;, icin
|Xn-X| <eu olacak sekildle ueE" wvarsa (x,) dizisi x elemanina u-diizgiin
(uniformly) yakmnsar denir. (X,) dizisi x elemanina u-diizgiin yakimsiyorsa

(x,) dizisi goreceli diizgiin yakisar denir ve X, ——>Xbi¢iminde gosterilir [2].

2) (x,) < E olmak iizere her € >0 i¢in en az bir n,=n,(¢) € N ve her n,m > n, igin
|Xn—xm|£su olacak sekilde bir ue E" varsa (x,) dizisine u-diizgiin (uniformly)

Cauchy dizisi denir [2].

A’ya diizgiin(uniformly) kapali kiime denir [2].

2.34. Tanim :

E ve F Riesz uzaylar1 ve T : E — F bir operator olmak iizere, her x, y€ E i¢cin
T(x v y)=T(x) v T(y)

oluyorsa, T ’ye 6rgii (Riesz) homomorfizmas1 denir [2].

Sonug :

Her 6rgii homomorfizmasi pozitif operatordiir [2].

Sonug :

E, F Riesz uzaylari ve T: E — F 0Orgii homomorfizmasi olsun. T(E) c F Riesz alt

uzayidir. [2]
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2.13. Teorem :

E ve F iki Riesz uzayl, T:E—F bir operatér olmak iizere asagidaki onermeler

birbirine denktir [2].

1) T operatdrii 6rgli homomorfizmasidir

2) Her x € E igin T(x")=(Tx)"

3) Her x,y e Eigin T(x Ay)=T(x) AT(y)

4) Her x,y € Ei¢in E uzay1 icinde x A y=0 ise F uzayi1 i¢inde T(x) AT(y)=0

5) Her x € E igin T|x|=|Tx|

Sonug :

Her sira (band) projeksiyon 6rgii homomorfizmasidir [2].

2.35. Tanim :

E ve F Riesz uzayi, T : E — F 6rgli homomorfizmasi olsun. T birebir ve ortense T ye
orgii izomorfizmi denir. E’den F’ye oOrgili izomorfizmi varsa, E ve F Riesz
1izomorfiktir denir [2].

2.14. Teorem :

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F birebir ve orten operator olmak iizere T ’nin Orgii

izomorfizmi olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul T ve T operatorlerinin pozitif

olmasidir [2].
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2.36. Tanim :

E Riesz uzay1 ve T:E — Eoperatdor olmak lizere E’nin her bir B band:i i¢in

T(B) < B oluyorsa, T ’ye band koruyan operator denir [2].

2.15. Teorem :

E Arsimedsel Riesz uzayr ve T:E — Eoperatdr olsun. B_, x’in irettigi band

olmak tlizere asagidakiler birbirine denktir [2].

1) T, band koruyandir.

2)x Ly iken Tx Ly dir.

3) xeE iken Tx € B_ dir.

2.37. Tanim :

E Riesz uzay1 olmak iizere T : E—E sira sinirli ve band koruyan operatér ise T’ye

orthomorfizma denir. E iizerindeki orthomorfizmalarin kiimesi Orth(E) ile gosterilir.

T : E > E sira smirli operatdr ise T ’nin orthomorfizma olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul her x,y €E i¢in x L y iken Tx Ly olmasidir.

Orth(E)={ T| T : E — E sira smurl1 ve band koruyan operator}
={T|TeL (B)iginx Lyise Tx Ly}

Orth(E), L,(E) 'nin bir alt vektor uzayidir. L,(E) den indirgenen noktasal siralama

ile Orth(E) bir sirali vektor uzayidir [2].
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2.16. Teorem :

E Arsimedsel Riesz uzay1 ise Orth(E) Arsimedsel Riesz uzayidir. Her S,T € Orth(E)

ve her x e E” igin,

SvD(x)=Sx)vTx) ve (SAT)(X)=S(x)AT(X)

saglanir [2].

2.38. Tanim :

E Riesz uzay1,Orth(E) birim operatoriin iirettigi ideale E'nin merkezi denir ve
Z(E) ={TeL,(E) : |T|KM olacak sekilde A € R* vardir}

seklindedir. T € Z(E) ise T ’ye merkez operator denir [2].

Sonug :

E Riesz uzay1 olsun.P(E), E tizerindeki band projeksiyonlarm kiimesi olmak tizere

P(E) < Z(E) c Orth(E) c L, (E) dir.

2.17. Teorem :
E Riesz uzayi ve T orthomorfizm olsun. Bu durumda T sira siireklidir [2].

2.18. Teorem :

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve x € E'olsun. Her y e E i¢in |y| <xiken T(x) =y

sartini saglayan 0 < T < olacak sekilde T € Orth(E) vardir [2].
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2.19. Teorem :

E Riesz uzay1 olmak tizere Orth(E), L, (E) 'nin full altcebiridir [9].

2.20. Teorem :

E Riesz uzayr ve @ # A c Eolsun.S,T € Orth(E) olmak {iizere her x € A igin

S(x)=T(x) ise bu orthomorfizmler A'nin iirettigi band lizerinde de esittir [2].

2.3 Cebir ve f-Cebirleri

2.39. Tanim :

E, F cismi tizerinde dogrusal uzay olsun.Her x,y,z € E ve her A € F i¢in

.ExE > E
(xy) = xy

islemi

C) L O y)=r0Ox) y=x-(AQY)

C) x-(y®2)=x-y®x-zve (x@y) - z=x-zDy-z

Cy) x-(y-2)=(x-y)-z

sartlarin1 sagliyorsa E ye F tizerinde cebir denir [3].

Eger E bir cebir ve her x,y € E icin x-y=y-xise E'ye degismeli cebir denir. E'nin

carpma igslemine gore birim elemani varsa yani her x € E i¢in x - e=e-x=x olacak
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sekilde e € E varsa E ye birimli cebir denir.
Ornek :

X topolojik uzay ve C(X,R), X te tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi
her f, ge C(X,R), her A € R ve her x € X igin

D gx) = f(x)+g(x), A O g)Kx) =rg(x)
islemleri ile dogrusal uzay;

(- g(x)=f(x)g((x)

islemi ile birlikte bir cebirdir.

2.40. Tanim :

E bir cebir ve A c E olsun.

1) A dogrusal alt uzay

2)Her x,ye Aigin x-ye A

oluyorsa A'ya alt cebir denir [3].

2.41. Tanim :

E bir cebir ve E'de bir || || normu tanimlanmis olsun. Bu norm her x, y € Ei¢in

[yl <[i<[lv]
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oluyorsa ve birim eleman1 olmasi durumunda ||e|| =1lise E'ye normlu cebir denir. E

bu norma gore tam ise E'ye Banach cebiri denir [2].

Ornek :

C[a,b] cebiriher f € C[a,b] igin |[f| = sup{ |f(x)| : xe[a,b] } normu ile Banach

cebiridir.

2.21. Teorem :

E Banach orgiisti ve T pozitif operatdr olsun. Bu durumda T norm smirhidir [2].
2.22. Teorem :

E Riesz uzay1 olsun. E'yi Banach 6rgiisii yapan biitiin normlar denktir [2].

2.23. Teorem :

E Banach 6rgii uzayi olsun. Bu durumda Z(E) = Orth(E) dir [2].

2.42. Tanim :

y|}

E Banach orgiisii olsun.Eger her x,yeE" xAy=0 iken |xv y|=max{|x

2

saglaniyorsa E ye AM-uzayi denir [1].
2.24. Teorem :

E Banach orgiisii ve x € E olsun. I, x'in tirettigi ideal olmak tlizere

Iy|, =inf { A>0: |y| <A|x|}
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normu ile birlikte AM-uzayidir [2].
2.25. Teorem (Kakutani-Bohnenblust and M. Krein-S. Krein) :
E Banach orgiisii ve A < E olsun.

A, AM-uzayidir < A =C(K) orgii izometrisi olacak sekilde K Hausdorff topolojik

uzayi vardir [2].
2.43. Tanim :

A Riesz uzay:1 ve bir cebir olsun. Eger her u,v e A" i¢in uv >0 oluyorsa A’ ya
Riesz cebiri (Orgii cebiri) denir. Eger E Banach cebiri ve her x,y € Eigin iizerindeki

norm
X<l = [xl<[y]

sartin1 sagliyorsa o zaman E'ye Banach o6rgii cebiri denir [2].
2.44. Tanim :

A orgili cebiri olsun. Her a,b € A ve 0 <c € E i¢in
c(avb)=(ca) v (cb) ve (avb)c=(ac) v (bc)

sartlar1 saglaniyorsa A'ya d-cebiri denir [4].

Ornek :

A=C[0,1] olmak iizere her f,g € A ve her x €[0,1] i¢in
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(f *2)(x)=1(0).g(0)

islemiyle birlikte A d-cebiridir.

2.45. Tanim :

A Riesz cebiri olmak lizere u,v € A i¢cin uAv=0 ikenher we A" igin

(uw)Av=0ve (Wwu)Av=0

oluyorsa A’ ya f-cebiri denir [4].

Ornek :

1) L, (L) Riesz uzay1 bileske islemine gore Riesz cebiridir.

i1) X bostan farkli bir kiime olmak iizere X iizerinde tanimli reel degerli biitiin

fonksiyonlarin kiimesi R™ noktasal ¢arpma ile birimli bir f-cebiridir.

ii1) K kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere, C(K) uzay: iizerinde fonksiyonlarin
noktasal siralamasi ile Riesz uzay1 ve fonksiyonlarm noktasal ¢carpimiyla birimli bir
f-cebiridir.

2.46. Tanim:

A bir f-cebiri ve ue E olsun. Eger en az bir k dogal sayis1 i¢in u* =0 iken u=0

oluyorsa A’ye yari-asal (semiprime) f-cebiri denir [4].

A f-cebirinin yari-asal olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul u*=0 iken u=0 olmasidur.
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2.26. Teorem :
A f-cebiri olmak tizere asagidaki 6zellikler vardir [10].

1) Her x,y€ A ve 0<ue A olmak iizere

u(x v y)=ux) v (uy), (x v y)u=(xu) v (yu)
u(x AY)=(ux) A (uy), (x A y)u=(xu) A (yu)

dir.

i) Her x,y € A igin [xy|=|[x||y|, (xy)'=x"y +xy ve (xy)=x"y +x'y" dir.

iii) Her x € A i¢in x* > 0 dr.

2.27. Teorem (Amemiya-Birkhoff-Pierce) :

Her Arsimedsel f-cebiri degismelidir [2].

2.28. Teorem :

A yariasal f-cebiri ve X,y € Aolsun. x L y < xy=yx =0 dir [10].

2.47. Tanim :

A Orgii cebiri ve n negatif olmayan tamsay1 olsun. Eger her a € A" i¢in

a"(eta)' >0

oluyorsa A'ya tip-n 6rgii cebiri denir [14].
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Burada A Banach 6rgii cebiri ise bu durumda A'ya tip-n Banach o6rgii cebiri denir.
Ornek :
K kompakt Hausdorft uzayi i¢cin C(K) Banach 6rgii cebiri tip-1 dir.
Ornek :
Her diizgiin tam f-cebiri, tip-1 cebiridir. Bu 6nermenin tersi dogru degildir.
F= {AZB l(j :a,b,c e R} olmak lizere bilinen matris ¢arpimiyla F tip-1 Banach
orgii cebiridir. Fakat f-cebiri degildir.
2.48. Tanim :

A, birim eleman1 e olan kompleks bir cebir ve x € A olsun. y-x=e (x - y=e) olacak
sekilde y € A varsa y'ye x'in sol (sag) tersi denir.Eger x-y=y-x=eolacak sekilde
y € A varsa y'ye x'in tersi denir. A'nin tersi olan elemanlarina regiiler denir ve R ile

Osterilir. A'nin regiiler olmayan elemanlarina singiiler denir ve bunlarin kiimesi S ile
Y

gosterilir [3].
2.29. Teorem :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri olsun.x € A ve ||e—x||<1 ise X

regiiler ve x'in tersi
0
-1
X =e+2(e-x)"
n=1

dir [3].
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2.30. Teorem :

1
A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri olsun. x € A ve limH(e-x)“ % <1 ise

x regiiler ve
x'=et ) (e-x)
k=1

dir [3].
2.31. Teorem :

A birim elemanli kompleks Banach cebiri olsun. A'nin regiiler elemanlar kiimesi olan

R agiktir [3].
2.32. Teorem :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri olsun. A'deki regiiler elemanlarin

kiimesi R olmak tizere

f:R - R

x = f(x)=x"'

doniisiimii stireklidir [3].
2.49. Tanim :
A, C'nin agik bir alt kiimesi olsun. f : A — X fonksiyonu a € A noktasin1 i¢eren agik

bir diskin her noktasinda tiirevlenebiliyorsa f'ye a noktasinda holomorfik fonksiyon

denir [5].
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Eger A'min tiim elemanlarinda holomorfik ise f'ye A ilizerinde holomorfiktir denir.
2.50. Tanim :
A kompleks cebir ve x € A olsun.
Xoy=ytx-yx=0(xocy=xty-xy=60)

olacak  sekilde y e A varsa y'ye x'in sol(sag) yari-tersi denir. Eger xoy=yox=0

olacak sekilde y € A varsa y' ye X'in yari-tersi denir ve x'e yar1 regiiler denir [3].

2.51. Tanim :

A normlu kompleks cebir ve x € A olsun. xy =0 (yx = 0)olacak sekilde 8 #ye A
varsa x'e sol (sag) sifir bélen denir. xy=yx=0 olacak sekilde 0 #y e A varsa x'e iki

yanl1 sifir bolen denir. [3]

2.52. Tanim :

A normlu kompleks cebir ve x € A olsun. k =1, 2, 3, 4,... olmak iizere || D || =1 ve
li£n||xyk||=0 ( lilfn”ykx”:o yolacak sekilde (y,) < Adizisi varsa x'e sol (sad)
topolojik sifir bolen denir. k=1,2,3,... i¢in ||yk|| =1lve lilfn”xyk”:li{n”ykx”:O olacak

sekilde (y,) < A dizisi varsa x'e iki yanli topolojik sifir bolen denir [3].

2.53. Tanim :
A kompleks Banach cebiri ve x € A olsun. A birimli ve birimi e ise

o(x)={ 1 € C : x-Ae A'da singiiler }



kiimesine x'in spektrumu denir. A birimli degil ise
o(x)={ 1 eC : % A'da yari singiiler, A =0 } U {0}

kiimesine x'in spektrumu denir [3].

Fakat A birimli olmasa dahi A =A x C kiimesi

1) (x,2)+(y,b) = (x+y,atb)

i) b(x,a) = (bx,ba)

iii) (x,a)(y,b) = (xy+ay+bx, ab)

islemleri ile birlikte birim elemanli kompleks bir cebirdir.

2.33. Teorem :

A kompleks cebir olsun. Bu taktirde

Doe:A = A, ¢(x)=(x,0) olarak tanimlanan ¢ doniisiimii i¢ine epimorfidir.

2) (A,

) kompleks cebir ise A,

=+l

||(x,a)

32

* .. . . ~ o e .
olarak tanimlanan || || normuna gore normlu cebirdir. Eger A Banach cebiri ise A,

Banach cebiridir [3].
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2.34. Teorem :

A birim eleman1 olmayan kompleks Banach cebiri ve x € A olsun. Bu durumda

0, (x)=0, (x)dir [3].
2.35. Teorem :

X kompakt Hausdorff topolojik uzay ve f € S(X,C)olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir [3].

1) ftopolojik sifir bolendir.

2) fsingiilerdir.

3) f(x)=0 olacak sekilde x € X vardr.
2.36. Teorem :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri ve x € A olsun. Bu taktirde o(x),

{zeC : |z <|x| } kiimesinin kompakt alt kiimesidir [3].
2.54. Tanim :

o(x) kiimesinin tiimleyen kiimesine x'in rezolvant1 denir ve p(x)ile gosterilir. Yani

p(x)=C-o(x) dir [3].
o(x) kapali oldugundan p(x) agiktir [3].

Ayrica teorem 2.36' dan dolay1{ ze C : ||x|| < |z| } < p(x) tir [3].
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2.37. Teorem :
A birim eleman1 e olan kompleks Banach cebiri olsun. x e A ve A, ep(x) i¢in

1 .
D(Koam) < p(x)tir [1].

2.55. Tanim :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri ve x € A olsun.

v, ip(x) > A
A — Vx(k)z(x-ke)"

doniisiimiine x'in rezolvant1 denir [3].

Rezolvant doniistimii Teorem 2.32'ten dolay1 siireklidir. Ayrica A,p € p(X) i¢in;

v, W)V, (W=(u-Mv, MV, (W)

esitligine rezolvant esitligi denir.

2.38. Teorem :

A Banach 6rgii uzay1 ve x € A olsun.

f:px) > A
A — (ha)”

doniisiimii holomofiktir [5].



35
2.39. Teorem :
A kompleks Banach cebiri ve x € A ise o(x) = dir [3].
Burada A reel Banach cebiri ise o(x)=C olabilir.
Ornek :

a; €R olmak tzere 2x2tipindeki A=(a;)kare matrislerin kiimesini M, ile

gosterelim. M, kiimesi;
A+B=(a;*b;) ve AA=(ra;)

islemlerine gore lineer uzay ve bilinen matris carpimma gore bir cebirdir.

M, kiimesinin birim elemanz;

o)

dir. M, kiimest;

||A||=maks{zz:‘aij‘ :1<1<2 }

j=1

normuna gore normlu cebirdir. Ustelik bu norma gére M, tamdir.

olmak iizere (A-Ae) ifadesinin tersi olmamasi i¢in det (A-Ae) =0 olmasi gerekir. Fakat
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det(A-ke) = A*+1=0o0lacak sekilde A € R olmadigindan o(A)=C tur.

2.40. Teorem (Gelfand-Mazur) :

A birim eleman e olan kompleks Banach cebiri olsun. Eger A'daki sifirdan farkli her

eleman regiiler ise A, C ile izometrik olarak es yapilidir [3].
2.41. Teorem :

A birim eleman1 e olan kompleks Banach cebiri olsun. A'da topolojik sifir bolen

sadece 0 ise A=C dir.
2.56. Tanim :

A kompleks Banach cebiri ve x € A olsun.
r(x)=sup{ [\| : 1 eo,(x)}

sayisina x'in spektral yaricap1 denir [3].
2.42. Teorem ( Polinom spektral doniisiimii teoremi ) :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri ve p(x), Cde bir polinom olsun.

Eger x € Eise o(p(x))=p(c(x)) tir [3].
2.43. Teorem ( Spektral yarigap formiilii ):
A kompleks Banach cebiri ve x € A olsun.

A

Xﬂ

r(x) = lim
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dir [3].
2.44. Teorem :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri ve B, A'nin kapali alt cebiri olsun.

Bu durumda

1y (x) = sup{[A|:A € 6, (x)} = sup{[\|:A €5, (x)}
dir [3].

2.45. Teorem :

A birim elemani e olan kompleks Banach cebiri olsun. e € B olmak iizere B, A'nin alt

Banach cebiri ise x € Bigin 6, (x) € 6,(x) tir [3].
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3. f-CEBIiRLERINDE GELFAND-MAZUR TEOREMIi

Bu boliimde Arsimedsel f-cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini inceleyecegiz.

Bundan sonra alacagimiz tiim uzaylar Arsimedsel olarak alinacaktir.
3.1. Tanim :

A reel cebir olsun. A, = AxA iizerinde a,b,c,d € A ve a,p e R igin;
i) (a,b)+(c,d) = (atc, b+d)

i) (at+if)(a,b) = (aa - b, ab + af)

i11) (a,b)(c,d) = (ac - bd, ad + bc)

islemleri ile birlikte A kompleks cebirdir.

A reel Banach cebiri ve z € A i¢in z=a+ib olsun.

|z| =sup{(cosp)at+(sing)b: 0 <@ <2m }

olmak tizere ||z||=” |z| H ise A kompleks Banach cebiri denir.

3.1. Teorem :

A diizgiin tam 0rgii cebiri ve >0 birim elemani1 olsun.

1) B, projeksiyon banddir yani A=B_+B,* dir.
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2) Her a € B, i¢in

L:A—A
b — L,(b)=ab

R.:A > A
b — R (b)=ba

bi¢iminde taniml1 ¢garpma operatorleri A'nin orthomorfizmleridir.

fspat :

1) Teorem 2.11' den dolay1 B, nin projeksiyon band oldugunu géstermek herae A"

icin sup(aane) B, i¢cinde mevcut oldugunu gostermek yeterlidir. Her

n

mneNm=>n>0;

0<(aAme)-(arne)<n’a’

oldugunu gosterelim. a, =a Ane (n=1,2,3,...) ve I, de e'nin iirettigi ideal olsun. I, f-

cebiridir. Her a,bel, vecel i¢in a Ab=0 olsun.

+

cel; = JFAeR" i¢in ¢ < Ae dir.

Ayrica;

0<(canb)

<(ke)anb=raAb (c<he)
<(AtDaA(A+Db  (sup{A,1} <A+1)
= (At1)(anb)

=0
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bulunur. Benzer sekilde ac Ab=0 oldugu gosterilir. O halde I, f-cebiridir.
Her mn e N m>n>0 igin;

(a,-a,)A(ne-a )= (a, Ane)-a,
=(aAne)a,

=(a,a,)
=0

O halde (a_-a )L (ne-a ) dir.

a_-a =(a Ame)-(a Ane)=a A(me-ne)<aAme<me<Ae olacak sekilde L e R" var

oldugundan a_-a el dir.

(ne-a_ )=(ne-(a Ane))=(ne-a) A (ne-ne)=(ne-a) AO<ne-a<ne<ie olacak sekilde
LeR" vardir.O halde ne-a, €I, dir.I, f-cebiri oldugundan (a_-a ) A(ne-a, )=0

ikenn'a_ el i¢in (a,-a,)A(a, -n"a, (ne-a, ))=0 drr.

(a,-a )A(a,-n"a a )=0 = a_+(-a, A-n"a_a )=0
= a_-(a,vn'a_a )=0

_ -1
= a,=a,va,an

bulunur.

0< -l t <l < nlg2 a,<a
<a_-a,=(na,a,—a,) <na,a <na
a <a

O halde {a Ane}  a*-diizgiin Cauchy dizisidir.A diizgiin tam oldugundan

anne — b (a’ —diizgiin) olacak sekilde b e A" vardir. Ayrica {a Ane}_ dizisi
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artandir. Simdi sup(a Ane) =b oldugunu gosterelim.

0
n=

{a /\ne} . dizisi artan oldugundan m>n>0 igin a -a >0dir. Buradan a  >a,

bulunur.m — o i¢in b>a_dir. O halde b bir {ist sinirdir. ¢ baska bir {ist sinir olsun.

b < ¢ oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmais olur.
a,=a_Ac — bac (a’ - diizgiin)
O halde b=b A ¢ oldugunu gosterelim.

0< |b-b/\c| = |b-an+an-b/\c|

IA

|b-an| + |an —b/\c|

|an-b| + |an—b/\c|

< a2y Ly
n n
<0 (A Arsimedsel diizgiin tam)

O halde b-b A c¢=0 olmasindan b=b A ¢ < cbulunur. Sonug olarak b iist sinirlarin en

kiigtigiidiir yani sup(a Ane)=b dir.

2) Orth(A) Riesz uzay1 oldugundan L,=L .-L = dir. Her a€ B, i¢in L, € Orth(A)
oldugunu gostermek i¢in a >0 i¢in L . € Orth(A) oldugunu gostermek yeterlidir.

a € B, oldugundan a Ame Ta ve m>n igin;

0<(aAme)-(arne)<n'a’

dir. m lizerinden supremum alinirsa;

0<a-(aane)<n'a’
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dir. O halde a Ane —a (a’® diizgiin). 0 < a Ane < ne oldugundan 0< L, _<nldir.

Her be Ai¢in

0<(anne)b<nb = 0<L__  (b)<nl(b)
= 0<L <nl

anne

dir. Buradan L € Z(A) bulunur ve Z(A) < Orth(A) oldugundan L

anne

€ Orth(A)

anne

dir. Simdi bac=0 olsun. L,(b)Ac=0 oldugunu gosterelim. L, . < Orth(A)

anne

oldugundan {(aAne)b}rc=L _(b)Ac=0 dirr.anne—a igin (a Ane)b— ab

anne

(a’b diizgiin) Ciinkii;

0<(a-aane)b<n'a’ = 0<R (a-anne)<R, (n"'a%)
= 0<R,(a)-R,(anne)<n'R,(a’)
= 0<ab-(aAane)b<n'a’b

= (a Ane)b — ab (a’b diizgiin)

O halde (a Ane)b — ab (a’b diizgiin) ve infimum sira siirekli oldugundan;

(aAne)barc—abac

(a Ane)b Ac=0 olmasindan dolayr 0'a yakinsaktir ve limitin tekliginden ab A ¢ =0
dir. O halde a >0 i¢in L, € Orth(A) dir. Keyfi bir a € B, i¢in a’,a” € B, oldugundan
L .,L_€Orth(A) ve Orth(A) Riesz uzayr oldugundan L .-L =L, €Orth(A)

bulunur.
3.2. Teorem :

E Banach orgii cebiri ve e>0 birim eleman: olsun. e tarafindan tretilen I, ideali i¢in
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ae B, olsun. ael oldugunu gosterelim. 0<T eOrth(E) olsun. Teorem 2.21' den
pozitif operatorler norm smirli oldugundan ||T||<oo. Kabul edelim ki A>0 i¢in

(T-A)* >0 olsun. 0<x € E igin;

y=(T-M)'x >0

olarak alalim. Orth(E) f-cebiri oldugundan teorem 2.28"' den dolay1
(T-M)y =(T-A) (T-A)'x =0

bulunur.O halde

(T-M)y = [ (T-AD)' (T-AD) |y
= (T-AD)'y-(T-AL)y

0

Béylece (T-M)y > 0 oldugundan Ty > Ly dir. Buradan |T|>X olur ki bu da T nin

norm sinirl olmasi ile ¢eliskidir. O halde (T-AI)"'=0 bulunur.
(T-AD<0 = T<M

dir. O halde T e Z(E) bulunur.
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Keyfi bir T € Orth(E) olsun. T=T"-T" olup T",T" € Z(E) oldugundan T e Z(E) dir.

O halde 0 <L, <Al olacak sekilde A e R™ vardur.
0<L, (e)=ae=a <le
oldugundan a eI dur.

Keyfi bir a € B, olsun. a=a’-a” olup a",a” €I, oldugundan a e I_ bulunur. O halde

(1) ve (2) den I =B, dir.
Teorem 3.1' den I, projeksiyon banddir ve a €I, i¢in teorem 2.80'den
|af|. =inf{2>0 : |a| <2e }

e-diizgiin normu ile birlikte (I,

||e ) Banach orgiistidiir.

3.1. Lemma :

A orgii cebiri ve 0<e e Abirim elemani olsun.a€ A" icin a'nim tersi var ve a” >0

ise
a(bAac)=abaac, (bAc)a=ba Aca

saglanir.
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fspat :

a(bac)<ab

a(b A ) < ac} = a(bac)<abnaac..(l)

Diger taraftan;

0<a'(abaac) < (a'abaa'ac) (Teoremin 1.kismindan)

=bAac
dir. O halde

0<a'(abaac) < bac = aa'(abaac) <a(bac) (acA")
= abaac<a(bac)....(2)

(1) ve (2) den dolay1 a(bAac)=abaac bulunur. Diger tarafida benzer sekilde

gosterilebilir.
Genel olarak e yerine herhangi bir a € A” i¢in benzer durumu inceleyelim.
3.3. Teorem :

A reel Banach 6rgii cebiri ve e>0 birim eleman olmak iizere a € A"igin a™ var ve

pozitif olsun. Bu durumda asagidakiler vardir.

1) B, projeksiyon banddir.

2) 1,=B,'drr
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fspat :

1) B, projeksiyon band oldugunu géstermek i¢in teorem 2.11'den u e A" olmak tizere

sup{u Ana} mevcut ve B, i¢inde oldugunu gostermemiz yeterlidir.

ue A'igin A rgii cebiri oldugundan a'ue A" dir. B, projeksiyon band olmasindan

sup{a'uane} =v e B, dir. veB, ve teorem 3.2' den dolay1 v eI dir.

vel, = 3k e R'iginv < Xe

= dLk € R'i¢inav < Aa  ( a pozitif )

oldugundan avel dir. Ayrica I, < B,olmasindan ave B, bulunur. Simdi

sup{uAna}l =av oldugunu gosterelim. a ve a’ pozitif oldugundan L_ carpim
. Garp

operatorii Orgii izomorfizmdir. Her 6rgili izomorfizm sira siireklidir.

a'uane T v = L (a'uane) T L (v) (L, stra siirekli )
= L, (a'u)AL,(ne) ) L,(v) (L, orgii izomorfizmi)

— UuUADa T av

oldugundan ve av € B, olmasindan B, projeksiyon banddir.

2) I, cB,..(1) dir. Kapsamanmn diger tarafi icin beB, olsun. Bu durumda

bana T bdir. Simdi a'be B,oldugunu gosterecegiz. a ve a™' pozitif oldugundan

L . 6rgii izomorfizmdir.

bana T b= L (bAna) ) L. (b) (L, sira sirekli)

= L. (b)AL ,(na) ) L _.(b) (L, orgii homomorfizm)
= a'bane T a'b

= a'be B,
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Teorem 3.2' den 1,=B, oldugundan a'b e, dir

a'bel, > IeR :0<a'b<he
= I eR":0<aa'b<Aia (apozitif)
= JreR" :0<b<)a

oldugundan bel dir. Keyfi bir beB,i¢in b=b"-b olacak sekilde b",b" B,
olmasindan b",b" eI, dir. Buradan bel, oldugundan B, c 1, ...(2) dir. (1) ve (2)

den I,=B, bulunur.

Yukarida I, 'nin f-cebiri oldugunu sdylenmisti. Herhangi bir a € A" i¢in I, 'nin cebir

olmas1 i¢in gerek ve yeterli kosul 0<a”<JAaolacak sekilde A eR*sayismin var

olmasidir.

3.4. Teorem :

A diizgiin tam 6rgii cebiri ve 0 <e € A birim eleman1 olsun. B, f-cebiridir.

fspat :

Her a, be B, i¢in teorem 3.1' den dolay1 L, € Orth(A) dir. L, ortomorfizm ve B,
band oldugundan L (B,)c B, dir.be B, olmasindan L, (b)e B, bulunur. O halde
ab € B, oldugundan B, cebirdir. Simdi B, f-cebiri oldugunu gosterelim. a,b e B, ve

her ¢ e B i¢in a Ab=0 olsun.

ceB, = LR, €0rth(A)

oldugundan aAb=0iken L (a)Ab=0ve R (a) Ab=0dir. O halde acAb=0 ve

ca A b=0oldugundan B, f-cebiridir.
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3.5. Teorem :

A Dedekind tam birimli 6rgii cebiri olsun.

aeBve I cebir < ael,
fspat :

ae B, vel, cebirolsun. I, cebir oldugundan 0<a’<\aolacak sekilde reR*

vardir. Teorem 2.18' den dolay1 0<b <e ve a’ = bia olacak sekilde b € B, vardur.

a’=bla = a’-bla=0
= a(a-bA) =0
= la|Ala-bA| =0 (Teorem 2.90)

bulunur.

a-bh<a = a-bA <an(a-b))
= a-bk <[a|A|(a-bL)| =0 (a(a-bL)<|a|A|a-bL)))
= a-bA <0
= a<bA<e (b<e)

= ael,

dir.

Tersine a € I olsun. O halde a < \e olacak sekilde A € R" vardir.a pozitif oldugundan

a’ < \abulunur. Buradan I, cebirdir.

3.6. Teorem :

A diizgiin tam 6rgii cebiri ve 0 <e € A birim eleman1 olsun. B, ile Orth(B,) cebir ve
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orgii izomorfiktir.

fspat :

F:B, — Orth(B,)
a = F(a)=L,

doniistimii tanimlayalim.

1) a € B, i¢in teorem 3.1' den dolay1 F(a)=L, € Orth(B,) oldugundan F anlamldur.

i1) a,b,c € B, ve b=c olsun.

b=c = ab=ac
= L,(b)=L,(c)
= F(b)=F(c)

oldugundan F 1yi tanimlidir.

ii1) F'nin lineer oldugunu gérmek kolaydir. O halde birebir oldugunu gostermek icin

CekF={0} oldugunu gosterelim. CekF vektor uzay1 oldugundan

0} < CekF ...(1)

Her b € CekF igin

F(b)=0 = L,(b)=0
= ab=0

dir.Her a € B, i¢in saglandigindan 6zel olarak a=e € B, i¢cin b=eb=0 bulunur. O halde
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CekF < {0}....(2)

oldugundan (1) ve (2) den CekF={0} dir. O halde F bire-birdir.

iv) Her s e Orth(B,) i¢in

seOrth(B,) = s(e)=aeB, (s(B,)cB,)
= s(e)e=ae
= s(e)=L,(e)

oldugundan teorem 2.20' den B, ilizerinde s=L, olur ki buradan da F ortendir.

v) Her a,be B, i¢in F(a.b) =F(a).F(b) oldugunu gosterelim. F(a,b) =L dir. Her

ce Aigin

L, (c)=abc
=L, (bc)
= LaLb(C)

oldugundan L, =L,L dir. O halde F(ab)=L, =L L,=F(a)F(b) oldugundan F

cebir homomorfizmdir.

vi) Teorem 2.14' den dolay1r F orgii izomorfizm oldugunu goéstermek icin F ve
F' doniisiimlerinin pozitif oldugunu gdstermek yeterlidir. Her a € A*igin L, garpim

operatori pozitif oldugundan F pozitiftir.

F':Orth(B,) - B,

s — F'(s)

dir. Her s € Orth(B,), i¢in F orten oldugundan en az bir a € B, vardir ve F(a)=s dir.
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O halde her ceB,i¢inL, (c)=s(c)oldugundan ac=s(c) dir. Bu esitlik B, nin tiim
elemanlar1 i¢cin saglandigindan 6zel olaca c=e icinde saglanir.O halde a=ae=s(e)

olup s pozitif oldugu i¢in a pozitiftir. Buradan da
F'(s)=a>0

bulunur. Sonug olarak F ve F'pozitif oldugu i¢in F &rgii izomorfizmdir. O halde

B, ile Orth(B,) cebir ve 6rgii izomorfiktir.
Sonug :

A diizgiin tam - orgii cebiri ve 0<e e Abirim elemani olsun. ae B, i¢in a”, A'da

mevcut ise a” € B, dir

Bunun i¢in ;=L , oldugunu gosterelim. Her b € A igin

(L,oL_.)(b)=L,(L,. (b))
=L, (a"b)
=aa’'b
=b
=1(b)

dir. O halde L oL , =Ibulunur.Benzer sekilde L , oL, =Ioldugu gosterilebilir.
Dolayisiyla L] =L . dir. L ortomorfizm tersi var ve teorem 2.19' dan Orth(B,) full

altcebir oldugundan L € Orth(B,) dur.

L! Orth(B,) = L_, €Orth(B,)

= a’ e B,



52
dir.
3.7. Teorem :
E # {0} Riesz uzay1 olsun. Bu durumda asagidakiler denktir. [8]
1) E, R 'ye 6rgii izomorfizmdir.
i1) E'nin sadece asikar ideali vardir.
ii1) E Arsimedyan ve tamamen siralidir
3.2. Lemma :

A orgii cebiri, e>0 birim elemant ve her a € A i¢in a'nin tersi var ve pozitif ise A f-

cebiridir.
fspat :

Bunun i¢in 6nce A nin d-cebiri oldugunu gosterelim. a>0 i¢in L, sol ¢arpim

operatorii pozitiftir. Ger¢ekten her b e A" igin;

L :A—> A
b— L_(b)=ab

bi¢iminde tanimli sol ¢arpim operatérii, A Orgii cebiri ve a,beA’igin
ab € A" oldugundan pozitiftir. Ayrica L, =L , i¢in a” >0 oldugundan L] operatérii
pozitiftir.O halde L, 6rgii izomorfizmdir.Benzer sekilde R, sag ¢arpim operatoriiniin

de orgili izomorfizm oldugu gosterilebilir. b,c € A ve ae A" olsun. a(bvc)=abvac

ve (bvc)a=bavca oldugunu gosterelim.
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a(bvc)=L,(bvec)
=L, (b)vL,(c) (L, orglizomorfizmasi)

=abvac

dir. Benzer sekilde (bvc)a=ba v caolduguda gosterilebilir. O halde A d-cebiridir.

Simdi A'nin f-cebiri oldugunu gosterelim.Her a,b e A ve c € A" igin a A b=0 olsun.

cs(cve)}

0<canb<[(cve)a]a[(cve)b] { <( )
e<(cve

<(cve)anb)
=0

oldugundan ca A b=0diwr. Benzer sekilde ac A b=0 oldugu gosterilebilir. O halde A f-

cebiridir.
3.8. Teorem :

A f-cebiri ve e>0birim elemani olsun. E§er O<aeAigin a'nin tersi var ise

pozitiftir.
fspat :

ae A" icin b=a" olsun. Bu durumda ab = ba = e dir.

e=ab=a(b’-b’) =ab" -ab’

dir. Benzer sekilde e=b"a-ba bulunur. A f-cebiri oldugundan b Ab" =0 igin
(ab") A(ab )=0 ve (b"a) A (ba)=0

oldugundan teorem 2.1'den dolay1 e =e" =ab" =b"a bulunur. O halde a™'=b" >0
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dir.

3.9. Teorem :

A Orgii cebirt ve e>0birim eleman: olsun. Her pozitif elemanin tersi var ve tersi

pozitifise A, R'ye orgii ve cebir izomorfiktir.

fspat :

A'nmn tam sirali oldugunu gosterelim. Keyfi bir b e Aigin kabul edelim ki b" >0
veya b~ > 0olsun. O halde her pozitif elemanin tersi var ve pozitif oldugundan ¢ > 0
ve d>0 vardrr ve bc=cb"=e, bd=db'=e dir.O halde b’c=bd=e bulunur.

Ayrica Lemma'dan A f-cebiri oldugundan b" Ab =0 igin

0=b'c Abd=e Ane=¢

bulunur ki bu da e>0 olmasi ile geliskidir. O halde b"=0 veya b~ =0 dir. Bu yiizden
b>0veyab<0dir. O halde A tam siralidir. Teorem 3.7' den dolay1r A, R orgii

1izomorfiktir ve bu doniisiim

0:A >R
a > o(a)=a

seklinde tanimlidir.

Simdi bu doniisiimiin cebir homomorfizm oldugunu gosterelim. Hera,b € A igin

a=ae ve b=Be olacak sekilde o, € R vardir.
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p(ab) = @(aepe)
= ¢((ap)e)
= GB
= ¢(ae)o(Pe)
= ¢(a)o(b)

oldugundan ¢ cebir izomorfizmdir. Sonu¢ olarak A, R'ye cebir ve orgi

izomorfiktir.
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4. TiP-1 CEBIRLERINDE GELFAND-MAZUR TEOREMIi

Onceki boliimde A birimli 6rgii cebiri olmak iizere her pozitif elemanin tersi var ve
pozitif ise A =R oldugunu verdik. A'nmn bu sartlarda f-cebiri oldugunu 3.2
Lemma'dan biliyoruz. S$imdi f-cebirlerinden daha zayif olan tip-1 Banach

cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini arastiracagiz.
4.1 Teorem :
A Banach uzay1 ve x € A olsun.

1

1) Bger L, ep(x) ise |R(L,x)| > d(,,0(x))

[d(2, ,o(x))=inf}

Ay — | p € o(x)}]
2)(A,) < p(x) dizisiA, >k, €C olsun. &, ec(x) = |[RQ,.,x)|—> o

fspat :

M-M|>; dir. Ciinkii teorem 2.109'dan

1) A, ep(x)olsun. pu € o(x) i¢in

R,
1 1
dolayr D(A,,-——) < p(x) oldugundan (A -p| < ——— olmasi pu e o(x) olmasi
y ( 0 R(;\,o)) p( ) g | ||R(;\,n,X)||

ile celigkidir.
1

d(A ,o(x))=Inf{|]A —p|: peo(x)} 2 ——

(A, ,o(x))=inf{[r, -yl RG]
2) A, > A, €o(x) olsun. ||R(kn,x)|| > _ (teoremin 1. kismindan)

d(k,,6(x)
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Keyfi me N" i¢in

limd(A,,0(x)) =0 = dn,eN 5 Vn2>n, i¢in d(A,,6(x)) < 1
n— m

oldugundan |[R(A,,x)[ > 1 mbulunur. O halde

dir. [RQ,.x)|= d(1,,0(x))

1
d(x,,6(x))

n— oo igin |[R(L,,X)|| - oo dur,

4.2. Teorem :
A reel Banach 8rgii cebiri ve e birim elemani olsun. Her x € A™, x tersinir ve |x|=1

iken HX]H <M olacak sekilde M>0 varsa A, R ye orgii izomorfiktir.

fspat :

xeA" ve (A,)2,, R" dabir dizi ve X, >r(x) ve limA, =r(x) olsun.

(A, =r(x)+ 1 alabiliriz.)
n

A, >1(x) = A ep(x) (A eC: N> r(x)} cp(x))

O halde A > r(x) i¢in (A e-x)" vardr.

A, >1(x) = M£@<1
A A

n n

o0 k

oldugundan SZZ =

k=0 "Vp

serisi yakinsaktir.
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0

(h,e-x)s = (hex) X"

k1
o Ay

m k
= (h,ex) lim > 2—
m—o0 4= }\‘n

m k
= lim | (A e-x) Z% (Carpma stirekli)
m—>o© o by
m Xk m Xk+]
lim —— —
m—>o0 {;‘ x: s x: ‘}

X
lim | e-(=—)™"
m—oo |: ( ;\‘n ) :|

=€

0 k
X, = RG,X) tanimlayabiliriz ve R(kn,x)zz 2

L ||R(k x)” T dir.R(A_,x) =2 0  oldugunu
no k=0 "*q

gosterelim.

ka

Rm(kn,x):zF

k=0 "vq

dir. x* > 0 ve A_ > 0 oldugundan bunlarin sonlu toplami da pozitiftir yani R_ >0 dir.

Pozitif kon kapali oldugundan limR_>O0olur. O halde R(A_,x)>0, x, >0 ve

m—oo

|x, || =1dir. Teorem 4.1' den dolay1 limR(),,x) = oo dur. O halde

0<

A,e-x|| < M 0<lim A,e-x|| < lim—a
[R@x0f e = [RG.,0)

= 0<lim|]r,e-x| <0

= lim

n—x0

kne-x” =0

= |lim(A e-x)||=0

n—»0

= lim (A, e-x)=0
= lim (A e)-x=

= x=r(X)e
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bulunur. Bdylece A e'nin iirettigi lineer uzay yani 1-boyutlu Banach cebiri olur.

Buradan A = R elde edilir. (Riesz Space I, Teorem 26.11)
Sonug¢ :

A sonlu boyutlu reel Banach 6rgii cebiri ve her pozitif elemanin tersi var olsun. Bu

durumda A, R ye izomorftur.

fspat :

S={xeA" : ||x|=1} olsun.S = A oldugundan S sonlu boyutludur.
1) Her x e Sicin ||x|| <1 oldugundan smirhdir.

2) S kapalidir.
ScS ..(D)

Diger taraftan x €Solsun.O halde x_ 6 —> xolacak sekilde (x )< S vardir.Simdi

x| =1 oldugunu gdsterelim.
X, > X < Ve>0i¢indn, eN > Vn2>n, i¢in ||xn-x|| <g
dur.Buradan da ||x,|-[x]| <|x, x| <e oldugundan |x,|— || tir.

x, > x = [, [ =[x

= 1|

ve (1) sabit dizisi 1'e yakmsak olacagindan ve limitin tekliginden dolay: ||x|| =1dir.
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O halde x e S dir. Dolayisiyla

|
N
w2

- (2
(1) ve (2) den dolay1 S=S dir.S kapahdir.

Sonlu boyutlu uzaylarda kapali ve sinirli kiime kompakttir.

¢o: S > R

x >
doniisiimii siireklidir. Ciinkii teorem 2.32' den x — x™' ddniisiim siirekli oldugundan

Ve>0 igin ||x-x0|| < 0 iken Hx‘] -x;)]H <g

dur. O halde [x-x,[|<@ iken [x"|-[x3]| <[ x| <& oldugundan x — [x”'|

doniisiimii siireklidir. Kompakt kiimelerde siirekli fonksiyonlar maksimum degerini

alacagindan HX]H <M olacak sekilde M € R" vardir. O halde Teorem 4.2' nin tiim

sartlar1 saglandigindan A =R tur.

4.3. Teorem :

A reel Banach 6rgii cebiri ve e birim elemani olsun. x € A", R™ < p(x) ve her ne N

icin inf(x",e)=0 ise x singiilerdir.
fspat :

A, A'nin komplekslestirilmis Banach orgii cebiri ve B(x), e ve x tarafindan iiretilen

alt cebirin kapanisi olsun.



t
V=Sp{ex":neN} = {Zkkuk: u =eveyau, =x",teN }
k=1

ailesi e ve x tarafindan uiretilen cebirdir.

1) V'nin vektor uzayi oldugunu gosterelim.

t r t r
1) Her x,y € V i¢in XZZKkuk, FZBSVS olsun. x+FZKkuk+ZBSVS dir.
k=1 s k=1

s=1

A ISk <t
Y B, ;trl<k<ttr
u ;1<k<t
O, =
v, ;tH1<k<ttr

t+r
olmak iizere x+y = ) y,0, oldugundan x+y e V dir.
k=1

i1) Her x € V ve A € C olsun.

t
xeV = XZZKkuk

k=1

olacak sekilde A, € C ve u, =e veya u, =x" vardur.

t
Ax=) (AL, )u,
k=1

oldugundan Ax € V dir. O halde V alt vektor uzayidir.

2) Her x,y € V i¢in
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t
xzz A,
k=1

y=>_B.v,
s=1

X,yeV =

olacak sekilde A, ,B, € C, (u,=e veya u,=x") ve (v ,=e veya v,=x") vardir.

gl

=3 S TuB.).(u,v,)]

k=1 s=1
dir.
u =evev,=e = Uu,.v,=¢
— — . n
u, =evev.=x" = U_.V,=X
— J— — N
u, =x" vev,=e = Uu,.vV,=X
—n N _.2n
u, =x" ve v.=x" = u,.v,=X
oldugundan x.y € V dir. O halde V cebirdir.

3) Her x,y € V i¢in

xeV = x_  — x olacak sekilde (x) < V vardr.

yeV = y_ —> yolacak sekilde (y,) c V vardr.

V cebir oldugundan x_ .y €V dir. Simdi x, .y, — Xx.y oldugunu gosterelim.

€

X, >Xx = Ve>0iginIn eN > [x,x|<
2[x|

62



€

y,—~y = Ve>0iginIn, eN > 5
y

y.y| <

n

dir. O halde

X,. Y, Xy, Xy, -X.y”

Y, *x] vyl
€

2]

X, Y, XY =
<

Xn-X|
e
2|y

<

Yol o+l

n

€ €&
:_+_
2 2

=€

oldugundan x .y, — x.y dir.

Sonug olarak x,.y, — x.y ve (X,.y,) < Voldugundan x.y € V dir.

4) B(x)=V oldugunu gosterelim.

e,x € Vigin ex € V dir. B(x), e'yi ve x'i kapsayan en kiiciik cebir oldugundan

Bx)c V.. (1)
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dir. e, x € B(x) ve B(x) cebir oldugundan e, x" € B(x) bulunur. Her yeV igin

t
FZKkuk oldugundan u,=e veya u,=x"olup u, € B(x) ve B(x) cebir oldugundan
k=1

t
y=2_Au, € B(x) bulunur. O halde
k=1

VcB®X)...(2)
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tir.(1) ve (2) den B(x)=V bulunur.

Simdi x'in singiiler oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x'in tersi var olsun yani

x" € A olsun. Bu durumda 0 € p(x) tir.
¢: A, — Csiirekli ve (B(x))=0

sartim1  saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonunu alalim.@(x')=0 oldugunu

gosterecegiz. Teorem 2.32' den

h:px) > C
A — h(M)=p((Ae-x)"'

doniisiimii holomorfiktir. [A|> r(x) igin;

00 n

(he-x)"'=y. ;H eB(x)

n=0

tir. B(x) iizerinde ¢=0 oldugundan ¢((Ae-x)")=0 dir. O halde h(L)=0 olup

p(x) smirsiz her maksimal irtibatl alt kiimesinde h=0 dir [6].

(—0,0] < p(x) ve p(x)'in (—o0,0] kapsayacak sekilde irtibatli, sinirsiz maksimal

altkiimesi vardir ve (—o0,0] < S ve h(S)=0 oldugundan h(0)=0 dur.

0=h(0)=p((x)") = @((x)")=0
= o((x)")=0
= x"' eB(x)

tir. x" € B(x) oldugundan en az bir (p, ) < V vardir ve burada x'=limp, ve
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t
p,=> A, dir.
k=1

1

x'=limp, = x.x"' =limp x (Carpma siirekli)

= e=lim(p, x)

x" Ae=0 ise her n € N i¢in p_x Ae = 0 oldugundan p_x, e'ye diktir. O halde

urettigi ideale de diktir.y L x ve hera el_i¢in

0 < |y|/\|a| < |y|Ak|x| (ael, = 3IX>0 > |a|£7»|x|)
< p|y| A p|x| (u=maks(A,1))

<u(|y[Afx)
=0 (y L x oldugundan |y| /\|x| =0)

O halde p,x € (A.), ve (A.); sira kapali oldugu i¢in e e (A,.); dir.Bu da geligkidir.

O halde kabul yanlistir x singiilerdir.

4.4 Teorem :

A tip1 reel Banach orgii cebiri ve e birim elemani olsun.
ue A" iginu L e olsun.Bu durumda u singiilerdir

fspat :

o >0 olsun.qu>0 dir ve A tip-1 oldugundan (e+ou)™ vardir ve au(e+ou)”’ >0 dir.



(et+au)’

(-o(-=-u)"
o

_l(_E_u)-‘

a o

1 1
'_R('_su)
o o

oldugundan A ep(u)dur. B R igin B € p(u) oldugunu gosterelim.
o

peR = -fpeR”’

= 1 eR”
p

= -1=Pep(w)
B

oldugundan R~ < p(u) bulunur. Her a > 0 i¢in

AR(-2 ) = au(eron)’ > 0dir.  Simdi lim [RQ.u)
o o

| = 0 oldugunu

A — -0 olmast [A| — oo demektir. O halde [A|> |[u]| igin;

0 < |R(Mw)| = Z% < Zkun+1
n=1 n=1
_ Lol
A Z‘ A
LR W ;
- (‘= <1 oldugundan)
[ el
A
1
A 7=

1
=——— (|A| > o i¢in)
e
=0
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gosterelim.



=0 bulunur.
_ 0 ul’l
s
n=0
z n+]
u’

=2 (0)

zo A"

Buradan |R(X, Al,u) i¢in olmasimdan dolay1

xlggo W% =0 elde edilir. B>0 icin s:=Pu(e+pu)’ >0
olsun.
||s||=HBu(e+Bu)']H

=Bu|(+Bu)’|

<Hloglreg] e |-fre g0

=[ul|RC-—w) -..*

bulunur. B — 0iken A= -% secersek A — -0 olur. O halde &= ” ” >0 verilsin.
u

Oyle n € N vardirki A<-n iken

” ” dir. A= -l oldugundan n € N i¢in

1 N
-—<-n olmak lizere

HR(-% )|l <

ek

b
2w
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bulunur. * ve ** esitsizliklerinden
$

1
o < R
1
<|[uf|——
ST
<1
dir.

e-s = e-Bu(e+pu)”’
= (e+Bu)(e+fu)”’-Bu(e+fu)’
= (e+pu)’e
= (e+Pu)”

oldugundan et+pu=(e-s)"'=e+> s" = s" <pu'dur.

n=1

0<s"<Pu = 0<s"Ae<Pune

<uune) (u=maks(p,1))
=0

dir. O halde her n € N i¢in s" A e=0 oldugundan s" | e dir. A € o(u) olsun.

1 ng s = [Bxe-s(Hﬁmﬁ
= [Bhe-s-Bhs] 1+1m
~ [Fes)ST
= [BA(c+Bu)'-Bu(e Hpu)” ]ﬁ

1
1+BL

= [(e+Bu) 'B(re-u)]
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A € 6(u) oldugundan (Ae-u) ifadesinin tersi yoktur. O halde (IE;;X e-s) ifadesinin

tersi yoktur.

G(S)Z{% :Aeo(u)}

dur.R™ < p(u) oldugunu biliyoruz. R™ < p(s) oldugunu gosterelim. a € R™ i¢in

a€p(u) dur.

¢:C > C

doniistimii tanimlayalim.
i) Her A e C ve 0<B € R i¢in

BLeC= (1+ph)eC

|
~_ L _omec
o PMe

oldugundan ¢ anlamlidir.
ii) Her ,,=A, € C ve 0<B e R i¢in

A=k, = P, =B,
= 1+BA,=1+BA, ve BA,=PA,
Pr, _ BA,
1+BA, 14PA,
= (P(kl):(p(kz)




oldugundan ¢ 1yi tanimlidir.

iii) Her A,,A, € C ve 0<B e R i¢in

_ pr P,
(7)) <p(7»2):1+m] T+ph,

= (1+BX])K2=(1+BXZ)X1
= 7‘2“‘67‘17‘2 = 7‘1 + 67‘17‘2
= A=A,

oldugundan ¢ bire-birdir.

iv) Her y € C i¢in ¢(A)=y olsun.

;\‘ =
1+pn !

= P =(1+pr)y
= PA = y+Pry
= PA-Pry =y
= MB-Py) =v
A= S C
(B-By)

oAM=y =

oldugundan ¢ Ortendir.

Her A eo(s) igin L € C—R™ oldugunu gosterelim.

BA
Aeo(s) = In 5 —L =2 laml
(s) L €o(u) y (¢ anlaml1)
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o(u) c C-R™ oldugundan A, e C—R" dir. Kabul edelim ki A ¢ C—-R"~ olsun. O

halde A € R™ dir. Bu durumda % =a olacak sekilde a € R vardir.

1

P g =B

1+pA,
= PBA, =atPra
= PBA,(1-a)=a
=\ = a
p(1-a)
dir.

acR = (l-a)eR"

= —eR”

olmas1 A, € C-R" ile ¢eliskidir.O halde o(s) = C-R™ dir. Buradan da R~ < p(s) dir.

$>0, s" Ae=0ve R™ < p(s) oldugundan teorem 4.3'ten s singiilerdir.

L S(EtBw

B

oldugundan u singiilerdir.
4.1 Lemma :

A reel Banach orgii cebiri, e birim eleman1 ve her pozitif elemanin tersi var olsun. Bu

durumda asagidakiler vardir.
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1) diml =1
2) 0<x €A igin o(x) c R"dr.
fspat :

1) Teorem 2.25' den 1,=C(K) olacak sekilde K kompakt Hausdorff uzay: vardir. Her

f e C(K) fnegatif olmayan ve f' € C(K) ise K tek noktadir.

Teorem 2.35' ten (ii < iii) Onermesinin tersi "f regiiler < Vx € Ki¢in f(x)#0"

onermesi dogrudur. Ayrica f negatif olmayan fonksiyon oldugundan her x € Ki¢in

f(x) > 0dr.

Kabul edelim ki K en az iki elemanli olsun.x,y € Kx #ydir.O halde ayirma

teoreminden dolay1

IfeC(K) > f(x)=0, f(y)=1

dir.f">0, f eCK)icin ' x=f(x)v0 ve ' (y)=f(y)v0=1 dir.Ayrica
f* >0 oldugundan hipotezden dolayr f"tersi vardir. O halde f'(x)=0olmasi

" regiiler olmas ile ¢eliskidir. Sonug olarak K tek noktadir.

2) 0<x eAolsun. O halde 0<A e Ricin (etAx)>0 oldugundan hipotezden dolay1

tersi vardir.

1. 1
etAx)"'=-—(-—e-x)"
(e+Ax) k( X )
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oldugundan -% € p(x) oldugundan R~ < p(x) tir. O halde her iki tarafin tiimleyeni

alinirsa o(x) ¢ R™ dir.
4.5. Teorem (Gelfand-Mazur Teoremi) :

A tipl reel Banach 6rgili cebiri ve e>0birim elemani olsun. A'daki her pozitif

elemanin tersi var ise A, R'ye izomorttur.
fspat :
A tipl reel Banach orgii cebiri ve A'daki her pozitif elemanin tersi var olsun. A

Banach 6rgii cebiri oldugundan e'nin iirettigi ideal, e'nin lirettigi bande esit olup oda

projeksiyon banddir.O halde A=I, ®@1; dir. Teorem 4.4'ten dolayr I, ={0} dir.O

halde A=I, bulunur. A f-cebiri oldugundan A, R ye izomorftur.

4.6. Teorem :

E Banach orgii, Se L(E),S>0 ve a € R olmak iizere T:=R(0,S) ve a>1(S) olsun.
1) {Rer: L eo(T) } cR"

2)f: R™— L(E) ye A - f(A)=ATR(A,T) doniisimiiile g : R~ — L(E) ye

A — g(A)=(Aa-1)TR(A,T) doniisiimleri negatif olmayan ve monoton azalandir.
3) Her A e R i¢in TR(A,T) <0, I'AR(A,T) >0 ve 0 <ATR(A,T) T
4) LreR vexeEi¢in Tx <Axiken Tx <0

fspat :
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1) cs(T)Z{L :zeo(S) pdir. zeo(S)olsun. O halde (zI-S)nin E icinde tersi
o-z

yoktur.
LI-T _ I-aT+zT
-z -z
_ (0I-S)(al-S) " -a(al-S) ' +z(al-S)
- -z
_ (0l-S)"' (al-S-al+zI)
- -z
_ (al-S)'(zI-S)
- -z

(zI-S)'nin tersi olmadigimdan LI-T' nin tersi yoktur. z=a+ib € o(S) olsun.
-z

1 _ 1 (o-a)tib
a-z (a-a)-ib (a-a)’+b’

oldugundan

1 o-a
Re(—)=—*2
((x-z) (a-a)*+b>

dir.
|a| < |a+ib| <1(S)<a = |a|< a

= a<[a|<a

= o-a>0

icin Re( L) > 0 oldugundan {ReA : A € 6(T) } < R"bulunur.
-z
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2)S >0 i¢in R(A,S) > 0 ve AR(A,S) > 0 ve her A>1(S) i¢in

dir. RmZZ% >0 ve E"kapali oldugundan R(A,S)>0drr. abeR ve r(S)<a<b
n=0

olsun. Her n € Ni¢in a™"'<b"™" dir.

1 1 s" s"
bn+] < an+] = an+] > bn+]

oldugundan
00 Sn o0 Sn
R@S)=) —2> —=R(.S)
n=o0 & n=0 b

O halde monoton azalandr ve aR(a,S)>bR(b,S) dir. (r(S),») i¢inde

A — R(A,S) ve A = AR(A,S) doniisiimleri negatif olmayan monoton azalandir.

R(.,S) ile R(.,T) arasinda asagidaki iliski vardir.

R(k,S)ZLTR(L,T) (herhep(S)A=a)...*
oA oA

Lrtm = LR T)
o-A o-A o-A o-A
1 1 .
= T I-T
o-A (a-k )

o T+
_ 1 T(I aT xT)_,

o- o-A

> >

= S T[@1-8)(al-8)-a(@l-S)'+ A @l-8)'T
.

= T[(@I-8)"(al-S-al+AD)]
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= T(aI-S)AI-S)
= (A1-S)" (T=(1-9)")
= R(AS)

oldugu goriiliir.

h: (a,0) >R

A - L
o-A

dontistimii monoton artandir. Gergekten;

A<k, = -A,>-A,
= 0-A,>0-A,
1 1

= —<
a-A, O-A,

dir. B:=L secersek
oA

o:R — L(E)
p — BTR(B,T)

dontistimii negatif olmayan ve monoton azalandir. Gergekten

1 1
R(ALS) = —TR(—,T
(*.8) = —TR(—T)

= BTR(B,T)

dir ve (o,0)c(r(S),©)olup A — R(A,S), (r(S),0) araligindan negatif olmayan
monoton azalan doniisiim oldugundan B — BTR(B,T) doniisiimde negatif olmayan

monoton azalandir.
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Simdi  — (Ba-1)TR(B,T) doniisiimiiniin negatif olmayan monoton azalan oldugunu

gosterelim.

g:R"— L(E)
A — g(M)=(Ba-1)TR(B,T)

doniistimii i¢cin

Ba-1= o _lza-owrk: A

o-A o-A  O-A

dir ve g doniisiimii monoton azalandir. Gergekten B,<B, <0 olsun. a <A <A, i¢in

a<A,<k, = ARR.,S)>A,R(A,,S) (A = R(A,S) doniisiimii azalan)
= M T R( ! ,S) 2 Ay TR( ! ,S)
a-A, a—A, a-A, a-A,

=@, a-DT R(P,a-1),8)=(B, a- 1) TR(P, a-1),S)

dir. Ayrica;

Bi<B, = PP

= (Bo-1)<(B,a-1)

O halde (B,a-1)<(B,o-1) iken (B,a-1)TR((B,a-1),8)>(B,0- TR((B,a- 1),S)
oldugundan doniisiim monoton azalandir. AR(A,S) >0 oldugundan * esitligi yerine

yazilirsa

A RSy 20
o-A o-A

bulunur. O halde (Ba-1)T R((Ba-1),S) > 0 dir.
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3) Be R olsun. Bu durumda BTR(B,T)>0 = TR(B,T) <0 dur.

(BLTR(BT)=T = BR(B,T)-TR(B,T)-1
— I-BR(B,T)=-TR(B,T) >0

bulunur.
4) Be R ve Tx < Bx olsun. Bu durumda

Tx <Bx = 0<Px-Tx
= 0<(BI-T)x

tir. 0 < (BI-T)x=y diyelim.O halde

Tx=TR(B,T)(BL-T)x

=TR(B,T)y
<0

4.1. Tanim :

0<TeL(E)olmak ilizere xe Eve AeR i¢in Tx <Axiken Tx <0oluyorsa T'ye

negatif prensibini (NP) saglar denir.
4.7. Teorem :

E Banach orgii ve 0 <T € L(E) olsun.

DR™ < p(T)

T operatorii NP ilkesini saglasin <
2)Her L eR™ i¢cin TR(A,T) <0
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fspat :

=) 0<TeL(E) ve T (NP) ilkesini saglasin. L € p(T)"R™ ve 0 < x € E olsun.
(AI-T)R(A,T)=I = AR(A,T)-TR(A,T)=I
dir. 0<x € E i¢in;
AR(A,T)x-TR(A,T)x=x 20 = TR(A,T)x <AR(A,T)x

dir. T, NP ilkesini sagladigimmdanTR(A,T)x <0dir. Her
ATR(A,T) > 0dur.

Aep(T)mR™  icin

f: p(T)NR™ — L(E)

A — ATRT)

dontistimii negatif = olmayan ve monoton azalandir. Gergekten

a, Bep(T)NR™ ve a<p olsun.

aR(e,T)-BR(B,T) = a R(a, T) - B R(a,T) + B R(e, T) - B R(B,T)
= (a-f) R(0,T) + B [R(a, T) - R(B,T) ]

= (a-B) R(a, T) + B [ (B-a0) R(a,, T) R(B,T) ] (rezolvant esitligi)
=(a-f) R(a,T) [I-BR(B,T) ]

bulunur.  Buradan aTR(a,T)-BTR(B,T) = (a-B)TR(a, T)[I-BR(B,T)] bulunur.

a€p(T)NR™ oldugundan

TR, T)<0 = (a-B)TR(@,T) =0 ..*

\
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I-BR(B,T) =R(B,T) (BI- T - BI) = -TR(B,T) 2 0... **

oldugundan * ve ok dan oTR(a,T)-BTR(B,T) > 0 dir.
aTR(0,T)-BTR(B,T) > 0 iken aTR(a, T) > BTR(B,T) oldugundan monoton azalandir.

R™ < p(T) icin o(T) "R~ = olmast demektir. Kabul edelim ki o(T)nR =Y
olsun. o(T) kompakt ve kapali oldugundan sinirlidir. O halde s=inf{c(T)NR"}

vardir.

1
$s<0 = s-—<0ve s-léc(T)mR‘
n n

1 1
= s-—<0ves-—ep(T)UR"
n n

= knzs-l ep(T)
n

dir. A, monoton artan ve limA, =sdir.

(A, TR(A_,T))negatif olmayan, monoton azalandir ve sinirlidir. O halde her ne N
igin  |A, TR, T)|[<M  olacak sekilde M eR"vardir. (A, J-T)R,,T) =1
oldugundan

1 1
RO, T)= — TR\, T)+—1I
*,,T) y , )x

n n

dir. Buradan her n € Ni¢in

RA D) <—|TRA_,T)|+—
R D) < p RO D+

Mo, L
A

n

1 1

n

2

;\‘n
<M+
_S—2

©»n | —
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dir. O halde ||R(kn,T)|| sinirhidir.Fakat seo(T)ve limA_=soldugundan

lim”R(kn,T)” = oo olmasi ile ¢eliskidir. O halde kabul yanligtir. R™ < p(T) ve A e R™

n—oo

icin TR(A,T) <0 dur.

<) BeR, x € E ve Tx <Bx olsun.
Tx <pPx = (BI-T)x >0
dir. Hipotezden dolayr TR(B,T) <0 dur.
Tx=TR(B,T)(BI-T)x <0
bulunur.

4.8. Teorem :

A reel Banach orgii cebiri ve e birim elemani olsun. Pozitif her elemanin tersi varsa

asagidakiler denktir.

1) Pozitif bir y € A i¢in x=R(a,y) ve a>1(y)
i1) x, NP ilkesini saglar.

fspat :

)=1i) PeR", ze A ve xz <Pz olsun.

xz <Pz = (Be-x)z >0
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dir. Teorem 4.6' dan dolay1r xR(p, x) <0 oldugundan xz=x R(B,x) { (Be-x)z } <0

bulunur.

il) = 1) x, NP ilkesini saglasm. Teorem 4.7' den dolay1 her A e R™ icin R~ < p(x)
ve xR(A,x) < 0dir.

(Ae-x)R(Ax)=¢ = AR(ALX)-xR(A,x)=¢
= AR(Ax)<e (xR(A,x) >0 oldugundan)

bulunur.

A e
MAx)<e = —RAX)<—
[ A

= ROLX) <~ (A<0)
A

dir.
P:E - 1!
projeksiyon band doniigiimii olsun. A<0 i¢in

P(-R(A,x)) < P(ﬁ)

esitsizligi elde edilir. x" € A oldugundan 0 < p(x) ve P siirekli oldugundan

lim P(-R(Lx) <0 = P(-R(0,%)) <0
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dir.-R(0,x) = -(-x)" = x ' oldugundan x"'=-y+u olacak sekilde y >0 ve u € A, vardir.

y,=x"-|[ulle seklinde segelim.

X SuS”u”e = x! —||u||e£0

=y, <0

dir. x™'=uf|e-(-y,) ve x=R(|ju

,-y,) olacak sekilde -y, > 0 vardr.

R( ||u

’_YI) 20 = ”u” > r(-YI)

bulunur.O halde -y, € A i¢in x=R(|ju

-y,) ve [u]|>r(-y,) saglanr.
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5. SONUC

Huysmans'in [8]'de sordugu sorunun yanitinin herhangi bir 6rgii cebirinde olumsuz
oldugunu [6]'da Z.Ercan ile S.Onal bir 6rnekle gdstermislerdir. Bu sorunun yanitmin
olumlu oldugunu Huijsmans f-cebirlerinde, Scheffold tip-1 cebirlerinde gostermistir.
Hangi sirali cebirlerde Huijsmans'in sorusunun yanitinin olumlu oldugu hakkinda

calismalar devam etmektedir.
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