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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

[X,y] Siral1 aralik

XVYy X Ve y nin supremumu

XAY X ve y nin infimumu

x* x ve 0 (vektor uzayinin sifir1) in supremumu
X -x ve 0 1n supremumu

x| -X Ve X in supremumu

xLly IX| ve |y| nin infimumu O dir.

Xadx {Xa} asagiya yonlendirilmis bir agdir ve infimumu x dir.
XaTy {X«} yukariya yonlendirilmis bir agdir ve supremumu y dir.
Xa——> X {X«} ag1 x elemanina siral1 yakinsar.

Ad A kiimesinin diki

AlB Her xeA ve her yeB i¢in x L y dir.
L(E,F) Operatorlerin uzay1

Ly(E,F) Sira sinirli operatorlerin uzay1

Li(E,F) Regiiler operatorlerin uzay1

Ln(E,F) Sira siirekli operatorlerin uzay1

L(E,F) o-sirali siirekli operatorlerin uzayi

L(E,F) Siirekli operatorlerin uzay1

E~ E uzayinin sira duali

E™n E uzayimin sira siirekli duali

T T doniisiimiiniin eslenigi

V* V uzayinin cebirsel duali



1. GIRIS

1974 yilinda Fremlin D., E bir Banach 6rgiisii olmak tizere E uzaymin Levi norma sahip
olmast tanmimini ilk olarak kullanmigtir [1]. Fremlin D. Levi norma sahip Banach
orgiilerinin Dedekind tam oldugunu ve pozitif terimli artan ve iistten sinirli agin yine ayni

uzayin iginde bir st sinirli oldugunu gostermistir.

Altin B., 2002 yilinda hazirlamis oldugu doktora tezinde, E bir Riesz uzay1 olmak tizere E
icinde pozitif terimli artan ve E den E nin ikinci sira dualine tanimli Qe kanonik doniistimii
altinda goriintiisii ikinci sira dualde sira sinirli olan her agin yine E uzay: i¢inde iistten

sinir1 var ise bu uzaya b-6zelligine sahip Riesz uzayr adin1 vermistir [2].

Bu tezin ti¢lincii bolimiinde b-6zelliginden daha zayif olan dik b-6zelligine sahip Riesz
uzaylarinin tanimi verilip dik b-6zelligine sahip olan ve olmayan uzay ornekleri verilerek

b-6zelligi ile iliskisi incelenmistir. Ayrica bu boliimde E ve F iki Riesz uzay1 olmak tizere

E den F ye sira sinirlt operatorlerin uzay1r £y (E, F) nin dik b-6zelligine sahip oldugunda F

Riesz uzaymin da dik b-6zelligine sahip oldugu goriilmiistiir.

Dordiincii boliimde Kartezyen ¢arpim ve Boliim Riesz uzaylarmin dik b-6zelligine sahip

olmasu i¢in birer karakterizasyonu verilmistir.
Besinci bolimde dik b-6zelligi, b-6zelligi ve Levi normun gakistigi uzaylar incelenmistir.

Tezin son boliimiinde de elde edilen sonug ve Oneriler yer almaktadir.






2. GENEL TANIM VE ONERMELER

Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

Uzerindeki “>" siralama bagntis1 ile tanimlanmis olan bir gergel vektdr uzay1 M ve

her x, yeM igin,

i) X >y iken her bir zeM i¢in x+z > y+z

ii) X >y iken her bir 0 < acelR i¢in ax > ay

sartlarin1 saglayan M uzaymna sirali vektor uzayi denir [3]. M sirali vektor uzaymin x > 0
bagintisin1 saglayan elemanlarina pozitif diyecegiz. M uzaymdaki pozitif elemanlarin
kiimesini {xeM : x > 0}, M* veya M. sembollerinden biri ile gosterecegiz. M ve N iki
sirali vektdr uzayr olmak iizere bir T : M — N lineer doniisiimiine kisaca operator
diyecegiz. Ayrica her bir xeM" i¢in T(x) > 0 oluyorsa T operatoriine pozitif diyecegiz ve

T > 0 ile gosterecegiz.

2.1.2. Tanim

M bir sirali vektor uzayr ve bu uzayin herhangi iki eleman1 x, y olsun. Eger bir zeM

i¢in,

()x<zvey<z

(i)seMve x<svey<s iken z<s

kosullar1 saglaniyorsa z elemanina M uzayi i¢inde x ve y nin supremumu denir [3].



2.1.3. Tanim

M bir sirali vektor uzayr ve bu uzaym herhangi iki eleman1 x, y olsun. Eger bir zeM

i¢in,

(lz<xvez<y

(i)seMve s<xves<yiken s<z

kosullar1 saglaniyorsa z elemanina M uzayi i¢inde x ve y nin infimumu denir [3].

2.1.4. Tanim

M bir sirali vektér uzayr olsun. Eger iizerindeki siralamaya goére M uzayinin her x, y

ciftinin supremumu M uzayina ait ise bu uzaya Riesz uzayi denir [3].
Bundan sonra supremum ve infimum yerine sirastyla,
xvy:=sup{x,y}, xay:=inf{x y}

sembollerini kullanacagiz.

Ornek

Q2 bostan farkli bir kiime olsun. Q kiimesi iizerinde tanimli gercel degerli fonksiyonlarin

vektor uzayr IR? | her bir f, gelR® ¢ifti icin,

[f<ge VoeQ igin flo) £ g(o) ]

noktasal siralama ile bir Riesz uzaydir. Burada her bir ©eQ ve her f, gelR® igin,

[fvg(w)]:=max{f(w) g(w)}
[fAg(w)]:=min{f(0),g(w)}

ifadesi saglanir.



Asagidaki uzaylar tizerindeki noktasal siralama ile birer Riesz uzayidir.

(i) Q topolojik uzay1 tizerinde tanimli, gergel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayr C(Q),

(i) © topolojik uzay1 tizerinde tanimli gergel degerli stirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzay1
Co(Q),

(iii) Q tizerinde taniml1 gergel degerli sinirli fonksiyonlarin uzayr £«(€2),

birer Riesz uzayidir [3].

M bir Riesz uzay1 ve xeM olsun. x*

=XvO0,x =(x)v0 ve [X:=xv(X)
elemanlarina sirayla xeM elemaninin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii diyecegiz.
Ayrica x, yeM olsun. Eger [X| A |y| = 0 ise x ile y birbirine diktir denir ve x L y ile
gosterilir. A, M ’ nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. {xeM : Her bir yeA i¢in x L y}

kiimesine A kiimesinin dik tiimleyeni denir ve A% ile gosterilir [3].
2.1.5. Onerme

M bir Riesz uzayi ve X, y, z € M olsun. O zaman agagidaki bagintilar saglanir.

Dxvy=-[(x)A(y)] ve xAy=-[(x)v(y)]

() X+y=XAy+xvy

@)y x+(yvz)=x+y)v(x+z) ve x+(yArz)=(X+y)A(x+2)

(iv) Her 0 <aelR igcin a(x vy) = (ax) v (ay) ve a(XAY) = (ax) A (ay)

V) x=x"-x, X=x"+x , X"Ax =0

. 1 1
(VI)xvy=§(X+y+IX-yl) , XAy=5(X+y-IX-yI)

. 1 1
(Vi) (v Y1 = 2 (xsy+Ixey) o KAy = = | [x+y] - [x-y] |

(viii) ‘ |x|_|y| ‘ < |x+y| < |X| + |y| (Ucgen esitsizligi)

(X)) |xvz-yvz< Xy , XAzZ-yYyAzZ < XY
(x) Egerx,y,zeM" ise XA(Y+Z)<XAY+XAZ

olur [3].



M bir Riesz uzay1 ve {X«}, M Riesz uzaymnda bir ag olsun. Eger o <  iken Xo < Xp
(X < Xq) ise {Xa} agina artan (azalan) denir ve xoaT (Xad) sembolii ile gosterilir. M Riesz
uzayinin bir elemani x olmak iizere xaTX (XoadX) sembolleri xaT (Xad) sup{x«}=x
(inf {X«} = x) anlamina gelecektir. Eger her bir xeM* i¢in n* x40 saglaniyorsa M

Riesz uzayma Archimedean denir [3].

2.1.6. Onerme (Kantorovich)

M bir Riesz uzayi, N Archimedean Riesz uzayi ve T : M* — N*toplamsal (Her x, y € M*
icin T (x +y)=T(x) + T(y) ) olsun. O zaman T, M den N i¢ine bir tek pozitif operatore
genigler ve (genislemeyi yine T ile gosterirsek) her bir x € M igin, T (x) = T(x") - T(X)
bi¢imindedir [3].

Bir M Riesz uzayindan bir N Riesz uzayi i¢ine tanimli operatorlerin vektor uzayr £(M,N)

olsun. Her S, Te£L(M,N) i¢cin T > S < T-S > 0 ( her bir xeM" igin T(x) > S(X) )
siralamast ile bir sirali vektor uzayidir.

M ve N birer Riesz uzaylar1 ve T: M — N bir operator olsun. Eger £(M,N) sirali vektor

uzaymda {T, -T} kiimesinin supremumu var ise T operatoriiniin modiilii vardir denir ve

IT|:=Tv(-T) ile gosterilir [3].

Bir M Riesz uzayinin x <y sartin1 saglayan iki elemani x, y olsun. [X,y] ={zeM : x <z <y}
ile taniml1 alt kiilmeye Riesz uzaymin bir sirali arali§i denir. M uzayinin bostan farkli bir
alt kiimesi A olsun. Eger her bir y €A i¢in y < X (X <y) olacak sekilde bir xeM varsa A
kiimesine lstten (alttan) sinirlidir denir. Hem istten hem alttan sinirli olan kiimeye sira
sinirli kiime denir. A¢ik olarak bir kiimenin sira siirli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

bu kiimenin bir sirali aralik tarafindan kapsanmasidir [3].

2.1.7. Tanim

M, N iki Riesz uzayi ve T: M — N bir operator olsun. Eger T operatorii M Riesz uzayimnin

sirali araliklarint N Riesz uzaymin sira sinirlt kiimelerine doniistiiriiyorsa T operatoriine



sira siirlt operatdr denir. Bir M Riesz uzayindan bir N Riesz uzayimna tanimli sira sinirh

operatorlerin uzayr £y (M, N) ile gosterilir [3].

Iki pozitif operatdriin farki seklinde yazilabilen operatore regiiler operatdr denir. Bir M

Riesz uzayindan bir N Riesz uzay1 i¢ine tanimlanan regiiler operatorlerin uzayr £ (M, N)

ile gosterecegiz. Agik olarak,

L (MN) € L6 (MN) < £ (M,N)

vektor uzayr kapsamasi saglanir. Kisalik i¢in £ (M, M), £y (M, M), £ (M, M) sirastyla

£ (M), £y, (M), L (M) ile gosterilecektir [3].

2.1.8. Tanim

M bir Riesz uzay1 olsun. Eger M Riesz uzaymin bostan farkli ve iistten sinirli her alt
kiimesinin (sayilabilir alt kiimesinin) bir supremumu varsa M Riesz uzayia Dedekind tam

( o -Dedekind tam) Riesz uzay1 denir [3].

Bir M Riesz uzaymin Dedekind tam (c-Dedekind tam) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
0<XT<x (0<xaT <x) oldugunda sup{xa} (sup{xn} ) M iginde var olmasidir. Lp (1)

(1 £ p £ ) uzaylar1 Dedekind tam Riesz uzaylarina 6rnek olustururlar [3].

2.1.9. Onerme (Riesz-Kantorovich)

M, N Riesz uzaylar1 ve N Dedekind tam olsun. Bu durumda £, (M, N) sirali vektor

uzay1, Dedekind tam Riesz uzaydir. Her x eM* ve her bir S, T € £, (M, N) ifti i¢in,

SVT(X)=sup{S(Y)+T(2) : y,zeM" ve y+z=x}
SATX) =inf{S(Y)+T(2) : y,zeM" ve y+z=x}
TN () =sup {[Ty] :lyl<x}
T " X)=sup{Ty :0<y<x}



T(X)=sup{-Ty :0<y<x}
esitlikleri gergeklesir [3].
2.2. Sirali Projeksiyonlar

2.2.1. Tanim

G, bir M Riesz uzayinin alt vektor uzay1 olsun. Eger her bir x, yeG ¢iftinin supremumu G

vektor uzaymda bulunuyorsa bu alt uzaya M nin bir Riesz alt uzayi denir [3].

Bir M Riesz uzaymin bir alt kiimesi A olsun. Eger |x| <|y| ve yeA iken xeA oluyorsa A

kiimesine solid denir. Riesz uzaymin solid olan alt vektdr uzaylarina ise ideal denir.

1
XVy= 5 (x +y +|x-y|) esitliginden her idealin bir Riesz alt uzay1 oldugu goriiliir [3].

2.2.2. Tanim

M bir Riesz uzay1 ve {Xa}, M Riesz uzayinda bir ag olsun. Eger her bir o i¢in |Xa - X| < Yo
Ve Yol0 olacak sekilde bir {ya} ag1 ve bir x € M var ise {Xo} agina x elemanma sirali

yakinsiyor denir ve xa——> X ile gosterilir.

[{Xa}= A Ve Xa—> X = XeA]

onermesini saglayan M Riesz uzaymnin A alt kiimelerine sira kapali alt kiimeler denir [3].
Sira kapali olan ideallere de band diyecegiz.

A bir M Riesz uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A kiimesini kapsayan en kiigiik
(kapsama bagintisina gore) ideale A kiimesinin dogurdugu ideal denir. A kiimesinin

dogurdugu ideal,
{XeM : T X1, Xz, oo Xn€A Ve A1, A2, .y MnlRY, X <D 01X [}

dir.



XxeM elemaninin dogurdugu ideal Axise Ax={yeM : 3 AL >0, |yl <A |X|} kiimesi
olur. Bir Riesz uzayinda tek elemanli kiimelerin iirettikleri ideallere esas ideal denir.

Benzer olarak A kiimesinin dogurdugu band A kiimesini kapsayan en kii¢lik banddir [3].

2.2.3. Onerme

A, bir M Riesz uzaynin ideali olsun.
{xeM :3 {Xo} = A* ve 0<xqT |x|} kiimesi A tarafindan iiretilen banddir. Ustelik tek

bir x elemaninin iirettigi band By ise Bx={yeM : |y| Anjx| T |y| } dir [3].

Bir M Riesz uzayinda bir band B olsun. Eger M =B @ BY esitligi saglaniyorsa B uzayma
projeksiyon band denir. B, bir M Dedekind tam Riesz uzayinda band ise M = B @ B¢
seklinde yazilir [3].

2.2.4. Tanim

M, N iki Riesz uzay1 ve T: M — N bir operator olsun.

(@) M iginde xo —2>— 0 iken N icinde de Txoa —>> 0 saglaniyorsa T operatdriine sira

stirekli operator denir.

(b) M i¢inde xn—2— 0 iken N i¢inde de Txn—>— 0 saglaniyorsa T operatdriine G sira

stirekli operator denir [3].

T: M — N pozitif operatdriiniin sira slirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M iginde

Xo ¥ 0 iken N icinde Txo ¥ 0 saglanmasidir.

Lo (M, N):={Te L, (M, N) : T sira stireklidir } ve

L (M,N):={Te L, (M,N) : T o- sira stireklidir } uzaylar

N Dedekind tam ise &£, (M, N) Riesz uzay1 iginde birer band olurlar [3].
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2.3. Pozitif Lineer Fonksiyoneller

2.3.1. Tanim

M bir Riesz uzay1 olsun. M {izerinde tanimli gercel degerli sira sinirli operatorlerin vektor

uzayina M Riesz uzayinin sira duali denir ve M~ ile gosterilir.

feM~ olsun. Eger her bir xeM" i¢in f(x) > 0 ise f fonksiyoneline pozitif lineer

fonksiyonel denir. Her bir f, geM~ ¢ifti i¢in

f<g < Herbir xeM" i¢in f(x) < g(x)

siralamasi ile M~ bir sirali vektdr uzayidir. Ustelik IR bir Dedekind tam Riesz uzay

oldugundan Onerme 2.1.9. dan M-~ bir Dedekind tam Riesz uzayidur.

M~ Riesz uzayinin sira duali (M~)~: = M~ , M {izerinde taniml1 biitiin sira siirekli ve sira

sinirli lineer fonksiyonellerin uzayi ise M™, ile gosterilecektir [3].

2.3.2. Tanim

M bir Riesz uzay1 olsun. Eger her bir 0 # XeM icin f(x) # 0 olacak sekilde bir feM~ var

ise M~ ya M nin noktalarini ayiriyor denir [3].

V bir vektor uzayr olmak lizere V iizerinde tanimli lineer fonksiyonellerin olusturdugu
vektor uzayr V* ile gosterilir. W bir bagka vektor uzayr ve T : V. — W bir operatdr olsun.

Her bir f eW™* ve her bir v €V i¢in T* f (v) = f (T(v)) olarak tanimlanan T* : W* — V*
operatore T operatoriiniin cebirsel eslegi (transpozu) denir. Genelde <T* f,v>=<f, Tv>

bi¢iminde gosterilir [3].

2.3.3. Onerme

M ve N Riesz uzaylari, T: M — N bir sira sinirh operator ise T* (N~) < M~ dir [3].
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T* operatoriiniin N~ uzayina kisitlanmasina T operatoriiniin (sira) eslegi denir ve T' ile

gosterilir. Yani T' : N > M~ <T'f,x>=<f, Tx> xeM dir][3].

2.3.4. Tanim

M ve N iki Riesz uzay1 ve M~ , M’nin noktalarini ayirsin. M~ #{@} , feM~ ve ueN

olsun.

fQu:M >N
X = (f®u)(x) =f(x).u

bi¢iminde tanimlanan f @ u doniisiimiine mertebe bir (rank one) operatorii denir [3].

2.3.5. Teorem

M ve N iki Riesz uzayi olsun.
(1) feM3 ve u, veN olmak iizere (f®u) v (f®v) ve (fQ®u) A (f®v) L(M,N)’de
mevcut olsunlar.
fRu Vv (FfRv)=f® (uvv)
ve
FOWA(QV)=TQ (urv)
dir.
(2) ueN™ ve f, geM~ olmak iizere (f®u) v (g®Vv) ve (f®u) A (g®v) L(M,N)de
mevcut olsunlar.
(f®u) v (g®v) = (fv g) ®u
ve
fRW A (g®v)=(frg) ®u
dir.

(3) feM~ ve ueN olmak iizere f® u modiilii £(M,N)’de mevcut olsun.

If ®u| = |f]| ®|ul
dir [3].
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2.3.6. Onerme

Her, mertebe bir (rank one) operatorii sira sinirlidir [3].

fspat

M ve N iki Riesz uzay1 olsun. feM~ , f#0 ve ueN i¢in;

fQu:M->N
X = (f®u)(x) =f(x).u

bi¢iminde doniisiim tanimlansin.

xeM"® ve |y| <x igin;

[E@WM| = f (M ul <f (). [ul < [f[(lyD. lul < [f]). |ul
olur.

Buradan (f ® u) sira sinirhidir. m

2.4. Orgii(Lattice) Homomorfizmi

T: M — N bir operator olsun. Eger her x, yeM igin T (x v y) = T(X) v T(y) saglaniyorsa T
ye Orgli homomorfizmi denir. Ayni zamanda birebir ve Orten olan Riesz
homomorfizmlerine 6rgli izomorfizmi denir. Eger M Riesz uzayimndan N Riesz uzay1 i¢ine

bir 6rgili izomorfizmi varsa M ve N uzaylar1 Riesz izomorfiktir denir [3].

2.4.1. Teorem

Iki Riesz uzay1 arasindaki T: M — N operatdrii igin asagidaki onermeler denktir.
1) T bir 6rgii (lattice) homomorfizmdir.

)T (xt)=(Tx)", V xe M i¢in saglanur.

AT(XAY)=TX AT(Y) , VX YyeM igin saglanir.

4)M’de x Ay=0oldugunda T (X) AT (y) =0 N ’de saglanir.

5)V xeMi¢in T( x| ) =| T(x) | saglanir [3].
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2.4.2. Teorem

M ve N iki Riesz uzay1 ve  T: M — N bir birebir ve orten operator olsun. O zaman T
operatoriinlin  bir 0Orgli izomorfizmasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T ve

T~ operatorlerinin pozitif olmasidir [3].

2.5. Banach Orgiileri

2.5.1. Tanim

M bir Riesz uzay1 ve || . ||, M tlizerinde bir norm olsun. Eger |X| < |y| kosulunu saglayan her
X, YeM gifti igin  ||X|| < |ly|| oluyorsa || . || normuna M iizerinde bir 6rgii (lattice) normu
denir [3].

Bir 6rgli normu ile donatilmis Riesz uzayina normlu Riesz uzayr denir. Ayrica normlu
Riesz uzay1 tam ise bu uzay Banach 6rgiisii denir. Her bir normlu Riesz uzayinin bir lokal
konveks-solid Riesz uzay1 oldugu agiktir [3].

2.5.2. Onerme

Normlu bir Riesz uzayinin norm duali bir Banach 6rgiisiidiir [3].

2.5.3. Onerme

Bir Banach oOrgiisiinden bir normlu Riesz uzayma tanimlanan her bir pozitif operator

stireklidir [3].

2.5.4. Sonug

M bir Banach 6rgiisii olsun. M nin siirekli duali ile sira sinirli duali ¢akisir. Yani; M~= M’

dir [3].
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2.5.5. Tanim

M bir Banach 6rgiisii olsun. Eger M iginde xad0 sartmni saglayan her bir {x«} ag1 i¢in

|| Xa [NO oluyorsa || . || normuna sira siirekli norm denir [3].

2.5.6. Onerme

M bir Banach orgiisii ise agsagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) M sira siirekli norma sahiptir.

(i) Miginde 0 <xnT< x ise {xn} bir Cauchy dizisidir.

(iii) M, o Dedekind tam ve M iginde xnd0 ise || Xn |0 dir.
(iv) M uzay1 M" uzayi i¢inde bir idealdir.

(V) M igindeki her bir sira aralik zayif kompakt bir kiimedir [3].

M ve N birer normlu uzaylar olsun. M den N igine tanimlanan biitiin siirekli operatorlerin

vektor uzaymi L(M, N) ile gosterecegiz.

Ornek

K bir kompakt Hausdorff uzay olmak tizere C(K) ve her bir Lp(n) (1 < p < ) uzayi bir

Banach orgiistdiir [3].

2.5.7. Tanim

E bir Banach 6rgiisii olsun.

(i) 1 <p < o olmak tizere x Ay = 0 sartim saglayan her bir x, yeE i¢in
IIX+y|lP=[x|[°P+ |ly|P oluyorsa E ye soyut Ly uzay: denir.

(if) X Ay = 0 kosulunu saglayan her bir x, yeE i¢in |xX v y|| = max {|[x|| , [|y||} esitligi
saglanirsa E ye soyut M uzayi1 denir. Genelde soyut L1 uzayina AL uzay, soyut M
uzayina ise AM- uzay denir [3].



15

2.5.8. Onerme

M bir Banach 6rgiisii olsun.

(i) M uzaymin bir AL uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir x, yeM" ¢ifti i¢in
X+ yl[ = [[X][ + [lyl] olmasdr.

(i) M uzaymin bir AM uzayi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir x, yeM" i¢in

vyl = max {|Ix|, [lyll} olmasidur [4].

M bir Riesz uzay1 ve 0 < eeM olsun. Eger her bir xeM i¢in |x| < Ae olacak sekilde bir

AelR var ise e elemanina M Riesz uzayimin sira birimi denir [3].

2.5.9. Onerme

M, bir Banach orgiisii olsun. M uzaymin bir AL (AM) uzay olmast i¢in gerekli ve yeterli

kosul M' norm dualinin bir AM (AL) uzay olmasidir [3].

2.5.10. Onerme (Kantorovich)

M bir Banach orgiisii ve N bir Dedekind tam birimli AM uzay1 olsun. O zaman M den

N icine her bir siirekli operatdr regiilerdir .

Yani L (M, N)=%L, (M, N) dir[5].

2.5.11. Tanim

M bir Banach orgiisii olsun. Eger M nin her pozitif artan ve norm sinirlt dizisi, norm

yakinsak oluyorsa M uzayina bir KB (Kantorovich Banach) uzay1 denir [3].

Ornek

(X, A, ) bir 6l¢ii uzayi ve 1 < p <ooolsun. Lp (X, A, u) bir KB uzayidir [4].
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2.5.12. Onerme

M bir Banach 6rgiisii olsun. M nin KB uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul M nin M"

icinde bir band olmasidir [3].

2.5.13. Onerme

M bir AL uzay ve N bir KB uzay olsun. O zaman £y (M, N) = L (M, N) esitligi saglanir
[3].

2.5.14. Onerme

Her AL uzay bir KB uzaydir [4].

2.5.15. Onerme (Kakutani-Bohnenblust-Nakano)

M Banach o6rgiisiiniin bir soyut Lp( 1 < p <o ) uzay olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M

nin bir ger¢ek Lp(u) uzayina orgii izometrik olmasidir [3].

2.5.16. Tanim

M bir Banach orgiisii olsun. Eger M nin pozitif terimli yukar1 yonlendirilmis ve norm

sinirlt her aginin M de supremumu varsa M ye Levi norma sahiptir denir [1].
Agik olarak her Levi norm Dedekind tamdir.

2.5.17. Teorem

M bir Banach 6rgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(&) M Levi norma sahiptir.

(b) Ac M*dik ve B :={},.qa :0 < A sonlu} kiimesi norm sinirl ise sup A mevcuttur [6].
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2.6. b-Ozelligine Sahip Riesz Uzaylar1

M bir Riesz uzay1 olsun ve M~ , M uzayinin noktalarini ayirsin.

Qv : M- M~
X=>0Qu(X)=X:M" - IR

foKM)=fX

bi¢ciminde tanimlanan Qm doniisiimiine M uzaymin kanonik gémmesi denir.

Qv : M > M~ kanonik doniisimi M den M~ ya bir 6rgii koruyan operatordiir.
Ozellikle M~, M nin noktalarin1 ayiriyorsa o zaman Qg 1:1 olur. Bu durumda M Riesz
uzaymi1 M~ Riesz uzaymin bir Riesz alt uzay1 olarak gorebiliriz. Yani her bir xe M
elemanint M~ ni bir eleman1 olarak gorecegiz. Bu calismanin tamamimda M~ nin M

uzayinin noktalarini ayirdigini kabul edecegiz [3].

2.6.1. b-sira simirh kiime

2.6.1.1. Tanim

M bir Riesz uzayr ve A < M olsun. Eger Qm(A), M~ uzayi i¢inde bir sira sinirh kiime

oluyor ise A kiimesine M uzayinin bir b-sira sinirli alt kiimesi denir [2].

2.6.1.2. Tanim

M ve N iki Riesz uzay1 ve. T : M — N bir operator olsun. Eger T , M nin b-sira sinirl

kiimelerini N nin b-sira simirlt kiimesine doniistiiriiyorsa T ye b-sira sinirli operatdr denir

[2]

Qv : M — M~ bir pozitif operatoér oldugundan M uzayinin her b-sira siirlt kiimesini bir

b-sira sinirli kiimesine doniistiiriir [7].
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2.6.1.3. Lemma

M bir Riesz uzayt ve {Xo} M nin pozitif terimli ve artan bir agt olsun.
{xq:ae/} kiimesi M’de b-sira smirlidir ancak ve ancak her f eM 7 igin {f (x,)} IR de

sinirlidir.
fspat

{x4} M nin pozitif terimli ve artan ag1 olmak flizere {x,} ag1 b-sira smurli ve
feM 7 olsun. O zaman —x" <Qm (X4)< x”  olacak sekilde bir x"eM ;™ vardir.

Boylece
—x" (f) < Qm(xq) (F) <x"(f)

olur. Dolayisiyla
If (xo) I<x"(F)

olur. Bu ise {f (x)} nin IR de smirli oldugunu verir.

Tersine herf e M} i¢in {f (x4)} < IR de smurli olsun. O zaman,

o:M7 —>IR*
f > )=supf(xy)
[

biciminde tanimli doniisiim toplamsaldir. Gergekten her f, g eM 7 i¢in ;
f(xa) + 8 (%) < supf (xa) + sup g (xa)
= () +o(g)
Boylece
sup ((f+9) (xJ)) <@ () + ¢ (g)

ep(f+g <o)+ (g) (2.1)

elde edilir. Diger taraftan, A indis kiimesi yukar1 yonlendirildiginden her a, Be/A igin

o <y ve B <y olacak sekilde en az bir ye/A\ vardir. {x,} artan oldugundan x,<x,

ve xg< x, olur. fve g pozitif oldugundan

f(x)< f(x)) . 8(xp)<8(%y)
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olur ki iki esitsizligi taraf tarafa toplayip y iizerinden supremum alinirsa;

f(xo) + 8(xp ) <f(xy)+ 8(xy ) < suyp[f(xy) +g(xy )]
= suyp[(f+ g)(xy)]

=@(f+g)

f(xs) + 8(xp) <o(f+ g)
olur.

Sirasiyla o ve B lizerinden supremum alinirsa;

sup f (xq) +g(xp)<o(f+g)
@(f) + supg (xg) < @(f+g)

o) +o(g)<e(f+g) (2.2)

elde edilir.
Es. 2.1 ve Es. 2.2 ifadeleri géz 6niine alindiginda ¢ toplamsaldir.
Dolayisiyla Onerme 2.1.6. dan ¢ min M~ nm tamamina bir pozitif genislemesi vardir.
Bunu yine ¢ ile gosterirsek her feM~ igin, @ : M~ - IR, o(f) =@(f*) - (")
bi¢iminde tanimlidir. Her bir ae A ve her feM 7} igin ;
0 <f(xx) < supf (xy) = @(f)
«
oldugundan
0<Qm(xq)(F) < @(f)
elde edilir kibuda 0<Qm(xy) <@ oldugunu verir.

Yani, { X, } kiimesi M de b-sira sinirli olur. m
2.6.2. b-dzelligi
2.6.2.1. Tanim

M bir Riesz uzayi olsun. Eger M uzayinin her bir b-sira siirli kiimesi M uzay1 i¢inde de

sira sinirli oluyorsa M uzayina b-6zelligine sahip Riesz uzayi denir [2].
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2.6.2.2. Onerme

Bir M Riesz uzaymin b-6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M uzay1
icindeki 0 < Qm(Xa)T< X", X"eM™ kosulunu saglayan her bir {X«} agmin M uzayi iginde

iistten sinirli olmasidir [6].



21

3. DIiK b-OZELLIGINE SAHIP RiESZ UZAYLARI

Bu kisimda daha 6nce bilinen b-sira sinirli kiime iizerine diklik sarti konularak dik b-sira
siirlt kiime tanimini verecegiz. Bu dik b-sira sinirlhi kiime yardimiyla da dik b-6zelligine
sahip Riesz uzay1 tanimini verip Riesz uzaylarinin bir siniflandirmasini yapacagiz.

3.1. Dik b-Sira Simirh Kiime

3.1.1. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve @ #A < E olsun. Eger A dik ve Qg(A), E™ i¢inde sira sinirli

oluyorsa A kiimesine E de bir dik b-sira sinirli kiime denir.

3.2. Dik b-Ozelligi

3.2.1. Tanim

E bir Riesz uzay1 olsun. Eger E uzayinin her bir dik ve b-sira sinirli kiimesi E uzay1 iginde

de sira sinirl oluyorsa E uzayina dik b-6zelligine sahip Riesz uzayi denir.

3.2.2. Sonug

Her b-6zelligine sahip Riesz uzay: dik b-6zelligine sahip Riesz uzayidir.

fspat

E bir Riesz uzay1r ve A c E olsun. A kiimesi dik ve b-sira sinirli olsun. A kiimesi b-sira

sinirlt ve E uzayr da b-6zelligine sahip oldugundan A kiimesi E uzayinda sira sinirhdir.

Dolayisiyla E uzay1 dik b-6zelligine sahip olur. m
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3.2.3. Lemma

Her A ¢ E* dik ve b-sira sinirli kiime E de iistten sira sinirli kiime oluyorsa E Riesz uzayi

dik b-6zelligine sahiptir.

fspat

Her A c E dik ve b-sira sinirli kiime olsun. |A| kiimesini |A| : = { |a]: acA } seklinde
tanimlayalim. |A| < E* ve |A| kiimesi diktir. A, b-sira siirli oldugundan her acA igin
-x"<a<x" ve -x"<|a £x"olacak sekilde en az bir X"eE ;™ vardir. Dolayisiyla |A|
kiimesi b-sira sinirlidir. Hipotezden |A| kiimesi E i¢inde iistten sinirlidir. Boylece her ac A
icin |a] < x olacak sekilde en az bir xeE vardir. Yani; A kiimesi E de sira sinirh olur.

Dolayistyla E Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahiptir. m

Ornekler

a) Yansimali olan her Banach orgiisii b-6zelligine sahiptir. Dolayisiyla dik b-6zelligine

sahiptir.

b) E bir Riesz uzay1 olmak tizere eger E~~, Qe(E) iizerinde retractable (E~ lizerinde deger
kiimesi Qg(E) olan bir pozitif projeksiyon var) ise E uzay1 b-6zelligine sahiptir.
Gergekten, P : E~~— Qg(E) bir pozitif projeksiyon olsun ve {X«} < E, X"€E~~ olmak
iizere 0 < xaT X", E™ icinde saglansin. Her bir a igin ,0 < P(X«) = Xa < P(X")eE
oldugundan E Riesz uzay1 b-0zelligine sahiptir. Diger taraftan her bir KB-uzayi
retractable oldugundan KB- uzaylar1 da b-6zelligine sahip Riesz uzaylardir. Dolayisiyla

dik b-6zelligine sahiptir.

c) K, bir kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere C(K) uzay1 b- 6zelligine sahiptir.
Dolayisiyla dik b-6zelligine sahiptir.

d) Sifira yakinsak reel sayilarin dizi uzayi , ¢, Riesz uzay: dik b-6zelligine sahip degildir.
Gergekten, her bir ne N i¢in n. bileseni 1 diger terimleri 0 olan en=(0,...0,1,0,0...)

dizilerinin olusturdugu kiime A olsun. A diktir. Ayrica, e = (1,1,1,...) € £, olmak iizere
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her bir ne N icin 0 < Qg(en) < e esitsizligi (c,)”” = ¢, swmirh dizi uzay iginde
saglandigindan A kiimesi (c,) " i¢inde bir sira siirh kiime olur. A kiimesi dik b-sira

siirlidir. Ancak A kiimesi ¢ uzay1 i¢inde sira sinirli olmadigindan ¢, dik b-6zelligine

de sahip degildir [8].

3.2.4. Onerme

E dik b-6zelligine sahip Dedekind tam bir Riesz uzay1 olsun. E nin her sira kapali Riesz alt

uzayi da dik b-ozelligine sahiptir.

fspat

E Dedekind tam Riesz uzayi, U, E nin sira kapal1 Riesz alt uzay1 ve A, U Riesz uzayimnin
bir b-sira sinirh alt uzay1 olsun. A nin E de de b-sira sinirli oldugunu gérelim. A, U da b-
sira sinirlt oldugundan her acA igin Qu(8) < ¢ olacak sekilde UL~ vardir. Kolaylikla
goriilebilir ki her feE~ i¢in fly € U~ dur.

x"'E" > IR

f —=>x"(f=¢flu)

bi¢iminde tanimli x"" € E 7~ dir. Simdi her acA i¢in 0 < Qge(a) < x" esitsizliginin E>~ da
sagladigini gorelim.

0<Qu(a) < olur.

Boylece her feE § i¢in;

0<Qu(@) (flu) < @ (flu)

olup buradan

0<flu @) <o (flu)

elde edilir.

0< f@)<x"(f)

0 < Qe(a)(f) <x"(f) olur. Yani, 0 < Qe(a) < x" esitsizligi E>~ da saglanir. Dolayisiyla;

A, E~ i¢inde b-sira sinirli olur.
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A, E icinde dik, b-sira sinirh ve E dik b-6zelligine sahip oldugundan heracA igin
0<a<b olacak sekilde bir beE" vardir. E Dedekind tam oldugundan sup A = x, olacak

sekilde bir x,€E vardir. D := { a < IN sonlu } kiimesi yukar1 yonlendirilmis bir kiimedir.

¢ :D—>E

a = @ (a)=Vaeqae U

bi¢iminde tanimli bir agdir ve @ (&) = Vacqa ag1 yukart yonlendirilmistir. 0 < X, T X,

E iginde saglanir. Yani, x,—>->X, dir. {x,.} < U ve U sira kapali oldugundan x,eU
olur ve 0 <a<x, U dasaglanir. Dolayisiyla; U sira kapali Riesz uzayi dik b-6zelligine

sahiptir. Bu da ispati tamamlar.m

3.2.5. Onerme

E ve F izomorfik iki Riesz uzay1 olsun. Eger E Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahip ise F

Riesz uzayi da dik b-6zelligine sahiptir.

fspat

B:={ypaeA} c F' dik b-sira sinirli bir kilme olsun. E ve F Riesz izomorfik
oldugundan ve Teorem 2.4.2. den T ve T~ pozitif olacak sekilde T : E — F bir operatdr
vardir.

Her aeAi¢in T™1 (y,) := x, € E* ve B c F dik ve b-sira simirh olsun.

T~ Riesz homomorfizm oldugundan ;

{T7 O} aen ={T(xs) 1 aeA}cE

de b-sinirli ve dik olur [7].

E dik b-6zelligine sahip oldugundan her aeAigin 0< x, < x olacak sekilde bir x eE*
vardir. T pozitif oldugundan ;

0<T(xy) <T(X)

0<y,<y

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlik F de saglandigindan F dik b-6zelligine sahip olur. m
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3.2.6. Sonug

Dik b-6zelligine sahip bir E Riesz uzayimnin higbir sira kapali Riesz alt uzay1

Co: ={x = (x,,) IR :limx, = 0}

uzayina Riesz izomorfik olamaz.

fspat

Aksini kabul edelim.

E nin bir U sira kapali Riesz alt uzayi c, Riesz uzaymna Riesz izomorfik olsun. ¢, dik b-
ozelligine sahip olmadigindan ¢, Riesz uzayina izomorfik olan U Riesz alt uzay: da dik b-
ozelligine sahip olamaz. Diger taraftan E dik b-6zelligine sahip ve U Riesz alt uzay1 sira
kapali oldugundan Onerme 3.2.5. ten U Riesz alt uzay1 dik b-dzelligine sahiptir. Bu bir

celigkidir. Bu da ispati tamamlar. m

3.2.7. Onerme

E, F ve £y (E, F) Riesz uzaylar1 olsun. £y (E, F) Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahip ise F

Riesz uzayi da dik b-6zelligine sahiptir.

fspat

Ly (E,F) dik b-6zelligine sahip olsun. Simdi F nin de dik b-6zelligine sahip oldugunu
gorelim. A < F* dik ve b-sira smirli bir kiime olsun. 0 # xo€E* segelim. E~, E ’ nin
noktalarini ayirdigindan f (x4) # 0 olacak sekilde bir f eE 5 vardir.

D:={f®a: acA }c L (E,F) kimesinin XL, (E,F) de b-sira smrl oldugunu
gosterelim. A, E de dik ve b-sira sinirli oldugundan her a € A igin —x"" < Qr (@) < x”

olacak sekilde bir x"" € E5~ vardir. Ayrica A dik oldugundan a #b € A igin |a|A |b|= 0

olur.
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¢@: F-> L (EF)

y-0():=f®y:E-F
x = (F®y)(x) =f(x).y

bi¢iminde tanimlanan ¢ nin bir pozitif operatér oldugu agiktir. Bu durumda ¢ ~~ da
pozitiftir. Dolayisiyla ¢ ~~: F7~— £y (E,F) ™~ pozitif bir operatordiir.
A c F b-sira sinirli oldugundan Qr (A) < F~ sira sinirhidir ve boylece

¢® "7 (Qr(A)) = Lo (EF) ™

ve

¢® "7(Qr(A) = Qr, g (@A) = Lb (EF) ™

sira sinirli olur.
Buradan @(A) < £ (E,F) de b-sira sinirli olur.
a#bicin |a|A |b|= 0 oldugundan,
If®al Alf @ b| = [|fl®lal] A [If|®]bl]
=f® (lalA [bl)
dir. Her xeE" igin;
[f® (lala [bD] (x) = f (x). (la] [b]) =0
bulunur.
Yani;
f@alf®b
olur.
Dolayisiyla @(A) < Ly (E,F) iginde dik b-sira sinirli olur. Hipotezden £y (E,F) dik b-
ozelligine sahip oldugundan her acA icin -T < f®a< T olacak sekilde en az bir
0 <Te Ly (E,F) operatorii vardir. Boylece -T (X)) < (f® a) (x¢) < T (x,) elde edilir.

Dolayisiyla, -T(xq) < f(Xg).a < T(xo) bulunur.
Buradan;

—T(Xp) <a< T(xo)
fxo)  f(xo)

olur.

Bu ise A nin F de sira sinirli oldugunu verir. Yani F uzay1 dik b-6zelligine sahiptir. m
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Ornek

{ Ei:iel} Banach uzaylarinin bir ailesi olsun.

E= (E1® Ep® .. )o = {X= (xa) € [1Z, Ei ¢ lim || x,]] = 0}

Banach orgiisii dik b-6zelligine sahip degildir.

Gergekten; her nelN i¢in || x,|| = 1 olacak sekilde x,e E I secelim.

n. bileseni x,, , digerleri 0 olan a, =(0,0,0, ... ,X,,0, ... ) dizisi E* nin bir eleman:
olsun.

Acik olarak a,’ ler dik ve pozitiftir.

en = Vi1, a; olmak lizere;

¢: ET - IR"
f — o) :=supf(ey)
n

doniisiimiinii géz oniine alalim.

|f (en)| <11 f]I.Il enllo< || f|| <o oldugundan

¢@(f) e supf(e,) € IR" dir. Yani; ¢ anlamhdur.
n

Herf,g e E L ve hernelN igin ;

0<(f+g)(en) =f(en) + g (en) <supf(en) +supg(en)

<o)+ (g)

n lizerinden supremum alinirsa ;

sup((f+g)en)) <@ (f) + @ (g)

olur.

Boylece
p(f+g <o) +o0(g) (3.1)

elde edilir. Her n, m ve k = n+m i¢in
en<€nsm . €m<€pym Olur.

flen)<f(enim) . 8 (em)<9(en+m)

dir ve bu iki esitsizligi taraf tarafa toplayip k lizerinden supremum alirsak;

flen) +g(em) <f(en+m) +9(en+m) <(f+9) (enim) SSI;{D[(H g)(er)]
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fle,) +g(en) <@(f+g) olur.

Sirastyla n ve m lizerinden supremum alinirsa;

sup fen) +8(em) <o(f+g)
@G)+§?g(%drimﬁ+g)

o) +o(g)<e(+g) (3.2)

elde edilir.

Es. 3.1 ve Es. 3.2 ifadeleri goz ontine alindiginda ¢ toplamsaldir.

Onerme 2.1.6. dan ¢ nin E~ nin tamamina bir pozitif genislemesi vardir ve bu genislemeyi
yine ¢ ile gosterelim. Her feE 7 ve her ielIN igin;

0<& (f) =f(e;) <supf(ej(n))

0<& (<o (f)

0<& <o

olur. Buradan

{ e, : neIN } b-sira sinirlidir. Her nelIN i¢in 0 < a,, < e, Ve e, b-sira sinirli oldugundan
0<a,<e,<@olur. (a,) < E de b-sira simirhdir. Ayrica (a,) ler dik oldugundan (a,) E
de dik b-sira smirhidir. Ancak { a, : neIN } E iginde istten sinirli degildir. Gergekten
kabul edelim ki her nelN i¢in a,<z olacak sekilde bir zeE olsun. O zaman her ieIN i¢in
ap ()< z; olur. Boylece her ielN i¢in 0 <x; <z; olur. Her bir ieIN i¢in E; Banach orgiisii
oldugundan || x; || <|| z; || elde edilir. Buradan;

lim || z; || # 0 olur bu da z= (z,, z,, ...) € E oldugunu verir. Boylece, E Banach o6rgiisii
n—-oo

dik b-6zelligine sahip olamaz. m
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4. KARTEZYEN CARPIM VE BOLUM UZAYLARININ DIiK b-
OZELLIGINI SAGLAMASI

4.1. Kartezyen Carpim Uzaylarin Dik b-Ozelligi

Bu boliimde kartezyen c¢arpim uzaylarmin dik b-6zelligine sahip olmasi karakterize

edilecektir.
Ei:iel } Riesz uzaylarinin bir ailesi olsun. E= | i1 Ei kartezyen (dik) ¢arpim
y iel Y
{x}={yi} & V iel i¢inxiyi

siralamas1 ile bir Riesz uzayidir.

Acik olarak E uzayinin herhangi iki eleman1 x = {xi}, y = {yi} ise
sup{x,y} = x vy ={xivyi} ve inf{x,y} = x Ay ={Xiayi}

dir. Direkt toplam F =);.; @ Ei, E uzaymin sonlu i ‘ler haricindeki elemanlari sifir olan

elemanlarin uzayi olsun. F uzay1, E Riesz uzayinin bir Riesz alt uzay1 olur.

iel olmak iizere A, Ei uzayinin bir alt kiimesi olsun. O zaman her bir a € A igin;

bigiminde tamimli (aj)jc; elemamni a ile gosterelim. Agik olarak a = (aj)jc; E nin bir

elemanidir.

4.1.1. Onerme

{ Ei :iel } Riesz uzaylarmin bir ailesi ve E = [[ic; Ei  bu Riesz uzaylarin kartezyen
carpimu olsun. Her bir iel igin A:= {a:aecE; } < Ei dik b-sira simirh bir kiime olsun. O

zaman A :={3a: acA} c E* de dik b-sira sirhdur.



Herbir 3 beA ve a #b icin aAb =0 dir.
Tamimdan  a = (aj)jc; b= (bj)jer  olmak iizere;

5/\B=(aj/\b]-)]-el

bulunur.

Simdi A mn b-sira sirh oldugunu gérelim.

@+AcE;fve ANi={acA:asonlu}olsun.

¢: N > E

a—> @)=12z=Via , aea, I<ac<|q

doniisimiinii géz oniline alalm. { z, : aeA } Ei de yukar1 yonlendirilmis ve b-sira
sinirhdir. Gergekten, A b-sira simirli oldugundan her a€A igin 0 < a< x"' olacak sekilde
bir x""e E{~ vardir. Her o igin z, = VjL,a; olacak sekilde bir a;eA vardir. Ayrica
ajeAve0< a< x”

oldugundan

0< a; < x"

olur. O zaman;

0< ViL;a; <x”

elde edilir. Her a i¢in

0< z, < x"

elde edilirkibuda{ z, : aeA } aginin E;i de b-sira sinirli oldugunu verir.

K :={z,: ae/A} olarak tanimlayalim.

Her bir F € EZ i¢in

f:E — IR
X = T(x)=F(xp)
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tanimlansin. Agik olarak f e( E;) dir.

{ z, 1 ae/\} kimesi, b-sira sinirli oldugundan 0 < z, < x" olacak sekilde en az bir
x""e (E{™) 4+ vardr.

Her bir ae A i¢in;

0<7y (f) <x"(f)

0<f(z,) <x"(f)

olur. Diger taraftan,

¢: E7 > IR
F - ¢(F):=sup F(z)
X

biciminde ¢ donilisiimiinii tanimlayalim.

Her aeAi¢in 0< F(zy) = f(zy) <x"(f) oldugundan sup F(z,) € IR dir. Ayrica @
X

doniistimii toplamsaldir. Gergekten her F, G € E 7 i¢in;
F(Z)+G(Z) <9 (F) + ¢ (G)

(F+G)(z) <@ (F) + ¢ (G)

sup (F+G)(za) <@ (F) + ¢ (G)

¢(F+G) <o (F) + ¢ (G) (4.1)

bulunur.
Diger taraftan, A yukari yonlendirildiginden her a, e Aigcina <y ve B<y olacak
sekilde ye A vardir. Buradan,

Zq < Z, Ve Zg <z, bulunur.

F ve G, E iizerinde sira sinirli ve pozitif oldugundan;

0<F(Zo) <F(7)

0<G(7) <6 (%)

elde edilir. Esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda;

F (70 + 6 () <F (%) + 6 (%)
<(F+G)(z)
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F (7o) + G (Z)< sup(F +G) () = @ (F+G)
xe A

elde edilir.

Sirasiyla o ve P iizerinden supremum alinirsa;

@ (F)+ @ (G)<¢ (F+G) (4.2)

bulunur.

Es. 4.1 ve Es. 4.2 ifadeleri goz oniine alindiginda ¢ nin toplamsal oldugu elde edilir.
Onerme 2.1.6. dan ¢ nin E~ nin tamamina bir pozitif genislemesi vardir. Bu genislemeyi
yine @ ile gosterirsek her a € Aigin 0 <(Zy)" < ¢ olur. Gergekten

her F € E 7 igin;

0<(Z)" (F)=F (Z) < sup F (Z,) < ¢(F)

0=(Z)" (F)= ¢(F)
0<(z)"<@ , E™ Rieszuzayinda saglanir. Bu ise;
K nim E de b-sira sinirli oldugunu gosterir. A < K ve X, E de b-sira sinirli oldugundan A

da b-sira sinirhidir. Bu da ispati tamamlar. m

4.1.2. Teorem

{ Ei: iel } Riesz uzaylarinin bir ailesi ve E= []ijc; Ei bu Riesz uzaylarin kartezyen
carpimi olsun. E Riesz uzaymin dik b-6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

her biriel igin E;i Riesz uzayinin dik b-6zelligine sahip olmasidir.
fspat

E= []ic; Ei Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahip ve iel keyfi sabit indis olsun. Ei Riesz
uzayinin dik b-6zelligine sahip oldugunu gosterecegiz. E; Riesz uzaymnin
Ai:={a:aeE{ }dik ve b-sira smirli herhangi bir alt kiimesi olsun.

Ai kiimesinin yardimiyla

= ._ —( a, i=]
a:= (aj)jel '_{ 0’ i ¢j
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olacak sekilde E Riesz uzayinin bir a elemanini tanimlayalim.
A:={3: acA} kiimesi Onerme 4.1.1. den E de dik b-sira sinirhidur.
E

dik b-6zelligine sahip oldugundan her aeA i¢in 0 < a < X olacak sekilde E nin en az bir

ol

= (Xj)jer elemani vardir. Boylece heriel igin 0 <(a); <(X); saglanir. Buradan her

a € A icin 0 < a < x; esitsizligi Ei uzayinda saglanir. Dolayisiyla A kiimesi Ei uzayinda sira

siirlt olur. Bu ise Ej uzayinin dik b-6zelligine sahip oldugunu verir.

Tersine, her biriel igin Ejuzay: dik b-6zelligine sahip olsun. Simdi E Kartezyen garpim
Riesz uzayinin da dik b-6zelligine sahip oldugunu gorelim.

E uzaymin herhangi bir dik b-sira smirli alt kiimesi A := { (a;);<; : aj€Ei } olsun,

Pl E —>Ei

(@)jer = B ((@)jer) = aj

biciminde tanimlanan i. izdiisim doniisiimii pozitiftir. Pozitif operatorler b-sira sinirl
kiimeleri b-sira sinirli kiimeye déniistiirdiigiinden P,(A) < E {7 de b-sira simirhdir.

Her P,((aj)jcr) Ve P ((bj)jer) P (A) niniki farkli elemani olsun. Dolayisiyla

(@)jer # (bj)jer dir. A dik b-6zelligine sahip oldugundan (a;)jciA (bj)je;r = 0 olur. Yani
aja bj = 0 dir. Bu da P,(A) c Ei de dik oldugunu verir. Ei dik b-bzelligine sahip
oldugundan 0 < P, (A) < (x;) olacak sekilde en az bir x; € Ej vardir. x = (X;)j<; € E olmak
tizere 0 < a; <x; oldugundan her acE icin 0 <a <x E de saglanir. Bu ise E uzaymin

dik b-6zelligine sahip oldugunu verir. m

Direkt toplam Riesz uzaylarmin dik b-6zelligine sahip olmasimi asagidaki sonug ile

karakterize edelim.

4.1.3. Sonug

{ Ei:iel } Riesz uzaylarinin bir ailesi ve E := ),;.;@® Ei direkt toplam Riesz uzay1 olsun.
E nin dik b-6zelligine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir i€l i¢in Ej nin dik b-

ozelligine sahip olmasidir.
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fspat

E := )1 ® Ei direkt toplam Riesz uzayr dik b-6zelligine sahip olsun. Teorem 4.1.2. nin

gereklilik kosulundaki ispata benzer sekilde her bir il i¢in E;i nin dik b-6zelligine sahip

oldugu goriiliir.

Tersine her bir i € Iigin E;i Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahip olsun. E direkt toplam Riesz
uzayinin dik b-6zelligine sahip oldugunu gosterecegiz.

A={x,=(x\), xl eEiherbiriel veae A}
ag1 E' Riesz uzayinda dik ve b-sira smirli olsun. Dolayisiyla

B:={ V}leaj ' Xq € AvenelN }
kiimesi yukar1 yonlendirilmis bir agdir ve B, E* da b-sira simirlidir. [9] da yer alan 6nerme
6 nin yeter sartinin ispatindaki benzer adimlardan B kiimesinin E uzayinda sira sinirlt

oldugu goriiliir. Bu ise A nin E uzayinda sira sinirli oldugunu verir. Yani E uzayr dik b-

ozelligine sahiptir. m
4.2. Béliim Uzaylarinin Dik b-Ozelligi
Bu boéliimde boliim uzaylarmin dik b-6zelligine sahip olmasi karakterize edilecektir.

E bir Riesz uzay1 ve A, E nin bir ideali olsun. Herhangi x, yeE i¢cin X ~y & x -y €A

2 2

bi¢ciminde tanimli “ ~ bagmtis1 E ilizerinde bir denklik bagintisidir ve E nin “ ~
bagintisina gore denklik siniflarmin kiimesini E / A ve bu uzaymn elemanlarmi x ile
gosterirsek ;

x<ye3Idx;ex ,3y; €y 3x1<y;

siralamastyla birlikte E / A bir Riesz uzayidir [3].

Dik b-6zelligine sahip Riesz uzaymna orgii izomorfik olan Riesz uzaylart da dik b-
ozelligine sahip olur.

Gergekten, E dik b-6zelligine sahip bir Riesz uzay1 ve F ise E uzaymna 6rgili izomorfik
Riesz uzay1 olsun. O zaman T :E — F birebir ve 6rten bir 6rgii izomofizmi vardir. A < F*

dik ve b-sira sinirlt herhangi bir alt kiimesi olsun. O zaman her a € A igin 0 <a<y"

olacak sekilde y"” € F 3~ elemam vardir. T~ pozitif ve 6rgii homomorfizmi oldugundan
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T~1 (A), E* da dik ve b-sira sinirl bir kiimedir. E dik b-6zelligine sahip oldugundan her
acAicin 0<T™! (a) <x olacak sekilde xeE* vardir. T pozitif oldugundan
0<ST(T1@)<T(X)

esitsizligi yazilabilir. Buradan;

0<a<T(x)

esitsizligi F de saglanir. Bu ise A nin F de sira sinirlt oldugunu verir. Dolayisiyla F dik

b-6zelligine sahip olur.

4.2.1. Onerme

E bir Riesz uzay1 ve B, E uzayinin bir projeksiyon bandi olsun. E / B bdliim uzay1 ve B
bandinin dik b-6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E Riesz uzaymin dik

b-6zelligine sahip olmasidir.

fspat

E / B Dbolim uzayr ve B bandi dik b-0zelligine sahip olsun. B projeksiyon band
oldugundan E =B @ BY biciminde tek tiirlii yazilabildiginden E Riesz uzayr B x B¢
Kartezyen carpim Riesz uzayina Riesz izomorfiktir. Ayrica E /B, BY ye Riesz izomorfik
oldugundan ve hipoteze gére E / B dik b-6zelligine sahip oldugundan B® uzay: da dik b-
ozelligine sahiptir. Teorem 4.1.2. den B x BY de dik b-6zelligine sahiptir. E, B x B¢

Riesz izomorfik oldugundan E de dik b-6zelligine sahiptir.

Tersine, E Riesz uzayr dik b-6zelligine sahip olsun. B projeksiyon band oldugundan E
Riesz uzay1 B X BY uzayma Riesz izomorfiktir. Teorem 4.1.2. den ve B ve B de dik b-
ozelligine sahiptir. BY Riesz uzay1 E / B boliim uzayina Riesz izomorfik oldugundan E / B

boliim uzayi da dik b-6zelligine sahiptir. m
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5. BANACH ORGULERININ DIiK b-OZELLIGINI SAGLAMASI

Bu kisimda dik b-6zelligine sahip Banach orgiileri ile Levi norma sahip Banach orgiileri

arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.
5.1. Teorem

E Banach orgiisii olsun. E nin Levi norma sahip olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul E nin

dik b-6zelligine sahip olmasi ve Dedekind tam olmasidir.
fspat

E Levi norma sahip olsun. E b-6zelligine sahiptir [2]. Dolayisiyla E dik b-6zelligine

sahiptir. Ayrica her Levi norma sahip Banach 6rgiisti Dedekind tamdir.

Tersine, E dik b-6zelligine sahip ve Dedekind tam olsun. Her A < E* A dik ve
B:={y,=Yacqa:acAsonlu}

kiimesi yukar1 yonlendirilmis ve norm sinirlt olsun.

@:E7 > IR"
F = ¢ M=supf(ya)
bigiminde tanimli doniistimii gz Oniine alirsak bu doniisiimiin toplamsal oldugu Lemma
2.6.1.3.’lin ispatinda verilmisti. Her b € Bve f € E J igin;
0<b () <T(b) <supf(ye) <o (T)
esitsizligi saglanir. Buradan;
0<b<¢ E daelde edilir. B, b-sira simrhdir. A ¢ B oldugundan A da b-sira smirh
olur. E dik b-6zelligine sahip oldugundan A, E iginde iistten sinirlidir. E Dedekind tam

oldugundan sup A vardir. Dolayisiyla sup B de vardir. Teorem 2.5.17. den E Levi norma

sahiptir. m
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5.2. Sonug

E bir Dedekind tam Banach orgiisii olsun.
i) E tizerindeki norm Levi normdur.

il) E b-o6zelligine sahiptir.

iii) E dik b-6zelligini saglar.

fspat

i) = ii) Her Levi norma sahip Banach orgiisii b-6zelligine sahiptir [2].
i) = iii) Sonug 3.2.2. den her b-6zelligine sahip Riesz uzayi dik b-6zelligine sahiptir.
iii) = i) Teorem 5.1. den her dik b-6zelligine sahip Dedekind tam Banach orgiisii Levi

norma sahiptir. m

5.3. Agik Problem

Dik b-6zelligine sahip Riesz uzaylari b-6zelligine sahip midir? Eger dyle degilse bir drnek

veriniz.

5.4. Sonuc¢

E sira siirekli norma sahip bir Banach orgiisii olsun.
1) E KB uzayidir.

ii) E tizerindeki norm Levi normdur.

iii) E b-6zelligine sahiptir.

iv) E dik b-6zelligini saglar.

fSpat
1) = ii) Her KB uzay1 Levi norma sahiptir [4].

i) = iii) Her Levi norma sahip Banach orgiisii b-6zelligine sahiptir [2].

i) = iv) Sonug 5.2. den her b-6zelligine sahip Riesz uzay1 dik b-6zelligine sahiptir.
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iv) = i) E dik b-6zelligine sahip olsun. E Dedekind tam ve Banach orgiisii oldugundan
Teorem 5.1. den E Levi norma sahiptir. Hipotezden E sira siirekli norma sahip oldugundan

ve [4] den E KB uzayidir. m
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Altin B.’nin 2002’de tanimladig1 b-6zelliginin bir genellemesi olan dik b-
ozelligi tanimi verilmistir. Dik b-6zelligine sahip bazi uzaylarin karakterizasyonlar1 elde

edilmistir. Bazi uzaylarda, b-6zelligi ile dik b-6zelliginin ¢akigsma durumlari ¢alisilmistir.

Bu ¢alismamizin sonucunda, dik b-6zelliginin b-6zelligini gerektirip gerektirmeyecegi agik

sorusu ortaya ¢ikmigtir.
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