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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında, dik b-özelliğine sahip Riesz uzaylarının tanımı yapılmıştır. Dik b-

özelliğine sahip olan ve olmayan Riesz uzayları örnekleri verilmiştir. Kartezyen çarpım ve 

Bölüm Riesz uzaylarının dik b-özelliği incelenmiştir. Ayrıca dik b-özelliği, b-özelliği ve 

Levi norm arasındaki ilişki verilmiştir.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler    Açıklamalar  

 

[x, y]    Sıralı aralık  

x  y    x ve y nin supremumu 

x  y    x ve y nin infimumu 

x+    x ve 0 (vektör uzayının sıfırı) ın supremumu 

x-     -x ve 0 ın supremumu 

x    -x ve x in supremumu 

x  y    x ve y nin infimumu 0 dır. 

xx    {x} aşağıya yönlendirilmiş bir ağdır ve infimumu x dir. 

xy    {x} yukarıya yönlendirilmiş bir ağdır ve supremumu y dir. 

x o
 x   {x} ağı x elemanına sıralı yakınsar. 

Ad     A kümesinin diki 

AB     Her xA ve her yB için x  y dir. 

ℒ(E,F)    Operatörlerin uzayı 

ℒb(E,F)    Sıra sınırlı operatörlerin uzayı 

ℒr(E,F)    Regüler operatörlerin uzayı 

ℒn(E,F)    Sıra sürekli operatörlerin uzayı 

ℒc(E,F)    -sıralı sürekli operatörlerin uzayı 

L(E,F)     Sürekli operatörlerin uzayı 

E ∼       E uzayının sıra duali 

E
n      E uzayının sıra sürekli duali 

T'     T dönüşümünün eşleniği 

V*     V uzayının cebirsel duali 
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1. GİRİŞ 

 

1974 yılında Fremlin D., E bir Banach örgüsü olmak üzere E uzayının Levi norma sahip 

olması tanımını ilk olarak kullanmıştır [1]. Fremlin D. Levi norma sahip Banach 

örgülerinin Dedekind tam olduğunu ve pozitif terimli artan ve üstten sınırlı ağın yine aynı 

uzayın içinde bir üst sınırlı olduğunu göstermiştir. 

 

Altın B., 2002 yılında hazırlamış olduğu doktora tezinde, E bir Riesz uzayı olmak üzere E 

içinde pozitif terimli artan ve E den E nin ikinci sıra dualine tanımlı QE kanonik dönüşümü 

altında görüntüsü ikinci sıra dualde sıra sınırlı olan her ağın yine E uzayı içinde üstten 

sınırı var ise bu uzaya b-özelliğine sahip Riesz uzayı adını vermiştir [2].  

 

Bu tezin üçüncü bölümünde b-özelliğinden daha zayıf olan dik b-özelliğine sahip Riesz 

uzaylarının tanımı verilip dik b-özelliğine sahip olan ve olmayan uzay örnekleri verilerek 

b-özelliği ile ilişkisi incelenmiştir. Ayrıca bu bölümde E ve F iki Riesz uzayı olmak üzere 

E den F ye sıra sınırlı operatörlerin uzayı  ℒb (E, F) nin dik b-özelliğine sahip olduğunda F 

Riesz uzayının da dik b-özelliğine sahip olduğu görülmüştür.  

 

Dördüncü bölümde Kartezyen çarpım ve Bölüm Riesz uzaylarının dik b-özelliğine sahip 

olması için birer karakterizasyonu verilmiştir.  

 

Beşinci bölümde dik b-özelliği, b-özelliği ve Levi normun çakıştığı uzaylar incelenmiştir. 

 

Tezin son bölümünde de elde edilen sonuç ve öneriler yer almaktadır. 
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2. GENEL TANIM VE ÖNERMELER 

 

Bu bölümde tez boyunca kullanacağımız temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

 

2.1. Pozitif Operatörler 

 

2.1.1. Tanım  

 

Üzerindeki “” sıralama bağıntısı ile tanımlanmış olan bir gerçel vektör uzayı  M  ve              

her x, yM   için, 

 

i)  x  y iken her bir zM için x+z  y+z  

ii) x  y iken her bir 0  IR için x  y  

 

şartlarını  sağlayan  M uzayına sıralı vektör uzayı denir [3]. M sıralı vektör uzayının x  0 

bağıntısını sağlayan elemanlarına pozitif diyeceğiz. M uzayındaki pozitif elemanların 

kümesini {xM : x  0}, M+ veya M+ sembollerinden biri ile göstereceğiz. M ve N iki 

sıralı vektör uzayı olmak üzere bir  T : M  N lineer dönüşümüne kısaca operatör 

diyeceğiz. Ayrıca her bir xM+ için T(x)  0 oluyorsa T operatörüne pozitif diyeceğiz ve  

T  0 ile göstereceğiz.  

 

2.1.2. Tanım  

 

M bir sıralı vektör uzayı ve bu uzayın  herhangi iki elemanı  x, y  olsun. Eğer bir zM  

için, 

 

(i) x  z ve y  z   

(ii) sM ve  x  s ve y  s  iken  z  s 

 

koşulları sağlanıyorsa  z elemanına  M uzayı içinde  x ve y nin supremumu  denir [3]. 
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2.1.3. Tanım 

 

M bir sıralı vektör uzayı ve bu uzayın herhangi iki elemanı  x, y  olsun.  Eğer  bir zM  

için, 

 

(i) z  x ve z  y 

(ii) sM ve  s  x ve s  y iken  s  z 

 

koşulları  sağlanıyorsa  z elemanına  M uzayı içinde  x ve y nin infimumu  denir [3]. 

 

2.1.4. Tanım 

 

M bir sıralı vektör uzayı olsun. Eğer üzerindeki sıralamaya göre M uzayının her x, y 

çiftinin supremumu M uzayına ait ise bu uzaya Riesz uzayı denir [3]. 

 

Bundan sonra supremum ve infimum yerine sırasıyla, 

 x  y : = sup {x, y},   x  y : = inf {x, y} 

sembollerini kullanacağız. 

 

Örnek 

 

 boştan farklı bir küme olsun.  kümesi üzerinde tanımlı gerçel değerli fonksiyonların 

vektör uzayı IR , her bir  f, gIR  çifti için,  

 

 f  g     için  f()    g()  

 

noktasal sıralama ile bir Riesz uzaydır. Burada her bir   ve her f, gIR   için, 

 

[ f  g () ] : = max {f (), g()} 

[ f  g () ] : = min {f (), g()}  

 

ifadesi sağlanır.  
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Aşağıdaki uzaylar üzerindeki  noktasal sıralama ile birer Riesz  uzayıdır. 

(i)   topolojik uzayı üzerinde tanımlı, gerçel değerli sürekli fonksiyonların uzayı  C(), 

(ii)  topolojik uzayı üzerinde tanımlı gerçel değerli sürekli ve sınırlı fonksiyonların uzayı                    

Cb(), 

(iii)  üzerinde tanımlı gerçel değerli sınırlı fonksiyonların uzayı  (), 

 

birer Riesz uzayıdır [3]. 

 

M bir Riesz uzayı ve xM olsun.  x+ := x  0 , x- := (-x)  0   ve   x := x  (-x) 

elemanlarına sırayla xM elemanının pozitif kısmı, negatif kısmı ve modülü diyeceğiz. 

Ayrıca x, yM olsun. Eğer  x  y = 0  ise x ile y birbirine diktir denir ve x  y ile 

gösterilir. A, M ’ nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. {xM : Her bir yA için x  y} 

kümesine A kümesinin dik tümleyeni denir ve Ad ile gösterilir [3]. 

 

2.1.5. Önerme 

 

M bir Riesz uzayı ve x, y, z  M olsun. O zaman aşağıdaki bağıntılar sağlanır. 

 

(i) x  y = -[ (-x)  (-y) ]   ve    x  y = -[ (-x)  (-y) ]  

(ii) x + y = x  y + x  y 

(iii) x + (y  z) = (x + y)  (x + z)   ve    x + (y  z) = (x + y)  (x + z) 

(iv) Her  0  IR  için (x  y) = (x)  (y)   ve   (x  y) = (x)  (y) 

(v) x = x+ - x-  ,    x = x+ + x-    ,    x+  x- = 0 

(vi) x  y = 
1

2
( x + y + x-y)   ,    x  y = 

1

2
( x + y - x-y) 

(vii) x  y = 
1

2
( x+y + x-y)   ,     x  y = 

1

2
  x+y - x-y  

(viii)    x + y   x  +  yx y    (Üçgen eşitsizliği) 

(ix) x  z - y  z   x-y   ,   x  z - y  z   x-y 

(x) Eğer x, y, z M+  ise   x  (y + z)  x  y + x  z 

olur [3]. 
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M bir Riesz uzayı ve {x}, M Riesz uzayında bir ağ olsun. Eğer     iken  x  x                              

(x  x) ise {x} ağına artan (azalan) denir ve x (x) sembolü ile gösterilir. M Riesz 

uzayının bir elemanı x olmak üzere xx (xx) sembolleri x (x) sup{x}=x                   

(inf {x} = x)   anlamına gelecektir. Eğer her bir xM+ için    n-1 x0   sağlanıyorsa  M  

Riesz  uzayına Archimedean denir [3]. 

 

2.1.6. Önerme (Kantorovich) 

 

M bir Riesz uzayı, N Archimedean Riesz  uzayı ve T : M+  N+ toplamsal ( Her x, y  M+  

için T (x + y) = T(x) + T(y) ) olsun. O zaman T, M den N içine bir tek pozitif operatöre 

genişler  ve  (genişlemeyi yine T ile gösterirsek)  her bir x  M için,  T (x) = T(x+) - T(x-)     

biçimindedir [3]. 

 

Bir M Riesz uzayından bir N Riesz uzayı içine tanımlı operatörlerin vektör uzayı ℒ(M,N) 

olsun. Her S, Tℒ(M,N) için T  S    T-S  0 ( her bir xM+  için  T(x)  S(x) ) 

sıralaması ile bir sıralı vektör uzayıdır. 

M ve N birer Riesz uzayları ve T: M  N bir operatör olsun. Eğer ℒ(M,N) sıralı vektör 

uzayında {T, -T} kümesinin supremumu var ise T operatörünün modülü vardır denir ve                             

T  := T  (-T)  ile gösterilir [3]. 

 

Bir M Riesz uzayının x  y şartını sağlayan iki elemanı x, y olsun. [x,y] ={zM : x  z y}  

ile tanımlı alt kümeye Riesz uzayının bir sıralı aralığı denir. M uzayının boştan farklı bir 

alt kümesi A olsun. Eğer her bir y A için y  x  (x  y) olacak şekilde bir  xM  varsa A 

kümesine üstten (alttan) sınırlıdır denir. Hem üstten hem alttan sınırlı olan kümeye sıra 

sınırlı küme denir. Açık olarak bir kümenin sıra sınırlı olması için gerekli ve yeterli koşul 

bu kümenin bir sıralı aralık tarafından kapsanmasıdır [3]. 

 

2.1.7. Tanım 

 

M , N iki Riesz uzayı ve T: M  N bir operatör olsun. Eğer T operatörü M Riesz uzayının 

sıralı aralıklarını N Riesz uzayının sıra sınırlı kümelerine dönüştürüyorsa T operatörüne 
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sıra sınırlı operatör denir.  Bir M  Riesz uzayından bir N Riesz uzayına tanımlı sıra sınırlı 

operatörlerin uzayı  ℒb (M, N) ile gösterilir [3]. 

 

İki pozitif operatörün farkı şeklinde yazılabilen operatöre regüler operatör denir. Bir M 

Riesz uzayından bir N Riesz uzayı içine tanımlanan regüler operatörlerin uzayı ℒr (M, N) 

ile göstereceğiz. Açık olarak, 

 

ℒr (M,N)  ℒb (M,N)  ℒ (M,N) 

 

vektör uzayı kapsaması sağlanır. Kısalık için ℒ (M, M), ℒb (M, M), ℒr (M, M) sırasıyla    

ℒ (M), ℒb (M), ℒr  (M) ile gösterilecektir [3]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

M bir Riesz uzayı olsun. Eğer M Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı her alt 

kümesinin (sayılabilir alt kümesinin) bir supremumu varsa M Riesz uzayına Dedekind tam                              

(  -Dedekind tam) Riesz uzayı denir [3]. 

 

Bir M Riesz uzayının Dedekind tam (-Dedekind tam) olması için gerekli ve yeterli koşul    

0  x  x  ( 0  xn  x )  olduğunda sup{x} ( sup{xn} ) M içinde var olmasıdır. LP ()    

(1  p  ) uzayları Dedekind tam Riesz uzaylarına örnek oluştururlar [3]. 

 

2.1.9. Önerme (Riesz-Kantorovich) 

 

M, N Riesz uzayları ve N Dedekind tam olsun. Bu durumda   ℒb (M, N) sıralı vektör 

uzayı, Dedekind tam Riesz uzaydır. Her x M+ ve her bir S, T  ℒb (M, N) çifti için, 

  

S  T (x) = sup { S(y) + T(z)   :   y, z M+   ve   y +z = x }  

S  T (x) = inf { S(y) + T(z)   :   y, z M+   ve   y +z = x } 

T (x) = sup { Ty  : y  x } 

T+ (x) = sup { Ty  : 0  y  x } 
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T- (x) = sup { -Ty  : 0  y  x } 

 

eşitlikleri  gerçekleşir [3]. 

 

2.2. Sıralı Projeksiyonlar 

 

2.2.1. Tanım 

 

G, bir M Riesz uzayının alt vektör uzayı olsun. Eğer her bir x, yG çiftinin supremumu G 

vektör uzayında bulunuyorsa bu alt uzaya M nin bir Riesz alt uzayı denir [3]. 

 

Bir M Riesz uzayının bir alt kümesi A olsun. Eğer  x  y ve yA iken xA oluyorsa A 

kümesine solid denir. Riesz uzayının solid olan alt vektör uzaylarına ise ideal denir.                  

x  y = 
1

2
( x + y + x-y) eşitliğinden her idealin bir Riesz alt uzayı olduğu görülür [3]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

M bir Riesz  uzayı ve {x}, M Riesz uzayında bir ağ olsun. Eğer her bir  için x - x  y  

ve  y0  olacak şekilde bir {y} ağı ve bir x  M var ise {x} ağına x elemanına sıralı 

yakınsıyor denir ve x o
 x ile gösterilir. 

                     

 {x} A   ve   x o
 x  xA   

 

önermesini sağlayan  M  Riesz uzayının A alt kümelerine sıra kapalı alt kümeler denir [3]. 

Sıra kapalı olan ideallere de band diyeceğiz. 

A bir M Riesz uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun. A kümesini kapsayan en küçük 

(kapsama bağıntısına göre) ideale A kümesinin doğurduğu ideal denir. A kümesinin 

doğurduğu ideal, 

  { xM  :   x1, x2, ..., xnA   ve   1, 2, ..., nIR+ ,  x  


n

1i i  ix  }    

 dir. 
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xM elemanının doğurduğu ideal Ax ise   Ax = { yM  :     > 0 ,  y   x } kümesi  

olur. Bir Riesz uzayında tek elemanlı kümelerin ürettikleri ideallere esas ideal denir. 

Benzer olarak A kümesinin doğurduğu band A kümesini kapsayan en küçük banddır [3]. 

 

2.2.3. Önerme 

 

A, bir M Riesz uzayının ideali olsun. 

{ xM  :   {x}  A+  ve  0  x x }   kümesi A tarafından üretilen banddir. Üstelik tek 

bir x elemanının ürettiği band  Bx ise Bx = { yM :  y  nx  y } dir [3]. 

 

Bir M Riesz uzayında bir band B olsun. Eğer   M = B  Bd  eşitliği sağlanıyorsa B uzayına 

projeksiyon band denir. B, bir M  Dedekind tam Riesz uzayında band ise M = B  Bd 

şeklinde yazılır [3]. 

 

2.2.4. Tanım 

 

M , N  iki Riesz uzayı ve T: M  N bir operatör olsun. 

(a) M içinde x
o

   0 iken N içinde de Tx
o

   0 sağlanıyorsa T operatörüne sıra 

sürekli operatör denir. 

(b) M içinde xn
o

   0 iken N içinde de Txn
o

   0 sağlanıyorsa T operatörüne  sıra 

sürekli operatör denir [3]. 

 

T: M  N pozitif operatörünün sıra sürekli olması için gerekli ve yeterli koşul M içinde           

x  0 iken N içinde   Tx  0 sağlanmasıdır. 

 

ℒn (M, N) := { T ℒb (M, N)  :  T sıra süreklidir }  ve 

ℒc (M, N) := { T ℒb (M, N)  :  T  - sıra süreklidir } uzayları 

 

N Dedekind tam ise ℒb (M, N) Riesz uzayı içinde birer band olurlar [3]. 
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2.3. Pozitif Lineer Fonksiyoneller 

 

2.3.1. Tanım 

 

M bir Riesz uzayı olsun. M üzerinde tanımlı gerçel değerli sıra sınırlı operatörlerin vektör 

uzayına M Riesz uzayının sıra duali denir ve  M  ile gösterilir. 

 

fM  olsun. Eğer her bir xM+ için  f(x)  0  ise  f  fonksiyoneline pozitif lineer 

fonksiyonel denir. Her bir f, gM  çifti için   

 

f  g     Her bir xM+ için f(x)  g(x) 

 

sıralaması ile M bir sıralı vektör uzayıdır. Üstelik IR bir Dedekind tam Riesz uzayı 

olduğundan  Önerme 2.1.9. dan   M  bir Dedekind tam Riesz uzayıdır. 

 

M  Riesz uzayının sıra duali (M) : = M  , M üzerinde tanımlı bütün sıra sürekli ve sıra 

sınırlı lineer fonksiyonellerin uzayı ise   M
n ile gösterilecektir [3]. 

 

2.3.2. Tanım 

 

M bir Riesz uzayı olsun. Eğer her bir 0  xM için  f(x)  0 olacak şekilde bir  fM   var 

ise M  ya  M nin noktalarını ayırıyor denir [3]. 

 

V bir vektör uzayı olmak üzere V üzerinde tanımlı lineer fonksiyonellerin oluşturduğu 

vektör uzayı V* ile gösterilir. W bir başka vektör uzayı ve T : V  W bir operatör olsun.  

Her bir f W* ve her bir v V için T* f (v) = f (T(v)) olarak tanımlanan T* : W*  V* 

operatöre T operatörünün cebirsel eşleği (transpozu) denir. Genelde  < T* f, v > = < f, Tv > 

biçiminde gösterilir [3]. 

 

2.3.3. Önerme 

 

M  ve N Riesz uzayları, T:  M    N bir sıra sınırlı operatör ise T* (N )  M dir [3]. 
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T* operatörünün N uzayına kısıtlanmasına T operatörünün (sıra) eşleği denir ve T' ile 

gösterilir. Yani T' : N   M  < T' f, x > = < f, Tx >,   xM   dir [3]. 

 

2.3.4. Tanım 

 

M ve N iki Riesz uzayı ve  M  ,   M’nin  noktalarını ayırsın. M ≠ {∅} , fM   ve uN 

olsun.  

 

f ⨂u : M  N  

 x  (f ⨂u)(x) = f(x).u  

  

biçiminde tanımlanan f ⨂ u dönüşümüne mertebe bir (rank one) operatörü denir [3]. 

 

2.3.5. Teorem 

 

M ve N iki Riesz uzayı olsun.  

(1) fM +
~     ve  u, vN olmak üzere  (f ⨂u)  (f ⨂v)  ve  (f ⨂u) ˄ (f ⨂v)  ℒ(M,N)’de 

mevcut olsunlar. 

      (f ⨂u)  (f ⨂v) = f ⨂ (u  v) 

ve 

      (f ⨂u) ˄ (f ⨂v) = f ⨂ (u ˄ v) 

      dır. 

(2)  uN+  ve f, gM  olmak üzere (f ⨂u)  (g ⨂ v)  ve  (f ⨂u) ˄ (g ⨂ v)  ℒ(M,N)’de 

mevcut olsunlar. 

(f ⨂u)  (g⨂v) = (f  g) ⨂u 

ve 

(f ⨂u) ˄ (g ⨂v) = (f ˄ g)  ⨂u 

dır. 

(3) fM  ve uN  olmak üzere  f ⨂ u  modülü ℒ(M,N)’de mevcut olsun. 

|f ⨂u| = |f | ⨂|u|  

dır [3]. 
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2.3.6. Önerme 

 

Her, mertebe bir (rank one) operatörü sıra sınırlıdır [3]. 

 

İspat 

 

M ve N iki Riesz uzayı olsun. fM   , f ≠ 0 ve uN için; 

 

f ⨂ u : M → N  

  x →  (f ⨂u)(x) = f(x).u 

 

biçiminde dönüşüm tanımlansın. 

xM+   ve  y  x  için; 

|(f ⨂u)(y)| = |f (y)⨂ u|  |f (y)|. |u|  |f |(|y|). |u|  |f |(x). |u|  

olur.  

Buradan (f ⨂ u) sıra sınırlıdır. ■ 

 

2.4. Örgü(Lattice) Homomorfizmi 

 

T: M  N bir operatör olsun. Eğer her x, yM için T (x  y) = T(x)  T(y) sağlanıyorsa T 

ye örgü homomorfizmi denir. Aynı zamanda birebir ve örten olan Riesz 

homomorfizmlerine örgü izomorfizmi denir. Eğer M Riesz uzayından N Riesz uzayı içine 

bir örgü izomorfizmi varsa M ve N uzayları Riesz izomorfiktir denir [3]. 

 

2.4.1. Teorem 

 

İki Riesz uzayı arasındaki  T: M  N operatörü için aşağıdaki önermeler denktir. 

1) T bir örgü (lattice) homomorfizmdir. 

2) T ( x+) = ( Tx )+ ,  xM için sağlanır. 

3) T ( x  y ) = T (x)  T (y)  ,  x, yM için sağlanır. 

4) M ’de  x  y = 0 olduğunda T (x)  T (y) = 0   N ’de sağlanır. 

5) xM için T( x ) =  T(x)  sağlanır [3]. 
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2.4.2. Teorem 

 

M ve N iki Riesz uzayı ve   T: M  N  bir birebir ve örten operatör olsun. O zaman T 

operatörünün bir örgü izomorfizması olması için gerekli ve yeterli koşul T ve 

T−1 operatörlerinin pozitif olmasıdır [3]. 

 

2.5. Banach Örgüleri 

 

2.5.1. Tanım 

 

M bir Riesz uzayı ve  . , M üzerinde bir norm olsun. Eğer  x  y koşulunu sağlayan her   

x, yM çifti için   x   y oluyorsa  .  normuna M üzerinde bir örgü (lattice) normu 

denir [3]. 

 

Bir örgü normu ile donatılmış Riesz uzayına normlu Riesz uzayı denir. Ayrıca normlu 

Riesz uzayı tam ise bu uzay Banach örgüsü denir.  Her bir normlu Riesz uzayının bir lokal 

konveks-solid Riesz uzayı olduğu açıktır [3]. 

 

2.5.2. Önerme 

 

Normlu bir Riesz uzayının norm duali bir Banach örgüsüdür [3]. 

 

2.5.3. Önerme 

 

Bir Banach örgüsünden bir normlu Riesz uzayına tanımlanan her bir pozitif operatör 

süreklidir [3]. 

 

2.5.4. Sonuç 

 

M bir Banach örgüsü olsun. M nin sürekli duali ile sıra sınırlı duali çakışır. Yani; M = M' 

dir [3]. 
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2.5.5. Tanım 

 

M bir Banach örgüsü olsun. Eğer M içinde x0 şartını sağlayan her bir {x} ağı için                    

 x 0  oluyorsa  .  normuna sıra sürekli norm denir [3]. 

 

2.5.6.  Önerme 

 

M bir Banach örgüsü ise aşağıdaki ifadeler birbirine denktir: 

(i)  M sıra sürekli norma sahiptir. 

(ii)  M içinde  0  xn  x  ise  {xn}  bir Cauchy dizisidir. 

(iii) M,  Dedekind tam ve M içinde xn0  ise  xn 0   dir. 

(iv)  M uzayı M'' uzayı içinde  bir idealdir. 

(v)  M içindeki her bir sıra aralık zayıf kompakt bir kümedir [3]. 

 

M ve N birer normlu uzaylar olsun. M den N içine tanımlanan bütün sürekli operatörlerin 

vektör uzayını L(M, N) ile göstereceğiz. 

 

Örnek 

 

K bir kompakt Hausdorff uzay olmak üzere C(K)  ve her bir Lp() (1  p  )  uzayı bir 

Banach örgüsüdür [3]. 

 

2.5.7. Tanım 

 

E bir Banach örgüsü olsun. 

(i) 1  p <   olmak üzere  x  y = 0  şartını sağlayan her bir x, yE için                                                                            

x + yp =  xp +  yp   oluyorsa   E ye soyut Lp uzayı denir. 

(ii) x  y = 0 koşulunu sağlayan her bir x, yE için  x  y =  max {x , y} eşitliği          

sağlanırsa E ye soyut M uzayı denir. Genelde soyut L1 uzayına AL uzay, soyut M 

uzayına ise AM- uzay denir [3]. 
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2.5.8. Önerme 

 

M bir Banach örgüsü olsun. 

(i) M uzayının bir AL uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul her bir x, yM+ çifti için                                                     

x + y =  x +  y  olmasıdır. 

(ii) M uzayının bir AM uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul her bir x, yM+ için                   

x  y =  max {x , y}  olmasıdır [4]. 

 

M bir Riesz uzayı ve 0 < eM olsun. Eğer her bir xM için  x  e  olacak şekilde bir        

IR  var ise e elemanına M Riesz uzayının sıra birimi denir [3]. 

 

2.5.9. Önerme 

 

M, bir Banach örgüsü olsun. M uzayının bir AL (AM) uzay olması için gerekli ve yeterli 

koşul M' norm dualinin bir AM (AL) uzay olmasıdır [3]. 

 

2.5.10. Önerme (Kantorovich) 

 

M  bir Banach örgüsü ve  N  bir Dedekind tam birimli AM uzayı olsun.  O zaman  M  den  

N  içine  her bir   sürekli   operatör    regülerdir .               

Yani  L (M, N) = ℒr (M, N)   dir [5]. 

 

2.5.11. Tanım  

 

M bir Banach örgüsü olsun. Eğer M nin her pozitif artan ve norm sınırlı dizisi, norm 

yakınsak oluyorsa M uzayına bir KB (Kantorovich Banach) uzayı denir [3]. 

 

Örnek 

 

(X, 𝒜, ) bir ölçü uzayı ve 1 ≤ p <  olsun. LP (X, 𝒜, ) bir KB uzayıdır [4]. 
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2.5.12. Önerme  

 

M bir Banach örgüsü olsun. M nin KB uzay olması için gerekli ve yeterli koşul M nin M'' 

içinde bir band olmasıdır [3]. 

 

2.5.13. Önerme 

 

M bir AL uzay ve N bir KB uzay olsun. O zaman ℒb (M, N) = L (M, N) eşitliği sağlanır 

[3]. 

 

2.5.14.  Önerme 

 

 Her AL uzay bir KB uzaydır [4]. 

 

2.5.15. Önerme (Kakutani-Bohnenblust-Nakano) 

 

M Banach örgüsünün bir soyut Lp( 1  p  ) uzay olması için gerekli ve yeterli koşul M 

nin bir gerçek  Lp()  uzayına örgü izometrik olmasıdır [3]. 

 

2.5.16. Tanım 

 

M bir Banach örgüsü olsun. Eğer M nin pozitif terimli yukarı yönlendirilmiş ve norm 

sınırlı her ağının M de supremumu varsa M ye Levi norma sahiptir denir [1]. 

 

Açık olarak her Levi norm Dedekind tamdır. 

 

2.5.17. Teorem 

 

M bir Banach örgüsü olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(a)  M Levi norma sahiptir. 

(b)  A⊂ M+ dik ve B :={∑ aaα  :α  A sonlu} kümesi norm sınırlı ise sup A mevcuttur [6]. 
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2.6. b-Özelliğine Sahip Riesz Uzayları 

 

M bir Riesz uzayı olsun ve  M  ,  M uzayının noktalarını ayırsın.  

 

QM  : M  M    

     x  QM (x) = x̂  : M     IR 

      f      x̂ (f) = f (x) 

 

biçiminde tanımlanan QM dönüşümüne M uzayının kanonik gömmesi denir. 

 

QM  : M  M   kanonik dönüşümü M den M  ya bir örgü koruyan operatördür. 

Özellikle   M ,  M nin noktalarını ayırıyorsa o zaman  QE  1:1 olur. Bu durumda M Riesz 

uzayını M  Riesz uzayının bir Riesz alt uzayı olarak görebiliriz. Yani her bir  xM  

elemanını M   nın bir elemanı olarak göreceğiz. Bu çalışmanın tamamında M nın  M 

uzayının noktalarını ayırdığını kabul edeceğiz [3]. 

 

2.6.1. b-sıra sınırlı küme 

 

2.6.1.1. Tanım 

 

M  bir Riesz uzayı  ve  A  M  olsun. Eğer  QM(A),  M  uzayı içinde bir sıra sınırlı küme 

oluyor ise A kümesine  M  uzayının bir b-sıra sınırlı alt  kümesi denir [2]. 

 

2.6.1.2. Tanım 

 

M ve N iki Riesz uzayı ve   T : M  N  bir operatör olsun. Eğer T , M nin b-sıra sınırlı 

kümelerini N nin b-sıra sınırlı kümesine dönüştürüyorsa T ye b-sıra sınırlı operatör denir 

[2]. 

 

QM  :  M  M   bir pozitif operatör olduğundan M uzayının her b-sıra sınırlı kümesini bir 

b-sıra sınırlı kümesine dönüştürür [7]. 
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2.6.1.3. Lemma 

 

M bir Riesz uzayı ve { xα }  M nin pozitif terimli ve artan bir ağı olsun. 

{ xα : α⋀ }  kümesi M’de b-sıra sınırlıdır ancak ve ancak her f M +
~  için {f (xα)}  IR de 

sınırlıdır.  

 

İspat 

 

{ xα }  M nin pozitif terimli ve artan ağı olmak üzere { xα }  ağı b-sıra sınırlı ve                     

fM +
~  olsun. O zaman  −x′′ QM ( xα ) x′′   olacak şekilde bir x′′M +

~~   vardır. 

Böylece  

 −x′′ (f )  QM ( xα ) (f )  x′′(f )  

olur. Dolayısıyla 

 |f (xα) | x′′(f )   

olur. Bu ise {f (xα)} nın IR de sınırlı olduğunu verir. 

Tersine her f  M +
~  için {f (xα)}  IR de sınırlı olsun. O zaman, 

 

φ: M +
~   IR+ 

        f     φ (f ):= sup
∝

f (xα)   

 

biçiminde tanımlı dönüşüm toplamsaldır. Gerçekten her f, g M +
~  için ; 

f (xα) + g (xα)  sup
∝

f (xα) + sup
∝

g (xα) 

   = φ (f ) + φ (g ) 

Böylece 

sup
∝

 ((f + g) (xα))  φ (f ) + φ (g ) 

φ (f + g)  φ (f ) + φ (g )                (2.1)

   

elde edilir. Diğer taraftan, ⋀ indis kümesi yukarı yönlendirildiğinden her α, β⋀  için             

α  γ ve β  γ olacak şekilde en az bir γ⋀  vardır. { xα }  artan olduğundan   x∝  xγ    

ve  xβ   xγ    olur. f ve g pozitif olduğundan 

f(x∝) f(xγ)  ,  g(xβ ) g( xγ )     
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olur ki iki eşitsizliği taraf tarafa toplayıp γ üzerinden supremum alınırsa; 

f(x∝) + g(xβ )  f(xγ)+ g( xγ )  sup [
γ

f (xγ) + g(xγ )] 

  = sup [
γ

( f + g )(xγ )] 

  = φ(f + g) 

 

f(x∝) + g(xβ ) φ(f + g)  

olur. 

Sırasıyla α ve β üzerinden supremum alınırsa; 

sup
∝

f (xα) + g(xβ )  φ(f + g) 

φ(f ) + sup
β

g (xβ)   φ(f + g) 

φ(f ) + φ(g )  φ(f + g)              (2.2) 

 

elde edilir. 

Eş. 2.1 ve Eş. 2.2 ifadeleri göz önüne alındığında φ toplamsaldır. 

Dolayısıyla Önerme 2.1.6. dan φ  nın M  nın tamamına bir pozitif genişlemesi vardır. 

Bunu yine φ ile gösterirsek her fM için,  φ ∶ M  IR,  φ(f) = φ( f +) - φ(f −)     

biçiminde tanımlıdır. Her bir α⋀ ve her fM +
~  için ; 

0  f(x∝)  sup
∝

f (xα) = φ(f )      

olduğundan  

0  QM ( xα )(f)  φ(f )  

elde edilir ki bu da  0  QM ( xα )  φ  olduğunu verir. 

Yani,  xα} kümesi M de b-sıra sınırlı olur. ■ 

 

2.6.2. b-özelliği 

 

2.6.2.1. Tanım 

 

M bir Riesz uzayı olsun. Eğer M uzayının her bir b-sıra sınırlı kümesi M uzayı içinde de 

sıra sınırlı oluyorsa M uzayına b-özelliğine sahip Riesz uzayı denir [2]. 
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2.6.2.2. Önerme 

 

Bir M Riesz uzayının b-özelliğine sahip olması için gerekli ve yeterli koşul M uzayı 

içindeki  0  QM(x) x'', x''M koşulunu  sağlayan her bir x ağının M uzayı içinde 

üstten sınırlı olmasıdır [6]. 
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3.  DİK b-ÖZELLİĞİNE SAHİP RİESZ UZAYLARI 

 

Bu kısımda daha önce bilinen b-sıra sınırlı küme üzerine diklik şartı konularak dik b-sıra 

sınırlı küme tanımını vereceğiz. Bu dik b-sıra sınırlı küme yardımıyla da dik b-özelliğine 

sahip Riesz uzayı tanımını verip Riesz uzaylarının bir sınıflandırmasını yapacağız.  

 

3.1. Dik b-Sıra Sınırlı Küme 

 

3.1.1. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı ve  ∅ ≠ A  E olsun. Eğer A dik ve QE(A), E  içinde sıra sınırlı 

oluyorsa A kümesine E de bir dik b-sıra sınırlı küme denir. 

 

3.2. Dik b-Özelliği 

 

3.2.1. Tanım 

 

E bir Riesz uzayı olsun. Eğer E uzayının her bir dik ve b-sıra sınırlı kümesi E uzayı içinde 

de sıra sınırlı oluyorsa E uzayına dik b-özelliğine sahip Riesz uzayı denir.  

 

3.2.2. Sonuç 

 

Her b-özelliğine sahip Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip Riesz uzayıdır. 

 

İspat 

 

 E  bir Riesz uzayı  ve  A  E  olsun. A kümesi dik ve b-sıra sınırlı olsun. A kümesi b-sıra 

sınırlı ve E uzayı da b-özelliğine sahip olduğundan A kümesi E uzayında sıra sınırlıdır. 

Dolayısıyla E uzayı dik b-özelliğine sahip olur. ■ 
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3.2.3. Lemma 

 

Her A  E+  dik ve b-sıra sınırlı küme E de üstten sıra sınırlı küme oluyorsa E Riesz uzayı 

dik b-özelliğine sahiptir. 

 

İspat 

 

Her A  E dik ve b-sıra sınırlı küme olsun. A  kümesini A  : = { |a|: aA } şeklinde 

tanımlayalım. A  E+ ve A  kümesi diktir. A, b-sıra sınırlı olduğundan her aA için                

- x''  a  x''  ve  - x''  a  x'' olacak şekilde en az bir  x''E +
~~   vardır. Dolayısıyla A   

kümesi b-sıra sınırlıdır. Hipotezden A  kümesi E içinde üstten sınırlıdır. Böylece her aA 

için a  x olacak şekilde en az bir xE vardır. Yani; A kümesi E de sıra sınırlı olur. 

Dolayısıyla E Riesz uzayı dik b-özelliğine sahiptir. ■ 

 

Örnekler  

 

a) Yansımalı olan her Banach örgüsü b-özelliğine sahiptir. Dolayısıyla dik b-özelliğine           

sahiptir. 

 

b) E bir Riesz uzayı olmak üzere eğer E, QE(E)  üzerinde retractable (E üzerinde değer                   

kümesi QE(E) olan bir pozitif projeksiyon var) ise E  uzayı b-özelliğine  sahiptir. 

Gerçekten,  P : E QE(E)  bir pozitif projeksiyon olsun ve  x  E , x''E olmak 

üzere  0  x x'' , E  içinde sağlansın. Her bir  için ,0  P(x) = x  P(x'')E 

olduğundan E Riesz uzayı b-özelliğine sahiptir. Diğer taraftan her bir KB-uzayı 

retractable olduğundan KB- uzayları da b-özelliğine sahip Riesz uzaylardır. Dolayısıyla 

dik b-özelliğine sahiptir. 

 

c) K, bir  kompakt  Hausdorff  uzayı olmak üzere C(K) uzayı b- özelliğine  sahiptir.      

Dolayısıyla dik b-özelliğine sahiptir. 

 

d) Sıfıra yakınsak reel sayıların dizi uzayı , c0   Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip  değildir.        

Gerçekten, her  bir  n N  için  n. bileşeni  1  diğer terimleri  0  olan  en= (0,...0,1,0,0...)  

dizilerinin oluşturduğu küme A  olsun. A diktir. Ayrıca, e = (1,1,1,...)   olmak üzere 
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her bir  n N   için  0  QE(en)   e   eşitsizliği  
 ~ ~

0 )c(   sınırlı dizi uzayı içinde 

sağlandığından  A  kümesi  ~ ~

0 )c(  içinde bir sıra sınırlı küme olur. A kümesi dik b-sıra 

sınırlıdır. Ancak A kümesi c0 uzayı içinde sıra sınırlı olmadığından c0 dik b-özelliğine 

de sahip değildir [8]. 

 

3.2.4. Önerme 

 

E dik b-özelliğine sahip Dedekind tam bir Riesz uzayı olsun. E nin her sıra kapalı Riesz alt 

uzayı da dik  b-özelliğine sahiptir. 

 

İspat 

 

E Dedekind tam Riesz uzayı, U, E nin sıra kapalı Riesz alt uzayı ve A, U Riesz uzayının 

bir b-sıra sınırlı alt uzayı olsun. A nın E de de b-sıra sınırlı olduğunu görelim. A, U da b-

sıra sınırlı olduğundan her aA için Qu (a) ≤  φ  olacak şekilde φU+
~~  vardır. Kolaylıkla 

görülebilir ki her fE  için fU  U    dır.  

 

x′′ : E   IR  

  f      x′′(f) = φ (fU)      

 

biçiminde tanımlı  x′′ E +
~~  dır. Şimdi her aA  için  0  QE(a)  x′′ eşitsizliğinin E   da 

sağladığını görelim.   

0  Qu (a)  φ  olur.  

Böylece her fE +
~  için;   

0  Qu (a) (fU)  φ (fU)  

olup buradan  

0  fU  (a)  φ (fU)   

elde edilir. 

0   f (a)  x′′(f)   

0   QE(a)(f)  x′′(f)   olur. Yani, 0   QE(a)  x′′ eşitsizliği E  da sağlanır. Dolayısıyla; 

A,  E  içinde b-sıra sınırlı olur. 
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A, E içinde dik, b-sıra sınırlı ve E dik b-özelliğine sahip olduğundan her aA için                      

0  a  b  olacak  şekilde bir bE+  vardır.  E Dedekind tam olduğundan sup A = x0 olacak 

şekilde bir x0E vardır. D := { α   IN sonlu } kümesi yukarı yönlendirilmiş bir kümedir. 

 

φ  :  D    E 

        α     φ (α) = ⋁ aaα   U 

 

biçiminde tanımlı bir ağdır ve  φ (α)  =  ⋁ aaα     ağı yukarı yönlendirilmiştir. 0  x∝ ↑ x0  

E içinde sağlanır. Yani,  x∝
o

  x0 dır. {x∝}  U ve U sıra kapalı olduğundan x0U 

olur ve  0  a  x0  U da sağlanır. Dolayısıyla; U sıra kapalı Riesz uzayı dik b-özelliğine 

sahiptir. Bu da ispatı tamamlar.■ 

 

3.2.5. Önerme 

 

E ve F izomorfik iki Riesz uzayı olsun. Eğer E Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip ise F 

Riesz uzayı da dik b-özelliğine sahiptir. 

 

İspat 

 

B : = {yα: α⋀}   F+    dik b-sıra sınırlı bir küme olsun. E ve F Riesz izomorfik 

olduğundan ve Teorem 2.4.2. den T ve T−1 pozitif olacak şekilde T : E  F  bir operatör 

vardır. 

Her α⋀ için T−1 (yα) := xα  E+  ve B  F dik ve b-sıra sınırlı olsun. 

T−1  Riesz homomorfizm olduğundan ; 

{ T−1 (yα)} α⋀ = { T( xα) : α⋀ }  E+  

de b-sınırlı ve dik olur [7]. 

E dik b-özelliğine sahip olduğundan her α⋀ için  0  xα  x   olacak şekilde bir x E+   

vardır. T pozitif olduğundan ;  

0  T( xα)  T(x)    

 0  yα  y     

eşitsizliği elde edilir. 

Bu eşitsizlik F de sağlandığından F dik b-özelliğine sahip olur. ■ 
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3.2.6. Sonuç 

 

Dik b-özelliğine sahip bir E Riesz uzayının hiçbir sıra kapalı Riesz alt uzayı 

 

c0: = {𝑥 = (𝑥𝑛)  IR ∶ lim 𝑥𝑛 = 0} 

 

uzayına Riesz izomorfik olamaz. 

 

İspat 

 

Aksini kabul edelim. 

E nin bir U sıra kapalı Riesz alt uzayı c0 Riesz uzayına Riesz izomorfik olsun. 𝑐0 dik b-

özelliğine sahip olmadığından c0 Riesz uzayına izomorfik olan U Riesz alt uzayı da dik b-

özelliğine sahip olamaz. Diğer taraftan E dik b-özelliğine sahip ve U Riesz alt uzayı sıra 

kapalı olduğundan Önerme 3.2.5. ten U Riesz alt uzayı dik b-özelliğine sahiptir. Bu bir 

çelişkidir. Bu da ispatı tamamlar. ■ 

 

3.2.7. Önerme 

 

E, F ve ℒb (E, F) Riesz uzayları olsun. ℒb (E, F) Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip ise F 

Riesz uzayı da dik b-özelliğine sahiptir. 

 

İspat 

 

ℒb (E,F) dik b-özelliğine sahip olsun. Şimdi F nin de dik b-özelliğine sahip olduğunu 

görelim.  A  F+   dik ve b-sıra sınırlı bir küme olsun. 0 ≠ x0E+    seçelim. E,   E ’ nin  

noktalarını ayırdığından f (x0) ≠ 0 olacak şekilde bir f E +
~  vardır.  

D:= {f ⨂ a ∶  aA  }  ℒb (E, F)  kümesinin  ℒb (E, F)  de b-sıra sınırlı olduğunu 

gösterelim. A, E de dik ve b-sıra sınırlı olduğundan her a  A için −x′′  QF (a)  x′′  

olacak şekilde bir  x′′ E +
~~  vardır.  Ayrıca A dik olduğundan a ≠ b  A için |a|˄ |b|= 0 

olur. 
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φ ∶  F → ℒb (E,F) 

            y → φ(y):= f ⨂ y : E → F 

       x → (f ⨂ y)(x) = f(x).y 

 

biçiminde tanımlanan φ  nin bir pozitif operatör olduğu açıktır. Bu durumda φ ~~ da 

pozitiftir. Dolayısıyla φ ~~: F→ ℒb (E,F) ~~   pozitif bir operatördür.  

A  F b-sıra sınırlı olduğundan QF (A)  F  sıra sınırlıdır ve böylece 

φ ~~(QF(A))  ℒb (E,F) ~~    

 ve 

 φ ~~(QF(A)) = 𝑄ℒ𝑏 (E,F)(φ(A))  ℒb (E,F) ~~ 

 sıra sınırlı olur. 

Buradan φ(A)  ℒb (E,F)  de b-sıra sınırlı olur. 

a ≠ b için |a|˄ |b|= 0 olduğundan, 

|f ⨂ a| ˄|f ⨂ b| = [|f|⨂|a|] ˄ [|f|⨂|b|] 

 = f ⨂ (|a|˄ |b|) 

dır. Her xE+  için;  

[f ⨂ (|a|˄ |b|)] (x) = f (x). (|a|˄ |b|) =0  

bulunur.  

Yani; 

f ⨂ a  f ⨂b  

olur. 

Dolayısıyla φ(A)  ℒb (E,F) içinde dik b-sıra sınırlı olur. Hipotezden ℒb (E,F) dik b-

özelliğine sahip olduğundan her aA için   -T  f ⨂ a  T olacak şekilde en az bir                      

0 < T ℒb (E,F) operatörü vardır. Böylece -T (x0)  ( f ⨂ a) (x0)  T (x0)  elde edilir.  

Dolayısıyla,  -T(x0)  f(x0). a  T(x0)   bulunur. 

Buradan; 

−T(x0)

  f(x0) 
  a  

 T(x0)

 f(x0)
  

 olur.  

Bu ise A nın F de sıra sınırlı olduğunu verir. Yani F uzayı dik b-özelliğine sahiptir. ■ 
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Örnek 

 

{ Ei : iI }  Banach uzaylarının bir ailesi olsun.  

E= ( E1⨁ E2⨁ … )0 : = {x = (xn)∏ Ei
∞ 
𝑖=1 ∶ lim

𝑛→∞
|| xn|| = 0}  

Banach örgüsü dik b-özelliğine sahip değildir. 

Gerçekten; her nIN için   || xn|| = 1 olacak şekilde  xn E +
~  seçelim.  

n. bileşeni xn , diğerleri 0 olan  an = ( 0, 0, 0, … , xn , 0, … )   dizisi E+  nın bir elemanı 

olsun.  

Açık olarak an’ ler dik ve pozitiftir. 

 en = ⋁ ai
𝑛
𝑖=1  olmak üzere; 

 

φ ∶  E +
~    IR+    

  f        φ(f) := sup
𝑛

f (en)  

 

dönüşümünü göz önüne alalım. 

|f (en)|  || f ||.|| en||0  || f || < ∞  olduğundan 

φ(f)  sup
𝑛

f (en)  IR+    dir. Yani; φ anlamlıdır.   

Her f, g  E +
~  ve her nIN için ; 

0  (f + g)(en) = f (en) + g (en)  sup
𝑛

f (en) + sup
𝑛

g (en) 

             φ (f ) + φ (g ) 

n üzerinden supremum alınırsa ; 

sup
𝑛

((f + g)(en))  φ (f ) + φ (g ) 

olur. 

Böylece 

φ (f + g)  φ (f ) + φ (g )                     (3.1)

  

elde edilir. Her n, m ve k = n+m için 

en en+m    , em en+m      olur.    

f (en )  f ( en+m)  , g  (em)  g( en+m)                    

dir ve bu iki eşitsizliği taraf tarafa toplayıp k üzerinden supremum alırsak; 

f (en )  + g (em)   f ( en+m) + g( en+m)  ( f+g ) ( en+m)    sup [
𝑘

( f + g )(ek )]   
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 f (en )  + g (em)   φ(f + g)  olur. 

Sırasıyla n ve m üzerinden supremum alınırsa; 

sup
𝑛

 f (en )  + g(em)    φ(f + g) 

φ(f ) + sup
𝑚

g (em)     φ(f + g) 

φ(f ) + φ(g )  φ(f + g)          (3.2) 

 

elde edilir. 

Eş. 3.1 ve Eş. 3.2 ifadeleri göz önüne alındığında φ toplamsaldır. 

Önerme 2.1.6. dan φ nın E nın tamamına bir pozitif genişlemesi vardır ve bu genişlemeyi 

yine  φ  ile gösterelim. Her fE +
~   ve her iIN için; 

0  eİ̂ (f) = f (ei)  sup
𝑛

f (ei(n))   

 0  eİ̂ (f)  φ (f)  

 0  eİ̂   φ  

olur. Buradan 

{ en : nIN } b-sıra sınırlıdır. Her nIN için 0  an  en ve en b-sıra sınırlı olduğundan                        

0  an en  φ olur.  (an)  E de b-sıra sınırlıdır. Ayrıca (an) ler dik olduğundan (an) E 

de dik b-sıra sınırlıdır. Ancak { an : nIN } E içinde üstten sınırlı değildir. Gerçekten 

kabul edelim ki her nIN için  an z  olacak şekilde bir  zE olsun. O zaman her iIN için 

an(i)  zi olur. Böylece her iIN için 0  xi  zi olur. Her bir iIN için Ei  Banach örgüsü 

olduğundan  xi    zi  elde edilir. Buradan;  

lim
𝑛→∞

 zi  ≠ 0  olur bu da z= ( z1,  z2, … ) ∉ E olduğunu verir. Böylece, E Banach örgüsü 

dik b-özelliğine sahip olamaz. ■ 
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4. KARTEZYEN ÇARPIM VE BÖLÜM UZAYLARININ DİK b-                                   

ÖZELLİĞİNİ SAĞLAMASI 

 

4.1. Kartezyen Çarpım Uzaylarının Dik b-Özelliği 

 

Bu bölümde kartezyen çarpım uzaylarının dik b-özelliğine sahip olması karakterize 

edilecektir.  

 

{ Ei : iI } Riesz  uzaylarının bir ailesi olsun. E =  ∏  iI Ei    kartezyen (dik) çarpım    

                         

{xi} {yi}        iI  için xi yi 

                                                                                                                                      

 sıralaması   ile  bir  Riesz  uzayıdır.  

Açık olarak E uzayının herhangi iki elemanı x = {xi}, y = {yi}    ise  

 

               sup{x,y} = x  y = {xiyi}  ve  inf{x,y} =  x  y = {xiyi}   

  

dir. Direkt toplam  F = ∑ ⨁iI  Ei, E uzayının  sonlu i `ler haricindeki elemanları sıfır olan 

elemanların uzayı olsun. F uzayı , E   Riesz uzayının bir Riesz alt uzayı olur. 

 

iI  olmak üzere A,  Ei  uzayının bir alt kümesi olsun. O zaman her bir a  A için; 

 

a = (aj)jI =  {
a  ,       i = j

  0 ,       i ≠ j 
 

 

biçiminde tanımlı (aj)jI elemanını a ile gösterelim. Açık olarak a = (aj)jI E nin bir 

elemanıdır. 

 

4.1.1. Önerme 

 

{ Ei : iI } Riesz uzaylarının bir ailesi ve E = ∏  iI Ei    bu Riesz uzayların kartezyen 

çarpımı olsun. Her bir iI için A:=  { a : aE i
+ }  Ei  dik b-sıra sınırlı bir küme olsun. O 

zaman   A  := { a ∶  aA }  E+ de dik b-sıra sınırlıdır.  
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İspat 

 

Her bir  a, b  A    ve   a  ≠ b     için    a  b  = 0   dır. 

Tanımdan     a = (aj)jI    ,   b = (bj)jI      olmak üzere; 

a ˄ b = ( aj ˄ bj)jI  

  

 =  {
  a˄b = 0,       i = j

          0     ,        i ≠ j 
        =   θ 

 

bulunur. 

Şimdi  A   nın b-sıra sınırlı olduğunu görelim. 

∅ ≠ A  E i
+ ve  ⋀ :=  { α  A : α sonlu } olsun. 

 

φ :   ⋀      E 

         α     φ (α) =  zα =  ⋁ ai
n
i=1      ,      ai  α ,       1  a   |α| 

 

dönüşümünü göz önüne alalım. {  zα  : α⋀ }   Ei   de yukarı yönlendirilmiş ve b-sıra 

sınırlıdır. Gerçekten, A b-sıra sınırlı olduğundan her aA için 0   a   x′′ olacak şekilde 

bir  x′′ E i
~~ vardır. Her α için    zα =  ⋁ ai

n
i=1   olacak şekilde bir aiA vardır. Ayrıca 

aiA ve 0   a   x′′ 

olduğundan 

 0   ai   x′′ 

 olur. O zaman; 

0   ⋁ ai
n
i=1     x′′ 

elde edilir. Her α için  

0   zα   x′′ 

elde edilir ki bu da {  zα  : α⋀ } ağının  Ei  de b-sıra sınırlı olduğunu verir. 

𝒦 := {  zα ∶ α⋀ }  olarak tanımlayalım. 

Her bir  F  E +
~  için 

 

f :  Ei          IR    

      xi        f ( xi ) = F ( xi )  
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tanımlansın. Açık olarak f ( Ei)+
~  dır. 

{  zα  : α⋀ }   kümesi,  b-sıra sınırlı olduğundan 0   zα   x′′ olacak şekilde en az bir 

x′′ ( Ei
~~) +  vardır.  

Her bir α⋀ için; 

0  zα̂ (f )  x′′(f )    

0  f( zα)  x′′(f)   

olur. Diğer taraftan, 

 

φ ∶  E +
~     IR+    

 F        φ (F) := sup
∝

 F( zα)     

 

biçiminde φ dönüşümünü tanımlayalım. 

 

Her  α⋀ için  0  F( zα) = f( zα)  x′′(f)  olduğundan  sup
∝

 F( zα)  IR dır. Ayrıca  φ  

dönüşümü toplamsaldır. Gerçekten her F, G  E +
~ için;  

F ( zα) + G ( zα)  φ (F) + φ (G) 

(F+G)( zα)  φ (F) + φ (G) 

sup
∝

 (F+G)( zα)  φ (F) + φ (G) 

φ(F+G)  φ (F) + φ (G)                (4.1) 

 

bulunur.  

Diğer taraftan, ⋀ yukarı yönlendirildiğinden her  α, β  ⋀ için α   γ  ve  β  γ   olacak 

şekilde γ⋀ vardır. Buradan, 

 zα   zγ   ve   zβ   zγ  bulunur. 

 

F ve G, E üzerinde sıra sınırlı ve pozitif olduğundan; 

0  F ( zα)  F ( zγ) 

0  G ( zβ)  G ( zγ) 

elde edilir. Eşitsizlikler taraf tarafa toplandığında; 

F ( zα) + G ( zβ)  F ( zγ) + G ( zγ)  

    (F + G )( zγ)  
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F ( zα) + G ( zβ)  sup
∝ ⋀

(F + G ) ( zα) = φ (F+G) 

elde edilir. 

Sırasıyla α ve β üzerinden supremum alınırsa; 

 

φ (F) +  φ (G)  φ  (F+G)                (4.2) 

 

bulunur.  

Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 ifadeleri göz önüne alındığında φ  nin toplamsal olduğu elde edilir. 

Önerme 2.1.6. dan φ nın E nın tamamına bir pozitif genişlemesi vardır. Bu genişlemeyi 

yine φ ile gösterirsek her α  ⋀ için 0 ( zα)∧  φ  olur. Gerçekten  

her F  E +
~ için; 

0  ( zα)∧ (F) = F ( zα)  sup
∝

F ( zα)  φ(F) 

0 ( zα)∧ (F) φ(F) 

0  ( zα)∧  φ ,   E  Riesz uzayında sağlanır. Bu ise; 

𝒦 nın E de b-sıra sınırlı olduğunu gösterir. A   𝒦 ve 𝒦,  E de b-sıra sınırlı olduğundan A  

da b-sıra sınırlıdır.  Bu da ispatı tamamlar. ■ 

 

4.1.2.Teorem 

 

{ Ei : iI } Riesz uzaylarının bir ailesi ve E= ∏  iI Ei   bu Riesz uzayların kartezyen 

çarpımı olsun. E  Riesz uzayının dik b-özelliğine sahip olması için gerekli ve yeterli koşul 

her bir iI için  Ei  Riesz uzayının dik b-özelliğine sahip olmasıdır. 

 

İspat 

 

E= ∏  iI Ei  Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip ve iI keyfi sabit indis olsun. Ei  Riesz 

uzayının dik b-özelliğine sahip olduğunu göstereceğiz. Ei  Riesz uzayının                                       

Ai  : = { a : a  E i
+ } dik ve b-sıra sınırlı herhangi bir alt kümesi olsun. 

Ai  kümesinin yardımıyla 

 

a ∶= (aj)jI := {
  a ,       i = j

     0 ,        i ≠ j 
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olacak şekilde E Riesz uzayının bir a elemanını tanımlayalım. 

A : = { a ∶  aA }  kümesi Önerme 4.1.1. den  E de dik b-sıra sınırlıdır. 

E dik b-özelliğine sahip olduğundan her aA  için 0  a  x olacak şekilde E nin en az bir                    

x = (xj)jI  elemanı vardır. Böylece her iI  için    0  ( a )i  ( x )i   sağlanır. Buradan her   

a  A için 0  a  xi eşitsizliği Ei uzayında sağlanır. Dolayısıyla A kümesi Ei uzayında sıra 

sınırlı olur. Bu ise Ei uzayının dik b-özelliğine sahip olduğunu verir. 

 

Tersine,  her bir iI  için  Ei uzayı dik b-özelliğine sahip olsun. Şimdi E Kartezyen çarpım 

Riesz uzayının da dik b-özelliğine sahip olduğunu görelim.  

E uzayının herhangi bir dik b-sıra sınırlı alt kümesi A := { (aj)jI : ajEi } olsun.  

 

Pi
  :    E      Ei 

      (aj)jI  Pi
  ((aj)jI) = ai 

 

biçiminde tanımlanan i. izdüşüm dönüşümü pozitiftir. Pozitif operatörler b-sıra sınırlı 

kümeleri b-sıra sınırlı kümeye dönüştürdüğünden  Pi
 (A)  E i

+ de b-sıra sınırlıdır.  

Her  Pi
 ( (aj)jI)  ve  Pi

  ( (bj)jI)     P (A)  nın iki farklı elemanı olsun. Dolayısıyla 

(aj)jI ≠ (bj)jI dır. A dik b-özelliğine sahip olduğundan (aj)jI˄ (bj)jI  = 0 olur. Yani      

aj˄ bj = 0 dır. Bu da Pi
 (A)  Ei de dik olduğunu verir.  Ei  dik b-özelliğine sahip 

olduğundan 0  Pi
 (A)  (xi) olacak şekilde en az bir   xi  Ei vardır. x = (xi)iI  E olmak 

üzere 0  ai  xi   olduğundan her aE için   0  a  x   E de sağlanır. Bu ise E uzayının 

dik b-özelliğine sahip olduğunu verir. ■ 

 

Direkt toplam Riesz uzaylarının dik b-özelliğine sahip olmasını aşağıdaki sonuç ile 

karakterize edelim. 

 

4.1.3. Sonuç 

 

{ Ei : iI } Riesz uzaylarının bir ailesi ve E := ∑ ⨁iI  Ei  direkt toplam Riesz uzayı olsun. 

E nin dik b-özelliğine sahip olması için gerekli ve yeterli koşul her bir iI için Ei nin dik b-

özelliğine sahip olmasıdır. 
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İspat 

 

E := ∑ ⨁iI  Ei direkt toplam Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip olsun. Teorem 4.1.2. nin 

gereklilik koşulundaki ispata benzer şekilde her bir iI için Ei  nin dik b-özelliğine sahip 

olduğu görülür. 

 

Tersine her bir i  I için Ei  Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip olsun. E direkt toplam Riesz 

uzayının dik b-özelliğine sahip olduğunu göstereceğiz.  

A = {  xα = ( x∝
i  ) ,  x∝

i   Ei  her bir i  I  ve α  ⋀ }  

ağı  E+  Riesz uzayında dik ve b-sıra sınırlı olsun. Dolayısıyla  

B:= { ⋁ xαj

n
j=1  : xαj

 A ve nIN } 

kümesi yukarı yönlendirilmiş bir ağdır ve B,  E+
  da  b-sıra sınırlıdır. [9] da yer alan önerme 

6 nın yeter şartının ispatındaki benzer adımlardan B kümesinin E uzayında sıra sınırlı 

olduğu görülür. Bu ise A nın E uzayında sıra sınırlı olduğunu verir. Yani E uzayı dik b-

özelliğine sahiptir. ■ 

 

4.2.   Bölüm Uzaylarının Dik b-Özelliği  

 

Bu bölümde bölüm uzaylarının dik b-özelliğine sahip olması karakterize edilecektir.  

 

E bir Riesz uzayı ve A, E nin bir ideali olsun. Herhangi x, yE için  x ∼ y ⇔ x – y A 

biçiminde tanımlı “ ∼  ”  bağıntısı E üzerinde bir denklik bağıntısıdır ve E nin “ ∼  ”  

bağıntısına göre denklik sınıflarının kümesini E / A ve bu uzayın elemanlarını ẋ  ile 

gösterirsek ; 

            ẋ  ẏ ⇔ ∃ x1  ẋ  , ∃ y1  ẏ  ∋ x1  y1 

 sıralamasıyla birlikte E / A bir Riesz uzayıdır [3]. 

 

Dik b-özelliğine sahip Riesz uzayına örgü izomorfik olan Riesz uzayları da dik b-

özelliğine sahip olur.  

Gerçekten,  E  dik b-özelliğine sahip bir Riesz uzayı ve F ise E uzayına örgü izomorfik  

Riesz uzayı olsun. O zaman FE:T   birebir ve örten bir örgü izomofizmi vardır. A  F+ 

dik ve b-sıra sınırlı herhangi bir alt kümesi olsun. O zaman her a  A için  0  a  y′′   

olacak şekilde y′′ F +
~~   elemanı vardır. T−1 pozitif ve örgü homomorfizmi olduğundan                
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T−1 (A) , E+ 
 da dik ve b-sıra sınırlı bir kümedir. E dik b-özelliğine sahip olduğundan her       

aA için  0  T−1 (a)  x  olacak şekilde  xE+ 
 vardır. T pozitif olduğundan                   

0  T ( T−1 (a) )  T (x)    

eşitsizliği yazılabilir. Buradan;  

0  a  T (x)   

eşitsizliği F de sağlanır. Bu ise A nın F de sıra sınırlı olduğunu verir. Dolayısıyla F  dik    

b-özelliğine sahip olur.  

 

4.2.1. Önerme 

 

E  bir Riesz uzayı ve  B, E uzayının bir projeksiyon bandi olsun. E / B  bölüm uzayı  ve  B  

bandinin dik b-özelliğine sahip olması için  gerekli ve yeterli koşul   E  Riesz uzayının  dik 

b-özelliğine sahip olmasıdır. 

 

İspat 

 

 E / B  bölüm uzayı ve B bandi dik b-özelliğine sahip olsun. B projeksiyon band 

olduğundan  E = B  Bd   biçiminde tek türlü yazılabildiğinden E Riesz uzayı  B × Bd  

Kartezyen çarpım Riesz uzayına Riesz izomorfiktir.  Ayrıca E / B , Bd  ye Riesz izomorfik 

olduğundan ve hipoteze göre E / B dik b-özelliğine sahip olduğundan Bd uzayı da dik b-

özelliğine sahiptir. Teorem 4.1.2. den B × Bd  de dik b-özelliğine sahiptir. E,  B × Bd  

Riesz izomorfik olduğundan E de dik b-özelliğine sahiptir. 

 

Tersine, E Riesz uzayı dik b-özelliğine sahip olsun. B projeksiyon band olduğundan E 

Riesz uzayı B × Bd  uzayına Riesz izomorfiktir. Teorem 4.1.2. den ve B ve Bd  de dik b-

özelliğine sahiptir.  Bd  Riesz uzayı E / B bölüm uzayına Riesz izomorfik olduğundan E / B 

bölüm uzayı da dik b-özelliğine sahiptir. ■ 
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5.  BANACH ÖRGÜLERİNİN DİK b-ÖZELLİĞİNİ SAĞLAMASI 

 

Bu kısımda dik b-özelliğine sahip Banach örgüleri ile Levi norma sahip Banach örgüleri 

arasındaki ilişkiyi inceleyeceğiz. 

 

5.1. Teorem 

 

E Banach örgüsü olsun. E nin Levi norma sahip olması için gerekli ve yeterli koşul E nin 

dik b-özelliğine sahip olması ve Dedekind tam olmasıdır. 

  

İspat 

 

E Levi norma sahip olsun. E  b-özelliğine sahiptir [2]. Dolayısıyla E dik b-özelliğine 

sahiptir. Ayrıca her Levi norma sahip Banach örgüsü Dedekind tamdır. 

 

Tersine, E dik b-özelliğine sahip ve Dedekind tam olsun. Her A  E+
  A dik ve                        

   B := {  yα = ∑ aaα  : α  A sonlu } 

 kümesi yukarı yönlendirilmiş ve norm sınırlı olsun.  

   

φ : E +
~   IR+    

    f    φ (f) = sup
∝

f ( yα)  

biçiminde tanımlı dönüşümü göz önüne alırsak bu dönüşümün toplamsal olduğu Lemma 

2.6.1.3.’ün ispatında verilmişti. Her  b  B ve f  E +
~ için;  

0  b̂ (f)  f (b)  sup
∝

f ( yα)  φ (f)   

eşitsizliği sağlanır. Buradan; 

0  b̂  φ     E da elde edilir. B, b-sıra sınırlıdır. A  B olduğundan A  da b-sıra sınırlı 

olur. E dik b-özelliğine sahip olduğundan A, E içinde üstten sınırlıdır. E Dedekind tam 

olduğundan sup A vardır. Dolayısıyla sup B de vardır. Teorem 2.5.17. den  E  Levi  norma  

sahiptir. ■ 
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5.2. Sonuç 

 

E bir Dedekind tam Banach örgüsü olsun. 

i)   E üzerindeki norm Levi normdur. 

ii)  E b-özelliğine sahiptir. 

iii) E dik b-özelliğini sağlar. 

 

İspat 

 

i)   ⇒  ii) Her Levi norma sahip Banach örgüsü b-özelliğine sahiptir [2]. 

ii)  ⇒  iii) Sonuç 3.2.2. den her b-özelliğine sahip Riesz uzayı dik b-özelliğine sahiptir. 

iii) ⇒  i) Teorem 5.1. den her dik b-özelliğine sahip Dedekind tam Banach örgüsü Levi 

norma sahiptir. ■ 

 

5.3. Açık Problem 

 

Dik b-özelliğine sahip Riesz uzayları b-özelliğine sahip midir? Eğer öyle değilse bir örnek 

veriniz. 

 

5.4. Sonuç 

 

E sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü olsun. 

i)    E   KB   uzayıdır. 

ii)   E üzerindeki norm Levi normdur. 

iii)  E b-özelliğine sahiptir. 

iv)  E  dik b-özelliğini sağlar. 

 

İspat 

 

 i)   ⇒  ii) Her KB uzayı Levi norma sahiptir [4]. 

ii)   ⇒  iii) Her Levi norma sahip Banach örgüsü b-özelliğine sahiptir [2]. 

iii)  ⇒  iv) Sonuç 5.2. den her b-özelliğine sahip Riesz uzayı dik b-özelliğine sahiptir. 



39 

 

 

iv)  ⇒  i)  E dik b-özelliğine sahip olsun. E Dedekind tam ve Banach örgüsü olduğundan  

Teorem 5.1. den E Levi norma sahiptir. Hipotezden E sıra sürekli norma sahip olduğundan 

ve [4] den  E  KB uzayıdır. ■ 
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6.  SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada, Altın B.’nın 2002’de tanımladığı b-özelliğinin bir genellemesi olan dik b-

özelliği tanımı verilmiştir. Dik b-özelliğine sahip bazı uzayların karakterizasyonları elde 

edilmiştir. Bazı uzaylarda, b-özelliği ile dik b-özelliğinin çakışma durumları çalışılmıştır. 

 

Bu çalışmamızın sonucunda, dik b-özelliğinin b-özelliğini gerektirip gerektirmeyeceği açık 

sorusu ortaya çıkmıştır. 
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