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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A A operatoriiniin adjointi

C Kompleks sayilar ciimlesi

D(A) A operatoriiniin tanim kiimesi

H Hilbert uzay1

L,(0,) {f+ J, If ()|dx < oo} ciimlesi

R Reel sayilar ciimlesi

R;(A) A operatoriiniin rezolventi

o(1) Landau sembolii (Sifira ¢cok yakin degerler)
o) Landau sembolii (Sinirl degerler)

wm?2 Sobolev uzay1

W(f, gl f ve g ¢coziimlerinin Wronskiyeni

p(A4) A operatoriiniin rezolvent ciimlesi

a(A) C\p(A4), yani A operatoriiniin spektrumu
a.(A) A operatoriiniin siirekli spektrumu
g,(A) A operatoriiniin diskret spektrumu
g,.(A) A operatoriiniin rezidii spektrumu

o..(A) A operatoriiniin spektral tekilligi



1.GIRIS

Direkt sagilma problemleri iizerine bircok calisma yapilmis olmasina ragmen, ters
sacilma problemleri iizerine sadece son zamanlarda calisilmaya baslanmigtir. Bunun
sebebi ters sacilma problemlerinin lineer olmayan yapist ve niimerik ¢oziimlere
uygun olmamasidir. Ozellikle herhangi bir normda uzak alan modelinin kiiciik
salinimlari, uzak alan modelinin smifi disinda bir fonksiyonla sonuglanir ve
diizenleme metotlar1 uygulanmadig: takdirde Slciilen bilgideki kiiciik varyasyonlar,
sacicinin yeniden olusturulmasinda bilyiik hatalara yol acabilir. Buna ragmen ters
sacilma problemlerinin, radar, sonar, jeofiziksel kesif ve tibbi goriintiileme

alanlarinda 6nemli bir rolii vardir [24].

Ters sacilma problemlerinin temeli spektral analizin ters problemlerine
dayanmaktadir ve spektral analizin ters problemleri bir lineer diferansiyel operatoriin
baz1 spektral 6zelliklerine gore bu operatoriin seklinin belirlenmesi problemlerine
denir. Ters sacilma problemleri, matematiksel fizigin lineer olmayan denklemlerinin
¢Oziilmesi i¢in yeni bir yontem olusturmaktadir. Spektral teoride 6nemli gelismeler

bir boyutlu Schrédinger operatorii adini1 da alan

ly =—y " +qx)y

Sturm-Liouville operatérii icin elde edilmistir. Boyle operatorler igin spektral teori
izerine yapilan ilk ¢alismalar D.Bernoulli, J.D.d’ Alambert, L.Euler, J.Liouville ve
Ch.Sturm tarafindan ¢ubugun titresimleri problemi i¢in yapilmistir [9]. Ters sagilma
probleminin ¢6ziimii i¢in ilk ¢abalar ise problemi birinci mertebeden lineer bir
integral denklemine doniistirme yoluyla kolaylastirma seklinde yapilmistir. Bu
sekilde probleme ¢oziim aramanin, ters sagilma probleminin lineer olmayan yapisin
gormemek gibi kusurlar1 vardir. Daha sonralari ters sacilma probleminin lineer

olmayan ve bozuk yapisini dikkate alan ¢esitli metotlar gelistirilmistir [21].

Spektral teorinin ters problemleri ile ilgili temel sonuglar XX. yiizyilin ikinci

yarisinda elde edilmistir [8].



Sturm- Liouville denklemi i¢in yar1 eksende ters sacilma problemini ¢6zmek igin ilk
cabalar Hulleras tarafindan gosterilmistir. Daha sonra Bargman gostermistir ki
Sturm-Liouville denkleminin potansiyeli, 6zdegerler ve sacilma fonksiyonuna gore
bire-bir belirlenememektedir. Levinson, 6zel bir hal olan 6zdegerlerin mevcut
olmamas: halinde potansiyelin bire-bir olarak belirlenebilecegini ispatladi.
Marchenko, genel halde bire-bir olarak belirlenmemenin sebebini agikladi. O Sturm-
Liouville operatdriiniin sacilma verilerine gore bire-bir belirlenecegini ispatladi. Bu
caligmada Marchenko, yeni bir ydntem olan doniisiim operatorleri yontemini
uyguladi ve bu yontem ters problemler teorisinin bundan sonra ki gelisiminde cok
biiylik katkilarda bulundu. Sturm-Liouville operatorleri i¢in doniisiim operatorleri
Povzner tarafindan belirlenmistir. Gelfand-Levitan, doniisiim operatdrleri yardimi ile
Sturm-Liouville operatorii i¢in spektral fonksiyona gore ters problemi ¢ozdiikten
sonra doniisiim operatorleri spektral teoride daha fazla 6nem tasimaya basladi.
Marchenko, ters problemler teorisinde bir sonraki 6nemli adimi atti. O, Levitan
tarafindan bulunan sonsuzluga bagli doniisiim operatorlerini uygulayarak sagilma
verilerine gore potansiyelin dogrudan belirlenmesi yolunu buldu. Bu arada Krein,
Sturm-Liouville operatérleri icin ters problemin ¢6ziimiiniin bir baska yontemini
gelistirdi. Marchenko’nun calismalarindan sonra Faddev 1964 yilinda Sturm-
Liouville denklemi i¢in tiim eksende ters problemi ¢ozmiistiir. Bu calisma 1967
yilinda Kruskal ve Miure tarafindan kullanilarak, dikdortgensel bir kanalda uzun
dalgalan belirleyen, Korteveg-de Vries (KdV ) denklemi adini alan, lineer olmayan
denklemin ¢oziilmesine sebep olmustur. Ters problemler teorisinde, Gelfand-Levitan
ve Marchenko yontemi ismini alan doniisiim operatérleri, kendine es Sturm-Liouville
operatorii ile ilgili ters problemlerde oldugu gibi kendine es olmayan ters
problemlerin belli kismina da basariyla uygulanabilmektedir. Kendine es olmayan

Sturm-Liouville operatorii i¢in ilk ters problem, Lyantse tarafindan incelenmistir [9].

Ters sagilma probleminin tekligindeki ilk sonuglar Schiffer [4] vermistir ve son

zamanlarda Nachmann [5], Novikov [6] ve Ramm [7] tarafindan ele alinmistir [24].

Ramm, diferensiyel denklemler icin tamlhigi veren C 6zelliginin, Sturm- Liouville

denklemi icin saglandigl iizerine c¢alismistir. Fonksiyonel analizdeki tamlik



tanimindan hareketle elde edilen C 6zelliklerinin ters sagilma problemlerindeki teklik

ispatlarinda kullanilighiligin1 veren ¢alismalar yapmustir [1, 3, 10].

Ayrica Ramm, spektral fonksiyon ve sacilim verisinden hareketle q potansiyelinin
bulunmasin1 saglayan Marchenko ve Gelfand-Levitan denklemlerinde, spektral
fonksiyon ve sacilim verisinin bulunmasinda alternatif olabilecek olan I-
fonksiyonunu ele almistir. Empedans fonksiyonu olarak bilinen I-fonksiyonunun

karekterizasyonunu vererek nasil kullanilabilecegini gostermistir [1, 2, 10, 25, 26].

Bu tezde esas olarak, bir boyutlu sac¢ilma problemleri i¢cin Ramm tarafindan [1]’de
ele alinan C 6zelligi ve I-fonksiyonu incelenecektir. Sturm-Liouville denklemi ele
almarak bu denklemin bazi kosullar altinda elde edilen ¢6ziimlerine karsilik gelen
sacilim verileri olusturulacaktir. Sturm-Liouville denkleminden elde edilen
¢Oziimlerin tamligin1 veren C Ozellikleri ortaya koyularak, bu denklem igin
saglandig1 ispatlanmaya calisilacaktir. g potansiyellerinin tekliklerinin ispati1 gibi
teklik ispatlarinda nasil kullanildifi  gosterilmeye ¢alisilacaktir. Inversiyon
prosediirlerinde kullanilabilen, g(x) potansiyel fonksiyonunu bulmada ¢ok kullanish
olan ve empedans fonksiyonu olarak bilinen /-fonksiyonu incelenecektir. Tezin
ikinci boliimiinde konu ile ilgili gerekli olan temel tanim ve teoremler 6zetlenecektir.
Ters sagilma problemlerine bir giris yapilarak gerekli veriler diizenlenecektir.
Uciincii boliimde C ozellikleri tanimlanarak bunlarin Sturm-Liouville denkleminde
saglandig1 gosterilecektir. Dordiincii boliimde /-fonksiyonu incelenecek, Marchenko
ve Gelfand-Levitan denklemleri icin I-fonksiyonunun nasil kullanildigr ile ilgili

ornek yapilacaktir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde spektral analiz ve ters sagilma problemlerinin temel tanimlar ve 6nemli
teoremleri verildikten sonra Sturm-Liouville diferensiyel denkleminin bazi kosullar
altindaki ¢6ztimleri i¢in sagilma verileri toparlanacaktir.

2.1.Giris

2.1.Tamm (L, [a, bluzayr)

Asagidaki sekilde tanimlanan uzaya L,[a, b] uzay1 denir.
Lyla,b] = {x|x:[a,b] - C, [ |x(t)|?dt < =}
Bu uzay iizerindeki i¢ carpim fonksiyonu

(f @), g(0) = J, F)g()dx

seklinde tanimlidir. Eger f(x) ve g(x) reel degerli fonksiyonlar ise i¢ ¢carpim

(f (), g() = J, () g(x)dx

seklinde tanimlanir [9].

2.2. Tamim (L operatorii)

R,:= [0,0) olmak iizere x € R, igin L,(R,) uzayinda tammh [(u) = —u"+
q(x)u diferensiyel ifadesi ve u(0) = 0 kosulu yardimiyla iiretilen operator L ile

gosterilir. Burada g kompleks degerli bir fonksiyondur ve potansiyel fonksiyonu

olarak adlandirilir.



Ozel olarak L,[0,) uzaymda —u" + q(x)u = k?*u, x € R, denklemi ve u(0) = 0

sinir kosulu yardimiyla iiretilen operatorii [, ile gosterecegiz.

2.3.Tamim (Ozdeger ve 6zfonksiyon)

AeL(X) ve Ay € C igin (A —2Ao)x = 0 denkleminin x = 0 agikar ¢6ziimiinden
baska x # 0 ¢oziimii bulunursa, A, € C sayisina A operatoriiniin 6zdegeri

(eigendegeri), bu denklemin her bir x # 0 ¢oOziimiine ise A operatoriiniin A,

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu (eigenfonksiyonu) denir [20].
2.4. Tanim (O ve o sembolleri)

f(x) ve g(x) reel sayilarin bir altkiimesi tizerinde tanimli fonksiyonlar olsunlar.

i) flx) = O(g(x)), X = © & bir x, reel sayist ve bir M pozitif sayist bulunabilir ki

V x > xq icin |f(x)] < M|g(x)| saglanir.

flx) = O(Q(x)), xX—>a & bir §>0 ve M >0 sayis1 vardir ki [x —a| <&
oldugunda |f(x)| < M|g(x)| saglanr.

Eger x = a’nin bir komsulugunda g (x) sifirdan farkli ise bu iki tanim limitsiiperiyor

ile birlestirilebilir soyleki:

f@) =0(9(0), x = a = lim,osup[E2] < o0

ii) Eger lim,._,,

%| — Oise f(x) € 0(g(x)) yada f(x) = o(|g(x)]) olarak yazilir.

f(x) =g(x) & VC >0 sayst icin bir k > 0 sayis1 vardir dyleki her x > k igin
0 < f(x) < Cg(x) saglanir.



Ozetle ¢(n) ve ¢(x) pozitif tamml fonksiyonlar, f(n) ve f(x) keyfi fonksiyonlar,

n € N, x € N olmak iizere

i)f =0(¢) ©birA=>0icinV x,nigin |f| < A

o f

ii) f = o(¢) Al 0

dir.

O ve o sembollerine Landau veya Bachmann-Landau sembolleri denir.

2.5. Tanim (Analitik fonksiyon, Tam fonksiyon)

Bir f(z) kompleks degerli fonksiyonu kompleks diizlemin keyfi bir z, noktasinin bir
6 komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir. Ayrica f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda
analitik ise f(z)’ye tam fonksiyon denir [9].

2.6. Tanim (Tam uzay ve tamlik)

(X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, (X,d) metrik

uzayma tamdir denir.
2.7. Tanim (Hilbert uzay1)

x, Y,z elemanlarindan olusan herhangi bir kiime H olsun ve asagidaki aksiyomlari

saglasin.
1. H lineer kompleks uzay

2. H’nin her x, y ikili elemanina karsilik gelen (x, y) kompleks sayis1 i¢in



a) {x,y) = (¥, x)
b) x,y € Higin (x1 + x5, ¥) = (x1,¥) + (x2,¥)

¢) Her A kompleks sayist i¢in (Ax, y) = A(x,y)

d)x,x)=0; (x,x) =0 © x =0; (||lx]| =+ {x,x))
3.d(x,y) = ||x — y|| metrigi anlaminda H tamdur.

4. Her n dogal sayis1 i¢cin H’de n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani H

sonsuz boyutludur.

Yukaridaki 1-4 sartlarin1 saglayan uzaya soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarim saglayan

uzaya ise iiniter Hilbert uzay1 denir [9].

2.8. Tanim (Simetrik operator, Self adjoint operator, Non-self adjoint operatdr)
H bir Hilbert uzay1 ve D(A) = H olmak iizere, V x,y € D(A) icin

(Ax,y) = (x, Ay)

esitligi saglaniyorsa A operatoriine simetrik operator denir. A simetrik operatorii i¢in
A* = A ise A operatoriine self adjoint operator denir. Bu sarti saglamiyorsa, A
operatoriine non-self adjoint operator adi verilir. Burada D (4) ile D(A) kiimesinin

kapanisi, A* ile A operatoriiniin adjoint operatorii gosterilmistir [20].
2.9. Tanim (Rezolvent operator, Rezolvent climlesi)

A € L(X) ve H bir Hilbert uzayr olmak iizere R;(A) = (A — AI)~! operatoriine

rezolvent operator denir ve



p(4) = {1 € C: Ry(A)var ve smzrlz,D(T(A)) = H}
ciimlesine A operatoriiniin rezolvent ciimlesi denir [20].
2.10.Tanim (Spektrum)

A € L(X) olmak iizere

a(4) = C\p(4)

kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir [19].
2.11.Tamim (Kalan (rezidii) spektrum)

A € L(X) ve H bir Hilbert uzay1 olmak tizere

0,(A) = {1 € C: Ry(A)var ve simirli, D(R,(A)) # H}
ciimlesine A operatoriiniin kalan (rezidii) spektrumu denir [19].
2.12.Tamim (Diskret spektrum)

A € L(X) olmak iizere

04(A) = {A: 1 € Cicin R;(A) mevcut degil}
ciimlesine A operatoriiniin diskret spektrumu denir [22].
2.13.Tamim (Siirekli spektrum)

A € L(X) ve H bir Hilbert uzay1 olmak iizere



0.(A) = {1 € C: Ry(A)var ve sursiz, D(RA(A)) = H}

ciimlesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir [20].

Yukaridaki tamimlardan Ax = Ax denkleminin yalnizca x = 0 ¢6ziimiiniin var olmasi
halinde A sayilarinin A operatoriiniin rezolvent ciimlesine ait oldugu aciktir. Bu
denklemin x # 0 ¢6ziimiiniin var olmasi halinde bunlara karsilik gelen A’lar A
operatoriiniin diskret spektrumuna aittir [22].

2.1.Teorem

f ve ¢, L operatoriine karsilik gelen ¢oziim fonksiyonlari olsun. Jost ¢oziimleri

olarak adlandirilan f (1) := f(0,4) ve ¢(4) = ¢(0, 1) olmak iizere
p1={A:1€Cy f(A) # 0}

Py = {2 E€C_,o(A) 0}

ve

p(LD)) = p1(D) U p2 (1)

olarak tanimlansin.

A € p(L(2)) igin L(A) integral operatoriiniin rezolventi
R(LD)h(®) = [ R(x,t; Dh(D)dt; h € Lr(R,)

bicimindedir. Burada,



fl, De(t,1), 0<t<xise

1
Rl(x, t, A) = m
—f&t, Dp(x, 1), x<t<owise
ve
g, D, 1), 0<t<xise
-1
RZ(xl t; A) - (P(ﬂ.)

—g(t, Dp(x, 1), x<t<owise
olmak iizere
Ri(x,t; 1), A€ pi(A)ise
R(x, t; 1) =

Ry(x,t; 1), A€ py(A)ise

dirve C, = {1 € C:ImA > 0} dir [19].

10

R, (L) operatoriiniin varligin1 garanti eden asagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.

2.2. Teorem

Herbir A kompleks sayisi igin, ImA > 0 diizleminde
IRY 1l =

Cx
If DIV ImA|

olacak sekilde C; sayisi, ImA < 0 diizleminde

_ C,
1R lo(A)1/Tma]
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olacak sekilde C; sayisi vardir. Buda bize R, (L) operatoriiniin varligini gosterir. [19]

2.3. Teorem

A, L operatoriiniin rezolvent climlesine ait ve 1 — Ao € (—, ) ise limy_,; [[Ry|| =

oo’dur. [19]

Bu bize R; (L) operatoriiniin sinirsizliini verir.

2.4. Teorem

L operatoriiniin siirekli spektrumu pozitif reel eksendir. Yani o.(L) = (0,) dur.

[19]

2.14. Tamim (Cekirdegin kutbu)

Bir w = f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir D(z,, 1) — {2y} delinmis komsulugunda
analitik fakat z,’da analitik degilse, f’ye, z,’da ayrik aykirt (singiiler) noktaya
sahiptir [31]; veya zy’a f’nin ¢ekirdeginin kutbudur denir.

2.15. Tamim (Spektral tekillik)

L operatoriiniin rezolventinin cekirdeginin kutuplar1 olup, 6zdegerleri olmayan

noktalara spektral tekillik adi verilir.

0s(L) = {1 € C: ImA =0, f(1) = 0}

ile gosterilir [19].
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Simdiye kadar vermis oldugumuz kalan spektrum, siirekli spektrum, diskret
spektrum ve spektral tekillik tanimlarim kullanarak spektrumun tanimim asagidaki
sekilde de verebiliriz:

a(4) = C\p(A4) = 0,(A) U 0.(A) U g4(A) U g55(A)

2.5. Teorem

L(A)’nin 6zdegerleri ve spektral tekilliklerinin kiimeleri sinirlidir ve en fazla

sayilabilir sayidadir [19].

2.6.Teorem

f@) =u2)+ [ ap 9(z, wdu olarak tanimlanan f(z) fonksiyonu
i) u(z) tam ise

it) [,,9(z u)du mutlak yakinsak ise

tamdir.

2.7.Teorem (ki fonksiyonun béliimiiniin rezidiisii)

g ve h, zy noktasinda analitik olmak iizere

_ @
f(2) =42

ifadesinde f, z, noktasinda basit kutup noktasi ve g(z,) # 0 ise

a_, = Resf(z,) = g(20)/h'(2o)
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dir.

2.8.Teorem (Wiener-Levy teoremi)

B bir degisimli Banach cebiri, x € B ve F bir o(x)’in komsulugunda analitik olsun.
Bu durumda F — F(x), B’deki a(x)’in komsulugunda homomorfizm olacak sekildeki
analitik fonksiyonlar olmak iizere F(x) € B bulunabilir [16].

2.16. Tanim (Sobolev uzay1)

(a,b) araliginda tanimhi f fonksiyonunun (m — 1)’nci mertebeden tiirevi mutlak
sirekli ve f,f,f ,...f™ € Ly[a,b] kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma
Sobolev uzay1 denir ve W™? ile gosterilir [17].

2.17. Tamim (Girisim operatorii)

k ve u reel degerli operatorleri icin 0 < t < T olmak iizere
ku = fotk(t —s)u(s)ds = k*u = f(t)

seklinde tanimlanan operatore girisim operatorii denir. Burada t > 0 i¢in k(t), lineer

integral denklemin ¢ekirdegidir [23].
2.18.Tanim (Kompakt destekli fonksiyon)

R™de tanimli u(x) fonksiyonunun destegi; u(x)’in sifirdan farkli oldugu, x

noktalarinin kiimesinin kapanist olup supp u ile gosterilir.

suppu = {x € R%:u(x) # 0}
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olmak tizere supp u, R™’de smirh kiime ise, u(x) fonksiyonuna kompakt desteklidir
denir. u(x), G € R™’de tanimli, supp u, kompakt ve 0 € R™’nin altkiimesi ise ’da
kompakt destekli fonksiyon adini alir [18].

2.19.Tamim (Lineer operator)

H Hilbert uzayinda herhangi bir D c H lineer alt uzay1 ve A:D € H — H doniisiimii

verilsin. Eger her a4, a, € C ve her x4, x, € D i¢in
A(a1x1 + azxz) = alel + azsz

esitligi saglamyorsa A operatorine D {izerinde lineer operator, D’ye ise A

operatoriiniin tanim bolgesi denir ve D (A) ile gosterilir [20].
2.9.Teorem

Eger f € Ly(—o0, ) ise

g = [} fx)e *dx

fonksiyonuna f fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir. Eger f € L,(—o, ) olarak

alinirsa N > 0 olmak tlizere;

gv@) = [1, fx)e Hdx
yazilir [22].
2.10.Teorem (Fubini Teoremi)

B={(x,y):a<x<b,c<y<d} ve f:B— R fonksiyonu mutlak siirekli olsun.
Bu takdirde
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[J, fGodxdy = [2([¢ o y)dy)dx = [A(f2 £ (x,y)dx) dy
dir [29].

Fubini teoremine gore, integrasyon bolgesi bir dikdortgensel bodlge oldugunda

integralin siras1 degistirilebilir [29].
2.11.Teorem (Gronwall-Reid-Bellman esitsizligi)

¢ negatif olmayan (¢ = 0) bir sabit olsun. u ve v, [ty, ty + a] araliginda tanimli,

negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun ve
ut) <c+ f;u(s)v(s)ds

esitsizligi saglansin. Bu durumda t € [, ty + a] icin

t
u(t) < Ceffo p(s)ds

dir [30].
2.2.Bir Boyutlu Sacilma Problemlerine Giris

L7,.(R}) ile, a < o i¢in kompleks diizlemin iist yarisinda L?(0, @) sinifindan olan

fonksiyonlar1 gosterelim.
Lim(Ry) = {g:q(x) = q(), J;' (L + )™|q(x)|dx < 0 ve q € Lioc(Ry))
olsun ve q(x) € Ly, (R}) alalim. Bu q(x) fonksiyonlarina potansiyel fonksiyonu ad1

verilir. u(0) = 0 siir kosulu ve [ operatérii ile birlikte bir self-adjoint [, diferensiyel

ifadesini, D(ly) = {u:u(0) = 0,u € C2(0,)} tanim bolgesinde goz oniine alalim.
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Burada [ operatorii lu=—u"+ q(x)u diferensiyel ifadesidir. CZ(0,0) ile,
C?(R,)’daki fonksiyonlarin sonsuz komsulugunda sifir olanlarmin kiimesi

kastedilmektedir.

Burada q(x) € L5,.(R,) disinda bir self-adjoint [ operatorii tanimlanip
tanimlanamayacaginin ispatin1  yapmak ¢ok zordur. Ciinkii D(lp)u = {u:u €
C¢(R,),lu € L>(R,)} kiimesinin H’da yogun oldugu acik degildir. [, diferensiyel

operatoriiniin  spektrumu kesinlikle vardir ve (0,00) bolgesinde ayrik (diskret)

spektrumludur. Bu operator sinirli ve negatif spektrumu —ka’ler olan bir operator
olacaktir. Burada —ka, [ operatoriiniin 6zdegerleridir ve 1 < j <] olmak iizere

J tanedir. k;’ler ayrica basit kutup noktalaridir ve bunlarin tamaminda,

loj = —¢] +q; = —kip;, ¢;(0) =0, ;(0) =1 2.1)
dir. Burada ¢; reel degerli bir 6zfonksiyon ve

Cij = fooo @Fdx (2.2)
dir. ¢(x, k) ve 0(x, k) fonksiyonlart x > 0 i¢in

lp = k2p; 9(0,1) = 0,¢'(0,k) = 1 23)
ve x > 0 icin

16 = k%0; 6(0,k) =1,6'(0,k) =0 (2.4)

ile tanimli problemlerin tek coziimleri olsunlar. Bu fonksiyonlarin bir q(x) €

L}, (R,) igin varlig1 ve tekligi Volterra tipi integral denkleminden gosterilebilir.
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2.12.Teorem

Her § > 0 igin en az bir a > 0 vardir dyleki —y"” + q(x)y = k?y denkleminin
lim, o f(x, k)e"®* =1 smir kosulunu saglayan x >a, Imk <0, |k| > 6
bolgesinde tanimli f(x, k) Jost ¢oziimi vardir, tektir, tistelik aym1 bolgede k’nin
analitik fonksiyonudur [8].

Ispat

y" + k?y = q(x)y denklemine karsilik gelen homojen kistm y”’ + k?y = 0’dir. Bu
denkleme karsilik gelen indisel denklem 72+ k%2 =0 ve bu indisel denklemin
kokleri r = +ik oldugundan genel ¢coziimii

}7 — Cleikx + Cze—ikx

seklinde arayabiliriz. Lineer denklemin c¢oziimiinii sabitlerin degisimi metodu

yardimiyla

y(x, k) = C(x)e™* + C,(x)e > (2.5)

biciminde arayalim.

y'(x, k) = Cj(x)e™™ + Cy(x)e™** + ikC,(x)e™™ — ikC,(x)e >

olsun. Burada

C;(x)e** + Ci(x)e™™* =0 (2.6)

diyelim. Bu durumda denklem

y'(x, k) = ikCy(x)e™* — ikC,(x)e >
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olarak yazilabilir. Buradan elde edilen
y" (x,k) = ikCj(x)e™™ — ikCy(x)e ¥ — k2C,(x)e™ ™ — k2Cy(x)e
esitligi, y'' + k?y = q(x)y lineer denkleminde Es.2.5 ile birlikte yerine yazilirsa

ikCj{(x)e™* — ikCy(x)e ** — k2C,(x)e™* — k2C,(x)e ™ + k2C, (x)ek* +
k2Co(x)e™ ™ = q(x)C1(x)e™™ + q(x)C,(x)e~**

olur. Buradan
ikC{(x)e™* —ikCy(x)e ** = q(x)y (2.7)

elde edilir. Es.2.6 ve Es.2.7 denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak,

' ikx _ a(x)y
Ci(x)e™ = 2ik

elde ederiz. Buradan

! x) _i
Ci(x) :%e ey

olur. Eger her iki tarafin x’den oo’a integralini alirsak

1

C:(x) = ﬁf:’ q()e " *ty(t, k)dt + ay

elde ederiz. Benzer sekilde Es.2.6 ve Es.2.7’den
Cé(x)e_ikx - _ q(x)y

2ik

bulunur. Yine buradan



Cyx) = — L2 etixy

elde ederiz. Eger her iki tarafin x’den oo’a kadar integralini alirsak

1 (oo ;
Co(x) = =, q(®)ety(t, k)dt + a,
elde ederiz. Dolayisiyla

y(x, k) = C(x)e™* + C,(x)e >

ifadesinde bulunan bu C; (x) ve C,(x) degerleri yerlerine yazilirsa

1

y(x, k) = ﬁf:’ q(®)e*E=Dy(t)dt + a, e + aze~** — — fxoo q(t)e *E=Dy(t, k)dt

elde ederiz. Son esitligi diizenlersek

. eik(x—t) _e—ik(x—t)

y(x, k) = a,e™** + a,e ¥ + %f : q(®)y(t, k)dt

X 20

eik(x—t) _p—ik(x—t)

bulunur. Burada — = sink(x — t) oldugundan

flx, k) = a,e™*™ + a,e % + %fxoo sink(x — t)q(t)f (¢, k)dt
yazabiliriz. lim,_,o, e “**f(x, k) = 1 sartindan

lim,_, o (f(x, k)e‘”‘x) =

lim, ., ., (@, ek*e~ik* 4 g,e—ikxg=ikx 4 (gikx fxm%x_t)q(t)f(t, k)dt)) = 1

dir. x — oo icin (e ~#* fxqu(t)y(t, k)dt) = 0 oldugundan

19
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limy o, (f(x, k)e ™) = lim, 0 (ay + aze™2%%) =1
olmalidir. x - o igin a,e~?** = 0 oldugundan a; = 1, @, = 0 olmalidir. Buradan
k) = e 4 [7EED q(0)f (¢, k)de
elde edilir.
z(x, k) = M diyelim ve

z(x, k) = Xilozi(x, k) (2.8)

seri formunda denklemi yazarak f(x, k)’ nin varligin1 ve tekligini ardigik yinelemeler

yontemi ile gosterelim:

o—ikt

—ikx 0 S _ .
f(x,k)e _l+f sink(x t)q(t)e_lk(x_t)tf(t,k)t dt

x x X kx

ve
lim, o, f(x, k) e7#* =1
dir. Burada

foo sink(x—t)
X kx

zi(x, k) = tq()e kD7, (¢, k)dt

olarak tanimlarsak

foo sink(x—t)
X kx

z(x, k) = % + tq()e kD7, (¢, k)dt
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sinkx _;
e ikx

dir. Imk < 0ve 0 <t < x igin,

< 1 oldugundan [28]

SINk(x=t) ,~ik (x~1) <1-t<1
kx X

bulunur [28]. Es.2.8"dekine benzer olarak Y72, ¢;(x) serisini yazalim. Burada

&) =1, &) = [ tlg®)g_dt, (G =12,..)
dir.
|z(x, k)| < 1 esitsizligi icin |z(x, k)| < &, =1

o sink(x-t)

zi(x, k) = [ ————tq(®)e™*CVz;_, (¢, k)dt

olarak tanimladigimiz ifadenin her iki tarafinin mutlak degerini alalim. Bu durumda

|z, K| < [ tlq(O)]|zj-1 (¢, )| dt
olur.

|zi-1 (6 )] = &1 (0)

diyelim. ,(x) = 1 alarak ardigik yinelemeler ile
o3} 1 oo
&) = [, tlg®ldt = [, tla(®)ldt

& = ([, la®)]dD)? - &,

esitliginden dolay1 [28]
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&) = ([, tla®)]de)? — &, (x)

yazilabilir. Boylece

£200) =2 (J; tlq(®)lde)?

elde edilir. Boyle devam ederek

1
G-!

&i-1(0) = —= (" tlg(®)de)/ ™

ve
£ =, tla(® ey

elde ederiz. Boylece

|Zj (x, k)l <& = %(fxoo tlq(t)|dt)’ < oo (Naimark kosulu) [8]

z(x, k) = X2, zj(x, k)’dan Gronwall-Reid-Bellman esitsizligi kullanilirsa
|2(x, k)| < Zexp ([, tlg()]de)

yazabiliriz. Teorem.2.6 kullamhirsa f(x, k) icin u(z) = e** ve faD g(z,u)du =

oo sink(x—t)
I

X P’ q(t)f(t, k)dt olmak iizere

i) e™** C’de tam

ve yukaridaki islemlerden
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ii) fxoo % q(®)f (t, k)dt mutlak yakinsak

oldugundan f (x, k) fonksiyonu k’nin tam fonksiyonu olur.

Tersine; buldugumuz ¢oziim —y"" + q(x)y = k?y denklemini saglar m1?
f'(x, k) = ike™™ + [ cosk(x — D)q(t)f (¢, k)dt

ve

fr0ak) = —k2e™™ —k [ 7 sink(x — Dq(t) f (¢, k)dt — q(x)f (x, k)

ifadeleri denklemde yerine yazilirsa;

k2e™* + ke [ 7 sink(x — 0)q(O)f (6, k)dt + qC)f (x, k) — q(x)f(x, k) =

kel 4 k2 [7SE0 (1) (e, k)t

yazilabilir. Buradan

fr ke = 1+ [P EEED () f (¢, k)

olur. Dolayisiyla

lim, o0 (f (x, k) e~ %) = 1

olur. Bu durumda aranan ¢éziim x — o0 i¢in

If =—=f"+aqf =k*f, flx,k)=e"™ +0(1), f(0,k) = f(k) (2.9)

probleminin ¢6ziimiine esdegerdir. Bu da ispati tamamlar.
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Eger q € L1;(R}) ise f(x,k)’mn C; = {k € C:Imk > 0}’daki k’lar i¢in analitik

oldugu anlagilir.

k>0 icin f(x,k) = f(x,—k) dir [10]. Jost fonksiyonu f(k) := f(0,k) olarak
tanimlanir. Bu fonksiyonun k; > 0 i¢in ik; gibi J tane basit kokii vardir; burada —ka

(1 <j <)), Unin negatif 6zdegeridir. k = 0 da f(0, k) ’nin bir sifir1 vardir. Eger

£(0,0) = 0 ise £(0,0) # 0°dur; burada £(0, k) = L dir.
fOx k) = e+ [2 2D (1) £ (e, k)de

FO,1) =1+ [ 52 q(Of & k)de

df _ oo
== fo cosktq(t)f(t, k)dt

dir. £(0,0)’m varhgnmn ispati q € L1, (Ry) igin cok O©nemlidir. Bu ispat

Teorem.4.3’de verilecektir.
Aymseyq € L1,(Ry) ={q:q =7, fooo(l + x)?|q(x)|dx < o0} icinde gegerlidir.

Simdi faz kaymasi olarak bilinen §(k) delta fonksiyonunu asagidaki formiil ile

tanimlayalim.
fk) = If(k)e™219,8(0) = 0, f(00) = 1 (2.10)

q(x) =q(x) ve bir k€R icin §(—k) = —56(k) ise S-fonksiyonu (Sacilim

fonksiyonu) soyle tanimlanir [9]

_ f(0-K)
S(k) =52 kER @2.11)
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S(k) fonksiyonu q € L;;(R;) olmasi durumunda kompleks k’lar igin tanimli

degildir, fakat |q(x)| < C;e~%2™*!",y > 1 olursa, £(0,k) k’nin tam fonksiyonudur
ve S(k) Cde meromorfiktir [10].

Burada tam fonksiyondan kastimiz, tiim karmasik diizlemde analitik olan, karmasik

degiskenli fonksiyon ve meromorfik fonksiyondan kastimiz, bir bolgede sonlu sayida

tekil noktas1 bulunan kompleks degiskenli tek degerli fonksiyondur.

Eger x > a igin q(x) = 0 ise, f(x) fonksiyonu iisteli < 2a olan, iistel tipten bir
fonksiyondur [27].

Eger q € Ly 1(R,) alimirsa, k% = —k]-z,kj > 0 durumunda f;(x, k) == f(x,ik;) Jost
¢oziimii @;(x, k) = @(x,ik;) ile orantilidir. Burada f; ve @;’ler L*(Ry)’ya aittir.

@’nin sagladig1 integral denklemi:

sin (kx) + fx sink(x—s)

P, k) =— 0o %

q(s)e(s, k)ds

dir [10].

2.3.Jost Coziimleri

f(x, k) ¢oztimii icin asagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.

2.13.Teorem [8]

Eger fox x|q(x)|dx < co (Naimark kosulu) var ise bu durumda f(x,k) ¢Oziimi

asagidaki gibi gosterilir.

flx, k) = e + fx°°A(x, Ve Ydy = (I 4+ Afy, fo =e**,x=>0,Imk >0 (2.12)
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Burada A(x,y) Volterra tipli integral denkleminin ¢ekirdegi olup, x ve y’ye gore

stirekli diferensiyellenebilirdir. Bundan dolay1 A(x,y) asagidaki esitsizlikleri saglar

[10].

[A(x, y)| < co (%),c = sabit,o(x) = fxmlq(t)ldt
1 + +
EMERIIES, |q(¥)| +ce’@g (%) , 0<x<y<o

|Ay(x,y)| S%|q(¥)|+ce”(x)a(x+7y) , 0<x<y<om

xX+y

)| + 4G y) +39ED)| < cotIe )

1
|Ay(x:}’)+ZCI( 2

Ayrica A(x, y) ¢ekirdek fonksiyonu asagidaki denkleminde bir ¢oziimiidiir.

y=x
2

Alx,y) = % xo;ﬁq(s)ds + fx%fo xq(s —t)A(s — t,s + t) dtds
2.14. Teorem

If = —f" 4 qf = k?f denkleminin f (x, k) Jost ¢6ziimiinii
flx, k) = e** + fxooA(x, t)etdt

olarak alirsak, f(0, k) := f (k) olmak iizere Imk > 0,x — oo i¢in
f(x, k) =e™** + 0(1)

asimptotik esitligini saglar.

(2.13)

(2.14)

2.15)
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Ispat

flx, k) = e** + fxooA(x, t)e*tdt olarak alalim.

"dir.

1

Once Imk = 0 durumunu ele alalim. [8]'den |e™¢¥*| = 1 ve [e™™*| = |

|eikt| — |ei(Rek+iImk)t|
— |eiRekt||e—Imkt|

_ 1
| eImkt

=1

A(x,t) € L1(0, ) igin

|A(x, O)e*t| = |A(x, b))
oldugundan x — oo, Imk = 0 i¢in
flx, k) = e +0(1)

olur.

Simdi Imk >0 olsun. |A(x,t)| € L1(0,0), [|A(x,t)| < ca(xTH) ve o(x):=

) xoolq(t) |dt oldugundan (Naimark) [8]

fOOOIA(x, t)|dt < cfooo o (xTH) dt
<c [ frorelq(s)|dsdt
2
<cfy [7lq(s)ldsdt
2

<c [ [Flq(s)ldtds
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<c [, tlg(s)l|3ds

<2 fomslq(s)lds < oo

olur ki buda A(x,t) € L,(0, o) olmas1 demektir.

| e i(Rekt+ilmkt) | — | e iRekt | | e —Imkt |

dir. [8]°den |e'Rekt| = 1 ve |e~ImkE| =

“dir. Dolayisiyla

elmkt

1
elmkt

i(Rekt+ilmkt) | —

le
oldugundan azalan fonksiyondur. O halde Imk > 0 i¢in x — oo giderken
fx, k) = e** + 0(1)

olur. Dolayist ile Imk > 0 i¢in x — oo giderken

f(x, k) = e™** + 0(1)

elde edilir.

2.15.Teorem

—f" 4 qf = k*f probleminin f (0, k) ve f (0, —k) ¢oziimleri i¢in
WIf(0,k), f(0,—k)] = limy_, W[f(0, k), f(0,—k)] = —2ik.

dir.
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Ispat
f(x, k) ¢coztimiiniin
flx, k) = e™ +0(1),x - oo, f(0,k) = f (k)
asimptotigini kullanirsak

WIf(0,k), £(0,—k)] = j{,((%’l;()) ]{,((%,__,2)

= lim, [ (0, k) f'(0, —k) — (0, —k) " (0, k)]
= limy, o [(D(=ik) — (D (K)] = —2ik

dolayistyla

f(0,k)f'(0,—k) — f'(0,k)f (0, —k) = —2ik

yada buna denk olarak

f'(0,k)f(0,—k) — f'(0,—k)f (0, k) = 2ik (2.16)
yazilabilir.

Eger Es.2.3 sartin1 g6z Oniine alirsak asagidaki teorem ispat edilebilir.

2.16.Teorem

f(x, k) ve f(x,—k), If =—f" + qf = k?f denkleminin ¢oziimleri ise Es.2.3 sinr

sartlar1 altinda

o, k) =L (ok)f(0,—k)=f (x,—K) f(0,k)

2k (2.17)



30

dir.
Ispat

f(x,k) ve f(x,—k) fonksiyonlar If = —f" + qf = k?f, 0 < x < oo denkleminin
coziimleri olduklarindan lg = k?@,x > 0 Es.2.3 smir deger probleminin ¢oziimii

olan ¢ (x, k) fonksiyonu C; ve C,’ler keyfi sabitler olmak tizere
ol k) = Cif (x, k) + Cof (x, —k)

olarak yazilabilir. Sinir kosullar1 uygulanirsa

®(0,k) = C1f(0,k) + Cof(0,—k) = 0

@'(0,k) =Cf'(0,k) + Cf'(0,—k) =1

denklem sistemi elde edilir. Birinci denklem f'(0, k) ile, ikinci denklem f(0, k) ile

carpilir ve taraf tarafa ¢ikarilirsa

C = £(0,)
27 10, £ (0,))—F(0,~k) £ (0,k)

olur. f'(0,k)f(0,—k) — f'(0,—k)f(0, k) = 2ik’dir. O halde

. = [0
27 ik

olmalidir. €, nin bu degeri birinci denklemde yerine yazilirsa

_, [0k _ [0k

C1=-C £(0,k) 2ik

elde edilir. Dolayisiyla
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— 0K _fOB) e
(p(x! k) - 2ik f(x, k) 2ik f(x, k)
_ fGk)f(0,—k)—f(x,—k)f(0,k)
o 2ik
Fok)f(=K)=f (x,—k)f(0.k)
2ik

sonucuna ulagilir.

Eger k = ik; ise, bu durumda f;(x, k) € L*(R,) olur. Bu

k) = e 4 [ 20 g6 £ (¢, k)t (2.18)

X

esitliginde k = ik; yerine yazilmasi ile kolayca goriilebilir. | filx, k)l < Ce™™* (x >
0) esitsizligi saglamir [10]. Eger k > 0 ise f(x,—k) = f(x, k)’dir. Eger q(x) =
q(x) ise fj(x, k) reel-degerli bir fonksiyondur. f(x, k) fonksiyonu C,’da analitik bir
fonksiyondur. Ancak, k € C_:={k € C:Imk < 0} olmasi durumunda tanimh
degildir. Bu nedenle Es.2.16 yalniz reel eksende gegerlidir. Bunun yaninda, |q(x)| <
Cre % (y > 1) olmasi durumunda f(0,k), Imk <0 icin, yani kompleks
diizlemde tanimli olur [10]. k € C, i¢in f(x, k) = f,(x, k) diyelim ve ikinci ¢oziim
olarak f(x,—k) = f_(x, k) alahm. Bu ¢oziimler E5.2.9 denkleminin lineer bagimsiz
coziimleri olurlar. Eger f, € L2(R,) ise f- & L?(R, ) dur. Ciinkii Imk > 0 icin

lim, o |e—ikx| = Tim, o, |e—i(Rekx+iImkx) |

—iRekx Imkx |

= limx_m|e ||e

|elmkx|

= limx—mo |eiRekx| =

oldugu icin f_ & L?(R,)’dir. Buradan k € C, igin Es.2.17 formiiliinde f(x,—k) =
f-(x, k) denirse

e, k) = = [f (2, k) (0, —k) — £ (x, —k)£ (0, k)]
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1
2ik

[f (x, k) f~(0, k) — f-(x, k) f (0, k)]
elde edilir. C(k) = ﬁ dersek

@(x, k) = CU[f-(0, k) f (x, k) — (0, k) f~ (x, k)] (2.19)

yazilabilir. @(x,ik;) € L?>(R,) icin gerek ve yeter sart f (O,ikj) = 0 olmasidir.

Gergekten ik;, [’nin sifir yeri oldugundan
f(0,ikj) =0, £(0,ik;) #0, 1<j <] (2.20)
dir. Burada f (x, k) = %’dir.

2.17.Teorem

k € C, olmak lizere

Uf = ~f" +af = k*f

denkleminin k’ya gore diferensiyeli alinarak elde edilen

f"+ k2 —qf = —2kf 2.21)
denklemi i¢in

7' (0,ik;)f(0,ik})
—Zikj

Jy R, iky)dx =

esitligi saglanir.
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Ispat

f’nin varligi k € C, icin Es.2.18 denkleminden agiktir. ' + k2f — qf = —2kf
denklemini f ile, If == —f" + qf = k?f denklemini f ile carpar ve taraf tarafa

toplarsak

ff" = f"f = —2kf?

elde ederiz. Eger k = ik; alirsak

—2ik;f? = ff" — f"f
yazilabilir. Son esitlikte 0’dan oo’a kadar integral alirsak

—2ik; [ frdx = (ff' = £ )IE

yazilabilir. x = 0 igin eger k = ik; olursa f;(x, ik;) € L?>(R,) oldugundan

~2ik; [" fdx = [f (o0, ihy)f" (0, iky) — £ (o0, ik;)f (o0, iky)| — [£ (0, ik ) (0, iky) —
£'(0,ik;)f (0, ik;)]

= —f(0,ik;)f'(0,ik;) + £'(0,ik;)f (0, ik;))

= f'(0,ik;)f (ik;)

elde edilir. Boylece

© 20 - _ f'(0ik))f (0,ik))
J, fiiQxiky)dx = —

elde edilir. Burada (0, ik;) # 0 igin
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2ik;

Si=——-v—,
J £'(0,ik;)f (0,ik;j)

1<j<J (2.22)

olacak sekilde bir s; > 0 sabit say1s1 segersek

7'(0,ik;)f(0,ik)) _ 1

Iy 7, ikj)dx = o, 5> 0 (2.23)
seklinde yazabiliriz.

2.20.Tamim (Sag¢ilim verisi)

Sacilim verisi

S={Stk),k;,s;:1<j <]}, SK) = fjf(‘k’;), ki>0,5 >0 (2.24)

ticliisii olarak tanimlanir. k = 0 noktasinda £(0,0) = 0 olursa, k noktasi rezonans
noktasi olarak tammmlamr. Eger |q(x)| = C;e~%™*" (y > 1) olarak almursa,
f(0,k)’nin C,’da ki sifirlart da rezonans olarak adlandirilir. Burada f(0, k)’ nin
C,’da sonlu coklukta basit sifir1 vardir. Burada, [ self-adjoint Dirichlet operatoriiniin
negatif 6zdegerleri —ka (1 <j <J)’lerin sayis1 J kadardir. Eger q(x) € Ly 1(R})

ise | operatoriiniin negatif spektrumu sinirlidir [10].
Asagidaki esitlikte 6 (k) faz kaymasinin S(k) ile bagintis1 verilmistir.
S(k) = e?6® (2.25)

Boylece sagilim verisinde S(k) ile §(k) birbirlerinin yerine yazilabilir. fj(x, ik]-) =

f(xik;))

f'(0,ik;)@; (x, ik;) alabiliriz. Ciinkii oy

Es.2.3 denkleminin bir ¢oziimidiir.

Bundan dolay1
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© o . oo ff(xik)) _ 1 ® Lo iy — 1.
o o7 Cethidx = Jy greicr & = e Jo 17 (o ) = i
1 (2.26)
¢j
yazilabilir. Burada

_ Zikjf’(O,ikj) .
G = £(0,ik)) l=j=] @.27)

dir.
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3.ADi DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCiN ¢ OZELLiGi

Ly ile qn(x) € L11(Ry) (m = 1,2) potansiyellerine karsilik gelen operatorleri
gosterelim ve f,,(x, k)’larda bu operatorlere karsilik gelen uygun Jost ¢oziimler
olsun. Burada k > 0 ile, k € C, = {k € C: Imk > 0} olacak sekildeki k’lardan
bahsedilmektedir.

3.1.Tamim

Eger {fi(x,k)f,(x, k)} kiimesi Vk > 0 icin L'(R,)’da tam ise, {I;,[,} ikilisine C,

ozelligine sahiptir denir.

Buradan su anlasilir; eger h(x) € L*(R,) ise, Vk > 0 igin,

Jy RGO fi(x, k) fo (2, K)dx = 0 = h(x) = 0 (3.1)
saglanirsa {14, [, } ikilisi C, 6zelligine sahiptir.

Bu bolimde g,,(x) € L1; (Ry) (m=1,2) ise {l;,1,} ikilisinin C, Ozelligini

tagidiginin ispatin1 verecegiz.

Bu kesimde ele alacagimiz adi diferensiyel denklem
(I—kHu=—u"+qx)u—-k*u=0 (3.2)
seklinde olacaktir. q(x) € L;;(R;) alalm. Bu durumda f(x, k) Jost ¢dziimii tek

olarak tanimlidir. Tamim.3.1’de C, 6zelligini tanimlamistik. Simdi C, ozelligi ile

ilgili asagidaki teoremi ispatlayalim.
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3.1.Teorem

Eger j = 1,2 i¢in q;(x) € Ly 1(R,) ise, bu durumda {ly, l,} i¢in C, ozelligi saglamr
[1].

Ispat

Es.2.12 ifadesini kullanirsak,

0= [;" () fi (k) f(x, k) dx
= Jo hGO[e™ + [ Ay (x, y)e™ dy][e™ + [ 7 Ay (x, 2)e*  dz]dx
= fo‘” h(x)[e2ik* + fxooAz(x, 2)ekC+D dy 4 fwal(x‘ Y)ekEN gy +
fxoo fxw A1 (x, y)Ay(x, Z)eik(y+z) dydz]dx

= Jy R + [7[A1 (6, y) + A, (e, )]e D dy + [ [7 Ay (x, y) Az (x, 2)e 0+ D dydz]dx

olur. Yukaridaki ifadede A;(x,y) + A,(x,y) = A(x,y) dersek

0= [ h()[e?* + [7 A(x,y)e® @ dy + [ [* A, (x,y) A, (x, 2)e* 0D dydz]dx (3.3)

yazilabilir. Eger y+2z=s ve y—z =0 doniisimlerini uygulanirsa, y = HTU,

z= S_TU elde edilir. Jakobien |[J| =% olarak bulunur. x <y < o oldugundan

X< HTU < oo olur ve buradan
2x—s<o0<® 3.4)
elde edilir. Ayrica x < z < oo oldugundan dolay1 x < S_TJ < oo’dur. Buradan

—0o<g<s—2x 3.5)
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olarak bulunur. Es.3.4 ve Es.3.5’dan —(s — 2x) < 0 < s — 2x oldugu elde edilmis
olur. Yine x < HTJ <oovex < % < oo ifadeleri taraf tarafa toplanirsa 2x < s < o0

olarak bulunur. Bulunan bu esitsizlikler [~ [* A1 (x, )4, (x, 2)e O+ Ddydz

ifadesinde kullanilirsa

S0 A ) Ay (x, 2)e O+ Ddydz = [ [ 7 Ar (x, ) Ay (x, 2)e k0D dyldz

ol fs(szxn) A (x ( SM) A, (x —) dole®*sds

elde edilir. Bu ifadede

S—2x s+o S—0
T(x,s) = f(s ~2x) ( T)AZ (xT) do (3.6)
dersek
S0 Ao ) Az (x, 2)e* O+ Ddydz = [ T(x, s)e*sds (3.7)

olarak yazilabilir. Bu durumda Es.3.3 denklemi

0= fooo h(x)[e?* + fxooA(x, y)ekF+Y)dy 4 f;; T(x,s)e*ds]dx

seklinde yazilabilir. Buradan

0= ["h()e*™ ™ dx + [ " h() ([, A(x,y)e*Edy)dx + [ h(x)([,, T(x,s)e*sds)dx  (3.8)

elde edilir. Es.3.8 ifadesindeki fooo h(x)( fxooA(x, y)e*&+Y)dy)dx integralinde
y = s — x doniigiimiinii uygulayalim. Bu durumda dy = ds olur. Buradax < y < o
oldugundan dolay1 x < s — x < oo’dur. Buradan s’nin degisim aralif1 2x < s < o0

olarak hesaplanir. x’in degisim aralig1 da 0 < x < oo oldugundan integralimiz
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fom h(x) (fZO;A(x, s —x)e*Sds)dx (3.9)
halini alir. E5.3.9 integralinde 2x < s < oo oldugundan

x<s/2< (3.10)
bulunur. x’in degisim aralig

0<x<o (3.11)

dur. Es.3.10 ve Es.3.11 birlestirilirse 0 < x < 5/2 < oo elde edilir. Bu durumda

Es.3.9 integrali

s/2 ® iks
J, TR ([, A(x,s — x)e™ds)dx
olur. Bu son integral diizenlenirse

fos/z f;A(x,s — x)h(x)e*Sdsdx

seklini alir. Fubini teoremi kullanilirsa
f;; fOS/ZA(x,s — x)h(x)e*Sdxds = f;; eiks(f()s/zA(x,s — x)h(x)dx)ds
olur. Burada 0 < x < oo oldugundan 0 < 2x < oo’dur. Bu durumda
© iks  [S/2 _
fo e (fo A(x,s — x)h(x)dx)ds

olarak yazilabilir. Son integralde s = 2s doniisiimii uygularsak ds = 2ds olur.

Burada 0 < x < s/2 oldugundan 0 < 2x < s yazilabilir. O halde son integral
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2 fooo ez”‘s(fosA(x, 2s — x)h(x)dx)ds

seklini alir.Bu durumda Es.3.8 integrali asagidaki gibi yazilabilir.

0= [,  h(s)e?ksds + 2 [° e2%s ([ A(x, 25 — x)h(x)dx)ds + [, h() ([, T(x, s)e™sds)dx (3.12)
Es.3.12 ifadesinde

Jy RGO, T(x, s)e™sds)dx

integralini ele alalim. 0 < x < o0 ve 2x < s < oo oldugundan x < s/2 < oo, yani

0 < x < s/2 yazilabilir. Fubini teoreminden
f0°° fZO;T(x, s)e*Sh(x)dsdx = f0°° fos/z T(x,s)e™*Sh(x)dxds
yazilir. Burada yine s = 2s doniisiimii uygulanirsa

© ~5/2 ik _ © (S ik
Jo [ T(x, 8)e™ h(x)dxds = 2 [ [ T(x,2s)e*™ h(x)dxds

=2 [ 2k (7T (x, 25)h(x)dx)ds
yazilir. Bu durumda Es.3.8 integrali

0= fooo h(s)e?**sds + 2 fooo ez”‘s(fosA(x, 25 — x)h(x)dx)ds + 2 fom ez”‘s(fosT(x, 25)h(x)dx)ds

olarak yazilabilir. Integralin lineerlik 6zelliginden
0= fooo e?ks[h(s) + 2 fOSA(x, 2s — x)h(x)dx + 2 fOST(x, 2s)h(x)dx]ds

olur. Yine integralin lineerlik 6zelliginden
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0= ["e?™[h(s) + [, 2h()[A(x, 25 — x) + T(x, 25)]dx]ds (3.13)

yazilabilir. Imk > 0 olsun. Ciinkii C, 6zelliginin tantmindan k > 0°dir. Bu durumda

[ee]

[o'e) . 1 .
f e2iks e = 2iks :

—e€
0 2ik

_ 1 : 1 5
= _(E — 11ms_)00 —Qe

bulunur. Buradan |e25®¢0)| = 1 oldugu kullanihrsa

1im5—>oo|92iks| — lims_)oolezis(RekHImk)l — lims_,oo|€2is(Rek)€_251mk) —

e2is(Rek)

llm5—>oo e2s(Imk) =

olur. Dolayisiyla

o) ; 1
f eZLkst =——
0 2ik

elde edilir ki bu ifade sifir olamayacagi icin Es.3.13 esitliginin dogru olmasi i¢in

h(s) + f(f 2h(x)[A(x,2s —x) + T(x,2s)]dx =0

olmalidir. Burada h(s) + f; 2h(x)[A(x,2s — x) + T(x,2s)]dx ifadesi Volterra tipi
integral denklemi ve A(x,2s —x)+ T(x,2s) ifadesi Volterra tipi integral
denkleminin cekirdegidir. A(x,y) ve T(x,y) swnirh ve siirekli fonksiyonlardir.
Dolayisiyla denklemimiz homojen Volterra Integral denklemi olur. Homojen

Volterra Integral denkleminin L?(0, s)’de asikar ¢oziimiinden bagka ¢oziimii yoktur

[11]. O halde h(x) = 0 olmalidir. Bu nedenle
h(x) € L, 1(R}) ise, Vk > 0 icin fooo h(x)fi(x, k) f,(x,k)dx = 0= h(x) =0

oldugundan {l4, [, } ikilisi C, o6zelligine sahiptir denir.
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3.2.Tanim

{l,,1;} ikilisi C_ ozelligine sahiptir denir eger, {g,(x,k)g,(x, k)} kiimesi Vk > 0
icin L*(R_)’de tam ise. Burada g, (x, k), g, (x, k) ile, I'nin lim,_,_., (g (x, k)e?**) =
1 kosulu altindaki ¢6ziimiinden bahsedilmektedir.

Benzer yolla agagidaki teorem ispat edilebilir.

3.2.Teorem

Eger j = 1,2 i¢in q; € Ly, (R_) ise, bu durumda {l;, [} igin C_ 6zelligi saglanir.

Burada Lq ; (R_) ile

—— (0
Lia(R) = {q:q(x) = q(x), J[__,(1 + [xDIg(x)]|dx < o} (3.14)
uzay1 kastedilmektedir.

3.1.C,, ve Cy Ozellikleri

f(x, k) ¢coziimii icin tanimlanan C, Ozelligine benzer olarak, farkli baslangic deger
kosullara gore elde edilen ¢ (x, k) ¢oziimii i¢in C, Ozelligini ve 6(x, k) ¢oziimii
icin de Cy Ozelligini tanimlayabiliriz. Burada sadece C,, 6zelligini ispat edecegiz. Cg

ozelligi benzer yolla ispat edilebilir.
3.3.Tanim

Eger {¢,(x, k)@, (x, k)} kiimesi 0 < b < oo olacak sekilde bir b i¢in L (0, b)’de tam

ise, {14, [} ikilisine C,, dzelligine sahiptir denir.

Buradan su anlagilir; eger h(x) € L'(0,b) ise Vk > 0 igin,
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[y RG)@1 (x, k)@, (x, k)dx = 0 = h = 0 (3.15)
saglanirsa {l;, [, } ikilisi C,, 6zelligine sahiptir.

Teorem.3.4.’de her k > 0 iken bir h(x) # 0 icin g, (x) # g, (x) olacak sekilde

Iy @)1 (x, k)2 (x, k)dx = 0

denklemini saglayan uygun g4 (x), q(x) € Ly 1(R;) nin varhigini ispat edecegiz.
3.3.Teorem

Eger j = 1,2 i¢in q; € Ly,1(0, b) ise, bu durumda {l;, [, } i¢in C,, 6zelligi saglanir [1].
Ispat

Teorem.3.1.’e benzer yolla ispat edecegiz.

9, k) = @o(, k) + J; K6, y)po)dy = (I + K)o, 9o (x, k) = T2

(3.16)
ifadesini kullanalim. ®; (x, k) = k;(x, k) (j = 1,2) dersek

@, (x, k) = sin(kx) + fox K, (x,y) sin(ky) dy

ve

@, (x, k) = sin(kx) + fox K, (x, s) sin(ks) ds

olarak yazabiliriz. Buradan
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D, (x, k)P, (x, k) = [sin(kx) + fox Ky (x,y) sin(ky) dy][sin(kx) + fox K, (x,s) sin(ks) ds]
= sin®(kx) + fox K, (x,s) sin(ks) sin(kx) ds + f;c K, (x,y) sin(ky) sin(kx) dy +

fox fox K, (x, v)K,(x, s) sin(ky) sin(ks) dyds

yazilabilir. Burada sin(ky) sin(ks) = — % [cosk(y +s) — cosk(y —s)] esitligini

kullanirsak

@, (x, k)P, (x, k) = sin?(kx) + fox[Kl (x,y) + Ky (x,y)] sin(kx) sin(ky) dy +

I Iy Ky e, 3K, (e, ) (=5 [cos[k(y + )] — cos [k(y — 5)]1}dyds
olur. Yukaridaki son ifadede K; (x,y) + K,(x,y) = K(x,y) olarak alirsak

D, (%, k)P, (x, k) = sin?(kx) + foxK(x,y) sin(kx) sin(ky) dy + fox fox Ky (x, VK, (x, s){—% [cos[k(y + s)] —

cos [k(y — s)]]}dyds (3.17)
elde edilir. Kabul edelim ki her kK > 0 i¢in

0 = [ h(x)®; (x, K)D, (x, k)dx (3.18)
olsun. Bu durumda

0= fob h(x)[sin®(kx) + fox K (x,y) sin(ky) sin(kx) dy + %fox fox K, (6, y)Ko (x, s){cos[k(y — )] —
cos[k(y + s)]}dyds]dx

ve buradan

0 = [ hG)sin? (kx)dx + [} RGO {5 K G, y) [~ 3 coslk(y + x)] — cos[k(y -

0] dy +3 5 I K. (e ) K G, 9)[cos[k(y — )] = cos[k(y + 5)]]dyds}dx
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1—cos (2kx)

yazilabilir. sin?(kx) = esitligini kullanalim ve denklemde

= fob h(x){% f;‘ f;‘ Ky (x, v)K,(x, s)[cos[k(y — s)] — cos[k(y + s)]]dyds}dx
alalim. Bu durumda

0= fob%h(x)dx - fob%h(x) cos(2kx) dx + fob h(x){f()x%K(x, y) cos[k(y —

x)] dy}dx — fob h(x){fong(x, y) cos[k(y + x)] dy}dx + 1 (3.19)
yazilabilir.
Jy RO, 5K () coslk(y — x)] dy}dx (3.20)

integralinde y — x = s dontigiimiinii uygularsak dy = ds olur. Yine 0 < x < b ve

0 <y < x oldugundan 0 < x — s < x olur. Buradan s i¢in —x < —s < 0 yazilabilir.

Buradan

0<s<x (3.21)

oldugu kolayca goriilebilir. Distaki integralde

0<x<b (3.22)

oldugundan Es.3.21 ve Es.3.22 birlestirilirse

0<s<x<bh (3.23)

bulunur. Bu durumda Es.3.20 integrali
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fob h(x){fé‘%l((x, y) cos[k(y — x)] dy}dx = %fob foxK(x, y)cos [k(y —
x)]h(x)dydx

= %fob fsb K (x,x — s)cos (ks)h(x)dsdx

= [ cos (ks){J, K(x,x — s)h(x)dx}ds

elde edilir.
Simdide
Jy RGOSy 3K (x,y) coslie(y + )] dy}dx (3.24)

integralinde y =s—x dOniislimiinii uygulayallm. Bu durumda 0<y<x

oldugundan 0 < s — x < x ve buradan

X <s<2x (3.25)
bulunur. Distaki integralde 0 < x < b oldugundan

0<2x<72b (3.26)
yazilabilir. Es.3.25 ve Es.3.26 birlestirilirse

0<x<s<2x<2b (3.27)

bulunur. Buradan s’nin degisim aralig1 0 < s < 2b elde edilir. Simdide x’in degisim
araliginm1 bulalim. Es.3.27 kullanilirsa %S x<b ve 0 <x <s elde edilir. Bu iki
ifadeden x’in iist sinirinin en fazla b ve s’nin minimumu kadar olabilecegi ve alt
sinirininda % oldugu goriiliir. Yani %S x < min (b,s) olur. Bu durumda Es.3.24

integrali
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fob h(x){fé‘%l((x, y) cos[k(y + x)] dy}dx = %fob fOxK(x, y)cos [k(y +
x)|h(x)dydx

_ 1 ¢2b ~min (b,s) _
=3 fo f; K(x,s — x)cos (ks)h(x)dsdx

_1c2b min (b,s) _
= fo cos (ks){f% K(x,s — x)h(x)dx}ds

olarak bulunur. Son haliyle ifademizi

0= fobgh(x)dx — fob%h(x) cos(2kx) dx + %fob cos (ks){fsb K(x,x —

s)h(x)dx}ds + %fOZb cos (ks){fimin (b.5) K(x,s —x)h(x)dx}ds + I
2
olarak yazabiliriz. Simdi [ integraline geri donelim ve asagidaki gibi tekrar yazalim.

1= 51y RO, Jy Ka G y)K G s) cos[k(y — ) dydshdx = [T RGOL Sy fy K Go y)K (x,5) cos[k(y +
s)] dyds}dx ]

Bu integralde

y—s=t (3.28)
ve
y+s=v (3.29)

doniisiimlerini uygulayalim. Es.3.28 ve Es.3.29 ifadelerini 6nce taraf tarafa toplar,

sonrada cikarirsak y = UTH ve s = UT_t esitlikleri elde edilir. Simdi

I = [T RGOS [T Ky (6, 9)Ko (x, 5) cosk(y + 5)] dyds} dx

integralini alalim. 0 <y < x ve 0 < s < x oldugundan
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0<v+t<2x (3.30)
ve
0<v—t<2x (3.31)

dir. Es.3.30 ve Es.3.31 taraf tarafa toplanirsa 0 < v < 2x elde edilir. Simdi yeni
bolge i¢in sinrlan belirleyelim. y = x oldugundan VTH = x ve buradan v +t = 2x
olur. Yine s = x oldugundan v — t = 2x bulunur. Diger taraftan y = 0 oldugunda
v+t

- = 0 ve buradan da v = —t bulunur. s = 0 icin UT_t = 0 olur ki buradan da v = ¢

olarak bulunur.Yani yeni bolgemiz

A ={v,t): v+t=0,v—t=0}
ve

Ay ={w,t):v+t=2x,v—t=2x}

egrileri arasinda kalan bolge olarak belirlenir. Buna gore I, integralini tekrar

yazarsak

I, = %fox f_vv K, (x,vH) K, (x VT_t) cos(kv) dtdv + %fxzx fzx_v K. (x, UTH) K, (x UT_t) dtdv

T2 —(2x-v) "1

halini alir. Bu son haliyle v = s doniisiimiinii uygulayalim ve bir w(s) fonksiyonunu

tanimlayalim dyleki
S , 0<s<xicin
w(s) =

2x —s, x <5< 2xicin

olsun. Bu durumda
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I, = %fozx f_ME‘Z) ( t+s) K, (x T) cos(ks) dtds
olur. Eger

By(x,5) =3 " vaz) K (x, ”S) K, (x ( zt) dt

dersek

I, = f02x B,(x,s) cos(ks) ds

yazilabilir. Simdi

Iy =2 3 [7 Ky (6, 9)K; (x, 5) cos[k(y — 5)] dyds

integralini g6z Oniine alalim. Yukaridaki doniisiimlerden y = UTH ve § = VT_t elde

etmis ve A; ile A, bolgelerini yazmistik. Simdiki integralde de yeni bolgeler benzer

sekilde

Ci={wt)v+t=0v—t=2x}

ve

C,={v,t)v—t=0,v+t=2x}

egrileri arasinda kalan bolge olarak belirlenir. Bu durumda

= % [fox ftzx_t (x v—“) K, (x —) cos(kt) dvdt + f fsz ( VH) K, (x —) cos(kt) dvdt]

yazilabilir. Burada ki ilk integralde t ile v’nin sinirlar1 0 <t < xvet <v < 2x —t

dir. t =s doniisimii uygularsak dt = ds yazilabilir. Bu durumda sinirlarimiz
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0<s<xves<v<2x—s seklinde degisir. Yine ikinci integralimizi goz Oniine
alirsak t ve v’nin smurlart —x <t <0 ve —t < v < 2x +t seklindedir. Burada
t = —s doniisiimiinii uygularsak dt = —ds olur. Bu doniisiim altinda siirlarimiz
—x < —s<0yani 0 <s <xves<v < 2x — s olarak degisir. Uyguladigimiz bu

doniisiimler altinda

I3 = % [fox f:x—s K, (x, UTH) K, (x,vz;s) cos(ks) dvds + fox f:x—s K, (x, UT_S) K, (x,vzi) cos(ks) dvds]

olur. t’nin degisim aralif1 0< t < x oldugundan ve t = s ve t = —s doniisiimlerini

uyguladigimizdan

I; = f(f%féf‘_'s' [K1 (x, S+v) K, (x, ?) +K; (x, ?) K, (x, UT“)] cos(ks) dvds

2
seklinde yazilabilir. Bu integralde

Br=gha [ (o5 e (0 57) + K (05 Ko (0 757) v

olarak yazarsak
I; = f;c B, (x,s) cos(ks) ds

olarak elde ederiz. I3 ve I, integrallerinde Fubini teoremi uygulanirsa I integralinin

son halini
1= fob fsb h(x)B;(x, s) cos(ks) dxds — fOZb fib h(x)B,(x,s) cos(ks) dxds  (3.32)
2

olarak yazabiliriz. Es.3.32 integralini kullanirsak ifademiz
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0= fob h(x)dx — fob h(x) cos(2kx) dx + fob fsb h(x)K(x,x — s) cos(ks) dxds —

in (b,
f02b fgmm( ) h(x)K(x,s — x) cos(ks) dxds + fob fsb h(x)B;(x,s) cos(ks) dxds —

f02b fib h(x)B,(x, s) cos(ks) dxds
olur. Burada
fob h(x) cos(2kx) dx

integralinde 2x = s doniisiimiinii uygularsak dx = % olur. Dolayisiyla 0 < x < b

oldugundan 0 < % < b ve buradan da 0 < s < 2b elde edilir. Bu doniisiim altinda

integralimiz

fob h(x) cos(2kx) dx = %f;b h (%) cos(ks) ds

olarak bulunur. Es.3.19 ve Es.3.32 ifadelerinde k — oo i¢in

fob h(x)dx =0

olur ve 0 < k < o icin L2(0, b)’de

fob h(s) cos(ks)ds = 0

olmasi ancak h(s) = 0 olmasi ile miimkiindiir. Ciinkii cos (ks) sistemi 0 < k < o

icin L2(0,b)’de tamdir [10]. Dolayisiyla yukaridaki asil integralimizin sifir olmasi

ancak

0=— %g) + fsb h(x)K(x,x — s)dx — fsn/lzin (b5) h(x)K(x,s —x)dx + fsb h(x)B;(x,s)dx —
[P h(x)By(x, s)dx (3.33)

s/2
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olmasi ile miimkiindiir. b < oo ve x > b i¢in h(x) = 0 ise buradan

h G) =2 fsb h(x)[K (x,x —s) + By(x,s)]dx — 2 fsl;zh(x)[K(x,s —x)+

B,(x,s)]dx

elde edilir. Burada %z y donisiimiinii uygularsak ds = 2dy olur. Cekirdek

fonksiyonlarinin 6zelliklerinden dolay1 K, B; ve B, cekirdekleri sinirh ve siirekli

fonksiyonlardir. Bunlar1 denklemde yerine yazarsak
h(y) <c fzby h(x)dx + c f: h(x)dx

ve buradan da

K| < ¢ [, Ih()ldx + ¢ [} 1h(x)|dx

yazilabilir. Burada ¢ > 0 sabiti 2y = s doniisimii altinda 2K, 2B; ve 2B,
cekirdeklerinin simirliligindan dolay1 alinabilmektedir. Simdi 0 < &€ < b olacak
sekilde bir € secelim Oyle ki ce <1 ve b — e < 2b — 2¢ saglayacak kadar kiiciik

olsun. Bu durumda

maXb—sSysb|h()’)| <ce maXb—55y5b|h(J’)| (3.34)
yazilabilir. x’i eger b — € < x < b araligmna sikistirirsak Es.3.34 esitsizligi h(x) = 0
oldugunu verir. Bu argiimani sonlu ¢oklukta adim igin tekrarlarsak 0 < x < b i¢in
h(x) = 0 elde edilir.

Bu da Teorem.3.3’{in ispatin1 verir.

Teorem.3.3, b = oo icin gecerli degildir. Ciinkii yukaridaki ispatin son boliimiinde

sonlu ¢oklukta adim i¢in ispat yapilabiliyor. Sonsuz ¢okluk i¢in bu gecerli degildir.
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3.4. Teorem

q1(x),q2(x) € Ly 1(R}) igin bir h(x) # 0 vardir 6yleki her k > 0 i¢in

Iy hG)@s (x, k), (x, k)dx = 0 (3.35)
dir [1].
Ispat

Burada L, 1 (R, )’da iki q; (x) ve q,(x) potansiyellerini tanimlayalim 6yle ki Vk > 0

icin
S1 (k) = S (k),

olsun. l; ve l, operatorleri ayn1 negatif — k# 6zdegere sahip olsun. Fakat Es.2.23’da
tamimli s;’ler igin, s; # s, alahm &yle ki q;(x) # q;(x) olsun. h(x) = q,(x) —
q1(x) diyelim. h(x) # 0 icin E$.3.35’nin saglandigin1 gosterelim. l ¢ (x, k) =
k2p.(x, k) ve lp,(x,k) = k?@,(x,k) alalim. Birinci denklemden ikinciyi

cikarirsak

—1 (6, k) + 03 (06, k) + ¢ ()91 (x, k) — g2 ()2 (x, k) = k21 (x, k) —
k22 (x, k)

olur. Burada ¢@(x,k) = @1(x, k) — @,(x, k) dersek Es.2.3 sinir sartlarindan dolay1

¢(0,k) = ¢'(0,k) = 0 oldugu kolayca goriilebilir. Simdi denklemi buna gore tekrar

diizenleyelim.

—¢" (0, k) — k2@ (x, k) = q2(0)p2(x, k) — 1 ()1 (x, k)
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yazilabilir. Esitligin sag tarafina q,(x)@,(x, k) ekleyip c¢ikardigimizda esitlik

degismeyeceginden

—@" (%, k) = k2p(x, k) = g2 ()9, (x, k) — q1 () @1(x, k) + g1 () (x, k) —
q1 () @2 (x, k) (3.36)

dersek

—@" (x%,k) = kK*o(x,k) + q1 () p(x, k) = h(x)p,(x, k), @(x,k) = @1(x, k) —
02(x, k), @0,k)=¢'(0,k) =0 (3.37)

elde ederiz. Es.3.37 esitligini ¢4 (x, k) ile carpar ve (0,0) araliginda integralini

alirsak

Jy RGO @2 (x, k)1 (x, k) dx = [ =" (e, K)p1 (3, k) — k2 (x, k) s (x, k) +
q1(x, K)o (x, k)1 (x, k)]dx

0o
0

olur. Sag taraftaki [ —¢"'(x, k)@, (x, k)dx integralinde iki defa kismi integrasyon

uygulayarak integralin lineerlik 6zelligini kullanirsak

Iy )@, (x, k)@ (x, k) dx = = (x, k)" (2, IS + 01 G, Do (6, K)IG —

Iy @G K)oy (e k)dx + [, g1 ()@ (x, kK es (x, k)dx — [, k2 (x, K)o (x, k) dx
=(—1(x, 19" (6, k) + ¢’ (x, ) (x, k)| +

Jy lo3 (6, ) (6, ) + 1 ()@ (x, k) (x, k) — k2 (x, k) (x, k) | dx
= (016, 1) (6, k) + ¢’ (x, ) (x, k)| +

Iy o Ge, k) + g1 ()1 (x, k) — k24 (x, k) (o, k) dx

bulunur. @' (x, k) + q1(x) @1 (x, k) — k%@, (x, k) = 0 oldugundan Vk > 0 icin
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[ G2 G k) G, K)dx = (=1 (e, k)" () + 0, (6, D@ (e, k)| T (338)

yazilir. Bu ifadede alt simir1 yerine koydugumuzda sifir olacag asikardir. Ust sinir1
yerine koydugumuzda ise lim,._ . (¢@1(x, k) — ¢,(x,k)) = 0 olur. g;(x) ve q,(x)

farkli alindigindan ispat tamamlanmis olur.
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4.VERI OLARAK I-FONKSiYONLU TERS PROBLEM
4.1.Teklik Teoremi

Es.2.9 problemini q(x) € Ly ; (R, ) i¢in ele alalim. Burada f (x, k), C,’da analitiktir.

I-fonksiyonu

_ oK
100 = LCX (1)

olarak tanimlanir. Es.4.1’den I(k)’nin, C,’da mevcut sonlu ¢oklukta ki basit kutup
noktalart olan ik; (1 <j <])’ler de meromorfik oldugu agikardir. Burada
meromorfiklik ile, bir bolge de (burada C,) sonlu sayida tekil noktasi bulunan

(burada ik;’ler) kompleks degiskenli tek degerli fonksiyonlardan bahsedilmektedir.

Gergekten burada ik;’ler f(0, k)’nin basit sifirlar1 ve Es.2.4’den dolay1 f ’(0, ikj) *
0’dir. Burada Es.2.12°den

f'(x, k) = ike™ ™ — A(x,x) + fxw A, (x,y)e®Y dy
dir. x = 0 i¢in

£(0,k) = ik — A(0,0) + [” A(0,y)e™¥ dy

ve k = ik; i¢in

£'(0,ik;) = ik; — A0,0) + [ A(0,y)e™ 7 dy # 0
yazilir.

Es.4.1 ifadesinde f'(0, k) ve f(0, k), ik; noktasinda analitik, ik;’de I'nin basit kutup

noktasi ve f'(0, ik;) # 0 oldugundan Teorem.2.7 kullanilirsa



_ ' _ ok g ) _ f'(00
a; = Resk:lkjl(k) T foiky) T 2ikj’ kj>0; ao = £(0,0)

dir [1]. Burada ¢;’ler Es.2.27 ‘de oldugu gibidir ve

) L S
Zikj —ij ij
dir. Ayrica

7 93nikdx = 2 = [l >0

oldugundan Ima; > 0 (1 <j <]J) olur.

4.1. Teorem

a, # 0’dir ancak ve ancak f(0,0) = 0 ise.

Ispat

Once £(0,0) = 0 i¢in ay # 0 oldugunu ispat edelim.
£(0,0) = 0 oldugundan

1+ [ A(0,y)dy =0

dir. Yani

Iy A0, y)dy = -1

olur. Her iki tarafin x’e gore tiirevini alirsak

57
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Jy Ax(0,y)dy =0

elde edilir. Her iki tarafa - A(0,0) eklersek

—A(0,0) + [, A, (0,y)dy = —A(0,0)

yazilabilir. Es.2.15 esitliginden A(x, y) ¢ekirdeginin ancak q(x) = 0 (q(x) = 0 olursa
A(0,0) = 0 olur ki bu durumda foooA(O, y)dy = —1 olamaz) veya x + y — oo olmasi
durumunda sifir olabilir. Bunun disindaki durumlar da A(x,y) c¢ekirdegi sifirdan farkli

olacagindan dolayi, esitligin sag tarafi x = y = 0 olmasi nedeniyle sifirdan farkli olur.

Esitligin sol tarafi ise f'(0,0)’a esit oldugundan f'(0,0) # 0, yani a; # 0 olur.
Tersine ay # 0 i¢in £(0,0) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

1+ A0, y)dy # 0

olur. Buradan

Jy A, y)dy # -1

dir. Yani f;” A(0,y)dy > —1 veya [” A(0,y)dy < —1'dir.

ay # 0 oldugu i¢in £'(0,0) # 0 olur. Burada

£'(0,0) = —A(0,0) + [ A (0,y)dy

oldugundan dolay1

—A(0,0) + [;” A, (0,y)dy # 0
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dir. Yani —A(0,0) + [” A,(0,y)dy > 0 veya —A(0,0) + J,” A,(0,y)dy < 0 olur.

—A(0,0) + fooo A,(0,y)dy > 0 alalim. Her iki tarafin x’e gére integralini alirsak
—J, A0,0)dx + [,7 7 Ax(0,y)dy dx > 0

yazilabilir. Fubini teoreminden

—J, A0,0)dx + [;” [7 Ax(0,y)dxdy > 0

ve buradan da

— J, A0,0)dx + [" A0, y)dy >0

elde edilir. fOOOA(O,O)dx herhangi bir sabit say1 oldugundan her iki tarafa

fom A(0,0)dx = ¢ > 0 sabit say1sin1 eklersek esitsizlik degismeyeceginden
meA(O, y)dy >c¢

olarak yazabiliriz. [ OOOA(O, y)dy < —1 oldugunu kabul edersek

-1> fOOOA(O,y)dy >c

olur ki bu da ¢ > 0 kabuliimiiz ile celisir. Yani fOOOA(O, y)dy < —1 olamaz. Benzer
sekilde —A(0,0) + fooo A,(0,y)dy < 0 alarak fOOOA(O, y)dy > —1 olamayacagi,

¢ < 0 almarak gosterilebilir. Dolayisiyla f(0,0) # 0 kabulimiiz yanls, yani
£(0,0) = 0 olmak zorundadir.

Bu da ispat1 tamamlar.
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Amacimiz Es.4.2 ifadesinde q(x) € L1;(R;) icin f(0,0) =0 olmast halinde

f (0,0)’1n var ve f (0,0) # 0 oldugunu ispat etmek olacaktir.
4.1.Lemma

I (k) fonksiyonu bir m(k) Weyl fonksiyonuna denktir [1].
Ispat

Burada bahsi gecen Weyl fonksiyonu Imk > 0 icin 8 (x, k) + m(k)(x, k) € L*(R,)

olacak sekilde bir fonksiyondur.
f(x, k), p(x, k) ve 8(x, k) ¢coziimleri

fx, k) =c(k)[0(x, k) + m(k)p(x, k)]
olacak sekilde birbirlerinin lineer kombinasyonu olarak yazilabilirler. Ciinkii f(x, k),
o(x, k) ve 6(x,k); —f"+q()f =k?f Sturm-Liouville denkleminin farkh

baslangi¢c deger kosullarina gore elde edilen ii¢ farkli ¢oziimiidiir. Bu Wronskiyen

formiiliinden kolayca goriilebilir [10].
fx, k) =c(k)[0(x, k) + m(k)p(x, k)]
olarak alalim. Burada c(k) # 0’dir (Imk > 0). Buradan

1(k) = f1oK) _ cmIo’'(0k)+m)e’ (0.k)]
k) ct[8(0k)+m(k)p(0,k)}

oldugu goriiliir. Es.2.3 ve Es.2.4 baslangi¢ deger kosullarindan dolay1

1(k) = m(k)
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elde edilir. Bu da ispat1 verir.

Temel teklik teoremi asagidaki sekilde verilebilir.

4.2. Teorem

Eger qn(x) € L1, (Ry) (m = 1,2) potansiyelleri ayn1 (k) fonksiyonunu iiretiyorsa
q1(x) = qz(x)’dir [1].

Ispat

Es.2.9 denkleminde g¢,(x) € L1; (Ry) (m = 1,2)’ler i¢in uygun Jost ¢oziimler

fm (x, k)’ler olsun. Bu durumda

L0k = —f" (k) + @ () fi(x, k) = k2 fi(x, k)

ve

L k) = —f7'(x k) + () f(x, k) = k* fo(x, k)

denklemlerini yazabiliriz. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak

—fi' k) + f2' (0 k) + a1 (O f1 0 k) — a2 (O f2 (x, k) = k2 f1.(x, k) — k2 f(x, k)

elde edilir. Bu denklemi

—(fi' (e k) = f3' (0, K)) + @1 (0D i (x, k) — a2 (0 2 (. k) = k2 (Fi (3, k) = f(x, k)

seklinde diizenleyelim ve f; (x, k) — f,(x, k) = w(x, k) yazalim. Bu durumda

=" (%, k) + a1 (0 f1(x, k) — 4 () f(x, k) — k2w (x, k) = 0
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olarak yazabiliriz. Denklemin her iki tarafindan q, (x) f; (x, k) ifadesini ¢ikarirsak

=" (x,k) + 1 () f1(x, k) — ¢, () o (x, k) = k2w (x, k) — g, () fo(x, k) =
—q:1 () f2(x, k)

elde edilir. Denklemi tekrar diizenlersek

0" (%,k) + () [f1(x, k) = f0x, 5)] = k*w(x, k) = q2(x) f(x, k) —
q1 () f2(x, k)

ve buradan

—w" (k) + g1 (Do, k) — k*w(x, k) = (9200 — 1 () f2 (x, k)

yazilabilir. Burada q,(x) — g1 (x) = p(x) dersek
—0" (k) + ¢ (D) (x, k) — kK2o(x, k) = p()fa(x, k)

yazilabilir. Jost ¢oziimiin ozelliginden dolayr x — oo icin |w(x, k)| + |w'(x, k)| =

0(1) oldugu kolayca goriilebilir [10]. Yani x — oo i¢in

—0" (%, k) + g1 () w(x, k) — k*w(x, k) = p(0)f2(x, k), lw(x, )|+ |w'(x, k)| =
0(1), 4.3)

olarak diizenleyebiliriz. Es.4.3 ifadesini f;(x, k) ile carpar ve 0’dan oo’a kadar

integralini alirsak

Iy P@faGe A k)dx = = [ 0" (e k) (e, k) dx + [ g1 () e, k) fy (x, k) dx —
fooo k?w(x, k) fr(x, k)dx

= —fi(x, D' ®IT + [, o' (e IO f] (x, k)dx +

Iy 1w (e k) fi (x, kydx = [)7 k2w Cx, k) fy (x, k)dx
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= —fi(x, )’ (X I + fi (x, DX k)7 -
Jy” @Ce IV (x, k)dx + [ a1 ()@ (e, k) fi (x, k) dx = [ k2w (x, k) fy (x, k) dx

= (~0' (0 (k) + 0 I G kDIT = [ 0 I (k) +
@ () fi(x, k) — k*fi(x, k)]dx

olur. fi"(x, k) + q1(x) f1 (x, k) — k?f,(x, k) = 0 oldugundan

120G (e k) fi (%, k) dx = [0 (o0, k) (00, k) + (00, k) f{ (00, k)] —

elde edilir. x — o i¢in |w(x, k)| + |w'(x, k)| = 0(1) oldugundan w'(o0,k) =0 ve

w (o0, k) = 0 olur. Buradan

fooo p(x)fZ (x: k)fl(x' k)dx = (1),(0, k)fl (0, k) - (U(O, k)fll (0' k)

yazilabilir.  w(0,k) = f;(0,k) — f,(0,k) ve ' (0,k) =f/(0,k) — f,(0,k)

oldugundan ifadede yazilirsa

Iy PO ) 1 (x k) dx = [£{(0, k) — £5 (0, k)1£1(0, k) — [£.(0, k) —
(0, )1£/ (0, k)

= [0,k £1(0, k) — £5(0, k) f1(0,k) — £1(0, k)£ (0, k) +
f2(k)f1 (0, k)

= f{(0,K)£,(0, k) — £5(0,k)f1(0,k)

_ fi(0K)  f7(0,k)
= A(0,10£(0, N EEE - 20

yazilabilir. I; (k) = 2&)”}3 ve I,(k) = Zgg ifadeleri yerine yazilarak ve hipotezden

1, (k) = I,(k) oldugu kullanilirsa

fooop(x)fz(x: k)i k)dx = £1(0,k)f2(0, k) [Iy (k) — I, (k)] = 0 (4.4)



64

elde edilir. C, Ozelliginden (Teorem.3.1) dolayr p(x) =0 olur. Bu da teoremin

ispatini verir.

Marchenko, x = 0 icin Es.2.12 gosteriminin ¢ekirdek fonksiyonu olan A(x,y)’nin,

0<x<y<oigin
Alx,y) + fxooA(x, S)F(s+y)ds+F(x+y)=0 4.5)
denklemini sagladigint ve Es.4.5 denkleminin her x > 0 i¢in bir tek A(x,y) €

Li[x,00) ¢oziimiiniin var oldugunu gostermistir. Es.4.5 denklemine ters sagilma

probleminin temel denklemi denir ve Marchenko denklemi olarak bilinir [9]. Burada

F(x) = i [ [ = SU0)e™*dx + B, s;e 7% = Fy(x) + Fa(x), S(k) =

.-k
708 (k e R) (4.6)
ve

_ dA(x,x)
q(x) = -2 522 (4.7)
dir. Eger

A0,y) , y=0
A(0,y) =
0 , y<o0

olacak sekilde c¢ekirdek fonksiyonunu yeniden tamimlarsak, bu fonksiyon —oo < y <

00 igin

FO) +A0,9) + [, A(0,5)F (s + y)ds = A(0,—y) (4.8)
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denklemini saglar. Bu A(0, y) ¢ekirdegi

£0,k) =1+ [, A0, y)e™¥dy == 1+ A(k) (4.9)
olacak sekildeki f (k) verisine denk olarak tanimlanir.

4.3. Teorem

Eger q(x) € Ly1(R,) ve £(0,0) = 0 ise, £ (0,0) vardir ve £(0,0) # 0°dir [1].

Ispat

A (k) = foooeiktAl(t)dt olmak iizere f(0,k) = ikA;(k), A,(0) #0 ve A, (t) €

L'(R,) oldugunu ispat edecegiz.

Burada A (t) = | :O A(s)ds, A(k) = f(k) — 1 ve olarak alinmustir. A(x,y) ifadesi
Es.2.12 seklinde tanimlidir ve Es.2.13’den A(0,y) € L*(R,) dir.

A(k) == f(k) — 1 ifadesini alalim. Burada ki
Ay = [,” A0, y)e*vdy

esitliginde kismi integrasyon uygularsak

A(k) = —e®t A, (0| + ikA (k) = ikA (k) — 1
elde edilir [10]. Burada

0=£(0,0) =1+ [ A0,y)dy = 1+ 4,(0)
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oldugundan A4, (0) = —1’dir. A(k) := f(k) — 1 oldugundan

ikA, (k) — 1= £(0,k) — 1

ve buradan

f(0,k) = ikA, (k)

bulunur. Teoremde ki temel zorluk A; € L'(R,) oldugunu gostermektir. Sonugta

f(x+k)—f(x,0)

limk—)O k

ifadesinde x = 0 i¢in £(0,0) = 0 oldugundan

lim.o Z22 = £(0,0)

dir. £(0,0) # 0 oldugunun ispati icin

FG RS (e k) = £ (e k) f (e k) = 2ik (4.10)
Wronskiyen formiiliinde x = 0 i¢in

f(0,—-k)f'(0,k) — f(0,k)f'(0,—k) = 2ik (4.11)

oldugunu kullanacagiz. Es.4.11 ifadesini k ile bolelim ve k — 0 icin limitini alalim.

Bu durumda

limy_,o LOZOLC0 iy, LOOFO _ yi, g 21 = 2i
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olur. Burada limy_q f'(0,k) = f'(0,0) limitinin var ve f(0,—k) = —f(0,k)

oldugunu kullanirsak

—f(0,0)f'(0,0) = £(0,0)f"(0,0) = 2i
olur. Buradan da

—2£(0,0)f'(0,0) = 2i

elde edilir ki bu da

—f(0,00f'(0,0) = i

oldugunu verir. Bu esitlik £(0,0)’mn var ve £(0,0) # 0 oldugunu verir. Es.2.12 ¢6ziim

denklemini ele alalim. Burada x’e gore tiirev alirsak

f'(x, k) = ike™™ — A(x,x) + fxw A (x,y)e*dy

ve x = 0 icin

£(0,k) = ik — A0,0) + [” A,(0,y)e™>dy (4.12)
dir. Buradan da k = 0 i¢in

£'(0,0) = —A(0,0) + [ A(0,y)dy (4.13)
yazilabilir. Es.2.14’dan A,(0,y) € L*(R,) oldugu goriiliir [10]. Ispati tamamlamak

icin A;(t) € L*(R,) oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in Marchenko denklemi olarak

bilinen Es.4.5 denklemini x = 0 i¢in alalim. f (0, ikj) = 0 oldugu kullanirsak
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A(k) = f(0,k) —1
oldugundan
A(ik;) = £(0,ik;) — 1
ve buradan A(ik]-) = —1 olur. Boylece Es.4.5’de x = 0 ve y = 0 i¢in
A0,) + f, A0, (t + y)dt + FE(y) = 0 (4.14)
yazilabilir. Burada A(0, y)’nin

Aly) , y=0
A0,y) =
0 , y<o0

seklinde taniml ¢ekirdek fonksiyonu oldugunu biliyoruz. Es.4.14 ifadesinde (x, o)

araligi lizerinde integral alirsak, x > 0 i¢in
[ AQY)dy + [ [;7 A, OF (¢ + y)dtdy + [" F()dy = 0

olur. Burada A,(t) = [ tooA(O, s)ds olarak kabul etmistik. fxoo foooA(O, t)F(t +

y)dtdy integralinde Fubini teoremini kullanirsak x > 0 i¢in
A () + [T A, 0) [T E(t + y)dydt + [T F(y)dy =0 (4.15)

elde edili. Burada F(y) € L'(Ry)dir  [10].  [°A(0,) [ Fy(t + y)dydt

integralinde kismi integrasyon uygulayalim.

Bu durumda
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I, A®) [ F(t + y)dydt = A,(0) [ EO)dy — [ A (DF(x + t)dt (4.16)

elde edilir [10]. Burada 0 = f(0,0) =1+ foooA(O, y)dy =1+ A;(0) oldugundan
dolay1 A;(0) = —1’dir. Es.4.15 ve Es.4.16 ifadelerini kullanirsak x > 0 i¢in

—4:(0) + A4:1(0) [T EO)dy + [ A (OF(x + )t + [ E(y)dy =0

yazilabilir. A, (0) = —1 ifadesini kullanirsak x > 0 i¢in

—A () — [T FEGdy + [ A\OF G + 0dt + [ F(y)dy =0

yazilir. Buradan x > 0 icin

A1) — [, A (OF(x + t)dt = 0 (4.17)
elde edilir. Marchenko denkleminde F;(t) € L'(R,) [9] oldugunundan son denklemi
kullanarak A,(t) € L*(R,) oldugunu gostermeye calisalim. Bir T(t) € C5°(R,)
[C(R,) = C%(R,) nin sonsuz komsulugunda tiirevlenebilir fonksiyonlar] secelim

oyle ki [|Fs = Tll 1 r,) < 0,5 olsun ve Q(t) := F(t) — T(¢t) diyelim. Simdi Es.4.17

ifadesinin her iki tarafina [ 000 T(x + t)A,(t)dt eklersek

A1) — [ B+ DA, (Ode + [T + DA (0)dt = [T (x + A (Ddt
yazilabilir. Buradan

A1) — [ TR (e +0) = TCe + 014, (Ode = [ T(x + DA (H)dt

ve x = 0 igin
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A1(0) = [, QG+ DA, (Ddt = a(x) = [ T(x + DA, (Ddt (4.18)

olarak yazilabilir. T(t) € C{°(R,) ve A(x,y) € L}(R,) oldugundan A, (t) nin sinirh
oldugu aciktir [integrallenebilir oldugundan < oo’dur]. Boylece a(x) € L*(R,) olur.

QA (t) = fom Q(x + t)A,(t)dt operatorii Q|| 1w, )-12(r,) < 0,5 normuna sahiptir
[10]. Bundan dolay1 Es.4.3 denkleminin L'(R,)’da tek ¢oziimii vardir ve A,(t) €
LY(R,) dr.

Teorem.4.3.’lin ispati tamamlanmis olur.

4.2.I-fonksiyonunun Karakterizasyonu

Kompleks analizden biliyoruz ki
Iml (k) = 2 (10) = IGk)
dir. Buradan

_ 1100 _ F0K
Iml (k) = 2i (f(O,k) f(O,k))

ve

_ 1 f'0K)f0K)—f(0k)f(0k)
Iml (k) = Zi( £(0,k)F(0,k) )

yazilabilir. E5.4.10 Wronskiyen formiiliinden x = 0 i¢in

1
2i

2ik

Iml(k) = 3 Gt

olur. Kompleks fonksiyonun modiiliinden
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k
If (0,012

ImI(k) =

yazilabilir.

Simdi Es.2.1 denklemini goz 6niine alalim. Burada tek tiirlii tanimli olmayan monoton
artan bir p(1) fonksiyonu tamimlarsak, her h(1) € L2(0, ) icin k(1) € L*(R; dp)

vardir 6yle ki

h:R - dp(4)
A - h).

veE

100 Pdx = [ |R)[ dp@), hQ) = limpos [ £, 0 (x,VA)dx  (4.19)

dir [10]. Burada ki limit L?(R;dp) igin tammlanmistir. Eger Es.2.1°deki q(x)
potansiyeli, | operatoriiniin sonsuza giderken limitinin alinmasi ile aranan ¢oziimii
ise, p(1) fonksiyonu q(x) ile tek tiirlii tanimhdir; aksi takdirde tek tiirlii taniml
degildir [10]. I’de iiretilen bu p(A), spektral fonksiyonu olarak tanimlanir ve A — oo

icin asagidaki ozellikleri saglar [1,§4]:

[, e p(2) < oo, p(A) =L 40 (27) (4.20)

3
Burada q(x) € L, ;(R,) i¢gin spektral fonksiyonun formiilii

V2da
rlf VDI

dp(1) = @.21)
Y _1G8(A+kP)dd , A<0

, 120
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seklinde tanimlhidir [1,§4] ve ¢;, Es.2.26 ve Es.2.27"de ki gibi tanimhidir. Simdi

_1(f0K frOK) _ _ k
Imi(k) = 2 (f(O.k) f(o,k)) ~ rone (4.22)

ifadesinde k = VA yazalim. Bu durmda

mi(V2) = £ (o, \/_)I

olur. Bu ifadenin her iki tarafini1 dA ile ¢carpalim ve r ile bolelim. Bu durumda

—I I\/_dl——
m( ) 7T|f(0\/_)|

olur. Es.4.21’den A > 0 i¢in
~Imi(Vk)dA = dp(2) (4.23)

bulunur. I(k), ik; (1 <j <]) noktalarinda tek olarak tammlidir ve Es.4.2°de tammli
¢j’lerin olusturdugu bu noktalar imajiner eksende I(k)'min (basit) kutuplaridir.
Buradan anlagilir ki Eg.4.21 ifadesinde tanimlanan p(4) spektral fonksiyonu sayesinde
I(k) tek olarak tanimlidir. Bu sekilde I fonksiyonunun p(A) spektral fonksiyonu ile

karakterizasyonu verilmis olur.

[-fonksiyonunun diger bir karakterizasyonu igin, I-fonksiyonu ile Es.2.24’deki S

sagilm  verisi (S = {S(k), pSit1<j <]} S(k) = ff(?o k’;) k; >0, s;>0)

arasinda bire-bir uygunluk kurmak gerekir. Yani, k; ve ] (1 < j <J) sayilant I(k)’dan
bulunur, sonra ik; C,’da I(k) mn tek kutbu ise s;, Es.2.22 ve Es.4.2 formiillerinden
asagidaki gibi
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sj = — 2ik;/ ;[ (0, ik;)]? (4.24)
olarak bulunur. Bu (k) ’nin f(0, k) ¢oziimiinden bulunmasi durumunda gegerlidir.
Son olarak f(0,k)’ nin Riemann problemi olarak adlandirilan problemin ¢6ziimii

olmast durumunda /(k)’nin olusturulmasi verilebilir [10]. Bu problem asagidaki

sekilde tanimlanir:

< . — k—ik]-
eger 1(0) < wise w(k) =}, Tk (4.25)
ve
eger 1(0) = oo, her j icin k # i ise wy (k) = Lw(k), (4.26)

k+i

Burada Es.4.25 f(0,0) # 0 ve Es.4.26 ise f(0,0) = 0 oldugu anlamma gelir [26].
Simdi

h(k) = w™(k)f(0,k), 1(0) < o (4.27)
ve
ho(k) = wy (k)f(0,k), 1(0) = oo (4.28)

fonksiyonlarini tanimlayalim. Es.4.22 ifadesini tekrar ele alalim. Burada |f (0, k)|? =
f(0,k)f(0,k)dir. £(0,k) = f(0,—k) oldugundan

k

Iml(k) = 205500

yazilabilir. Buradan

k 1
mi(k) £(0,—k)

fQ0,k) =
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yazilabilir. C,’da analitik h, (k) := h(k) alalim. C,’da h, (k) # 0 ve C, ’min kapanisi
C,’da h() = 1 olsun. Benzer sekilde C_‘de h_(k) := h(—k) alalm. k > 0 icin bir
g (k) > 0 tamimlayalim Oyle ki k = 0 komsulugunda sinirli, k = 0’da limiti ve

k%41

eger 1(0) < o ise g(k) = m eger [(0) = o ise g(k) = Iml(k) = (4.29)
seklinde tanimli olsun. Burada

h,y(k) = glk)h_(k), —o0 <k < (4.30)
olur. Es.4.30 ve h’nin 6zelliginden

h(k) = exp ([, “;ggf) dt) 4.31)
elde edilir [2]. Ayrica Imk > 0 igin

f(0,k) = w(k)h(k) (4.32)
yazilabilir.

[ (k) nin 6zelliklerini incelerken (Boliim 4.4) t < 0 i¢in

i [ 110 — ikle~tdk = — 2 — ) _ rek (4.33)

oldugunu gosterecegiz. Burada r; = —ia;’dir.

Es.4.33’de t - —oo i¢in adim adim 7}, k; ve ] bulunabilir. Eger 1(0) < o ise 75 = 0

‘dir. Boylece tiim k > 0’lar i¢in I (k) bilgisinden Es.2.24 verisi bulunabilir.
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4.3.Inversiyon Prosediirleri

Bolim 4.2°de ki p(4) veya S’nin I (k) yardimiyla kurulabilecegini gordiik. Burada g
potansiyelinin bulunmasi i¢in izlenecek prosediir [ = q semasiyla gosterilir.

I(k), p(A) ve S verileri birbirine denk olarak alinabilir. Boylece inversiyon semalari

1(k) = p(1) = q(x) (4.34)
ve
I(k) =S =q(x) (4.35)

olarak verilebilir. Marchenko denklemi kullanilarak olusturulacak p(1) = q(x) ve

S = q(x) inversiyon prosediirlerinin adimlarinin daha detayli gosterimi

S=>F(x)=A(x,y) = q(x) (4.36)

ve

p() = F(x) = A(x,y) = q(x)

seklindedir.

4.4.1(k)’min Ozellikleri

Bu kisimda I(k) igin asagidaki teoremde verilen Es.4.37 formiiliinii hesaplamaya

calisacagiz.

4.4. Teorem

1(k) igin
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I(k) = ik +%)_, kf‘ifkj +ak), alk) = [ a(t)ekde (4.37)

formiilii saglanir [26]. Burada k, = 0 ‘dir. Ima, ifadesi ancak ve ancak f(0,0) =0

ise tammh ve Imay > 0’dir. a; ise Ima; > 0 (1 < j <) olacak sekilde Es.4.2’deki
gibi tanimli sabittir. a(t) = a(t) reel degerli fonksiyondur. £(0,0) # 0 ve q(x) €
Li;(Ry) ise a(t) € L*(R,); £(0,0) =0 ve q(x) € Ly ,(R,) ise a(t) € L*(R,) dir
[26].  Burada  L;,(Ry) = {q:q(x) = q(x), [;"(1 + x)?|q(x)|dx < o, q(x) €
Lioc(Ry)Y dir [1].

Ispat1 farkli adimlarda formiile edilmis lemmalar ile yapacagiz. Es.2.12 ve Es.4.1’i

alalim. Buradan
f0,k) =1+ /I(k), f'(0,k) = ik — A(0,0) + fooo A (O, y)eikJ’dy
oldugundan

ik—A(0,0)+],° Ax(0,y)e*¥ dy
1+A4A(k)

1(k) = (4.38)

A®) = A©0,), A(k) = [;° A0, y)e ¥ dy

olarak yazilabilir. Es.4.25 ve (0, k) = fy(k)wy (k) oldugu kullanilirsa Vj > 0 igin
(2]

£(0,k) =1+ Ak) = fo(K)wo (k)
= fo(K)w(k) =

k+i’

(4.39)

Rida fo(k) #0, fo(o) =1 (4.40)
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yazilabilir [2]. fy(k), C,’da analitiktir. Es.4.39’daki & faktorii ancak ve ancak

£(0,0)=0 ve w(k)% = wy(k) ise tammhdir. Ciinkii Es.4.26’dan f(0,0) =0

oldugu asikardir[10].
4.2 Lemma
Eger (0,0) # 0 ve q(x) € L 1 (R}) ise

fo(k) = 1 + Eo(k) = 1 + fooo bo(t)eiktdt, bo(x) (S Wl'l(R+), ||b0”W1'1(R+) =

Jy (oGOl + Ibg (x)Ddix < oo (4.41)
dir [1].

Burada W1(R,) Sobolev uzayidir.

Ispat

1<j<oicin

k+ik;

—Lf(0,k) =1+ [ g;()e™dt, g;(t) € W (R,) (4.42)
J
oldugunu ispat etmek yeterlidir [10]. Ciinkii ’:Zj’ =1 +k2ig ve A(0,y) €
—tkj —tkj

WL(R,) olmast q(x) € Ly 1(R,) olmasi i¢in yeterlidir. Bunun i¢in de

K oo i
o2 = [ ge™dt, g() € WH(R) (443)

ifadesinin kontrolii yeterlidir.
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= [ e [0 — 2kge 0O de, 0(0) = (4.4
J

alalim [10]. Burada & (k) faz kaymasidir. Ozel olarak k = k; olsun. Boylece
£(0,ik;) = 0 oldugundan £ (0, ik) = 0 olur.

fOK) _ FOR=F(0,i)
k—ik; k—ik;

= e [0 = £(0, k)]

ik 1 — -k
= v "y — 1~ ["A0,y)e®dy]

= Sy A, y){e”‘y e }dy]

eiky—kjy+kjy_e—ky—kjy+kjy

= [, 400,) vy dy
L(k ik; )y_
= Jy AQ.Y) e dy
i(k=ikj)y _ . .
yazilabilir. Burada ek_—]kl =if Oy el(k=ik;)s gs yazilabileceginden

J

i(ol:) Iy AQ,y)e™ i [} i) ds dy

elde edilir. Simdi Fubini teoremini uygulayalim. Sinirlarmrmiz 0 <y < oo ve 0 < s <
y oldugundan 0 < s <y < oo yazilabilir. Yani 0 < s <o ve s <y < oo olarak

tekrar elde edilebilir. Bu durumda

i(ol:) f e‘kslf A(0,y)e ki~ dyds
J

bulunur. Burada y =t +s doniisimii uygularsak dy =dt olur. s<y <o

oldugundan s < s + t < oo olur. Buradan da 0 < t < oo bulunur. Bu durumda
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f(0,k) ©  iks: [ —ki(yv— ®© Lo, [ —k:
i, = [, e™®si [T A0, y)e M0 dyds = [~ e™si [T A(0,t + s)e Mt dtds

yazabiliriz. Burada
hi(s) =i [ A0, y)e 0 9dy =i [* A(0,t + s)e Mi'dt (4.45)

dersek

FOK) _ o iksy
i, = J, e"hi(s)ds

olarak yazabiliriz. Es.4.45 ifadesi ile Es.4.43 ifadesinin benzerliginden dolay1
A(0,y) € WLI(R,) olur. Bu da Lemma.4.2. nin ispatin1 verir.

4.3.Lemma
Eger £(0,0) = 0 ve q(x) € Ly ,(R}) ise Es.4.41 saglanur [1].
Ispat

Ispata yukaridakinden farkli bir yolla gidecegiz: Eger £(0,0) = 0 ise Es.4.37 deki kej
tanimindan k, = 0’dir. Es.4.45°de ky = 0 icin

ho(s) =i [ A0, t + s)dt (4.46)
olur. Boylece Es.2.13’den

A0, t + )| < c ferslq(D)]dt
2

oldugundan
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lho ()] < [il f, 140, ¢t + s)|dt < ["|A(0, ¢ + s)ldt
yazilabilir. Buradan

Jy |ho()lds < [ [°1A0, ¢ + s)|dt ds

= fom fooo c f%”slq(u) |dudtds

< cfo00 fooo f%lq(u)ldudtds

bulunur. ? = v doniistimii uygularsak % < u < o0 oldugundan v < u < oo oldugu
bulunur. Yine ? < u < o oldugundan s <t + s < 2u < oo bulunabilir ve buradan

% < v < o olur. ? = v doniisiimiinden f = dv yani dt = 2dv olur. Ifademizi tekrar

diizenlersek

fooolho(s)lds <2c fooo I fvoolq(u)ldudvds
2

yazilir. v S u < o ve % < v < o oldugundan bu esitsizlikler birlestirilirse % <v<

u < oo olur. Buradan% < u < oo elde edilir. Fubini teoremi uygulanirsa

Jy |ho()lds < 2¢ [, [ [y 1q(w)|dvduds
2

<2c ) [ lq)l f, dvduds
2

<2c(” s°°|q w)|ududs
0 —_
2

elde edilir. Simdi 0 <s <o ve % < u < o oldugundan dolay1 0 < u < oo ve

0 < s < 2u bulunur. Fubini teoreminden

fomlho(s)lds <2 fom fozulq(u)ludsdu
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<2c fooolq(u)lufozudsdu
< 2c fooolq(u)lusl(z)“du

< 4c fomlq(u)luzdu

elde edilir. Burada ¢ > 0 bir sabittir. q(x) € L; ,(R;) oldugundan fooolq(u)luzdu <
oo’dur. Dolayisiyla

Jy 1ho(s)]ds < oo

olur. Benzer sekilde q(x) € Ly ,(R,) ise ho(s) € L*(R,) oldugu gosterilebilir. Bu da

Lemma.4.3’{in ispatim1 verir.
4.4 Lemma
Es.4.37 formiili saglanir [1].

Ispat

(0,1 = fo(lwk)

yazabiliriz. Burada

w(k) = =T}

k+it4=1 k+Lk

oldugundan

£(0,k) = foll) 7= TT]

k+itt=1 k+lk

seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemelerden sonra



82

ﬂ ] k+ikj
1 k f=1k—ikj

Ok folk)

olur. Burada

ktikj _ foll) _
J=1k—ik; ik; T FOk) +Z] Ok k

2 ko =0,k >0

yazilabilir [26]. Wiener-Levy teoreminden (Teorem 2.8)

—— =1+ [Tb®e*tdt , b(t) eWLL(R,) (4.47)
Folk) 0

yazilabilir [12,§17]. Burada f;(k) Es.4.39’da ki gibi tanimlidir. Gergekten Wiener-
Levy teoremi b(t) € L'(R,) oldugunu verir [26]. Bununla beraber by(t) €
WLL(R,)dir ve b(t) € WH(R,) oldugu ispat edilebilir. Gergekten b ve by’in
iligkisi Vk € R i¢in

(1+bo)(1+b)=1

denklemi ile verilir [26]. Buradan

14+ b+by+byh=1

ve
b = —by — bob

veya

b(£) = —bo(t) — [} bo(t — $)b(s)ds = —by(t) — by(t) * b(t) (4.48)

yazilabilir [12,§17, 26]. Burada * bir girisim operatoriidiir.
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Buradan by(t) € L*(R,) ve b(t) € L*(R,) girisimlerinden b{(t) = b(t) € L*(R,)
olarak bulunabilir. Es.4.48 ifadesinin diferansiyelinden b'(t) € L'(R,) oldugu aciktir.

Yukaridaki formiillerden

f(0)) _ ik=A(00+ I3 Ax(0y)e™ Y ay

I(k) = fOk) 1+A(k)
= (ik — A(0,0) + A1) (1 +B)(A + X}y = lk -
= (ik + ikb — A(0,0) — A(0,0)b+A4, + A;b)(1 + Z} 0%k Cz.k )
:ik+ikZ§:0 1 Ok k B
A(O,O)E—A(O,O)EZ§=O +A121 Ok Lk +Ab+A EZﬁ:Ok‘CZ"j

yazilabilir. Bunun i¢in b = fooo b(t)e™*tdt alalim. b(t) = u ve e*tdt = dv diyerek

kismi integrasyon uygularsak
- ikt 1 ~oo -
ikb = ik[wb(t)lg" _Efo e®tp’(t)dt] = —b(0) — b’

bulunur. Buradan

C
JOkk

I(k) = ik — A(0,0) — b(0) — b’ + A, — A(0,0)b + ik Y/

]Oklk

b Yo L A0 X +Alzj=0k_c—l{'kj+ﬁlb+
bz] =0 - l.k
= ik — A0,0) — b(0) — B’ + A, — A(0,00b — ¥_ "‘J[A;O):’(O” +3) ""[_b’“ilk__‘zg'o)ﬁ_’ir] +
All; + Zf Okc_jill;

g(ikj)cj

=0 =ik, ifadesini ekleyip cikaralim ve §(k) :== —b' +

elde edilir. Bu son ifadeye Y/

A, — A(0,0)b + A, b diyelim. Bu durumda



C]lk
Jj=0 k- ik;

I1(k) = ik — A(0,0) — b(0) — G(k) + X’ Z

g(lk])c]
J=0 k—ik;

¥

olur. Bu son ifadede

—A(0,0) — b(0)

g = g[ik — A0,0) — b(0) + g(ik;)]

g(k)-glikp

a(k) = g + jeg ™6

dersek

¢
J=0 k- ikj

1(k) = (ik — A0,0) + A))(1 + b)(1 + X/

)

a .

a
]Oklk+

=ik+c+Y

elde edilir.

¢;[4(0,0)+b(0)]
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gk -g(ikj)
k—ikj

+¥ ¢+

k—ikj

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Lemma.4.4.’{in ispatin1 tamamlamak i¢in ¢ = 0 oldugunu gostermeliyiz. ¢, Es.4.50’de

tanimlanmistir. k — oo i¢in I (k) nin asimptotikliginden faydalanacagiz.

A(k) = [7 A0, t)e'tdt

ifadesinde A(t) = u ve e**dt = dv diyerek kismi integrasyon uygularsak

_A00)

A(k) o ik

— ' (k)

(4.54)

elde edilir. Es.4.54 ve Es.4.38°de 1 + A(k) ifadesinin seri acilimindan
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ik—A(0,0)+A4,
1+A(k)

I(k) =

= (ik = A0,0) + 4;)[1 =232 + 0 ()1

= (ik — A(0,0) + 4,)(1 + A(i(,);w to (%))

=ik +0(1) (4.55)
olur [2]. Es.4.55 ve Es.4.53’den k — oo i¢in ¢ = 0 olur. Lemma.4.4 ispatlanmis olur.
4.5.Lemma

aj=ir;, >0, 1<j <], alam. Bu durumda eger f(0,0) # 0 ise ry = 0, eger

£(0,0) = 0 ise ry > 0 olur [1].

Ispat

Es.4.2’den

R L L B .

4= "o T T g T i T >0 1>0 (4.56)

elde edilir. Eger j = 0 ise

_ ._ f'(0,0)
ag = Resy—ol(k) = Fon 4.57)

olur. Burada Resy_ql(k) ile Es.4.57’nin sag tarafi kastediliyor. Burada (k) genelde
k = 0 merkezli bir diskte analitik degildir. I(k), C,’da analitiktir, ancak C_‘de
analitik oldugu sdylenemez. Teorem.4.3.’den f(0,0)f’(0,0) = —i oldugunu biliyoruz.

Bundan dolay1 Es.4.57’nin sag tarafi tamimli ve

_ 100 _ f/00f00 _ i — 1
% =00 T Foor Foor — or 0= Teor (438)
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olur. Es.2.12°den
fx, k) = ixe™™ + ifxooA(x, y)e*Yydy
ve buradan

£(0,0) =i [;” A0, y)ydy (4.59)

bulunur. Eger q(x) reel-degerli ise A(0,y) de reel-degerli bir fonksiyon olur (Bu
Es.2.15°den goriilebilir). Es.4.59°dan

[f(0,0]* <0 (4.60)
oldugu kolayca goriilebilir. Bu da Es.4.58 icin

79>0 (4.61)
oldugunu verir. Lemma.4.5 ispatlanmis olur.

Es.4.37°de tanimlanan a(t) fonksiyonunun 6zellikleri ile ilgilenebiliriz. Bu Es.4.52 ile

Lemma.4.2 ve Lemma.4.3 lemmalarinin ispatlarindaki Es.4.41’den bulunabilir.
4.1.Not

Eger q(x) # 0 kompakt destekli ise, a(t)’nin kompakt destekli oldugunu iddia

edemeyiz [1].
Ispat

Kolaylik i¢in J = 0 ve f(0,0) # 0 alalim. Bu durumda, eger a(t) kompakt destekli ise
I1(k) iistel tipte bir tam fonksiyondur [26]. g(x) # 0 kompakt destekli ise, ¢ € L' (R,)
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icin f(0,k)’nin Cde sonsuz c¢oklukta sifirt vardir [13,sf.278]. f'(0,z) # 0 ise
f(0,2z) = 0°dir. Gergekten, eger f(0,z) =0 ve f'(0,z)=0 ise k =2z igin
Es.2.9’daki denklem i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin tekliginden f(x,z) = 0’dir.
f(x,z) # 0 olmasi ile bir ¢eliski elde edildiginden f'(0,z) # 0 ise f(0,z) = 0’dur.
Boylece eger q(x) £ 0, q(x) € L*(R) ise I(k) bir tam fonksiyon degildir ve q(x)

kompakt desteklidir. Bu da ispati1 tamamlar.

Simdi su soruyu ele alalim: a(t) = 0 i¢in Es.4.37°deki potansiyel nedir? Diger bir
ifadeyle;
iTj

I(k) = ik +%]_, i

(4.62)

ifadesini alarak Es.4.62’de tanimlanan /-fonksiyonu i¢in uygun q(x)’i bulmaya ve

x — 400 i¢in q(x)’in uygun olmayan 6zelliklerini tanimlayabilirmiyiz?

Bu problem i¢in iki yontem verecegiz. Birinci yontem asagidaki gibidir:

Tanimdan

f'(0,k) =1(k)f(0,k), f'(0,—k)=1(—=k)f(0,—k), kER (4.63)

olur. Es.4.63 ve Es.2.16 kullanilirsa

IR fR)f(=k) = I(=k)f (k) f (k) = 2ik

[1(k) = I(=R)f () f (=k) = 2ik

veya Es.4.22°den Vk € R icin

k
ImlI(k)

ff(=k) = (4.64)
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yazilabilir.

Es.4.56’dan, Es.4.21°da tanimli spektral fonksiyonu Es.4.62°da tanimli /-fonksiyonu
(VA = k) seklinde yazilabilir:

@ qx 1>0
A ’ -
dp(4) = (4.65)
Y1 2k 8(A+kF)dA , A <0

burada 6 (1) delta-fonksiyonudur.
dp(2) kullanilarak q(x)
p(A)=>L=K=q) (4.66)

algoritmasi ile tekrar ele edilebilir. Bu algoritma Gelfand-Levitan prosediirii olarak

adlandirilir [10].

Simdi bu bahsettiklerimiz ile ilgili bir 6rnek yapalim. f(0,0) #0, ] =1 olarak
alalim. Es.4.37’den

s iTl o LTl(k+lk1) o le _ lel
100) = ik + o= ik + 50 = l(k + k2+k%) e (4.67)

bulunur. Bu durumda Es.4.65’den

daa Tl\/i
T (ﬁ + /1+k§) ’ 420

dp(2) = (4.68)
2k A+ Kk2dA ,  A<0
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sin (kx)

yazilabilir. Boylece ¢, (x, k) = olmak iizere

L,y) =[5 0o, Do (y, Nda(d) , da(A) = d[p(h) — po(D)] (4.69)
esitliginden [10]

VA sinVax sinVay sinh(kqx) sinh(k1y)

_1
L(x,y) = nfo d/lﬂk% 7 T 2kimy . . 4.70)
elde edilir. Burada dp,
242 3> 0
s
dpo(A) =
0 , 1<0
3/2
seklinde tanimlidir. py(4), q(x) = 0 potansiyeli ile [ tarafindan iiretilen ve p, = %
olacak sekilde tamimli spektral fonksiyondur.
A = k2 diyelim ve kolaylik igin 2k;7; = 1 alalm. Bu durumda k; > 0 igin
. 2ry poo dkk? sin(kx)sin (ky)
LoGe,y) =22 PEE k2
_2n foo dksin(kx)sin (ky)
“ o Jo k2 +k2
_ T dk[cosk(x—y)—cosk(x+y)]
==J e 4.71)
T- — — —
= 2_]:1(9 kilx=yl _ o k1Ix+yI)
bulunur. Burada iyi bilinen
l o coskx _ i —alx|
2Jo Tzzaz A% = 5,€ ,a>0, xeR (4.72)
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formiilii kullanilmustir [10].

_ [ ,—kelx—y| _ ,—kqlx+yl sinh(kqx) sinh(k.y)
L(x,y) 2 [e~Fa e falxyl] 4 o . 4.73)
elde edilir.
Es.4.73 cekirdegine sahip
X
K, y) + [y K(x,s)L(s,y)ds + L(x,y) =0, 0 <y <«x (4.74)
denklemi,
x e kalt=Yl_e=k1lt+yl  ginh(kyt) sinh(k,y) e kale-yl_g—kalx+yl
K(X, y) + fO K(x' t) 2k1 /71 + keq kq ]dt T 2kq /7 -
sinh(k,x) sinh(k,y) (475)

ki k1

olarak yazilabilir. Buradaki Es.4.74 denklemi Gelfand-Levitan denklemi olarak bilinen

denklemdir. Burada q(x) potansiyeli g(x) = 2 %i'x) formiiliinden hesaplanabilir.

Bu denklem ancak analitik olarak coziilebilir [14] ve bu ¢6ziim ¢ok uzundur. Bu
nedenle [14]’de teori olarak gelistirilerek bu ¢oziimii vermeyecegiz. Ancak q(x)’in
ozelliginin uygulamasini, Es.4.67 formunda I(k) icin verecegiz. Bu uygulama

Riemann problemleri olarak bilinen teorinin temelidir [15].

Es.4.64 ve Es.4.67 denklemlerinden

k
ImlI(k)

fQ0,k)f(0,—k) =

k
le

k+
K2 +k2

_ k
T kB+kk3+r1k
k2 +k3
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_ k(k2+k2)
T k(kZ+kZ+1y)
_ Kk%+K2
k2+k?+1y

elde edilir. Burada k? + r; := v dersek

£00,k)F(0,—k) = 4 (4.76)

k2+vi

yazilabilir. C,’da f, (k) = f(i (;{I;) yazilabileceginden [2]

k+lk1

folk) = f(0,k) = 4.77)
dir. Boylece Es.4.76’y1
k—iky o o o k+iky _ k*+kf
folk) e, k+iky fo( )k iky  k2+v2
seklinde yazabiliriz. Buradan
k2 +k? _
foll) = fpxh s k() = (4.78)

diyebiliriz. C_‘de fo(—k) # 0 ve fy(0) = 1’dir; buradan h :=

r ( D C_‘de analitik

olur.

Es.4.78’1 bir Riemann problemi olarak gz dniine alalim. Boylece

f k 24k2
k2+v? = o —00 k2+v§

=0 (4.79)
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elde edilir [10]. Bundan dolay1 Es.4.78’in tek ¢oziimii vardir ([15]’ye bakimiz). Bu

¢Ozumiin

k+lk1

th . 100 = o

fo(k) =

oldugu goriilebilir [10]. Es.4.79’da bahsi gecen index, S(k) igin
. 1 1 [e¢]
J =indS(k) = EARargS(k) = ﬁf-m dinS(k)

seklinde tanimli bir fonksiyondur [10]. Buradan Es.4.77°de

k—ik,
k+i1/1

f(0,k) =

dir. Uygun S-fonksiyonu

f(0,—k) _ (k+ikq)(k+ivq)
(k) = FOk)  (k—iky)(k—ivy)

olarak yazilir. Bdylece x > 0 icin
F.(x) = —f [1—S(k)]e¥*dk = 0(e %)

Fy(x) = sye~fax

veE

F(x) = F(x) + Fa(x) = 0(e ™)

dir. Es.4.5 denklemi A(x, x) = 0(e™2¥1%) i¢in ¢oziiliirse x > +0 igin

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)



93

q(x) = 0(e~2ksx) (4.85)

olur. Boylece, eger £(0,0) # 0 ve a(t) = 0 ise q(x) ¢oziim sinifi azalan iisteldir ve k4

sayisina baghdir (k; = miny <, k;)

Eger f(0,0) =0,/ =0vea(t) =0 ise

I(k) = ik + 22 (4.86)
£(0,k)f(0,—k) = k2+ , T3>0 (4.87)
olur. fo(k) = w alalim. Bu durumda Es (4.87)

Foll)k fo(—k)(=k) _ k2

k+i  —k+i k241
oldugundan
k?+1 2
fo(k) fo(=k) = iz 0 Vo= To (4.88)
dir ve C,’da fy(k) # 0 olur. Boylece de = 0 bulunur ve fy(k), Es.4.88

Riemann problemine gore tek tiirlii ¢oziilebilir.

folk) =, fo(—k) =
ve x > 0 icin

__k _ f(O0-k) _ k+ivg
fQOk) =——, Sk) = ol = kive (4.89)
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F(x) = 5= [0, (1 = e dk

k—iv

_ —2ivg foo etkxqp
T 2m

— = 2y, e Vo¥
—0 k—ivg

ve F;(x) = 0’dir. Buradan x > 0 i¢in

F(x) = F,(x) = 2vye™Vo* (4.90)
bulunur. Es.4.5 denklemi y > x = 0 i¢in

A(x,y) +2v, [, Alx, e ot = —2v e VoY) (4.91)
yazilabilir. Es.4.91 ¢oziiliirse

A(x,y) = —2vpe Vo) 1 __ (4.92)

1+e~voX
elde edilir. Uygun Es.4.7 potansiyeli x — oo icin
q(x) = 0(e™*"%) (4.93)

olarak bulunur. Eger q(x) = 0(e ) (Imk > 0) ise Es.4.37’deki a(t) azalan
iisteldir. Gergekten, bu durumda b'(t),A,(y),b(t), A; * b azalan iistel, dolayisiyla

g(t) azalan iistel ve Es.4.52°den h(t) ile W:z h (k) fonksiyonu azalan
Yy

isteldir.
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5.SONUC

Bu calismada, Sturm-Liouville denkleminin farkli baslangi¢c deger kosullar1 altinda
elde edilen c¢oziimlerini ele alindi. Uciincii boliimde bu c¢oziimler vasitasi ile
diferensiyel denklemler i¢in tamligi veren C ozelliklerinden C,,C_,C, ve Cy
ozelliklerine Sturm-Liouville denkleminin sahip oldugu gosterildi. Dordiincii
boliimde ters sag¢ilim teorisinde 6nemli bir yer alan I-fonksiyonu detayli olarak ele
alindi. Yine bu boliimde Marchenko ve Gelfand-Levitan denklemleri ele alinarak I-
fonksiyonu vasitasi ile inversiyon prosediirlerinin nasil isledigi gosterilmeye c¢alisildi.

Bu denklemler vasitasi ile birer 6rnek yapilarak anlatilanlar pekistirildi.

Bu calismada amag diferensiyel denklemler i¢cin tamlig1 veren C o6zelliklerinin bir
diferensiyel denklem i¢in saglandiginin nasil gosterilecegini vermekti. Bu C
ozellikleri vasitasi ile teklik ispatlarinin nasil yapilacagina dair yontemler arastirildi.
Ayrica ters sagilma problemlerinde empedans fonksiyonu olarak bilinen I-
fonksiyonu tanimlanarak, 6zellikleri incelendi. I-fonksiyonu icin yapilan ¢alismada
inversiyon prosediirleri olarak bilinen ve q potansiyelinin bulunmasina dayanan
prosediirlerde, spektral fonksiyon ve sacilim verisine alternatif olarak nasil
kullanilabilecegi gosterildi Bu prosediirlerde Marchenko denklemi olarak bilinen ters
sacilma probleminin temel denklemi ile Gelfand-Levitan denkleminin nasil

kullanilacag verildi.
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