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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

~ Niimerik Yaklasim

W(t) Wiener Sireci

I 0 Integrali

J Stratonovich Integrali
Kisaltmalar Aciklamalar

ADD Adi Diferensiyel Denklemler
SDD Stokastik Diferensiyel Denklemler

SRK Stokastik Runge-Kutta



1. GIRIS

Diferensiyel denklemler ¢cogu fiziksel bilimlerde, finans, ekonomi, miihendislik dallarinda
onemli bir yer tutmaktadir. Son zamanlara kadar fiziksel olaylar1 tanimlamak igin
gelistirilen cogu model uygun sayisal yontemlerin eksikligi ve gerekli bilgisayar
teknolojilerinin bulunmamasi agisindan ¢oziimlerde zorluklara sebep oluyordu. Bu
durumlar da problemlerde belirsizligi hesaba katmaya mani oluyordu. Son zamanlarda ise
artik bu belirsizlikler hesaba katilarak rassal degiskenler devreye girmis ve stokastik
diferensiyel denklemlerin (SDD) ¢oziimleri igin sayisal yontemler gelistirilmeye buyik ilgi
duyulmaya baslanmistir. Bunun sonucu olarak SDD daha gerc¢ek¢i modellerin ¢oziimiiyle

ugrasmaya olanak saglamistir [1].

Stokastik diferensiyel denklemler (SDD), terimleri stokastik surecler olan diferensiyel
denklemlerdir ve dolayisiyla kendiliginden stokastik stre¢ olan ¢Ozlimler verecektir [2].
SDD' nin c¢evre modelleme, muhendislik, fizik, biyolojik modelleme gibi genis ¢apta
uygulamalari vardir [3] ve SDD matematik ve uygulamalari i¢in temel bir aragtir [4]. Son
yillarda stokastik (rassal) stregler ve hesaplar finansal problemlerde genis bir yelpazede
uygulanmistir. Birgok alanda stokastik silire¢ ve hesaplarin uygulamalarini gorebiliriz:

fizik, mihendislik, finans vb. [5].

Cogu SDD' nin bilinen bir analitik ¢6ziimii yoktur. Bu yiizden tizerinde diigiiniilen problem
icin genel ve yaklasik niimerik ¢bzimler tiretmek gerekir. SDD' nin ¢6ziimii i¢in sayisal
bir yontem ele alindiginda, dogruluk derecesini 6lgebilmek dnemlidir. SDD' nin ¢6zumi
icin bu nUmerik yontemlerden biri Runge-Kutta metodudur ki bu metod yaklasik

¢ozlimlerde optimal dogruluk veren niimerik metodlarin en 6nemli gelismesidir [6].

Bu tezde acik Runge-Kutta yontemi, SDD' yi ¢6zmek igin Stokastik Taylor serisi
genisletmesine dayali bir yaklasima bagli olarak elde edilmistir [7].

Genel olarak tek boyutlu Stokastik diferensiyel denklem (SDD)

dx
d—tt = f(X, O)dt + g(X,,t)dW, (1.1)



seklinde olup X; = X(t), stokastik bir siire¢ veya rastgele degiskenin gergeklestirilmesidir.
f (X, t) stiriklenme katsayist olarak adlandirilir, bu SDD' nin yerel egilimi karakterize
eden belirleyici kismudir. g(X;,t), X in ¢arpismalariin ortalama biyiikligiini yansitan
stokastik kismi ifade eder. Bu, Wiener siireci olarak adlandirilan ve Bolim 2.3.1. de

tanitilan stokastik stire¢ W; den kaynaklanir.

Bu SDD' nin integral formu

t t
X=Xy + ff(Xs,s)ds+ fg(Xs,s)dWS (1.2)

to to

seklinde olup [8, 9] burada birinci integrali Riemann integralidir. Bir Wiener sirecinin
ornek yollar1 diferansiyellenemez oldugu i¢in, Japon matematik¢i K. Itd 1940' larda It6
stochastic integral denilen yeni bir integral tiri tanimlamigtir. 1960' 11 yillarda Rus fizikgi
R. L. Stratonovich, Stratonovich stochastic integral adi verilen baska bir stokastik integral
Onerdi ve “°” sembolini eski 1t0 integralinden ayirmak i¢in kullandi. Es. 1.3 ve Es. 1.4

esitlikleri, Es. 1.1 ve Es. 1.2 denklemlerinin Stratonovich esdegerleridir [8, 10].

dX;
t t
Xe = X¢, + ]f(XS, s)ds + jg(Xs, s) o dW; (1.4)
to to

Biz bu tezde SDD' nin niimerik ¢oziimleri i¢in Stratonovich Taylor seri agilimindan yola
cikarak Runge-Kutta metodunu kullanip mertebe kosullarini inceleyecegiz. Bilindigi {izere,
SDD' nin ¢oziimleri deterministik denklemlerle karsilagtirilirsa olduk¢a zordur. Brownian
hareketi analitik ve niimerik ¢6ziimleri zorlastirmaktadir. Biz SDD' lerin Runge-Kutta
yontemiyle nimerik ¢ozimlerini inceleyip mertebe kosullarini hem zayif hem de giicli
yakinsaklik i¢in inceleyecegiz. Son kisimda ise niimerik uygulamalar vererek sonuclar

farkli yontemlerle karsilastiracagiz.



2. TEMEL MATEMATIKSEL KAVRAMLAR

Bu tezin ana konusuna ge¢meden 0Once, konuyu ele alirken kullanacagimiz bazi temel
tanimlar ve stokastik analizin teoremleri bu baslik altinda tanitilip anlatilacaktir. SDD' yi

yapilandirirken ihtiyacimiz olan temel kavramlar incelenecektir.

2.1. Olasihik Uzay1

Tanim 2.1.1. X bir kime ve P(X), X in guc¢ kimesi olsun. A € X olmak iizere asagidaki

sartlar1 saglayan A klmesine g-cebiri denir.

a) A+ 0
b) Eger A € A ise A° € A. Burada A° = A — A olup A nin tiimleyenidir.
c)n=1,2,..icin Ay, A,, ..., A, € A ise o halde U, A4,, € A dir [11].

Tanim 2.1.2. A € A kimelerine olaylar ya da o6l¢ulebilir kimeler denir. (Q,A) ise
oOlglilebilir uzay olarak adlandirilir. P ise (Q,A) Uzerinde tanimlanmis bir olasilik

6lcusidir (ya da olasilik fonksiyonu). Yani P: A — [0,1] dir.

Tanim 2.1.3. Reel degerli bir fonksiyon P: A — [0,1], eger asagidaki sartlari saglarsa

A Uzerinde (Q, A, P) tgliisiiniin olasilik fonksiyonudur.

a) P(@)=0
b) P(Q) =1
c) A;, Aj € A olmak lzere A; N A; = @ ise P(UA;) = X P(4;) [12].

Tanim 2.1.4. (Q, A, P) olasilik uzayi i¢in asagidaki sartlar saglanir:
a) Q rastgele deneyin tiim olas1 ¢iktilarinin kiimesi,

b) A, Q nin alt kiimelerinin o-cebiri,
C) P, A tizerinde olasilik fonksiyonudur [1,13].



2.2. Beklenen Deger, Varyans

Tanim 2.2.1. X rastgele (rastlantisal) degiskeni, X:Q - R

{w|X(w) < t} € A bi¢iminde tanimlanir.

(t € R) olmak uzere

Tanim 2.2.2. X, (Q, A, P) olasilik uzayinda rastgele degisken olarak tanimlansin. X in

beklenen degeri (ortalama degeri):

FIX] = [ xap
Q
(Lebesgue Integrali) seklindedir. Burada

fXdP = fodw

Q Q

olup beklenen deger ayn1 zamanda

E[X] = f Xfdw

Q

yazilabilir. Buradaki f olasilik yogunluk fonksiyonudur [12].
Tanim 2.2.3. X rastgele degiskenin varyansi
Var(X) = E[(X — E(X))’] = E[X?] — (E[X])*

seklindedir [12].

Tanmm 2.2.4. X rastgele degiskenin standart normal dagilimi "X, N(u,o?) 'dir." diye ifade

edilir. Burada p beklenen deger, o2 varyanstir. Ayn1 zamanda —o < a < b < o olmak

Uzere

b
P(a< X <b) ! f Ty
as < = e 20 X
i 2
2o o

dir [7].



2.3. Stokastik Surecler

Bir¢ok fiziksel uygulamada, rastgele degiskenlerin kullanildig1 bir¢ok islem vardir. Bu

bolumde stokastik stregler ve Wiener islemleri tanimlanacaktir.

2.3.1. Brown hareketi

Brown hareketi ya da Brownian hareket denilen olay, toz pargaciklari gibi biiyiik
parcaciklarin akiskan igerisinde sivi ya da gaz molekiilleri gibi daha kiigiik parcaciklarla
carpismasi sonucu olusan rastlantisal harekettir. Stokastik bir slrecin en temel 6rnegi
standart Brown hareketi veya standart bir Wiener islemidir. Aslinda rastlantisal hareketleri
inceledigi bilinen ilk bilim insan1 biyolog, fizyolog ve kimyager Jan Ingenhousz' dur.
Ancak yine de bundan yaklasik 45 sene sonra botanik¢i Robert Brown tarafindan 1827' de,
bir bardak suda rastgele hareket ederken bir polen tahilin hareketini gozlemlediginde
kesfedilmistir. Brown, parcaciklarin hareketini polen {izerinde mikroskop ile inceliyordu.
Ortada bir hareket mevcuttu ancak kaynagini bulamiyordu, polenlerin canli olabilecegi
konusunda bir diisiinceye kapilan Brown, aym goézlemi toz parcaciklar1 tizerinde
gerceklestirdi ve ayni rastlantisal hareketin toz pargaciklarda da meydana geldigini
goriince, polenlerin canli olmadigi konusunda emin oldu. Ancak yine de hareketin
kaynagini saptayamamusti. Hareketin sebebi aragtirilmaya baglandi ve 1900’lerin
basinda Albert Einstein tarafindan rastlantisal hareketin molekiiller gibi mikroskop ile
goremedigimiz (Brown zamaninda molekiiller tartismali bir kavramdi) c¢ok kiiciik
parcaciklarin bombardimani nedeniyle olustugu kanitlandi ve bu hareketin gézlemcisi

Robert Brown anisina, Brownian Movement yani Brown Hareketi olarak adlandirildi.

Albert Einstein ve Norbert Wiener tarafindan matematiksel model temelleri atilmis
Brownian hareketi, uygulamada 1s1 transferinden borsa degisimlerine kadar

kullanilmaktadir [4].



Sekil 2.1. Bir Brown pargaciginin sivi igindeki géruntisi

Tanim 2.3.1.1. t - X(t,w) doniisiimiine w'" 6rnek yolu denir.

Tanim 2.3.1.2. Brown Hareketi olarak isimlendirilen W (T) su 6zellikleri saglar:

a) W(0) =0
b) Butin drnek yollar streklidir.
c) W(T) normal dagilimdir ve W(T), N(O.t) dir.

d) W), W(ty) —W(ty) , .., W(ty) — W(t,—1) her biri bagimsiz rastlantisal

degiskenler olup

P(AW, N AW,) = P(AW,). P(AW,)

dir [4,11].

2.4, Stokastik Integraller

Bu bdliimde belirli integral tanimini hatirlayarak stokastik integralleri de benzer sekilde

ifade edecegiz.



2.4.1. Riemann integrali

fOT g(t,w)dW (t,w) stokastik integralinin hesaplanabilmesi icin g(t,w) nin sadece
t; (i=1,2,..,N—1) zaman araliklarinda degistigini varsayalim ki burada

0=ty <ty <--<ty=T dir. Ohalde integralimiz fOTg(t, w)dW (t,w)

N
SvW) = D gt w) (Wt w) = Wty w)), N = oo
i=1

Riemann integrali olarak tanimlanir [11].
2.4.2. 1t0 integrali

Rastgele bir degisken olan S, [0, T] araligmin (t,, ty, ..., t,,) her bolum dizisi igin

N
Jim E IS — Z 9ty w) (Wt w) = W (tig,w)) [ =0
i=1

ise [0, T] araligi tizerindeki W (t,w) Brown hareketine gore olan g(t,w) stokastik bir
islemin Itd integrali olarak adlandirilir 6yle ki max;(t; — t;_;) = 0 dir. Yukaridaki limit
ortalama kare anlaminda stokastik integral adim1 alir. Dolayisiyla stokastik integral
ornekleri W (-,w) yollarinin tek tek gerceklesmelerine bagl olan rastgele bir degiskendir
[14].

2.4.3. Stratonovich integrali

t;" = t; (sol u¢ nokta) secilirse asagidaki Itd integrali elde edilir:

T

f gt,w)dw (t,w)

0



t," = ftti (orta nokta) secilirse de asagidaki Stratonovich integrali elde edilir:
2

T
f g(t,w) o dW (6 w)
0

[14].

Simdi It ve Stratonovich hesabi arasindaki farki gostermek ig¢in, stokastik integrale

yakindan bakalim.

SDD' nin integral formunun hem It6 hem de Stratonovich hesabi kullanilarak asagidaki

gibi yazildig biliniyor:

t t

Xe=Xep + [ Fo5dds + [ gt )W, 2.1
t t

X=Xy + ff(XS,S)ds + fg(XS, s) o dW (2.2)
to to

Es. 2.1 ve Es. 2.2 esitliklerindeki ikinci integral

t m-1
[ 9o 92am; = fim > 9K 1) W) = W(80) 23)
to k=0

seklinde yazilabilir [15]. Burada h = (t;,, — t;) ara noktalar ve 7, = (1 — Aty — Atyyq,
Vke{01,.., m—1}, A€[0,1]. Es. 2.1 'de verilen 1t6 SDD' nin stokastik integralinde

A =0, 7, = t; 'ya yol acar ve dolayisiyla araliklarin sol noktasinda stokastik integrali

5 . o .. 1 " thati—thk iy
degerlendirir. Stratonovich integralinin taniminda, A = 5 Ve boylece T, = *2—% ikinci

araligi Es. 2.2’ de degerlendirilmelerini her bir araligin orta noktasinda ifade eder.



T m—1
[ wam = tim > W) (W) - ww) (24)
to k=0
Wit 1
=#+(A—E)T (2.5)

Yukarida bahsedilen her iki yorum i¢in de Es. 2.5 sonucunu yukarida tartisilan A

degerleriyle birlestirirsek [16]

j W (s)dW, = %W(t) + %T (2.6)
to

‘ 1

f W(s)odW, = EW(t) 2.7)
elde edilir.

Eger stokastik integralleri Es. 2.6 ve Es. 2.7’ nin bir parcasi olan Es. 2.1 ve Es. 2.2° yi
cozersek, Itd ve Stratonovich temsillerinin ayni ¢dziime yakinlasmadigini goriiriiz. Iki
farkli hesap arasinda gecis yapmak i¢in It0' dan Stratonovich hesaplarina ve tersine

doniisiimler miimkiindiir. Bu, siirliklenme faktorlerine diizeltme terimi eklenerek

gerceklestirilir.

dX, = f(Xp)dt + g(X)dW, (2.8)
dX, = f(Xp)dt + g(X;) o dW; (2.9)
[=-39'9 (2.10)
Burada g’ = d9%) gnin ilk tirevidir. Eger Es. 2.10 denklemi kullanilirsa (It6-

dx;
Stratonovich siiriiklenme diizeltme formiilii olarak adlandirilir), Stratonovich SDD' nin
Es. 2.9 integrasyonu simdi It6 SDD' nin Es. 2.8 integrasyonu ile ayni sonuca gotlrlr
[10,15].
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3. STOKASTIK DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu b6limde SDD' yi temellendirip tanimlayacagiz.

Oncelikle R™ de bir x, noktas1 alalim ve asagidaki adi diferensiyel denklemin genel

bicimini diistinelim:

X@® =ftX)
(3.1)
X(ty) =X, (t>0)

Burada f:R" > R"™ ve X(-): [0,00) > R™ olup ¢dziim kiimesi asagidaki

yorungedir:

x(t}

Xp

Sekil 3.1. Diferensiyel Denklemin Y 6riingesi

ADD tarafindan modellenen sistemin Slgiilen yoriingesi bu sekildeyken, yorunge aslinda

bir¢cok uygulamada tahmin edildigi gibi davranmaz.

x(t)
X

Sekil 3.2. Stokastik Diferensiyel Denklemin Ornek Yolu

Bu ADD igine rassal veriler eklenirse bircok fiziksel ve finans probleminin
modellenmesine 1s1k tutar. Bu nedenle ADD' yi biraz degistirip ¢6ziimiin istenen sekilde
elde edilmesi saglanabilir. Bunu da sistemi bozan rastgele degiskenlerin olasiligini sisteme

dahil ederek yapabiliriz:
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X(@®) =ft,X)+ gt X)E®)
(3.2)
X(ty) =X, (t>0)

seklinde yazilabilir. Burada &(t) degiskenine "white noise” (beyaz gurultl)
denir. g(t, X) ise herhangi bir katsayidir [17]. Bu SDD' nin ¢dzimi ise stokastik bir

stirecin 6rnek yollarinin bir koleksiyonudur.
Yukaridaki denklemde & = W alinirsa
dX(t) = f(t,X)dt + g(t, X)dW (t) (3.3)

stokastik diferensiyel denklemin genel formu elde edilir. Bu esitlik integral bi¢iminde

yazilirsa eger

t

X)) =X, + jf(s,X(s))ds + jg(s,X(s))dW(s) (3.4)
to

to
olup birinci integral Riemann integrali, ikinci integral ise 1t6 integrali' dir.
Burada W (t) bir Wiener surecidir ve W'nin tiirevi beyaz giiriiltii olarak yorumlanir.
EW@® =0, EW?2@®)=t, t=0
esitlikleri saglanir. Bir Wiener siirecinin 6rnek yollar1 sinirli bir ¢esitlilik saglamadigindan

dolayr yukaridaki denklemin ikinci integrali Riemann anlaminda yorumlanamaz. Aslinda

[ti_1,t;] altaraliklarindan t; farkli segimleri yapilirsa

> gxENWE) - Wtip) (35)
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bu dogal yaklasik toplamlari ortalama kare anlaminda bu integralin farkli degerlerine

yakinsar ( Burada {X,} rastgele degiskenlerinin dizisi eger n — oo iken

1
(E(]X,, — X)?)z — 0 ise X rastgele degiskenine ortalama kare anlaminda yakmsar denir).
Ozellikle eger 1; = T;_, secilirse bu It6 integralini verir ki bu da Ité integralinin zincir

kuralina dayanir.

Bununla birlikte It6 integrali asagidaki 6zellikleri saglar:

b
E fg(t)dW(t) =0

b 2

b
B||[ s@aw| |= [ Ellg@rac 3.6)

a

Yukarida da bahsettigimiz 7; degerleri i¢in sonsuz sayida olasilik vardir:

T; = 0t; + (1 — 6)t;_, alinirsa eger Es. 3.5

b
j W(6)dW (£) = %(Wz(b) W2 (@) + (9 - %) b - a)

denklemini verir.

Eger 68 = 0 secilirse Ité integralini; 8 =§ secilirse de Stratonovich integrali elde edilir.

(SDD' nin Stratonovich integral formunu belirtmek igin "o " semboliiniin kullanildigini

hatirlayalim yani o dW (t).)

O halde stokastik bir diferensiyel denklemin Itd ve Stratonovich formlar1 arasindaki iliskiyi

inceleyelim:

Genel olarak verilen SDD ( 1t0 integral formu)
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dX(t) = f(t,X)dt + g(t, X)dW (t) (3.7)
seklindeyken Stratonovich SDD

dX(t) = f*(t,X)dt + g(t,X) o dW (t) (3.8)
seklinde olup burada

1dg

dir.

Yukarida bahsettigimiz It6 ve Stratonovich formlar farkli hesaplama yontemleri altinda

ayni ¢oziime sahiptirler. Biz bu tezde SDD ' nin Stratonovich formunu kullanacagiz.

Boylece sonug olarak belirli bir F fonksiyonu igin ve f ve g fonksiyonlar: tizerindeki

belirli piiriizsiizliik, 6l¢tilebilirlik ve sinirlilik 6zellikleriyle varlik garantidir:

dF(tX)—ath+ Tath+1t r O°F dt+aF dw
X) = GpdtHf gy dt tytrace( 99" 55 ax 9

[1,7].

3.1. 1t Lemma

Riemann integralleri Analizin temel teoremi, zincir kurali ve Taylor serisi agilimi
degerlendirilerek olusturulur. Ayni sekilde Itd integrali icin de benzer kurallara ve
formdillere ihtiyag duyulur. Bu nedenle 1t6 Lemma stokastik analizin zincir kurali olarak da

bilinir.

dX(t) = f(t,X)dt + g(t,X)dW (t) denklemi ve f:[0,0) X R - R sartlarin1 saglayan

(X,) MIt6sireci C 2([0,) X R) ' de verilen smirli bir fonksiyon olsun.
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O halde

af of 19%f

df (t,X,) = % (¢, X )dt + EP (t, X,)dX, + 29e2 (t, Xp)(dX,)? (3.9)

esitligi saglamir. Burada (dX;)? = (dX.).(dX,) olup asagidaki kurallara gére hesaplanir:

dt.dt = dt.dZ, = dZ,.dt =0 ve dZ,.dZ, = dt [13].
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4. STOKASTIK TAYLOR ACILIMLARI

Yaklasik ¢oziimleri bulma yollarindan biri de Taylor serisine agmadir. Literatiirde Taylor
formiliiniin stokastik genellemeleri iizerine yiiriitilen ¢esitli ¢alismalar goriilebilir. Adi
diferensiyel denklemler i¢in deterministik niimerik analizin ¢ogu Taylor acgilimini
kullanmaya dayanir. Zamaninda ¢oziimlerin diferansiyellenemezligi 1t0 formalinin
integral formlarini kullanarak atlatilmigtir. Stokastik Taylor ( [t6-Taylor agilimi) 1t6 formul

iterasyonlarinin yinelenmesine dayanir. Bu béliimde bu agilimlar incelenecektir.

Stokastik denklemler i¢in Taylor seri a¢ilimini incelemeden Once Adi diferensiyel

denklemler i¢in Taylor agilimina bakalim:
4.1. Adi Diferensiyel Denklemler I¢in Taylor Acilimi

Adi diferensiyel denklemlerin analitik ¢ozlimleri yapilabilmektedir. Fakat lineer olmayan
diferensiyel denklemlerin bir¢gogunun analitik ¢oziimii olmadigi icin ancak sayisal
(ntimerik) olarak ¢o6ziilebilmektedir. O halde simdi Taylor Serisini hatirlayalim ve Taylor

Serisi ¢6zUmund inceleyelim.
Adi diferensiyel denklemlerin Taylor serisi ¢6zimi

L=f@y)
Adi Diferensiyel Denklem (ADD)

y(x) =y
seklindedir. Bu denklemi Taylor serisine agarsak;

y" () y" (x;)
TL- (X1 — %)% + 3 = (Xis1 — %)

y(xip1) = y(x) + ¥ (). (g — x) +
+ e

Ax = x;,1 — x; yazilirsa:

”( i) v (x:)
Ax?

(xl+1)—Y(x)+Y(x)Ax+ +T.Ax3+---
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elde edilir [18].

d—yzy.x+x

Ornek 4.1.1. ¥ Adi diferensiyel denklemi icin; x = 0,2 deki sayisal degerini
y(0)=1

Taylor serisi ile (2.mertebe dahil) artis degeri Ax = h = 0,1 alarak hesaplayalim.
Cozim 4.1.1. y' = yx + x igin X' e gore tiirev alirsak eger

yu:y’x+y+1:(yx+x)_x+y+1:yx2+x2+y+1
=x?(y+1D+y+1
=@+ Dy +1)

Bu tiirev alma isini devam ettirip seri agilimda yerine yazarsak

y(xip1) = y(x) +y'(x). Ax + ——= . Ax? +

y' )
2! BT

x2+ D+ 1
( L z)'(yl )sz_i_.“

y(xiv1) = y(x) + vix; + x;). Ax +

y(x; +1) = y(0,1), x; = 0 - baslangi¢ degeri, Ax = h = 0,1 alirsak;

1+ 1D(0%+1)

y(0,1) =y(0) + (y(0).0+0).0,1 + ol

(0,1)2 + -

y(0,1) = 1,01

(0,1 + D((O0.*+ 1)
2!

y(0,2) =y(0,1) + (y(0,1).0,1 +0,1).0,1 + .(0,1)% + -

y(0,2) = 1,040250500.



Simdi bu i¢ i¢ce Taylor a¢ilimini genellestirelim:

d
Ct=X'=a(tX), t<t<T

olsun. Burada X, fonksiyonunu Taylor serisine acarsak;

Xp = Xy, + (£ = to). X' (t) + w

’ " (t_t)
Eo) ey 4 L)

3

Simdi burada X'(ty), X" (ty), X" (ty), ... tirevlerini yerine yazalim:

X'(to) = a(to, X¢,)
d d d
X"(ty) = aa(to’xto) + aa(toixto) EXt

d d
= X"(t,) = aa(to'xto) + a(to, X¢,) aa(to'xto)

=2 (tX)a
~or A Ad Gy

olarak tanimlayalim: O zaman
X”(to) = La(to, Xto)

olur.

daro d T
X" (ty) = FrpT a(to, Xe,) + a(tO,Xto)aa(to,XtO)_

3 5 .
+ 7% |3t a(to, Xe,) + a(to, X¢,) e a(to, Xto)_ %Xt

3
X”’(to) + ..

19
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2 2 2

d 0 0
X", = ﬁa(tO,Xto) +a(to, Xe,) == FTE a(to, Xe,) + a(to, Xe,) 5= e a(to, X¢,)

62
+a2(t0,Xto)Wa(to,Xto)

24 az az az
X to = ﬁa(to,Xto) + Za(to,Xto) ata a(to,XtO) + a (tOIXtO) x2 a(to,XtO).
02 02 02
2 2__
L=o5+ 2a(to, Xp,) === 509z % 302

olarak tanimlanirsa

" 712
= X", = L*a(to, Xy,)
olur.

Bu sekilde devam edip diger tiirevleri de ayni1 sekilde elde edip Taylor serisinde yerine

yazarsak;
1 2 1 2 3
Xt = XtO + a(to,Xto)(t to) + — La(to,Xto)(t - to) + L a(to, Xto)(t - to) +

X, = a(t,X,) denkleminin Taylor seri agilimi elde edilmis olur [19,20].
4.2. 1td-Taylor A¢ilimi

Daha 6nceki bolumlerde de ifade edildigi gibi SDD' nin 1t integral formu
t

X(t) =X, + jf(s X(s))ds + Jg(s X(s))dW (s) (4.1)

to

seklindedir.
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Bir Wiener Sireci olan Stratonovich SDD' nin de
dX(t) = f(t, X)dt + g(t,X) o dW (t)

seklinde yazildigini biliyoruz. Bu esitligin integral formu ise;

t

X() =X, + ff(s,X(s))ds + fg(s,X(s)) o dW (s) (4.2)
to

to
seklindedir.

Es. 4.1 ve Es. 4.2 denklemlerine 1t0 Lemma uygularsak eger bu formil X ¢6zuminun bir

a(t, X;) fonksiyonu olarak yazilabilecegini belirtir:

t t
2

da da 10°a 5
a6, X0 = alto X)) + [ Go(5.Xds + [ 5205, XX, + [ 555 (5, X)@X)

to to to

Bu esitlikteki dX; = fds + gdZ; ve (dX;)? = (dX,).(dX,) ifadeleri ve gerekli tirevler

yerine yazilirsa

t
da da 1, 0%a
a(t, Xe) = a(to, Xe,) + f (55 (5 X) + F(5,X) 5-(5,Xs) +5.9°(5, X5) 5 (5, X)) s
to
t
da
+ fg(s,Xsa(s,Xs)dZS

to
elde edilir.

d d 1 92 a .. s oA ..
0 _ 12 1_
L" = Fris f 7 739752 Ve L'=g o operatorleri 1t formu i¢in tanimlanirken

L°=f aa_x ve L'= gaa—x operatorleri de Stratonovich formu igin tanimlanir [1,7,19].
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Biz bu tezde SDD' nin Stratonovich formunu kullanacagiz.
4.3. Stratonovich Taylor Seri Ac¢ilimi

SDD' in Stratonovich formu

dX(t) = f(t, X)dt + g(t,X) o dW (t)

seklinde olup bu esitligin integral formunun

t

X)) =X, + jf(s,X(s))ds + jg(s,X(s)) o dW (s)
to

to

oldugunu biliyoruz. Bir dnceki boliimde elde ettigimiz

t
da da 1 0%a
a(t,X,) = a(to, X,,) + j(g (s, Xs) + f(SrXs)a(S'Xs) + 592(5; Xs)ﬁ(srxs))ds
to

t

da
+ ] g(s,Xsa (s,Xs)dZ,

to

. 5] d . . .
denkleminde tanimlanan L° = f Ve L= 95x operatorleri yerine yazilirsa

elde edilen son denklem

t t
a(t,X;) = a(tO,Xto) + fLOa(s,Xs)ds + JLla(s,Xs) odZg
to to

seklini alir. Burada sirasiyla a(t,X,) fonksiyonu vyerine f(t,X;) ve g(t, X;)

fonksiyonlarini yazalim:

t t

F(&X) = f(to, Xe,) + f L°f (s, Xs)ds + f L'f(s,X;) o dZ

to to



t t

gt X,) = g(to,XtO) + fLOg(s,Xs)ds + leg(s,XS) odZ,

to to

Simdi bu yazdigimiz f ve g fonksiyonlarini orijinal SDD denklemi olan
t t
Xe=Xe, + ff(s,Xs)ds + fg(s,Xs) odZ,
to to

de yerine yazalim:

t N t

X=X, + f f(to, Xe,) + f L°f (7, X)dt + f L'f(1,X,) odZ,|ds
to to to
t N t
+f g(to, Xe,) + fLog(T,XT)dT+ leg(T,XT)odZT odZ
to to to

t t s
Xe =X, + f(t0, Xe,) f ds + f f L°f(t,X,)dtds
to

to to

t s t
+flef(T,XT)odZSds+g(t0,Xto) fodZs
to

to to

t s t s
+ij0g(T,XT)dT°dZS+jleg(T,XT)OdZTOdZS.

to to to to

Simdi L°f, L'f, g, L'g ifadelerini de ilk buldugumuz

t t
a(t,X;) = a(tO,Xto) + fLOa(s,Xs)ds + JLla(s,Xs) odZg
to to

denkleminde yerine yazalim:
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t t

Lf(t, X,) = L°F (to, Xy, ) + f LO(LOf (s, X())ds + J LY(L°f (s,Xs)) o dZg
to to
t t

L (6, X,) = L*f(to, Xe,) + f LO(LYf (s, X())ds + f LY(LYf (s, Xs)) o dZg
to to
t t

Lg(t,X,) =Lg(to, X¢,) + f L°(L°g(s, X ))ds + f L'(L°g(s, X)) o dZg
to to
t t

Lg(t,X) = L'g(to, Xe,) + f L°(Lrg(s,X,))ds + f L'(Lrg(s,X,)) o dZ,.
to to

Bu esitlikleri son buldugumuz

t t s
X, =X, + f(t0, Xe,) f ds + f f L°f (z,X,)dtds
to

to to

t s t
+flef(T,XT)odZSds+g(t0,Xto) fodZs
to

to to

t s t s
+ij0g(T,XT)dT°dZS+jleg(T,XT)OdZTOdZS

to to to to

denkleminde yerine yazarsak

t t
Xe = Xoy 4 f(tarXy) [ ds+g(to ) [oaz,

to to
t s[ T T 1
+]j LOf (to, Xe,) + JLOLOf(z,XZ)dz+ leLOf(z,Xz)odZZ dtds
to to L to to i
t s[ T T
+jj Llf(tO,Xt0)+ JLOLlf(Z,XZ)dz+ leLlf(z,Xz)OdZZ odZ,ds
to to L to to
t s[ T T
+jf Lg(to, X¢,) + fLOLOg(z,XZ)dz+ leLOg(z,Xz)odzz drt o dZ
to to to to



T T
to to

to to

Son olarak diizenlersek

t t
X, =X, + f(t0, Xe,) fds + g(to, X¢,) fo dZ
to to

t s t s
+L0f (to, X¢,) f f drds +L'f(to, X¢,) f j odZ,ds

to to to to

t s t s
+L0g(to, Xt,) j j dvodZg+L'g(to, Xe,) J j odZ,odZ,

to to tO tO
t s T t s T
+ f f fLOLOfdszds + f j leLOdeszrds
to to to to to to
t s T t s T
+fffL°L1fdzodZTds+ f f leLlfodZZodZTds
to to to to to to
t s T t s T
+ f f fLOLOgdsz odZs + f f leLog odZ,dtodZ,
to to to to to to
t s T t s T
+ j j jLOngdz odZ, o dZ + J J ]Llng odZ,odZ,odZ,.
to to to to to to

Ayni islemlere devam edilirse asagidaki genel a¢ilim elde edilir:

Xe = Xe, + f (o, Xe Mo + 9(to, Xey )1 + f (to, Xey )9 (o, Xeg)Joo
+f'(to, Xey) 9 (tos Xeg )10 + g’ (to, Xeo ) f (E0, Xeg)or
+9'(to, Xty )9 (to, Xt )11 + £ (o, Xty ) f (b0, Xey) f (L) Xt 000
+f(to, Xeo)f' (to, Xe ) f (tos XeDooo + £ (tos Xeo ) f (tor Xe) 9 (os Xeg 100
+f(to, Xeo)f ' (to, Xt )9 (b0 Xeo oo + [ (tor Xe ) 9 (tos Xeo) f (tos Xe D010
+f'(t0, Xey)9' (0, Xty ) f (to, Xe oo + "' (to, Xey )9 (to, Xeg) 9 (to, Xeg)J110
+f'(t0, Xey)9' (t0r Xt0) 9 (tor Xe)J110+9" (tor Xeo ) f (B0r Xey) f (Eo Xeg oo

t s
+ff[L1g(t0,Xto)+ fLOng(z,Xz)dz-i- leng(z,Xz)ode odZ,odZ

25
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+9' (to, Xeo)f (£0, Xy ) f (b0, Xeyoo1+9" (£, Xey ) f (0 Xeg) 9 (b0 Xeg D101
+9' (to, Xeo)f' (o, Xey) 9 (b0 Xey)r01+9" (0 Xey ) 9 (b0, Xey) f (b0 Xegona
+9'(to, Xt,)9' (to, Xeo ) f (to, XeoMo11+9" (to Xty )9 (tor Xey) I (Eor Xt D111
+9'(t0, X¢,) g’ (t0, Xt,) g (t0, Xe )11 + R (4.4)

Daha once de Es. 4.1 denkleminin Stokastik Stratonovich Taylor seri agilimini elde

etmistik. Burada R kalinti terimdir ve J; ;, ; Stratonovich coklu integralleridir.  Eger

ji=0iseds, j; =1 ise o dW(s) ile temsil edilir.

Ormnegin, bir boyutlu bir Weiner siireci

t S2 s

Ji01 = f f ]o dW (sy)ds o dW (s,).

to to to

Es. 4.4 denklemi, Taylor seri agiliminda g = 0 alindiginda deterministik denklemler i¢in
bir genellemesidir. Bu acilim ile disiiniilen bir niimerik metot uygulamasinin
karsilagtirilmasiyla belirli bir mertebeyi elde etmek igin numerik metodun Katsayilarini
secmek mimkiindir [1,7,19,20].
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5. STOKASTIK RUNGE-KUTTA YONTEMININ MERTEBE
KOSULLARI

Stokastik diferansiyel denklemlerde, ¢6ziimiin dogrulugunu Ol¢menin iki yolu vardir:
giiclii ve zayif yakinsama. Bu b6limde SDD' nin niimerik sonuglari i¢in gerekli olan
yakinsaklik mertebesi olarak giiclii ve zayif yakinsama kavramlar tanitilmistir. Sonrasinda
ise SDD' yi sayisal olarak ¢ozmek icin gerekli olan nimerik metotlardan Runge-Kutta

metodu ayrica ele alinmistir.

5.1. Yakinsakhik Mertebesi

5.1.1. Gigli yakinsama

C, en ylksek h adim araligina bagl olmayan bir pozitif sabit say1 olmak iizere ayrik bir
zaman yaklasimi X" (yaklasik ¢oziim), T zamanindaki p > 0 mertebesiyle giclii bir

sekilde yakinsar. Soyle ki;

E(IX — X)) < Ch?

T—t,
N

8o > 0 olmakiizere h = € (0,6,) olup burada N, I =ty T] araliginin alt

araliklarinin sayisidir. X, T zamanindaki kesin ¢6ziim; X" da yaklasik ¢oziimdiir [1,7].

5.1.2. Zayif yakinsama

Eger her bir f € C;(pﬂ) (R%,R) icin C,en yiksek h adim araligia bagh olmayan pozitif
sabit sayr olmak Uzere ve sonlu sayida &, >0 icin h - 0 olarak T zamaninda X,
maksimum adim aralig1 ile ayrik bir zaman yaklasimi X" (yaklasik ¢6ziim)' a

p > 0 mertebesiyle zayif bir sekilde yakinsar. Soyle ki;

|E(FXO)) — EGFxX™))|| < chP

h € (0,8,) dir [1,7].
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5.2. Stokastik Runge -Kutta Metodu

Deterministik problemler icin Runge-Kutta yontemlerinde kesin baslangi¢ degerleri
varsayilarak bir adim Otesinde hesaplanan ¢0ziimiin tam ¢oziim ile karsilastirilmasiyla
dogruluk mertebesine rastlanir. Bu hem gergek ¢o6ziimii hem de Taylor seri agilimi
kullanilarak ki nimerik metodlar1 genisleterek yapilir. Bu yaklagim Stokastik Taylor seri
genislemesi (It veya Stratonovich hesabi kullanilarak) uygulandiginda SDD' lere gecer.
Stratonovich Calculus' (in sadelestirilmis yapisi nedeniyle burada Stokastik Taylor serisinin

Stratonovich formu kullanilacaktir.

Bir dnceki bolumde SDD' nin gercek ¢cdzimda icin Stratonovich Taylor serisi kuruldu. Bu
bolumde ise numerik c¢cozim ile ilgili Stratonovich Taylor serilerinin tiretilmesi
gerekmektedir. Ele alman niimerik yontemler s-asamali Stokastik Runge-Kutta
yontemlerinin genel ailesine ait olacaktir. Yontemin formiilasyonuna dahil edilen rastgele

degiskenlerin keyfi bir sayis1 olabilir.

Genel SDD probleminin ¢6zumu igin tek adimli ¢ok asamali yontemlerin [15] bazi siniflart
su sekilde tamitilmaktadir ki belki de simdiye kadar diisiiniilmiis en genel yontem sinifi bu

formdadir:

S N
Yi:yn+hzaijf(yj)+]1zbijg(yj): i=1,..,s
j=1 j=1

Yusr =V +h Y af ) +)1 ) Bg(h). (5.1)
j=1 j=1

Burada A = (ai j) ve B = (bi j), s X s tipinde reel elemanli matrisler olup

al = (ay,...,as) ve BT = (B4, ..., Bs) € RS satir vektorleridir.

Eger A ve B kesinlikle iicgen seklinden daha diisiikse o zaman Es. 5.1 denklemi agik

olarak sdylenir. Aksi takdirde kapalidir. Stokastik bilesen J; = | tt”“o dW (s) integralinden

gelir ki B ve B ile baglantilidir. Cogu yazar (RUmelin, Gard) sadece agik yontemleri
dikkate alir.
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Verilen bir SDD' nin numerik ¢6zumlerinde kesin ¢oziime daha yaklagik bir sonug
bulabilmek i¢in yani dolayisiyla daha yiiksek giiglii mertebe yontemleri gerekliyse Es. 5.1
denklemi sadece J;' den baska stokastik unsur igerecek sekilde modifiye edilmek

zorundadir. Bu da keyfi matris olan Z(M ve zMWT ggelerinin tanttimiyla miimkiindiir [1].

Bunlar ayn1 zamanda rassal degiskenlerdir. Adim boyutu h ise sadece J, = |, ot s

to

oldugundan tutarlilik i¢in adim boyutu deterministik bilesenlerle iliskili parametre
matrisine dahil edilecektir ( Z©® = h4 ve z(®T = ha” ). Bundan dolay: bir Wiener siireci
durumu igin s-adimli Stokastik Runge-Kutta (SRK) yontemlerinin genel ailesi bu

denklemle verilir:

S S
Y; =yn+ZZij(°)f(Yj)+ZZU-(”9(Y,-), i=1..,s
j=1 j=1
N N
Yuer =+ ) 5OFO) + ) 5Pg(1) (52)
=1 =1

Acikga goriliiyor ki Es. 5.1 denklemi Es. 5.2' nin 6zel bir halidir.

Zij(o) = haij,i,j = 1,...,5

Zj(o) =ha;,j=1,..,s

p
Zij(l) =Zbij(l)el, l,_] = 1,...,5 (53)
=1

p
1 .
Zj(l) =Zﬂj( )91, ] = 1,...,5
=1

Bu ifadeler Es. 5.2° de yerine yazilirsa

s
j=1

s 14
Y, =yn+hz aijf(Yj)+2 Zbi,-(”g(Yj) 6,  i=1,.,s
j=1 1=1

S p s
Yusr = +h ) af 0+ | Y 509 e (5:4)
j=1 =1 \j=1
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elde edilir.
Bu metod ailesini tabloda su sekilde gosterebiliriz:

A | B® ... B®
a ‘ gL .. g®

Es. 5.2 ile iliskili mertebe kosullarini incelemek i¢in Es. 5.2 denklemini t nin bir

fonksiyonu olarak yazalim:

WO =yt + ) ZyOF @)+ ) 2y Vg0 @), =1
=1 =1

V() =y(t) + ) ZOF ) + ) 2Pg(hi(e) (55)

Y (t) ifadesinde Y;(t) yerine f(Y;(t)) Taylor serisine genisletilebilir: (Benzer sekilde
g(Y;(t)) fonksiyonuda L' operatoriiyle genisletilebilir.)

Burada f(Y;(t)) 'in Taylor seri agilimi

O k Y.
f(r:®) = f(vi(to) +Z( i ( () (5.6)
seklindedir. Burada
a(y) = Va@) = 2
=5 : Y) =5-9

olarak tanimlanmis olup f ve g farkli fonksiyonlar olarak diistinelim.

N

PEO) = ) 25O (M) F 0 o) + ) 25D £ (%) g (Yi(to)
j=1

j=1
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N

Pg(h(t)) = ) 2y g (M) ) + ) 25D g’ (%(t)g (YiCeo))
j=1

j=1

Benzer sekilde ikinci tlrev terimler igin:

2
(L) f (ko) = (Z zij<°)> O GIf 00 +2 ) 2023 O F G0 ) 3)
Jk

J

£ 250 2 00 f 00900 + ) 2 V23 O F G0 f ) g0)
J J Jk

+ 3 2502, OF GG GIf 00 + Y 2D 2O F g f )
ik J J

+3 2502 O0F 090D + ) 252 O 0)g G)f 00)
Jk jk

+ <Z Zij(1)> " 30)9 W) g(ro) + 2 Z; Zi; P2V 50) 9’ 70)9 (o)
I

]
bulunur.
(LY%g(Y;(ty)) de benzer seklide bulunur.
Simdi buldugumuz bu degerleri Es. 55 denkleminde f(Yi(t)) ve g(¥i(©)

fonksiyonlarinin Taylor seri agilimlarinda yerine yazalim ve bu niimerik yontemi Taylor

serisinde genisletelim:

V() = y(t0) + ) 2 OF ) + ) zVg(hi()
- 1
= y(t) + ) 5O |F () + LF () + 5 W F () + -

- 1
+) 70 g (e) + L) + 5 (g (v(0) + -
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Y(£) = y(to) + zOTef (vo) + 2OTZOef (y)) f (¥o) + 2 OTZDef " (v5) g (o)

1
+520TZO) " (o) f o) (o) + 2T (Z V) () f ) f ()

1
+5 207 Z20ezWef" (o) f (0) g (vo) + 207 2O ZWef " (yo)f' ¥0) g (vo)
+2OTZ2D7O0ef"(y0)g' o) f (vo) + %Z(O)TZ(l)QZ(O)ef”(YO)Q(Yo)f(}’o)

1
+ 5Z(O)T(Z(l)e)zf"(yo)g(yo)g(yo) +z2OT(ZWe)2f () g' (V) g(vo) + -+
+2WTeg(yo) + zWTZeg’ (o) f (7o) + 2PTZWeg’ (y9) g (o)

+ %z(l)T(Z ©e)2g" o) f o) f o) + 2P (Z@e)2g' (o) f' o) f (o)

+ %z(“TZ ©ezMeg" (yo) f(¥0)g(o) + 2PTZ2OZMeg’ (v)) f' (6) 9 (Vo)
+z2WTZW7Oeg' (o) g' (o) f (o) + %Z(“TZ Wez®eg" (y0)g (Vo) f Vo)

+ %z(l)T(Z(l)e)zgn(3’0)9(3’0)9(3’0) +207(2We) g (v0) g’ ¥) 9 (o)

b (5.7)

(Burada e birim matristir.)

Artik parametreleri analiz etmek mimkindir. Bolum 4.3. de Es. 4.4 esitligi ile elde
ettigimiz Stratonovich Taylor seri agilimi ile burada elde ettigimiz Es. 5.7 SRK yonteminin
¢OzUm ailesini karsilastirirsak; f ve g fonksiyonlar1 ve bunlarin tiirevlerinin olusturdugu
terimlerin katsayilarin1 eslestirip bu katsayilar1 oldugunca esitleyip, bazi katsayilari

sifirlay1p ona gore degisken segebiliriz.

O halde Es. 4.4 ile Es. 5.7 denklemlerinin katsayilarini eslestirme tablosunu olusturalim:



Cizelge 5.1. Katsayilar
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1 ]0 4 Z(O)Te 12 ]010 o Z(())TZ(l)C
2 L e 7(DTo 13 J1i10 © 20T 7(1))
3 o 70T, 14 1
e Ji10 © EZ(O)TAZ
4 J1o © 2072 15 Joor © zWTZO¢
S Jor © zW7Tc 16 Jioy © zWTZ©)
6 o (DT} 17 1
e Joo1 & EZ(l)TC2
7 1 .
]000 = EZ(O)TCZ 18 ]101 - Ez(l)’rc;{
8 (= Z(O)TZ(O)C 19 1
Jooo o1 © EZ(1)TC/1
9 o 7(OT7(0)) 20 1
]100 ]111 P EZ(l)TAZ
w0 J100 © %Z(O)TCA 21 Jor1 © hzWTZzW¢
H Joio © %Z(O)TCA 22 Ji11 © zWTz0)

Cizelge 5.1.de ¢ =Z®e, 1 =ZWe olarak tanimlanmis olup

Z©® = ha ve zOT = haT oldugunu hatirlatmakta fayda vardr.

Oncelikle Z® =p4 , zOT = paT |

Z®=)B, 29T =",

g6z oniinde bulunduralim. Simdi mertebe kosullariyla ilgili baglantilara gegebiliriz.

Ornegin Cizelge 5.1." den giiglii mertebe 2 icin gerekli olan 4 kosulu yazalim:

E = (10— h )2 =0(h)* olup ¢ = a”h olarak tanimlayalim.

E(J10 — h1)? = E(J10°) — 29hE (J1o)1) + Y2R*E(J,?)

esitligi saglaniyor olup

]1 ~ N(O, h) ’ E(]12k+1) =0 ,E(_Ilzk) —

ve E(J;?) = h 'dir [20].

2k!
k12K

b = Be esitliklerini

(5.8)

hk, E(]loz) = %hg v E(1J1) = %hz

(5.9)
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Bu esitlikleri Es. 5.8’ de yerine yazarsak
1 1 1
§h3 — ZI,Dh (§h2> + l/)zhzh = h3 (5 -+ l/)2> *0

olacagi i¢in bu ifadeyi minimum yapan degere bakmamiz gerekir. O halde buldugumuz bu
ifadenin minimum degerini bulmak igin 1’ ye gore birinci merteben tiirevini alip sifira

esitleyelim:
(- +y?) =0=>-1+2p=0 =9 =1 degeri elde edilir. Bu dogere karsilik

.. .. .. 1’ .
beklenen degerin minimum degeri ise 5 dir.

Mesela simdi de Cizelge 5.1."' den 1, 2 ve 6 numarali eslestirmelerin mertebeleri sirastyla

h (mertebesi 1), vh (mertebesi 0,5) ve h (mertebesi 1) olan kosullarina bakalim:

1) Jo © zO7e icin: z2OTe = haTe 'dir.

E(Jo—ha"e)? = E(Jy*) — 2haTeE(J,) + h*(aTe)? = 0

Burada E(J,°) = h? ve E(Jo) = h olup yerine yazarsak

h? —2h%a’e + h?(a’e)? = h?(1 — 2aTe + (aTe)?) =0

a’e = 1 secersek denklem Y2 — 2y +1=0 = (Y —1)2 =0 =y = 1 bulunur ki

ale = 1'dir.

2) ], @ zWTe icin: zWTe = J, pTe 'dir.

E(1—J1B"e)* = E(1i") — 2BTeE( 1) + (BTe)’E(L") = 0

burada E (J,*) = E(JJ,) = holup yerine yazarsak

h(1-2BTe+ (BTe)?) =0

BTe = secersek denklem Y2 —2¢Y+1=0 = (Y —1)2=0 = ¢ = 1 bulunur ki
fTe =1'dir.

6) /11 © 272 icin: 272 = (,87)(ZWe) = (,87) (1 Be) = J,2B7b " dir.
E(Ji, —J12B7b)" = E(J11?) — 287bE(Ji)i%) + (B"D)2E((J,2)") = 0

burada J; ; = LP olu
1.1 =7 p
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E(J;1%) = %hz , E(Jui?) = ghz ve E ((]12)2) = E(J,*) = 3h2 'dir. Yerine yazarsak
h? G —3B8Th + 3(BTb)2) = 0 bulunur. Burada h? # 0 olacagindan

=—3B7h+3(87b) = Oolurki §7b == elde edilir.

Simdi de Cizelge 5.1.' den h'® mertebe kosullarima karsilik gelen terimler 4, 5, 20 ve 22
numarali eslestirmelerden ortaya ¢ikacagindan bu eslestirmeleri Es. 5.9 'u da g6z Onlinde

bulundurarak yukarida yaptigimiz gibi ayni yoldan sirasiyla incelersek

4 J10 © 2072 igin: z2(OTA = (ha")(ZWe) = (ha™)(J;Be) = ha™J;b 'dir.

1
E(Jio — hJia"h)? = h3 (§ —a’b + (aTb)2> #0

5)Jo1 © zW7c igin: zWTc = (J,7)(Z2@e) = (J,87)(hAe) = ], ha 'dir.

E(Jo1 — WiBTa)* = h® (% —BTa+ (,BTa)Z) #0

20) /111 © %z(l)TAZ icin:

20T =2 (11BN (ZMe)? = 2 (1BT) (1 Be)? = 317 1 b)? dir.
1 2 15 /1 2
B (i =5k %6702) =20 (5 - 58707 + (5T627) = 0

22) J111 © zWTZM2 jcin:
zWTZW3 = (1,7 (1B)(ZWe) = (1T (1 B) 1 Be) = (J18T)(J,B)(J1b)' dir.

1 1
E(J111 —]13,8TBb)2 = 15h3 (% — §BTBb + (ﬁTBb)Z) =0

Bulunan bu esitliklerden bu dort denklem minimize edilirse denklemleri minimum yapan
1 1 1 1
Ty — — T = — Th2 = — T = —
a'b = > Ba > B'b 3 B Bb c

degerleri elde edilir. Bu degerler sirasiyla yukaridaki dort denklemde yerine yazilirsa
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h3 h3
E ) E ) OI 0

denklemlerin minimum degerleri bulunur.

5.3. GUgclii 2. Mertebeden Acik Stokastik Runge-Kutta Yontemi

Bu bolimde giigli 2. mertebeden ag¢ik SRK yontemi p=2 ve 8, =J;, 0, =]170

alinarak bir dnceki bolimdeki metod ailesinin tablosuna dayandirilacaktir. Boylece metod

su sekilde yazilabilir:

i—1 i-1 ]

10 .

Y; =y, + hz a;f(Y) + (bij“)]1 + by ¥ T)g(yj), i=1..,s

j=1 j=1

N N ]
10
Yurr =Wt h Y Gf )+ Y (80 + 5P (1) (5.10)
j=1 j=1
Burada kolaylik saglamas1 agisindan
J10

c=Ae, b=B'e, d=B?e, A=b]1+d7

oldugu kabul edilecektir.

Devam ederken, sadece birinci ve ikinci mertebeden Stratonovich ¢oklu integralleri temel

alan bir SRK yonteminin olusturulmasinda sadece J; Ve ]170 " in dikkate alinmasinin

gerektigine vurgu yapilmalidir. Zira mertebesi iki veya daha az olan diger coklu

integraller h formuld ve bu integrallerin terimleriyle ifade edilebilirler:

h? e J
]00:7; ]11:17: %:]1—%0

[20].
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Giglii 2. mertebeden bir metod insa etmek igin Cizelge 5.1." deki 1, 2, 4, 5, 6, 20 ve 22

numarali eslestirmeler dikkate alinmalidir. Bu terimlerin her biri sirayla incelenecek olup

ilk 6nce bu metodu olusturmakta yardimci olacak beklenen degerlerin tablosunu

olusturalim:

Cizelge 5.2. Beklenen degerler

Beklenen Deger
J* h
Jio” h
hZ
J1iJ10 1

h 2h
J* 3h?
]13]10 Ehz
h 2
(o) o

]1 h 6

Ji0)” Ty
()
h
I 15h3
J1°J10 15,3
h 2
()
Y \h
1 A 4
] 2 ]1_0 * ih3
1 A 3
J (11_0)5 2
1\ 6
6
(%)
h
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Simdi, Cizelge 5.2' den 1, 2, 4, 5, 6, 20 ve 22 numarali eslestirmeleri inceleyelim:

1.J, © zOTe icin: zOTe = haTe 'dir.

E(Jo—haTe)* =1 —aTe)h? = ale =1 dir.

2., o zle igin: zTe = J;fTe idi.

2
E(Jy—z"e)*=E (/1(1 —pMTe) — (]170),3(2”9) = pWTe=1, pPTe=0.
4.]10 © zOT2 igin: 2072 = (ha™)(ZMe) = (ha")(J,Be) = ha”];b idi.

2
E (1o — h(@'bjs + @"d2) )" = E(1o(1 — aTd) — ha'bj;)* = a"d =1, a’b = 0.

5. Jor © zW7c igin: zWTc = (J,87)(ZVe) = (J,87) (hde) = ], ha idi.

2 2
E(Jou ~ hBVT ey + @71 ) = w2 (1 (1 - pO7e) - (12) (1 4+ pOm))
= pWTc=1, p@Tc=—1,
6.J11 © zM72 icin: 2T = (J,87)(ZWe) = (,87)U1Be) = J,*B"b idi.

2

E TyV2 — (112 T)
(J;1—z'A)*=E 7—2/1

2

<o i) ) - e

1
= Wb ==, pWTd+pPTh =0, pATd =0,

20. /111 © %z(l)TAZ icin:

=212 =~ (1,87 (ZWe)? = = (1BT) 1 Be)? = 5 /1T (J1b)? idh

1 2 39 2
(3] =2 L)

1
= W% =5, p@Tb? +2pWTbd =0, pTd? +28@bd = 0, fPTd? = 0.

22. J111 © zWTZMW2 jcin:



zZWTZMW)} = U1,3T)(]1B)(Z(1)e) = (J1B")(1B)(J1Be) = (J1fT)(J1B)(J1b) idi.
1 2
E(]lll—EZZTA) =0

1
= pWTRM) = 6’ BATBMp 4 T (B 4 W) =

BATB@Ad =0, pWIBA{ + pAT(B@p + BWd) =0 [22].

39
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6. NUMERIK SONUCLAR

Bu bolimde, bazi stokastik diferensiyel denklemler icin elde edilen Runge-Kutta
yonteminin mertebe kosullari dikkate alinarak niimerik sonuglar sunulacaktir. Niimerik

sonuglari elde etmek icin MATLAB programlama dili kullanilmistir.

Mertebe kosullarin1 niimerik olarak hesaplayabilmek ic¢in beklenen degerin yaklasik
hesabina ihtiyag vardir. Bunun igin literatiirde yer etmis bir yontem olan Monte-Carlo
simiilasyonuna basvuracagiz. Oncelikli olarak Monte-Carlo ydnteminin beklenen degeri
nasil hesapladigini verelim.

6.1. Monte-Carlo Yontemi

X, R™ degerli rassal degisken olmak iizere f(X) € L?(€) 6lctlebilir bir fonksiyon olsun.
k € N igin, X; birbirinden bagimsiz rassal degiskenler dizisi olmak iizere, beklenen f(X)

in yaklasik degeri

1 K
lim = > (X = EF(X)
k=1

biciminde hesaplanir [23,24].

Simdi, 6nemli finansal modellerden 6rnekler se¢ecegiz. Bu 6rneklerin niimerik sonuglarini
bilinen yontemlerden olan Euler-Maruyama ve Milstein metotlar1 ile hesaplayacagiz.
Daha sonra Runge-Kutta ile sonuglarini karsilastirip Runge-Kutta' nin gergege daha yakin
sonuglar verdigini gosterecegiz. Sonuglart vermeden Once karsilastirma yapacagimiz
niimerik yontemlerin semalarini kisaca ele alalim.

Asagidaki SDD' yi nimerik olarak ¢ézelim:

dX(t) = AX(t)dt + uX(t)dwW (t), X(0) = x,, 0<t<T.

1 < n < Nolmak Uzere [0, T] araliginin At = % genisligi N tane esit araliga boliinsiin:
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O=t0<t1<<tN=T, AWn=th+1_Wt

Euler-Maruyama metodunun uygulanisi su sekildedir:

Yn+1 = Yn + A(yn)At + U(yn)AWn-

Burada y,, X in t,, noktasindaki yaklasik degerini gostermektedir. Ayrica, AW, rassal
degiskenler, bagimsiz ve esit olarak dagitilmis normal rassal degiskenlerdir. N(0,A,)
beklenen degeri sifir ve varyanst An dir ve

E(AW,) =0, E((AW,)?) = A,

olarak ifade edilir.

Milstein yakinsama yontemi ise
1 . 5
Yogr = Yo + A(V)AL + p(V) AW, + El’l(yn).u (V) ((AWR)* — At)

biciminde elde edilir. Ayrica mertebe hesabi igin hatanin beklenen degerine ihtiyag

olmaktadir. Gii¢lii yakinsama kuralindan

E|X — XN| < cAt?

yazilabilir. p sayis1 mertebeyi gostermektedir. Bu esitsizlik iizerine biraz islem yapilirsa
log,E|X — XN| < log, c + plog, At

log,E|X — XN| - log, c
log, At ~ log, At

+p

elde edilir.
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Burada 2225 oran cok kiiclik oldugundan 1082¢ ~ 0 alirsak mertebemiz yaklasik
log, At log, At
olarak
log,E|X — XV|
p= log, At olur [25].

Ornek 6.1. Yukarida sectigimiz SDD' yi ele alalim.

{ dX = AXdt + uXdw,

X(0) = X,

Bu denklemin gercek ¢6zumu,

1
X(t) = X(0)exp ((/1 - Euz) t+ uW(t))

olarak bilinmektedir [26].

Gergek ¢oziimii bildigimizden dolay1 niimerik sonuglari yorumlamamiz kolay olacaktir.

Euler-Maruyama yontemi uygulanarak elde edilen sema,
Xi+1 = Xi + /1X1At + ‘LleAW,

Milstein yontemi uygulanarak elde edilen sema,
1
Xi+1 = Xi + /1X1At + ‘LleAW + E‘LLZXL((AW)Z - At),

seklindedir. Simdi de daha gilizel bir sonu¢ elde etmeyi bekledigimiz Runge-Kutta

yontemine odaklanalim. Mertebe kosullar1 dikkate alinirsa asagidaki tablo elde edilir:

Deterministik kisim i¢in



N| = ©

ve stokastik kisim igin

wIlN
(e) (e}

N
Bl w|win

alalim.

A=0.5 ve u=1 segelim. Sekil 6.1. deki sonug elde edilir. Problemin u ye kars1 hassasiyetini

gormek i¢in farkli u degerleri i¢in sonuglara bakalim.
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Sekil 6.1. SDD' nin 1=0.5 ve u=1 icin Runge-Kutta yaklasik ¢6ziimii
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Sekil 6.2. SDD' nin A=0.5 ve u=2 i¢in Runge-Kutta yaklasik ¢oziimii
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Sekil 6.3. SDD' nin 1=0.5 ve u=5 i¢in Runge-Kutta yaklasik ¢6zimi
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Sekil 6.4. SDD' nin A=5 ve u=5 icin Runge-Kutta yaklasik ¢oziimii

Sekil 6.1.-6.4. e bakilirsa eger u degeri 5 gibi secildiginde bile niimerik sonug¢ yakinsak
degildir.

Ornek 6.2. Simdi de problemi biraz daha karmasik segelim.

dX = A(1 — X)Xdt + pXdw,

X(0) = X,

t €[0,1] olsun. A =2, u=1 ve X, = 0.5 olarak secelim. Niimerik ¢o6ziim Sekil 6.5.
deki gibi olur.
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Sekil 6.5. Ornek 6.2. nin A = 2, p = 1 i¢in Runge-Kutta yaklasik ¢oziimii

Beklenen mertebe degerini bulmak i¢in Monte-Carlo yonteminde 6rneklem sayisint m=500
alalim. Her bir Monte-Carlo simiilasyonunda hatay1 err = |X(1) — XV| olarak t=1
noktasinda hesaplayalim. At = 2711,2710,279 278 27 olacak sekilde 5 farkli adim
boyutunda hatamizi 6lgelim.

Euler-Maruyama metodu Milstein metodu
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Sekil 6.6. Ornek 6.2. nin Euler ve Milstein yaklasik ¢oziimlerinin hata degerleri
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Sekil 6.6. da goriildiigii lizere problemin Euler ve Milstein yontemleriyle ¢oziimlerinden
elde edilen hata degerleri hesaplanmistir. Milstein metodunun hatasi biraz daha diisiik
olmakla beraber grafikte elde edilen dogru egimleri de ufak degisiklikler gostermektedir.
Milstein'in egimi biraz daha biiyiiktiir. Zaten beklenen mertebe degeri Euler-Maruyama 0.5
iken Milstein igin 1 dir. Ayn1 degerler segilerek Runge-Kutta yontemi ile ¢oziildiigiinde
Sekil 6.7. deki sonug elde edilir. Hatanin oldukca diisiik ¢iktig1 goriilmektedir.
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Sekil 6.7. Ornek 6.2. nin Runge-Kutta yaklasik ¢oziimiiniin hata degeri

Bu problem pu degerine gore hassasiyet gostermektedir. Sebebi ise ikinci terim stokastik
oldugundan dolayr u blyldikce sonu¢ givenilmez olur. u degeri azaldik¢a ise sonug
deterministik hale daha yaklasir ve hata degeri diiser. Sekil 6.8. de u = 0.1, Sekil 6.9.
da u =0.5, Sekil 6.10. da =1 ve Sekil 6.11. de u =4 se¢ilmektedir. Bu deger
biiytlidiik¢e hata degeri de biiyiikmektedir.
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Sekil 6.8. Ornek 6.2. nin Runge-Kutta yaklasik ¢dziimiiniin u = 0.1 igin hata degeri

10° Runge’-Kutta
"
g 1
) 10- -
E
>
IS
(@]
B 42
- 10
@
[ =
<o
e
®
o
£
S 103}
©
o

104

1073 1072 107!
At

Sekil 6.9. Ornek 6.2. nin Runge-Kutta yaklasik ¢oziimiiniin u = 0.5 icin hata degeri
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Sekil 6.10. Ornek 6.2. nin Runge-Kutta yaklasik ¢oziimiiniin u = 1 icin hata degeri
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Sekil 6.11. Ornek 6.2. nin Runge-Kutta yaklasik ¢oziimiiniin p = 4 icin hata degeri
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, SDD' in nimerik ¢dzlmleri igin Stokostik Runge-Kutta metodunun elde edilisi

ve uygulamalari tizerinde durulmustur.

Bilindigi tizere Adi denklemlerde oldugu gibi niimerik metotlarin mertebeleri yakinsaklik
acisindan onem tagimaktadir. Niimerik yontemler Taylor seri agilimi yardimiyla belli bir
yerden kesilerek elde edilir. Mertebeyi ne kadar artirirsak sonuca gitmek ¢ok daha zor
olacaktir. Bunun sebebi de yiiksek mertebeden tiirev hesabi ile karsilasilmasidir. Runge-
Kutta yontemleri bu sikintiy1 tiirevler i¢in yakinsaklik yontemine bagvurarak ¢ézmektedir.

Hem daha yiiksek yakinsaklik mertebesi hem de daha kolay hesaplama sunmaktadir.

SDD' lerde Runge-Kutta yontemini uygulayip mertebe kosullarini elde etmek i¢in SDD'
nin integral denklemi kullanilmaktadir. Sebebi de daha Once bahsedildigi {izere rassal

degiskenin tlirevli olmamasidir.

[tb-Taylor seri agilimi1 yazilarak mertebe kosullar1 elde edilmistir. Fakat islem kolayligi
acisindan Stratonovich integrallerine doniisiim yapilarak islemler yapilmistir.

Elde edilen nimerik tabloyu test etmek icin bilindik finansal denklemler nimerik olarak
¢oziilmiistir. Runge-Kutta yonteminden elde edilen sonu¢ Euler-Maruyama ve Milstein
yontemleriyle karsilastirilmistir. Beklendigi lizere niimerik hata daha diisiik ve sayede
mertebe daha yiiksek olarak elde edilmistir. Niimerik uygulamalarda MATLAB

programlama dili kullanilmistir.

Ileriye doniik ¢alismalar icin Runge-Kutta yonteminin kararlilik analizi yapilabilir. Ayrica,

stokastik kismi diferensiyel denklemlerin Runge-Kutta ile ¢gozumleri incelenebilir.
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