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ÖZET

Bu çal�³mada, bir üreteç yard�m�yla reel say�lar cismine e³de§er olan, s�ral� cisimlerde

de§er alan ve üretilen iç çarp�mlar diye adland�r�lan dönü³ümler tan�mlanm�³t�r. Bu

tan�mdan yola ç�karak klasik iç çarp�m uzay teorisinin bir geni³lemesi olarak üretilen iç

çarp�m uzaylar�n�n temel özellikleri incelenmi³tir. Seçilen üreteçlere göre üretilen vektör

uzaylar ve üretilen iç çarp�m uzaylar� incelenmi³, yeni kavramlar�n farkl�l�klar� ortaya

ç�kar�lm�³ ve bu kavramlar üzerine birtak�m sonuçlar verilmi³tir. Üretilen iç çarp�m

uzaylar�n�n yap�s�n�n operatörlerin karakteristik özelliklerini belirledi§i gösterilmi³tir.
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ABSTRACT

In this study, transformations, which are equivalent to real numbers with a generator,

are called the inner products which are valued and produced in sequential objects.

Based on this de�nition, the main characteristics of the inner product spaces produced

as an expansion of the classical inner product space theory were investigated. The
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structure of the inner product spaces produced determines the characteristics of the
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1. G�R��

�nsano§lunun gö§e bak�p güne³ sisteminin ve ötesinin mekanizmas�n� anlama arzusu

sonucunda kalkülüs geli³tirildi. Newton ile Leibniz'in ellerinde gezegenlerin

hareketlerini hesaplamak için kullan�ld�. Günümüzde kalkülüs de§i³imi tan�mlamay�,

ölçmeyi ve anlamay� istedi§imiz her yerde kar³�m�za ç�kmaktad�r. Kalkülüs'ün temel

�kri; de§i³imini ölçtü§ümüz bir niceli§in, de§i³kenlerin de§erine dayand�§� �kridir.

Kalkülüs problemlerinin temelleri antik Yunan dönemine kadar gitse de, Newton ile

Leibniz, Kalkülüs'ü birbirinden ba§�ms�z olarak ke³feden ilk matematikçiler olarak

an�l�r.

Newton ile Leibniz'in ke³fetti§i kalkülüsün birbirini tamamlayan iki yönü vard�r:

��ntegral Kalkülüs� ve �Diferansiyel Kalkülüs�. Bunlar asl�nda bir madalyonun iki

yüzünü olu³turur; aralar�nda ters bir ili³ki vard�r. Diferansiyel Kalkülüs �ay�rmak�la,

�ntegral Kalkülüs ise �birle³tirmek�le ilgilidir. Diferansiyel Kalkülüsün ba³l�ca amac�

de§i³im oran�n�, yani de§i³imin ne kadar h�zl� ya da yava³ gerçekle³ti§ini ölçmektir;

bu orana �türev� denir. Türevi bulma sürecine ise �diferansiyel alma� denir [1].

Non-Newtonyan kalkülüs, Newton ve Leibniz'in klasik kalkülüslerine bir alternatif

olarak Grossman ve Katz taraf�ndan üretildi. Klasik kalkülüs yerine non-Newtonyan

kalkülüs üreteçlere dayanan farkl�la³ma ve entegrasyon araçlar� sunar. Klasik

kalkülüsteki her özellik non-Newtonyan kalkülüste bir analo§a sahiptir. Genel olarak,

non-Newtonyan kalkülüs, aritmetikler üzerinden ara³t�r�labilecek problemlere farkl�

bir bak�³ aç�s� kazand�ran bir metodolojidir. Matematik alan�nda çok çe³itli

kullan�mlar� mevcut olmakla birlikte, fen bilimleri, �zik ve mühendislik alanlar�nda

uygulamalar� mevcuttur. Non-Newtonyan kalkülüs özellikle geometrik ve bigeometrik

analizlerde yayg�n olarak kullan�lm�³t�r. Baz� durumlarda örne§in, ücret oran� (dolar

cinsinden, euro vb.) ile ilgili problemlerde, klasik newtonyan kalkülüsün yerine

bigeometrik analizde kullan�lmas� için bir tür non-Newtonyan kalkülüs kullan�lm�³t�r

[2].

S�n�rs�z say�da non-Newtonyan kalkülüs vard�r. Bununla birlikte, non-Newtonyan
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kalkülüs, klasik kalkülüsten belirgin bir ³ekilde farkl�d�r. Örne§in, klasik olmayan bir

aritmetik olan geometrik aritmeti§i hesaplamak için geometrik, anageometrik ve

bigeometrik kalkülüsleri kullanabiliriz. Ayr�ca, iyi bilinen harmonik ortalaman�n do§al

ortalama oldu§u, klasik olmayan bir aritmetik olan harmonik aritmetik, anaharmonik

ve biharmonik kalkülüsleri olu³turmak için kullan�labilir [3]. Ayr�ca non-Newtonyan

kalkülüste α-üreteci exp al�n�rsa, Rexp içindeki artimetik ortalama R içindeki

geometrik ortalamaya denk olur. Harmonik ortalama ve kuadratik ortalama ise

s�ras�yla harmonik ve kuadratik kalkülüs ortalamalar� ile ilgilidir.

Aritmetik, matemati§in say�lar aras�ndaki ili³kilerini inceleyen ve bu ili³kileri

incelerken kar³�la³�lan problemleri dört temel i³lem yard�m�yla hesaplama yöntemidir.

Tüm aritmetikler yap�sal olarak birbirine e³de§er olsa da, non-Newtonyan kalkülüsler

arac�l�§�yla baz� alternati�er olu³turup onlar� farkl�la³t�rabiliriz. Ancak aritmetiklerin

kullan�m�n�n faydalar� bunlarla s�n�rl� de§ildir. Farkl� aritmetikler üretmek bize, �zik

kurallar�n�n daha kolay anla³�lmas� ve yeni ölçü sisteminin geli³tirilmesi gibi farkl�

kolayl�klar da sa§lar.

Bu tezde kullan�ld�§�m�z α-aritmetik, üretilen vektör uzaylar, üretilen iç çarp�m uzaylar�

ve bu uzaylar üstünde tan�mlanan tüm i³lemleri ve operatörleri α-üretecine uygulayan

bir aritmetiktir.

Bu tezde öncelikle baz� α-aritmetikler tan�t�l�p, klasik aritmetikteki temel i³lemlerin

α-aritmetikteki temel i³lemlere (α-toplama, α-ç�karma, α-çarpma ve α-bölme) nas�l

dönü³türüldü§ü, bu i³lemlerle seçilen üreteçlere göre farkl�l�k gösterebilen birim

elemanlar ve etkisiz elemanlar tan�mlan�p, α-s�ralama ba§�nt�s� kurularak α-aritmetik

olu³turulmu³tur. Farkl� üreteçler kullan�larak elde edilen birbirinden ba§�ms�z farkl�

aritmetik örnekleri verilmi³tir. Fonksiyonel analiz alan�ndaki baz� tan�m, teorem,

lemma ve e³itsizlikler, klasik aritmetikten farkl� olarak, α-üreteci yard�m�yla yeniden

yorumlanm�³t�r. Daha sonra, bu tezin as�l amac� olan üretilen vektör uzaylar ve

üretilen iç çarp�m uzaylar� incelenmi³tir. Böylece α-vektör uzaylar ve α-iç çarp�m

uzaylar� tan�mlan�p, bu tan�mlamalar üzerine birtak�m sonuçlar verilmi³tir. Yap�lan

tan�mlamalar ve bulunan sonuçlar, α-normlu uzay ve α-metrik uzay tan�mlar�
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kullan�larak kar³�la³t�r�lm�³t�r. α-üreteci yard�m�yla iç çarp�m ve vektör uzaylar�ndaki

bilinen lineerlik, s�n�rl�l�k ve ortogonallik gibi kavramlar geli³tirilmi³tir. α-s�n�rl�l�k,

α-lineerlik ve α-geren kavramlar� yeniden olu³turulup, α-lineer dönü³ümler üzerinde

birtak�m teoremler verilmi³tir. Sonras�nda ortogonallik ve ortonormallik kavramlar�

α-üretecine göre yeniden yorumlanm�³, ilgili teoremler ispatlanm�³ ve bu konu üzerine

örneklere yer verilmi³tir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Aritmetik, R'nin bir alt kümesinde s�ral� cisim ³artlar�n�n tamam�n� sa§layan bir

sistemdir. Yap�sal olarak birbirine denk yani izomorf olan sonsuz say�da aritmetik

vard�r. Birbirine izomorf olan iki aritmeti§in kullan�m olarak farkl�l�klar� vard�r. α

üreteci, tan�m kümesi R, görüntü kümesi R'nin (Rα ile gösterilen) bir alt kümesi olan

bir birebir e³lemedir. Her aritmetik bir tek üreteç taraf�ndan üretilir, tersine her

üreteçten bir tek aritmetik elde edilir. Üretecin temel görevi R üzerinde tan�mlanm�³

ikili i³lemler ve s�ralama olmak üzere kavramlar� farkl�la³t�rmakt�r. α üreteci

yard�m�yla, Rα üstünde tan�mlanan temel olarak dört çe³it ikili i³lemden

bahsedilebilir. Bunlardan ikisi α-toplama ve α -çarpma i³lemleri her x, y ∈ Rα için

x
α
+ y = α(α−1(x) + α−1(y)) (2.1)

x
α· y = α(α−1(x) · α−1(y))

biçiminde tan�mlan�r. Bu i³lemler ile birlikte, 0α = α(0) say�s� α-toplamaya göre, 1α =

α(1) say�s� ise α-çarpmaya göre etkisiz elemanlard�r. Ayr�ca herhangi bir x ∈ Rα için

α
−x = α(−1) α· x = α(−α−1(x)) (2.2)

say�s�na x say�s�n�n α-negati� veya α-toplama i³lemine göre tersi; herhangi bir x ∈

Rα\{α(0)} için

x
α
−1α = 1

α

/x = α(1/α−1(x)) (2.3)

say�s�na ise x say�s�n�n α-çarpma i³lemine göre tersi denir. Bu i³lemler arac�l�§�yla Rα

kümesi üzerindeki α-ç�karma ve α-bölme i³lemleri her x, y ∈ Rα için

x
α
− y = x

α
+ (

α
−y) = α(α−1(x)− α−1(y))

x
α

/ y = x
α·
(
1
α

/ y

)
= α (α−1(x)/α−1(y)) (y 6= α(0))

(2.4)
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biçiminde tan�mlan�r. α üreteci yard�m�yla Rα kümesi üzerinde farkl� s�ralamalar da

tan�mlanabilir. Ancak üretecin monotonlu§u, artan veya azalan olmas� önemli bir rol

oynar. Elde edilen s�ralama bilinen s�ralama ile çak�³abilece§i gibi farkl�l�kta

gösterebilir. Özellikle α üreteci monoton iken her x, y ∈ Rα için α-s�ralama

x
α

6 y ⇔


α−1(x) 6 α−1(y) , α artan

α−1(x) > α−1(y) , α azalan
(2.5)

biçiminde tan�mlan�r. Bu i³lemler ve s�ralama ile Rα görüntü kümesi tam s�ral� bir

cisim olur. α üretecinin monoton olmad�§� durumlarda da α-s�ralama tan�m�

yap�labilir ve bu tan�mlama Rα kümesinin uygun alt kümelerine parçalan�³� ile elde

edilir (Bu alt kümelere yukar�daki s�ralamaya benzer ³ekilde, α üretecinin

k�s�tlan�³�n�n monoton olmas� durumunda benzer bir s�ralama olu³turulabilir). Rα bu

durumda k�smî s�ral� bir cisim olur.

α üreteci vas�tas�yla Rα üzerinde tan�mlad�§�m�z i³lemler ve s�ralama ile

olu³turdu§umuz bu s�ral� cisimlere α-aritmetik ad� verilir. �imdi birkaç α-aritmetik

örne§i inceleyelim.

Örnek

(a) I birim fonksiyonu RI = R üzerinde klasik aritmeti§i üretir.

(b) Üstel fonksiyon exp ise Rexp = R+ üzerinde geometrik aritmeti§i üretir. Her x, y ∈

R+ için

x
exp
+ y = x · y, x

exp
· y = xln y = ylnx

³eklinde tan�mlanan ikili i³lemler ve

x
exp

6 y ⇔ lnx 6 ln y

ile verilen s�ralama ba§�nt�s�yla R+ tam s�ral� bir cisimdir.
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(c) R üzerinde q-aritmetik ad� verilen sonsuz say�da aritmetik tan�mlayabiliriz. R'den

R 'ye s�f�rdan farkl� herhangi bir q reel say�s� için

α(x) =


x1/q , x > 0

0 , x = 0

−(−x)1/q , x < 0

biçiminde tan�ml� α üretecini ele al�rsak bu üretecin tersi

α−1(x) =


xq , x > 0

0 , x = 0

−(−x)q , x < 0

dir. Burada q farkl� de§erler ald�kça sonsuz say�da birbirinden farkl� α-aritmetik

tan�mlanabilir.

Örne§in q = 1 al�rsak, α-aritmetik bildi§imiz klasik aritmetik ile çak�³�rken, q = −1

al�nd�§� durumda ise harmonik aritmetik üretilmi³ olur. Tüm durumlarda

x
α
+ y =

√
x2 + y2, x

α· y = xy

ikili i³lemleri ve

x
α

6 y ⇔ x 6 y

s�ralama ba§�nt�s� ile Rα tam s�ral� bir cisimdir. Özel olarak q = 2 al�n�rsa

α(x) =


√
x , x > 0

0 , x = 0

−
√

(−x) , x < 0

elde edilen aritmeti§e quadratik aritmetik ad� verilir.
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Herhangi bir α-aritmeti§in (veya herhangi bir Rα s�ral� cisminin) s�f�r� 0α oldu§undan,

α-aritmetikte pozitif ve negatif say�lar�n kümeleri bilinenden farkl� olabilir. Ba³ka bir

deyi³le,

R+
α =

{
x | 0α

α

6 x ve x ∈ Rα

}
ve R−α =

{
x | x

α

6 0α ve x ∈ Rα

}
(2.6)

biçiminde tan�mlanan R+
α ve R−α kümeleri, α üretecine göre farkl�l�k gösterebilir.

Meselâ, örnek (b)'de R+
exp = (1,∞) ve R−exp = (0, 1) iken (c)'deki quadratik aritmetik

için R+
q = (0,∞) ve R−q = (−∞, 0) olur.

Herhangi bir x ∈ R+
α say�s�na α-pozitif say� ve herhangi bir x ∈ R−α say�s�na ise de

α-negatif say� denir.

�kili i³lemlerin de§i³mesine ba§l� olarak say�lar�n kuvvetleri ve kökleri de de§i³ebilir.

Rα daki bir x say�s�n�n α-karesi

x2α = x
α· x = α

(
[α−1(x)]

2
)

olur. Tümevar�m yöntemi ile herhangi bir m do§alsay�s� i çin bir x say�s�n�n m.

dereceden α-kuvveti

xmα = α
(
[α−1(x)]

m)
olarak tan�mlan�r. Benzer ³ekilde herhangi bir x ∈ Rα\{0α} say�s� için

x
α
−2α = 1

α

/ x2α

= 1
α

/
(
x
α· x
)

= 1
α

/ α
(
[α−1(x)]

2
)

= α
(
[α−1(x)]

−2
)
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olur. Ayr�ca herhangi bir x ∈ R+
α ∪ {0α} say�s�n�n α-karekökü

α√
x = α

(√
α−1(x)

)

biçiminde tan�mlan�r. Genelle³tirmek gerekirse, herhangi bir n > 2 tamsay�s� için Rα

kümesindeki bir x eleman�n�n n. dereceden α-kökü (e§er mevcut ise);

α
n
√
x = x(1/n)α

= x1α
α

/nα

= α
(

n
√
α−1(x)

)
say�s�d�r. Poziti�ik ve negati�ik kavramlar� de§i³iklik gösterdikçe, mutlak de§er

kavram�nda da de§i³iklikler görülebilir. Rα kümesinin herhangi bir x eleman�n�n

α-mutlak de§eri ³u ³ekilde ifade edilebilir:

|x|α =
α√
x2α = α(|α−1(x)|) =


x , x

α
> 0α

0α , x = 0α

α
−x , x

α
< 0α

. (2.7)

Reel say�lar için verilen üreteç tan�m�n� kompleks say�lar için de geni³letebiliriz. Cβ,

R'nin bir alt kümesi olmak üzere, α : R → Cα üretecine kar³�l�k birebir ve örten

β : C → Cβ dönü³ümü tan�mlayal�m. z = x + iy ∈ C, xα = α(x), yα = α(y),

iα =

α√
α
−1 = α(

√
−1) = α(i) olmak üzere

β(z) = xα
α
+ iα

α· yα (2.8)

biçiminde tan�mlanan β 'ya kompleks α-üreteci denir. Cβ'y� cisim yapan i³lemler

a, b, c, d ∈ Rα ve

z = a
α
+ iα

α· b ∈ Cβ

w = c
α
+ iα

α· d ∈ Cβ
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olmak üzere

z
β
+ w = (a

α
+ c)

α
+ iα

α· (b
α
+ d)

= α(α−1(a) + α−1(c) + i [α−1(b) + α−1(d)])

z
β
· w = (a

α· d
α
− b α· c)

α
+ iα

α· (a α· c
α
+ b

α· d)

= α([α−1(a) · α−1(d)− α−1(b) + α−1(c)] + i [α−1(a) · α−1(c) + α−1(b) · α−1(d)])

biçimde tan�mlan�r. Cβ üzerindeki
β

≤ s�ralamas� ise

z
β

≤ w ⇔


α−1(a) ≤ α−1(c) ve α−1(b) ≤ α−1(d) , α artan

α−1(a) ≥ α−1(c) ve α−1(b) ≥ α−1(d) , α azalan

(2.9)

ile verilir. Yukar�da tan�mlanan iki i³lem ve bu s�ralama ile Cβ tam s�ral� cisimdir.

Bu durumda Cβ'n�n biri ve s�f�r� s�ras�yla 1β = β(1 + i0) ve 0β = β(0 + i0) olur.

z = a
α
+ iα

α· b ∈ Cβ eleman�n�n α-e³leni§i
α
z = a

α
− iα

α· b biçiminde tan�mlan�r.

α ve β aras�ndaki farkl�l�klar sakl� tutulmak ko³ulu ile β'y� da α ile belirletip Rα ve Cα

cisimlerinin ortak gösterimi olarak Kα 'y� kullanaca§�z.
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3. �Ç ÇARPIM UZAYLARI

3.1. Tan�mlar ve Basit Sonuçlar

X bo³ olmayan bir küme olmak üzere, X içinde toplama

4
+ : X ×X → X

(x, y) → x
4
+ y

(3.1)

dönü³ümü ile, X içinde skaler ile çarpma ad� verilen

4
· : Kα ×X → X

(k, x) → k
4
· x

(3.2)

dönü³ümünü tan�mlayal�m. E§er bu dönü³ümler her x, y, z ∈ X ve her k, l ∈ Kα için

1) x
4
+ y = y

4
+ x

2) x
4
+ (y

4
+ z) = (x

4
+ y)

4
+ z

3) Her x ∈ X için x
4
+ 0 = x olacak biçimde bir 0 ∈ X var,

4) Her x ∈ X için x
4
+ x′ = 0α olacak biçimde bir x′ ∈ X var,

5) k
4
· (x

4
+ y) = (k

4
· x)

4
+ (k

4
· y)

6) (k
α
+ l)

4
· x = (k

4
· x)

4
+ (l

4
· x)

7) (k
α· l)

4
+ x = k

4
· (l

4
· x)

8) 1α
4
· x = x

ko³ullar�n� sa§l�yorsa X kümesine Kα üzerinde üretilen vektör uzay (α-vektör uzay�)
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ad� verilir.

xi, yi ∈ Kα olmak üzere x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn
α, y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Kn

α ve a ∈ Kα

olsun.

x
4
+ y = (x1

α
+ y1, ..., xn

α
+ yn)

a
4
· x = (a

α· x1, ..., a
α· xn)

tan�mlar� alt�nda Kn
α kümesi reel bir α-vektör uzay� olur.

Bir α-iç çarp�m uzay�, üzerinde α-iç çarp�m tan�mlanm�³ bir α-vektör uzay�d�r. Burada

sözü edilen α-iç çarp�m X×X den Kα cismi içine yap�lan bir dönü³ümdür. Bu durumun

ayr�nt�s�n� a³a§�daki tan�mla verelim.

3.1.1. Tan�m

X bir α-vektör uzay� olmak üzere, 〈 , 〉α : X ×X → Kα dönü³ümü, her x, y, z ∈ X ve

her α ∈ Kα için

1) 〈x, x〉α
α

> 0α

2) 〈x, y〉α =
α

〈y, x〉α

3)
〈
α
4
· x, y

〉
α
= α

α· 〈x, y〉α

4)
〈
x
4
+ y, z

〉
α

= 〈x, z〉α
α
+ 〈y, z〉α

özelliklerini sa§l�yorsa 〈 , 〉α dönü³ümüne α-iç çarp�m, (X, 〈 , 〉α) ikilisine de α-iç

çarp�m uzay� denir.

Bir α-iç çarp�m bazen skaler çarp�m olarak adland�r�labilir. α-iç çarp�m uzay� da

α-Öklid uzay�, α-ön-Hilbert uzay� olarak adland�r�labilir. Baz� kitaplarda 3) ve 4)

özellikleri
〈
x, α

4
· y
〉
α

= α
α· 〈x, y〉α ve

〈
x, y

4
· z
〉
α

= 〈x, y〉α
α
+ 〈x, z〉α ile yer
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de§i³tirebilir.

Ayr�ca 2) özelli§indeki üst çizgi kompleks e³leni§i ifade etmektedir. E§er 2)'de x = y

al�rsak 〈x, x〉α α-iç çarp�m� daima bir reel say� olur.

Benzer ³ekilde Rαuzay�n� ele al�rsak reel say�lardaki kompleks e³lenik kendine e³it

oldu§u için 2)'de 〈x, y〉α = 〈y, x〉α sa§lan�r.

3.1.2. Teorem

X bir α-vektör uzay� ve 〈 , 〉α : X×X → Kα bir α-iç çarp�m olmak üzere, her x, y, z ∈ X

ve her a, b ∈ Kα için

1)
〈
x, b

4
· y
〉
α
=

α

b
α· 〈x, y〉α

2)
〈
x, y

4
+ z

〉
α

= 〈x, y〉α
α
+ 〈x, z〉α

3) 〈x, 04〉α = 〈04, x〉α = 0α

4) Her x1, x2, ...xn, y ∈ X ve her a1, a2, ...an ∈ Kα için

〈
4-
∑n

i=1 ai
4
· xi, y

〉
α
= α-

∑n
i=1 ai

α· 〈xi, y〉α

5)
〈
x,4-

∑m
j=1 bj

4
· yj
〉
α
= α-

∑m
j=1

α

bj
α· 〈x, yj〉α

6)
〈
4-
∑n

i=1 ai
4
· xi, 4-

∑m
j=1 bj

4
· yj
〉
α
= α-

∑n
i=1 α-

∑m
j=1 ai

α·
α

bj
α· 〈xi, yj〉α

sa§lan�r.
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�spat

1)
〈
x, b

4
· y
〉
α

=

α〈
b
4
· y, x

〉
α

=

α

b
α· 〈y, x〉α

=
α

b
α·

α

〈y, x〉α

=
α

b
α· 〈x, y〉α

2)

〈
x, y

4
+ z

〉
α

=

α〈
y
4
+ z, x

〉
α

=

α

〈y, x〉α
α
+ 〈z, x〉α

=
α

〈y, x〉α
α
+

α

〈z, x〉α

= 〈x, y〉α
α
+ 〈x, z〉α

3) 〈04, y〉α =

〈
04

4
+ 04, y

〉
α

= 〈04, y〉α
α
+ 〈04, y〉α

oldu§undan bu ifadenin sa§lanmas� için 〈04, y〉α = 0α olmas� gerekir.

4) Bu özelli§in sa§land�§�n� tümevar�m ile gösterelim. �lk olarak n = 1 olsun.

〈
M -
∑1

i=1 ai
4
· xi, y

〉
α
=
〈
a1

4
· x1, y

〉
α
= a1

α· 〈x1, y〉α

sa§lan�r. n = m için sa§land�§�n� kabul edelim. Acaba n = m+ 1 iç in sa§lan�r m�?
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〈
M -
∑m+1

i=1 ai
4
· xi, y

〉
α

=

〈
M -

∑m
i=1 ai

4
· xi

4
+ am+1

4
· xm+1, y

〉
α

=
〈
M -
∑m

i=1 ai
4
· xi, y

〉
α

α
+
〈
am+1

4
· xm+1, y

〉
α

= α-
∑m

i=1 ai
α· 〈xi, y〉α

α
+ am+1

α· 〈xm+1, y〉α

= α-
∑m+1

i=1 ai
α· 〈xi, y〉α

5) Benzer ³ekilde tümevar�m yöntemi ile gösterilir.

Örnek

Kn
α α-vektör uzay� üzerinde n-bile³enli kompleks say�lar ile

〈x, y〉α = α-
∑n

i=1 xi
α·
α
yi

biçiminde tan�mlanan 〈· , · 〉αdönü³ümünün bir α-iç çarp�m oldu§unu gösterelim.

Burada x = (x1, x2, ..., xn) ve y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Kn
α dir.

1) 〈x, x〉α = α-
∑n

i=1 xi
α·

α
xi = α-

∑n
i=1 |xi|

2α
α

α
> 0α

2)
α

〈y, x〉α = α-

α∑n
i=1 yi

α·
α
xi

= α-
∑n

i=1

α

yi
α·
α
xi

= α-
∑n

i=1

α
yi

α· xi

= 〈x, y〉α
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3)
〈
a
4
· x, y

〉
α

= α-
∑n

i=1 a
α· xi

α·
α
yi

= α-
∑n

i=1 xi
α·
α
yi

= α 〈x, y〉α

4) z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Cn
β olmak üzere ;

〈
x
4
+ y, z

〉
α

= α-
∑n

i=1(xi
α
+ yi)

α·
α
zi

= α-
∑n

i=1(xi
α·

α
zi

α
+ yi

α·
α
zi)

= α-
∑n

i=1 xi
α·

α
zi

α
+ α-

∑n
i=1 yi

α·
α
zi

= 〈x, z〉α
α
+ 〈y, z〉α

Yukar�da tan�mlanm�³ olan α-iç çarp�ma Cn
β taraf�ndan üretilmi³ α-iç çarp�m denir.

Dikkat edilmelidir ki

〈x, y〉α = a-
∑n

i=1 xi
α· yi

e³itli§i Cn
β α-vektör uzay� için tan�mlanm�³ α-iç çarp�m ile tan�mlamak yeterli

olmayacakt�r. Ama bu e³itlik Rn
α reel vektör uzay�ndaki tan�mlanan α-iç çarp�m ile

sa§lan�r.

Burada x
α· y = x1

α· y1

α
+ x2

α· y2

α
+ x3

α· y3 e³itli§ini yazabiliriz.(Öklid α-iç çarp�m�)

Örnek

�imdi `2
αvektör uzay�n� ele alal�m. x = (x1, x2, ...) ∈ `2

α olmak üzere a-
∑∞

i=1 |xi|
2α
α serisi

ile 〈x, y〉α = a-
∑∞

i=1 xi
α·
α
yi α-iç çarp�m�n� tan�mlayabiliriz.

Cauchy-Schwarz e³itsizli§ini kullanal�m. x, y ∈ `2
α olmak üzere; e§er m ≤ n ise
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∣∣∣α-∑n
i=m xi

α·
α
yi

∣∣∣
α

α

6 α-
∑n

i=m

∣∣∣xi α· αyi∣∣∣
α

= α-
∑n

i=m |xi|α
α· |yi|α

α

6

α√
α-
∑n

i=m |xi|
2α
α

α·
α√

α-
∑n

i=m |yi|
2α
α

1)-2)-3)-4) özellikleri Cn
β'de yapt�§�m�z α-iç çarp�m uzay�ndaki gibi sa§lan�r.

3.1.3. Tan�m

α ve β iki üreteç olmak üzere x0 ∈ Rα ve f : Rα → Rβ olsun. ε
β
> 0β için

∣∣∣x α
− x0

∣∣∣
α

α
< δ

iken

∣∣∣∣f(x) β
− f(x0)

∣∣∣∣
β

β
< ε olacak biçimde δ

α
> 0α varsa f 'ye x0 noktas�nda (α, β )-

süreklidir denir. α = β iken f , x0 noktas�nda α-süreklidir. f , Rα'n�n bir A altkümesinin

tüm noktalar�nda (α, β)-sürekli ise f 'ye A üzerinde (α, β)-süreklidir denir.

3.1.4. Tan�m

α üreteç ve X'de Kα üzerinde bir α-vektör uzay� olmak üzere ‖·‖α : X → Rα dönü³ümü

her x, y ∈ X ve her k ∈ Kα için

1) ‖x‖α = 0α ⇐⇒ x = 0α

2)
∥∥∥k 4· x∥∥∥

α
= |k|α

α· ‖x‖α

3)

∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥
α

α

≤ ‖x‖α
α
+ ‖y‖α

özelliklerini sa§l�yorsa bu dönü³üme α-norm, (X, ‖·‖α) ikilisine de α-normlu uzay denir.

Örnek

Kn
α vektör uzay� x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn

α için
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‖x‖α =

α√
α-

n∑
k=1

|xk|2αα = α

(√
n∑
k=1

|α−1(xk)|2
)

ile tan�ml� α-norm ile bir α-normlu uzayd�r. Bu norm Kn
α uzay�n�n do§al normudur. Bu

uzay üzerinde tan�mlanabilecek di§er norm

‖x‖α =
α

max1≤k≤n |xk|α = α (max1≤k≤n |α−1(xk)|)

olur.

Örnek

`2
α α-vektör uzay� her x = (x1, x2, ...) eleman� için

‖x‖2α
=

α√
α -

∞∑
k=1

|xk|2αα

ile tan�ml� norm ile α-normlu uzayd�r. Her x ∈ `α2 için `α2 uzay�n�n tan�m�ndan

‖x‖2α
normu sonludur.

Cn
β, Rn

α ve `2
α uzaylar�nda 〈x, x〉α = ‖x‖2α

α α-normuyla ili³kili α-iç çarp�m

tan�mland�§�na dikkat edilmelidir.

Bir [a, b]α kapal� aral�§�nda α-sürekli fonksiyonlar�n C ([a, b]α) kümesi her

x, y ∈ C ([a, b]α) ve k ∈ Kα için t ∈ [a, b]α iken

(k
4
· x)(t) = k

α· x (t)
(
x
4
+ y

)
(t) = x (t)

α
+ y (t)

(
x
4
+ y

)
(t) = x (t)

α
+ y (t)

i³lemleriyle C([a, b]α) α-vektör uzay�d�r.
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Örnek

C([a, b]α) α-vektör uzay� ve x ∈ C ([a, b]α) olmak üzere

‖x‖α =
α

maxa≤t≤b |x(t)|α

ile tan�ml� norm ile α-normlu uzayd�r ve bu norm C([a, b]α) uzay�n�n α-düzgün

normudur. Ayn� uzay

‖x‖α = α-
α(b)∫
α(a)

|x(t)|α dt = α

(
α−1(b)∫
α−1(a)

|α−1(x(t))| dt

)

ve

‖x‖α =

α√
b∫
a

(x(t))2αdt

α-normlar�yla da α-normlu uzayd�r.

Örnek

[a, b]α üzerinde x, y α-sürekli fonksiyonlar olmak üzere

〈x, y〉α = α−
∫ α(b)

α(a)
x(t)

α· y(t)dt

α-iç çarp�m� tan�mlan�r. (t ∈ [a, b]α) Burada x = y al�n�rsa

〈x, x〉α = α-
∫ α(b)

α(a)
x(t)

α· x(t)dt = α-
∫ α(b)

α(a)
(x(t))2αdt

sa§lan�r.

Bu da C2 ([a, b]α) uzay�nda ‖x‖
2α
α normunu gösterir.
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C2 ([a, b]α) uzay� bir α-iç çarp�m uzay�d�r.
(
‖x‖α =

α√
〈x, x〉α, x ∈ X

)

Örnek

‖x‖α =
α√
〈x, x〉α ifadesinin α-norm aksiyomlar�n� sa§lad�§�n� gösterelim.

Her x, y ∈ X ve her a ∈ K için;

N1) x = 0α ise 〈04, 04〉α = 0α ve x 6= 0α ise 〈x, x〉α
α
> 0α

N2)

α√〈
a
4
· x, a

4
· x
〉
α

=

α√
a
α·

α
a

α· 〈x, x〉α

=

α√
|a|2αα

α· 〈x, x〉α

= |a|α
α·

α√
〈x, x〉α

N3) Cauchy-Schwarz e³itsizli§ini kullanarak gösterelim. |〈x, y〉α|
2α
α

α

6 〈x, x〉α
α· 〈y, y〉α

〈
x
4
+ y, x

4
+ y

〉
α

= 〈x, x〉α
α
+ 〈x, y〉α

α
+ 〈y, x〉α

α
+ 〈y, y〉α

= 〈x, x〉α
α
+ 〈x, y〉α

α
+

α

〈x, y〉α
α
+ 〈y, y〉α

= 〈x, x〉α
α
+ 2α

α· 〈x, y〉α
α
+ 〈y, y〉α

α

6 〈x, x〉α
α
+ 2α

α· |〈x, y〉α|α
α
+ 〈y, y〉α

α

6 〈x, x〉α
α
+ 2α

α·
α√

〈x, x〉α
α· 〈y, y〉α

α
+ 〈y, y〉α
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=

( α√
〈x, x〉α

α
+

α√
〈y, y〉α

)2α

Örnek

oldu§undan

α√〈
x
4
+ y, x

4
+ y

〉
α

α

6
α√
〈x, x〉α

α
+

α√
〈y, y〉α bulunur.

3.1.5. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme olmak üzere dα : X×X → Rα dönü³ümü her x, y, z ∈ X için

1) dα(x, y) = 0α ⇔ x = y

2) dα(x, y) = dα(y, x)

3) dα(x, y)
α

≤ dα(x, z)
α
+ dα(z, y)

aksiyomlar�n� sa§l�yorsa dα fonksiyonuna üretilen metrik veya α-metrik, (X, dα) ikilisine

de üretilen metrik uzay ya da α-metrik uzay denir.

Benzer ³ekilde bir metrik verildi§inde α-metrik uzay kullan�larak α-normlu uzay elde

edilebilir.

dα(x, y) =

∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥
α

, x, y ∈ X

Cn
α,Rn

α, `
2
α ve C2 ([a, b]α) α-iç çarp�m uzaylar�n�n yan� s�ra α-normlu uzay ve

α-metrik uzayd�r.
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3.1.6. Teorem

(Genel Cauchy-Schwarz E³itsizli§i) Bir α-iç çarp�m ve buna kar³�l�k gelen α-norm

|〈x, y〉α|α
α

6 ‖x‖α
α· ‖y‖α e³itsizli§ini gerçekler.

�spat

E§er y = 04 ise e³itsizlik a³ikard�r.

y 6= 04 olsun. O zaman ‖y‖α
α
> 04 sa§lan�r. a bir skaler olmak üzere;

04
α

6

∥∥∥∥x 4+ a
4
· y
∥∥∥∥2α

α

=

〈
x
4
+ a

4
· y, x

4
+ a

4
· y
〉
α

= 〈x, x〉α
α
+
〈
x, a

4
· y
〉
α

α
+
〈
a
4
· y, x

〉
α

α
+
〈
a
4
· y, a

4
· y
〉
α

= 〈x, x〉α
α
+

α
a

α· 〈x, y〉α
α
+ a

α· 〈y, x〉α
α
+ a

α·
α
a

α· 〈y, y〉α

= ‖x‖2α
α

α
+ a

α·
α

〈x, y〉α
α
+

α
a

α·
(
〈x, y〉α

α
+ a

α· ‖y‖2α
α

)

a =
α
−〈x, y〉α

α

/ ‖y‖2α
α olarak seçelim.

04
α

6 ‖x‖2α
α

α
− 〈x, y〉α

α

/ ‖y‖2α
α

α·
α

〈x, y〉α

α
−

α

〈x, y〉α
α

/ ‖y‖2α
α

α·
(
〈x, y〉α

α
− 〈x, y〉α

α

/ ‖y‖2α
α

α· ‖y‖2α
α

)
α

6 ‖x‖2α
α

α
−
(
〈x, y〉α

α·
α

〈x, y〉α
)
α

/ ‖y‖2α
α

= ‖x‖2α
α

α
− |〈x, y〉α|

2α
α

α

/ ‖y‖2α
α

ayr�ca

|〈x, y〉α|
2α
α

α

6 ‖x‖ 2α
α

α· ‖y‖2α
α
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oldu§undan

|〈x, y〉α|α
α

6 ‖x‖α
α· ‖y‖α

bulunur.

3.1.7. Teorem

(Paralelkenar Özde³li§i) Bir α-iç çarp�m uzay�ndan al�nan herhangi iki x ve y elemanlar�

için

∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥2α

α

α
+

∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥2α

α

= 2α
α·
(
‖x‖2α

α

α
+ ‖y‖2α

α

)
e³itli§i sa§lan�r.

�spat

Her x, y ∈ X için

∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥2α

α

=

〈
x
4
+ y, x

4
+ y

〉
α

= 〈x, x〉α
α
+ 〈x, y〉α

α
+ 〈y, x〉α

α
+ 〈y, y〉α

= ‖x‖2α
α

α
+ ‖y‖2α

α

α
+ 〈x, y〉α

α
+ 〈y, x〉α

ve benzer ³ekilde

∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥2α

α

=

〈
x
4
− y, x

4
− y
〉
α

= 〈x, x〉α
α
− 〈x, y〉α

α
− 〈y, x〉α

α
+ 〈y, y〉α

= ‖x‖2α
α

α
+ ‖y‖2α

α

α
− 〈x, y〉α

α
− 〈y, x〉α
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oldu§undan

∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥2α

α

α
+

∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥2α

α

= ‖x‖2α
α

α
+ ‖y‖2α

α

α
+ 〈x, y〉α

α
+ 〈y, x〉α

α
+ ‖x‖2α

α

α
+ ‖y‖2α

α

α
− 〈x, y〉α

α
− 〈y, x〉α

= 2α
α·
(
‖x‖2α

α

α
+ ‖y‖2α

α

)
elde edilir.

Paralelkenar özde³li§ini sa§lamayan α-norm α-iç çarp�m uzay� de§ildir.�imdi bununla

ilgili bir örnek verelim.

Örnek

C ([a, b]α) uzay�n� ele alal�m. C ([a, b]α) uzay� paralelkenar özelli§ini sa§lamad�§�ndan

bir α-iç çarp�m uzay� de§ildir. ‖x‖α =
α

max0≤t≤1 |x(t)|α , t ∈ [a, b]α ile tan�mlanan α-

normun bir α-iç çarp�mdan elde edilemeyece§ini gösterelim.

x(t) = 1α ve y(t) =
(
t
α
− a
) α

/
(
b
α
− a
)
alal�m.

‖x‖α = 1α ve ‖y‖α = 1α olur.

Bu durumda

x(t)
α
+ y(t) = 1α

α
+
(
t
α
− a
) α

/
(
b
α
− a
)
⇒
∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥
α

= 2α

x(t)
α
− y(t) = 1α

α
−
(
t
α
− a
) α

/
(
b
α
− a
)
⇒
∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥

α

= 1α

oldu§undan
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∥∥∥∥x 4+ y

∥∥∥∥2α

α

α
+

∥∥∥∥x 4− y∥∥∥∥2α

α

= 5α

2α
α·
(
‖x‖2α

α

α
+ ‖y‖2α

α

)
= 4α

olur. Dolay�s�yla, yukar�da tan�manan α-normdan α-iç çarp�m elde edilemez.

3.1.8. Tan�m

Rα veya Cα uzay�nda ‖·‖α = |·|α normuna göre bir {xn} dizisi için ‖xn‖α = |xn|α
α

≤Mα

olacak biçimde Mα ∈ R+
α varsa {xn} dizisine α-s�n�rl�d�r denir.

3.1.9. Tan�m

Rα kümesinden bir (an) dizisi al�ns�n ve a ∈ Rα olsun. Her ε
α
> 0α için n

α
> nε iken∣∣∣an α

− a
∣∣∣
α

α
< ε olacak biçimde bir nε say�s� varsa (an) dizisi a say�s�na α-yak�nsar denir

ve α-lim an = a veya an
α→ a yaz�l�r. Her ε

α
> 0α için n

α
> nε iken an

α
> ε (veya an

α
<

α
−ε)

olacak biçimde bir nε say�s� varsa, (an) dizisi α-sonsuza (veya eksi α-sonsuza) yakla³�r

denir ve α-lim an =∞α (veya α-lim an =
α
−∞α ) yaz�l�r.

3.1.10. Teorem

(xn) ve (yn) bir α-iç çarp�m uzay�nda diziler olmak üzere, e§er xn
α→ x ve yn

α→ y

olacak ³ekilde x, y ∈ Cα varsa o zaman 〈xn, yn〉α
α→ 〈x, y〉α sa§lan�r.

�spat

Hipotezden xn
α→ x oldu§undan

∥∥∥∥xn 4− x∥∥∥∥
α

α→ 0α oldu§unu söyleyebiliriz. Bir α-iç

çarp�m uzay�nda α-norm bu uzaydan al�nan her w eleman� için
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‖w‖α =
α√
〈w,w〉α³eklinde tan�ml�d�r. �imdi 〈xn, yn〉α

α→ 〈x, y〉α oldu§unu gösterelim.

〈xn, yn〉α
α
− 〈x, y〉α = 〈xn, yn〉α

α
− 〈xn, y〉α

α
+ 〈xn, y〉α

α
− 〈x, y〉α

=

〈
xn, yn

4
− y
〉
α

α
+

〈
xn
4
− x, y

〉
α

oldu§undan

∣∣∣〈xn, yn〉α α
− 〈x, y〉α

∣∣∣
α

=

∣∣∣∣〈xn, yn 4− y〉
α

α
+

〈
xn
4
− x, y

〉
α

∣∣∣∣
α

α

6

∣∣∣∣〈xn, yn 4− y〉
α

∣∣∣∣
α

α
+

∣∣∣∣〈xn 4− x, y〉
α

∣∣∣∣
α

α

6 ‖xn‖α
α·
∥∥∥∥yn 4− y∥∥∥∥

α

α
+

∥∥∥∥xn 4− x∥∥∥∥
α

α· ‖y‖α

= 0α

sa§lan�r. Burada xn α-s�n�rl� oldu§undan ‖xn‖α
α

6 Mα olacak ³ekilde Mα ∈ Rα vard�r.

O halde 〈xn, yn〉α
α→ 〈x, y〉α sa§lan�r.

3.2. Ortonormal Vektörler

Bu bölümde bir α-iç çarp�m tan�mlayarak iki α-vektör aras�ndaki aç�dan bahsedece§iz.

E§er bu α-vektör çiftini s�f�rdan farkl� olacak ³ekilde

x = (x1, x2, x3) ve y = (y1, y2,y3) olarak al�rsak bu vektörlerin skaler çarp�m�

x4 y = x1
α· y1

α
+ x2

α· y2

α
+ x3

α· y3

ile tan�mlan�r ve bu vektörler aras�ndaki aç�ya w dersek (0α
α

≤ w
α

≤ πα)
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cosw = (x4 y)
α

/
(
‖x‖α

α· ‖y‖α
)

=
(
x1

α· y1

α
+ x2

α· y2

α
+ x3

α· y3

) α

/

 α√
x2

1

α
+ x2

2

α
+ x2

3

α·
α√

y2
1

α
+ y2

2

α
+ y2

3


³eklinde tan�mlan�r. Cauchy-Schwarz e³itsizli§inin bir sonucu olarak bu aç� daima

vard�r, çünkü

α
−1α

α

6 〈x, y〉α
α

/
(
‖x‖α

α· ‖y‖α
) α

6 1α

e³itsizli§i sa§lan�r. Ters kosinüs fonksiyonunun tan�m�ndan w ∈ [0a, πa]a olur.

3.2.1. Tan�m

(X, 〈, 〉α) bir α-iç çarp�m uzay� olmak üzere x, y ∈ X için 〈x, y〉α = 0α oluyorsa x

vektörü y vektörüne α-diktir denir ve bu diklik x
α

⊥y ile gösterilir. Ayr�ca x ve y

vektörlerine α-ortogonal vektörler denir. X'in bo³tan farkl� alt kümesi S olmak üzere,

her x, y ∈ S (x 6= y) için x
α

⊥y ve ek olarak her x ∈ X için ‖x‖α = 1α ise S kümesine

α-ortonormal küme ad� verilir.

Burada dikkat edilmelidir ki x
α

⊥y ise 〈y, x〉α =
α

〈x, y〉α = 0α oldu§undan ayn� zamanda

y
α

⊥x sa§lan�r. Ayr�ca α-iç çarp�m uzay�ndaki her x için 0α
α

⊥x olaca§� aç�kt�r.

Örnek

R3
exp uzay�nda x1 = (e, 1, 1) , x2 = (1, e, 1) ve x3 = (1, 1, e) ise A = {x1, x2, x3} kümesi

α-ortonormal kümedir.

Örnek

`2
α α-iç çarp�m uzay�nda {(e, 1, 1, 1, ...), (1, e, 1, 1, ...), (1, 1, e, 1, ...), ...} kümesi

α-ortonormal bir kümedir. Bu kümenin herhangi bir alt kümesi de `2
α de

α-ortonormal kümedir.
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Örnek

α- artan ve C ([a, b]α) = {f : [α−1 (a) , α−1 (b)]
α→ R, f α-sürekli fonksiyon} iken

C
(
[
α
−πα, πα]α

)
aral�§�nda α-sürekli fonksiyonlar uzay�n�n alt kümesi

S = {α(cos t), α(cos 2t), α(cos 3t), ...} (a 6 t 6 b) için m,n ∈ N iken

〈cosmt, cosnt〉α = α−
∫ α(π)

α(−π)
cosmt

α· cosntdt =

 πα , m = n

0α , m 6= n

ele alal�m.

i)Özel olarak α = exp al�rsak;

C ([a, b]exp) = {f | f : [a, b]exp → Rexp, f exp -sürekli}

= {f | f : [ea, eb]→ (0,∞) , f exp -sürekli}

üretecini göz önüne alal�m.

f ∈ C ([−π, π]exp) = {f | f : [e−π, eπ]→ (0,∞) , f exp-sürekli} olmak üzere

S = {ecos t, ecos 2t, ecos 3t, ...} olur.

〈ecosmt, ecosnt〉exp = exp
(
α-
∫ α(π)

α(−π)
ln (ecosmt)

α· ln (ecosnt) dt
)

= exp
(
α-
∫ α(π)

α(−π)
cosmt

α· cosntdt
)

= exp
(
α-
∫ α(π)

α(−π)
cosmt

α· cosntdt
)

=

 eπ , m = n

1 , m 6= n

m 6= n iken 〈ecosmt, ecosnt〉exp = 1 = 0exp oldu§undan S kümesi α-exp ortogonaldir.
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ii) Özel olarak

α : R → (−1, 1)

x → α (x) = x / (1 + |x|)

üretecini gözönüne alal�m. Bu durumda

C ([a, b]α) = {f | f : [a / (1 + |a|) , b/ (1 + |b|)]→ (−1, 1) , f α-sürekli}

olur.

f ∈ C ([a, b]α) = {f | f : [−π/ (1 + π) , π/ (1 + π)]→ (−1, 1) , f α-sürekli} ve

S = {cos t / (1 + |cos t|) , cos 2t / (1 + |cos 2t|) , ...} al�n�rsa;

α−1 (−1, 1)→ R

α−1 (x) = x/ (1− |x|)

olur. Bu durumda;

〈cosmt / (1 + |cosmt|) , cosnt / (1 + |cosnt|)〉α

= α-
∫ α(π)

α(−π)
cosmt / (1 + |cosmt|) α· cosnt / (1 + |cosnt|) dt

= α
(∫ α(π)

α(−π)
α−1 (cosmt / (1 + |cosmt|)) · α−1 (cosnt / (1 + |cosnt|)) dt

)

=

 π/ (1 + π) , m = n

0 , m 6= n

0α = 0 oldu§undan S kümesi α-ortogonaldir.
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3.2.2. Tan�m

X α-vektör uzay�n�n {x1, x2, ..., xn} ∈ X alt kümesi için k1

4
· x1

4
+k2

4
· x2

4
+...

4
+kn

4
· xn = 04

iken k1 = k2 = ... = kn = 04 oluyorsa bu kümeye α-lineer ba§�ms�z küme denir.

3.2.3. Tan�m

S, V α-vektör uzay�n�n bo³tan farkl� bir alt kümesi olmak üzere

a) S'nin sonlu alt kümelerinin hepsi α-lineer ba§�ms�z ise S kümesi α-lineer

ba§�ms�zd�r.

b) V α-vektör uzay�n�n her bir eleman� v1, v2, ..., vn vektörlerinin α-lineer birle³imi

olarak ifade ediliyorsa v1, v2, ..., vn vektörleri V 'yi α-gerer denir. Üstelik,

S = {v1, v2, ..., vn} ise S kümesi V 'yi α-gerer denir ve α-geren S = V ile gösterilir.

Örnek

C ([a, b]α) reel α-vektör uzay�nda sonsuz bir küme S = {α (1) , α (t) , α (t2) , α (t3) , ...}

(α (a)
α

6 t
α

6 α (b)) olsun. [a, b]α üzerinde S deki sonlu say�da vektörlerin α-lineer

kombinasyonu bir polinom fonksiyonu oldu§undan S kümesi α-lineer ba§�ms�zd�r.

3.2.4. Teorem

Bir α-iç çarp�m uzay�nda s�f�rdan farkl� α-vektörlerin α-ortogonal kümesi α-lineer

ba§�ms�zd�r.

�spat

Bir S α-ortogonal kümesini ele alal�m ve S'nin herhangi sonlu bir alt kümesi

{x1, x2, x3,..., xn} olsun. a1, a2, ..., an skalerleri için a1

4
· x1

4
+ a2

4
· x2

4
+ ...

4
+ an

4
· xn = 04
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oldu§unu kabul edelim. E³itli§in her iki taraf�n� i = 1, 2, 3, ..., n iken xi ile iç çarparsak

〈
a1

4
· x1

4
+ a2

4
· x2

4
+ ...

4
+ an

4
· xn, xi

〉
α

= 〈04, xi〉α = 0α

ve böylece

a1
α· 〈x1, xi〉α

α
+ a2

α· 〈x2, xi〉α
α
+ ...

α
+ an

α· 〈xn, xi〉α = 0α

elde edilir. {x1, x2, x3,..., xn} α-ortogonal bir küme ve her i için xi 6= 0α oldu§undan sol

taraftaki α-iç çarp�mlar�n hepsi s�f�rdan farkl�d�r, yani ai
α· 〈xi, xi〉α 6= 0α sa§lan�r. Bu

durumda her i için ai = 0α oldu§undan {x1, x2, x3,..., xn} kümesi α-lineer ba§�ms�zd�r.

3.2.5. Teorem

X α-iç çarp�m uzay�n�n say�labilir alt kümelerinden olu³an α-lineer ba§�ms�z

α-vektörlerin kümesi S olsun. α-SpT = α-SpS olacak biçimde X uzay� içinde bir T

α-ortogonal kümesi vard�r.

�spat

α-SpS = X oldu§unu kabul edelim. Böyle bir varsay�m� dikkate al�rsak teoremdeki T

kümesi X uzay�n�n 0α vektörünü içerir. Fakat α-Sp(T\ {0α}) = α-SpT olaca§� aç�kt�r.

S�f�rdan farkl� α-vektörlerin olu³turdu§u α-ortogonal küme X'i α-gerer ve bir önceki

teoreme göre bu α-ortogonal küme α-lineer ba§�ms�zd�r.

Bu teorem bize bundan daha fazlas�n� söyler. Buna göre X'in sonlu boyutlu olmas�na

ve S'nin de sonlu bir alt küme olmas�na gerek yoktur. Bu ispat bize S kümesinden

yola ç�karak T kümesinin in³a edilebile§ini verir. Bu metot Gram-Schmidt

α-ortonormalle³tirme metotu olarak bilinir.

S sonlu küme iken α-SpT = α-SpS e³itli§inin gerçeklendi§i a³ikard�r. S kümesi

{x1, x2, ...} biçiminde sonsuz bir küme olsun. Her k ∈ Na için S alt uzay� içinde X'i
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α-geren bir küme {z1, z2, ...} olmak üzere

yk =

(
zk
α

/ ‖zk‖α
)

α· (‖zk‖α 6= 0α)

al�n�rsa her k için ‖yk‖α = 1α oldu§undan T = {y1, y2, ...} kümesi α-ortonormal küme

olur ve α-SpS = α-SpT sa§lan�r. Bu süreci ad�m ad�m genelle³tirerek gösterece§iz.

�lk olarak, a21 bir skaler ve 〈z2, z1〉α = 0α iken z1 = x1 ve z2 = x2

α
+ a21

α· z1 alal�m.

Burada

〈x2, z1〉α
α
+ a21

α· 〈z1, z1〉α =

〈
x2

4
+ a21

4
· z1, z1

〉
α

= 〈z2, z1〉α

= 0α

oldu§undan

a21 =
α
−〈x2, z1〉α

α

\ ‖z1‖2α
α

olur.

Burada dikkat edilmelidir ki ‖z1‖α 6= 0α d�r. (Aksi takdirde x1 = 0α ve dolay�s�yla S

kümesi α-lineer ba§�ml� olur.)

�kinci ad�m olarak 〈z3, z1〉α = 0α ve 〈z3, z2〉α = 0α iken

z3 = x3

α
+ a32

α· z2

α
+ a31

α· z1

alal�m.



33

Burada

〈x3, z1〉α
α
+ a32

α· 〈z2, z1〉α
α
+ a31

α· 〈z1, z1〉α =

〈
x3

4
+ a32

4
· z2

4
+ a31

4
· z1, z1

〉
α

= 〈z3, z1〉α

= 0α

ve

〈x3, z2〉α
α
+ a32

α· 〈z2, z2〉α
α
+ a31

α· 〈z1, z2〉α =

〈
x3

4
+ a32

4
· z2

4
+ a31

4
· z1, z2

〉
α

= 〈z3, z2〉α

= 0α

oldu§undan

a31 =
α
−〈x3, z1〉α

α

\ ‖z1‖2α
α ve a32 =

α
−〈x3, z2〉α

α

\ ‖z2‖2α
α

bulunur. Burada dikkat edilmelidir ki ‖z2‖α 6= 0α d�r.

(Aksi taktirde z2 = x2

α
+ a21

α· x1 = 0α ve dolay�s�yla x2 =
α
−a21

α· x1 olur ki, durumda S

α-lineer ba§�ml� olur.) Bu ³ekilde yeterince devam edildi§inde n. ad�m olarak z1 = x1

ve

zn = xn
α
+ α-

n−1∑
i=1

ani
α· zi, n = 2, 3, ...

yaz�labilir ve tümevar�mla,

ani =
α
−〈xn, zi〉α

α

\ ‖zi‖2α
α

sa§lan�r.
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Yine benzer ³ekilde ‖zi‖α 6= 0 αd�r. (Aksi takdirde {x1, x2, ..., xi} α-lineer ba§�ml� küme

olurdu.) Di§er yandan, herhangi bir m = 1, 2, ..., n− 1 için

〈zn, zm〉α =

〈
xn
4
+ α-

∑n−1
i=1 ani

∆· zi, zm
〉
α

= 〈xn, zm〉α
α
+ α-

∑n−1
i=1 ani

α· 〈zi, zm〉α

= 〈xn, zm〉α
α
+ anm

α· 〈zm, zm〉α

= 〈xn, zm〉α
α
−
(
〈xn, zm〉α

α

\ ‖zm‖2α
α

)
α· ‖zm‖2α

α

= 0α

oldu§undan her m,n ∈ Nα (m 6= n) için 〈zn, zm〉α = 0α olur. O halde X içinde

{z1, z2, ...} α-ortogonal bir kümedir. Her zn vektörü x1, x2, ..., xn vektörlerinin α-lineer

kombinasyonu ve her xn vektörü de z1, z2, .. ., zn vektörlerinin α-lineer kombinasyonu

³eklinde yaz�labilirler. Bu ise α-SpT = α-SpS oldu§unu söyler. Bu da ispat� tamamlar.

3.2.6. Teorem

X α-iç çarp�m uzay�nda α-lineer ba§�ms�z vektörlerin kümesi {x1, x2, ...} verilsin.

z1 = x1 ve her n = 2, 3, ... için

zn = xn
α
− α-

∑n−1
i=1

(
〈xn, zi〉α

α

\ ‖zi‖2α
α

)
α· zi

ve

yn = zn
α

\ ‖zn‖α

olsun. O halde X uzay�nda {y1, y2, ...} kümesi α-ortonormal bir kümedir.
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P0(t) =
α√
2α

α

/ 2α

= α

(
α−1

(
α√
2α

)
/ α−1 (2α)

)

= α
(
α−1

(
α
(√

α−1 (2α)
))

/ α−1 (2α)
)

= α
(√

α−1 (2α) / α
−1 (2α)

)

= α
(√

2 / α−1 (2α)
)

= α
(√

2 / 2
)

P1(t) =
α√
6α

α

/ 2α

= α
(√

α−1 (6α)
) α

/ 2α

= α
(
α−1α

(√
α−1 (6α)

)
/ α−1 (2α)

)

= α
(√

α−1 (6α)/ α
−1 (2α)

)

= α
(√

6/ 2
)

P2(t) =

(
α√
10α

α

/4α

)
α· (3α

α· t2α
α
− 1α)

= α
(√

10/ 4
) α· α(3t2 − 1)

= α
(
α−1

(
α
(√

10/ 4
))
· α−1 (α(3t2 − 1))

)
= α

((√
10/ 4

)
· (3t2 − 1)

)
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P3(t) =

(
α√
14α

α

/4α

)
α· (5α

α· t3α
α
− 3α

α· t)

= α
(√

14/4
)
α· α (5t3 − 3t)

= α
(
α−1

(
α
(√

14/4
))
· α−1 (α (5t3 − 3t))

)

= α
((√

14/4
)
· (5t3 − 3t)

)

P4(t) =

((
3α

α·
α√
2α

)
α

/16α

)
α· (35α

α· t4α
α
− 30α

α· t2α
α
+ 3α)

= α
((
3
√
2/16

)
· (35t4 − 30t2 + 3)

)
biçiminde [

α
−1α, 1α]α aral�§� üstünde tan�mlanan α-Legendre polinomlar�

{P0, P1, P3, P4} kümesini ortonormal olarak gösterelim. Burada

〈Pi, Pj〉α = α-
∫ 1α
α
−1α

Pi(t)
α· Pj(t)dt i, j = 0, 1, 2, 3, 4

α- iç çarp�m�n� kullanaca§�z. Bu durumda i = 0, 1, 2, 3, 4 için

‖Pi‖α = α-
∫ 1α
α
1α

(Pi(t))
2αdt olur.

α-
∫ bα
aα
f (t) dt = α

(∫ bα
aα
α−1 (f (t)) dt

)
oldu§unu biliyoruz. i = 0 ve i = 2 için

‖P0‖α = α-
∫ 1α
α
−1α

(
P0(t)

α· P0(t)
)
dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α (α−1 (P0(t)) · α−1 (P0(t))) dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α
((√

2/2
)
·
(√

2/2
))
dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α (1/2) dt
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= α
(∫ 1

−1
α−1 (α (1/2)) dt

)

= α ((1/2)− (−1/2))

= α (1)

‖P2‖α = α-
∫ 1α
α
−1α

(
P2(t)

α· P2(t)
)
dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α (α−1 (P2(t)) · α−1 (P2(t))) dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α
(((√

10/ 4
)
· (3t2 − 1)

)
·
((√

10/ 4
)
· (3t2 − 1)

))
dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α ((90t4 − 60t2 + 10) /16) dt

= α
(∫ 1

−1
α−1 (α ((90t4 − 60t2 + 10) /16)) dt

)

= α
(∫ 1

−1
((90t4 − 60t2 + 10) /16) dt

)

= α ((1/16) (90t5/5− 60t3/3 + 10t))

= α ((1/16) (90/5− 60/3 + 10)− (−90/5) + 60/3− 10)

= α ((1/16) (8− (−8)))

= α ((1/16) 16)

= α (1)

= 1α

sa§lan�r.
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Benzer ³ekilde

‖P1‖α = ‖P3‖α = ‖P4‖α = 1α

bulunur. Di§er yandan

〈P0, P2〉α = α-
∫ 1α
α
−1α

P0(t)
α· P2(t)dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α (α−1 (P0(t)) · α−1 (P2(t))) dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α
((√

2/2
)
·
(√

10/4
)
· (3t2 − 1)

)
dt

= α-
∫ 1α
α
−1α

α
((
3
√
5t2 −

√
5
)
/ 4
)
dt

= α
(∫ 1

−1
α−1

(
α
((
3
√
5t2 −

√
5
)
/ 4
))
dt
)

= α
(∫ 1

−1

((
3
√
5t2 −

√
5
)
/ 4
)
dt
)

= α
((√

5/4
)
· 0
)

= α (0)

= 0α

oldu§undan P0

α

⊥P2 sa§lan�r. Benzer ³ekilde her i, j = 0, 1, 2, 3, 4 (i 6= j) için

〈Pi, Pj〉α = 0α

oldu§undan Pi
α

⊥Pj olur.
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4. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu tezde, bir üreteç yard�m�yla reel say�lar cismine e³de§er olan, s�ral� cisimlerde de§er

alan ve üretilen iç çarp�mlar diye adland�r�lan dönü³ümler tan�mland�. Tan�mlanan

bu dönü³ümler üzerinde seçilen üreteçlere göre yeni kavramlar�n farkl�l�klar� ortaya

ç�kar�l�p, bu dönü³ümlerin s�n�rl�l�klar�, ortonormallikleri, lineerlikleri incelendi ve bu

kavramlar üzerine birtak�m sonuçlar verildi. Bu çal�³man�n as�l amac� olan üretilen

vektör uzaylar ve üretilen iç çarp�m uzaylar�nda verilen baz� teoremler, ispatlar ve

örnekler seçilen üreteçlere göre yeniden yorumlanm�³t�r. Üretilen iç çarp�m uzaylar�n�n

yap�s� operatörlerin karakteristik özelliklerini belirledi. Elde edilenlerden yararlan�larak,

üretilen iç çarp�m uzaylar� ve üzerlerinde tan�ml� operatörlerin çal�³malar�na devam

edilip, bu tezde elde edilen geni³etilmi³ yoruma katk� sa§lanabilir.
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