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OZET

Bu calismada, bir iirete¢ yardimiyla reel sayilar cismine egsdeger olan, sirali cisimlerde
deger alan ve iiretilen i¢ ¢arpimlar diye adlandirilan doniigiimler tanimlanmigtir. Bu
tanimdan yola cikarak klasik i¢ carpim uzay teorisinin bir geniglemesi olarak iiretilen i¢
carpim uzaylarinin temel 6zellikleri incelenmigtir. Secilen iireteclere gore iiretilen vektor
uzaylar ve iiretilen i¢ carpim uzaylar1 incelenmis, yeni kavramlarin farkhiliklar: ortaya
cikarilmis ve bu kavramlar {izerine birtakim sonuclar verilmistir. Uretilen i¢c carpim

uzaylarinin yapisinin operatorlerin karakteristik 6zelliklerini belirledigi gosterilmigtir.
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1. GIRIS

Insanoglunun goge bakip giines sisteminin ve Gtesinin mekanizmasini anlama arzusu
sonucunda kalkiiliis geligtirildi. Newton ile Leibniz’in ellerinde gezegenlerin
hareketlerini hesaplamak icin kullanildi. Giiniimiizde kalkiiliis degigimi tanimlamayi,
Olcmeyi ve anlamayi istedigimiz her yerde karsimiza ¢ikmaktadir. Kalkiiliis’iin temel
fikri; degigsimini Olctiigiimiiz bir niceligin, degiskenlerin degerine dayandigi fikridir.
Kalkiiliis problemlerinin temelleri antik Yunan dénemine kadar gitse de, Newton ile
Leibniz, Kalkiiliis’ii birbirinden bagimsiz olarak kesfeden ilk matematikciler olarak

anilir.

Newton ile Leibniz’'in kegfettigi kalkiiliisiin birbirini tamamlayan iki yonii vardir:
“Integral Kalkiiliis” ve “Diferansiyel Kalkiiliis”. Bunlar ashnda bir madalyonun iki
yiiziinii olusturur; aralarinda ters bir iligki vardir. Diferansiyel Kalkiiliis “ayirmak”la,
Integral Kalkiiliis ise “birlestirmek’le ilgilidir. Diferansiyel Kalkiiliisiin baglica amaci
degigim oranini, yani degisimin ne kadar hizli ya da yavag gerceklestigini 6lgmektir;

bu orana “tiirev” denir. Tiirevi bulma siirecine ise “diferansiyel alma” denir [1].

Non-Newtonyan kalkiiliis, Newton ve Leibniz’in klasik kalkiiliislerine bir alternatif
olarak Grossman ve Katz tarafindan iiretildi. Klasik kalkiiliis yerine non-Newtonyan
kalkiiliis iireteclere dayanan farklilasma ve entegrasyon araclarn sunar. Klasik
kalkiiliisteki her 6zellik non-Newtonyan kalkiiliiste bir analoga sahiptir. Genel olarak,
non-Newtonyan kalkiiliis, aritmetikler iizerinden arastirilabilecek problemlere farkh
bir bakig acis1 kazandiran bir metodolojidir. Matematik alaninda c¢ok cegitli
kullanimlar1 mevcut olmakla birlikte, fen bilimleri, fizik ve miihendislik alanlarinda
uygulamalar1 mevcuttur. Non-Newtonyan kalkiiliis 6zellikle geometrik ve bigeometrik
analizlerde yaygimn olarak kullamilmigtir. Bazi durumlarda érnegin, iicret orani (dolar
cinsinden, euro vb.) ile ilgili problemlerde, klasik newtonyan kalkiiliisiin yerine

bigeometrik analizde kullanilmasi icin bir tiir non-Newtonyan kalkiiliis kullanilmigtir

2].

Siirsiz sayida non-Newtonyan kalkiiliis vardir. Bununla birlikte, non-Newtonyan



kalkiiliis, klasik kalkiiliisten belirgin bir sekilde farkhdir. Ornegin, klasik olmayan bir
aritmetik olan geometrik aritmetigi hesaplamak ic¢in geometrik, anageometrik ve
bigeometrik kalkiiliisleri kullanabiliriz. Ayrica, iyi bilinen harmonik ortalamanin dogal
ortalama oldugu, klasik olmayan bir aritmetik olan harmonik aritmetik, anaharmonik
ve biharmonik kalkiiliisleri olugturmak i¢in kullanilabilir [3]. Ayrica non-Newtonyan
kalkiiliisste o-iireteci exp alimirsa, Rey, i¢indeki artimetik ortalama R ic¢indeki
geometrik ortalamaya denk olur. Harmonik ortalama ve kuadratik ortalama ise

sirasiyla harmonik ve kuadratik kalkiiliis ortalamalar ile ilgilidir.

Aritmetik, matematigin sayilar arasindaki iligkilerini inceleyen ve bu iligkileri
incelerken kargilagilan problemleri dért temel iglem yardimiyla hesaplama yontemidir.
Tiim aritmetikler yapisal olarak birbirine esdeger olsa da, non-Newtonyan kalkiiliisler
araciligiyla bazi alternatifler olusturup onlar farkhlagtirabiliriz. Ancak aritmetiklerin
kullaniminin faydalar1 bunlarla sinirh degildir. Farkli aritmetikler iiretmek bize, fizik
kurallarinin daha kolay anlasilmasi ve yeni 6l¢ii sisteminin geligtirilmesi gibi farkh

kolayliklar da saglar.

Bu tezde kullanildigimiz a-aritmetik, iiretilen vektor uzaylar, iiretilen i¢ carpim uzaylar:
ve bu uzaylar iistiinde tamimlanan tiim iglemleri ve operatorleri a-iiretecine uygulayan

bir aritmetiktir.

Bu tezde oncelikle baz1 a-aritmetikler tanitilip, klasik aritmetikteki temel islemlerin
a-aritmetikteki temel iglemlere (a-toplama, a-gikarma, a-garpma ve a-bolme) nasil
doniigtiiriildiigii, bu islemlerle secilen iireteclere gore farklilik gdsterebilen birim
elemanlar ve etkisiz elemanlar tanimlanip, a-siralama bagintisi kurularak a-aritmetik
olugturulmustur. Farkl iiretecler kullanmilarak elde edilen birbirinden bagimsiz farkh
aritmetik Ornekleri verilmigtir. Fonksiyonel analiz alanindaki bazi tanim, teorem,
lemma ve egitsizlikler, klasik aritmetikten farkli olarak, a-iireteci yardimiyla yeniden
yorumlanmigtir. Daha sonra, bu tezin asil amaci olan iiretilen vektor uzaylar ve
iiretilen i¢c carpim uzaylar1 incelenmistir. Boylece a-vektor uzaylar ve a-i¢c carpim
uzaylart tanimlanip, bu tanimlamalar iizerine birtakim sonuclar verilmigtir. Yapilan

tanimlamalar ve bulunan sonuclar, a-normlu uzay ve a-metrik uzay tanimlar



kullanmilarak karsilagtirilmistir. a-iireteci yardimiyla i¢ carpim ve vektor uzaylarindaki
bilinen lineerlik, smirlilik ve ortogonallik gibi kavramlar geligtirilmigtir. a-smirhilik,
a-lineerlik ve a-geren kavramlari yeniden olusturulup, a-lineer déniigiimler iizerinde
birtakim teoremler verilmigtir. Sonrasinda ortogonallik ve ortonormallik kavramlar
a-liretecine gore yeniden yorumlanmas, ilgili teoremler ispatlanmis ve bu konu iizerine

orneklere yer verilmigtir.






2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Aritmetik, R’nin bir alt kiimesinde sirali cisim sartlarinin tamamini saglayan bir
sistemdir. Yapisal olarak birbirine denk yani izomorf olan sonsuz sayida aritmetik
vardir. Birbirine izomorf olan iki aritmetigin kullanim olarak farkliliklar1 vardir. «
tireteci, tamim kiimesi R, goriintii kiimesi R'nin (R, ile gosterilen) bir alt kiimesi olan
bir birebir eglemedir. Her aritmetik bir tek iirete¢ tarafindan iiretilir, tersine her
iiretecten bir tek aritmetik elde edilir. Uretecin temel gorevi R iizerinde tanimlanmis
ikili iglemler ve siralama olmak iizere kavramlar farklilagtirmaktir. « ireteci
yardimiyla, R, iistiinde tanimlanan temel olarak dort cesit ikili islemden

bahsedilebilir. Bunlardan ikisi a-toplama ve « -carpma iglemleri her z,y € R, icin

vty = ala”(z)+a(y)) (2.1)

bigiminde tanimlanir. Bu iglemler ile birlikte, 0, = «(0) sayis1 a-toplamaya gore, 1, =

a(1) sayisi ise a-carpmaya gore etkisiz elemanlardir. Ayrica herhangi bir = € R,, i¢in
—r=a(-1) 2 =a(—a"(z)) (2.2)

sayisina x sayisinin a-negatifi veya a-toplama islemine gore tersi; herhangi bir z €

R\ {a(0)} icin
ple = 17x =a(l/a"(x)) (2.3)

saylisina ise x saylisinin a-¢arpma igslemine gore tersi denir. Bu iglemler aracihigiyla R,

kiimesi iizerindeki a-¢cikarma ve a-bolme iglemleri her x,y € R, i¢in

«
. . (2.4)
fy=2° (1 /y) — a(a ' @)/a () (y# al0))



bi¢iminde tanimlanir. « iireteci yardimiyla R, kiimesi iizerinde farkl siralamalar da
tanimlanabilir. Ancak iiretecin monotonlugu, artan veya azalan olmasi énemli bir rol
oynar. Elde edilen siralama bilinen siralama ile c¢akigabilecegi gibi farklilikta

gosterebilir. Ozellikle « iireteci monoton iken her z,y € R, icin a-siralama

N al(r) <a'(y) , aartan
r<y & (2.5)
al(r) > aYy) , «aazalan

bigiminde tanmimlanir. Bu iglemler ve siralama ile R, goriintii kiimesi tam siral bir
cisim olur. « iiretecinin monoton olmadigl durumlarda da oa-siralama tanimi
yapilabilir ve bu tanimlama R, kiimesinin uygun alt kiimelerine parcalanisi ile elde
edilir (Bu alt kiimelere yukaridaki siralamaya benzer sekilde, « iiretecinin
kisitlaniginin monoton olmasi durumunda benzer bir siralama olugturulabilir). R, bu
durumda kismi sirali bir cisim olur.

« iireteci vasitasiyla R, iizerinde tanimladigimiz isglemler ve siralama ile
olugturdugumuz bu sirali cisimlere a-aritmetik adi verilir. Simdi birka¢ a-aritmetik

ornegi inceleyelim.

Ornek

(a) I birim fonksiyonu R; = R iizerinde klasik aritmetigi {iretir.

(b) Ustel fonksiyon exp ise Ry, = R iizerinde geometrik aritmetigi iiretir. Her z,y €

R* i¢in

exp exp

rty=a-y, v - y=a"=y"

xT

seklinde tanimlanan ikili iglemler ve

exp

r<ysShe<<lny

ile verilen siralama bagntisiyla R tam sirali bir cisimdir.



(¢) R iizerinde g-aritmetik ad1 verilen sonsuz sayida aritmetik tanimlayabiliriz. R’den

R ’ye sifirdan farkli herhangi bir ¢ reel sayisi igin

xl/a , x>0
alx) = 0 , =0

—(=x)Y1 | 2 <0
bigiminde taniml « iiretecini ele alirsak bu iiretecin tersi

x4 , x>0
a H(z) = 0 , =0

—(—z)? , <0

dir. Burada ¢ farklhh degerler aldikca sonsuz sayida birbirinden farkli a-aritmetik
tanimlanabilir.
Ornegin ¢ = 1 alirsak, a-aritmetik bildigimiz klasik aritmetik ile cakisirken, ¢ = —1

alindigr durumda ise harmonik aritmetik iiretilmig olur. Tiim durumlarda

x+y=/x>+1y>? xa-éy:a;y

ikili iglemleri ve

NS , £>0
alx) = 0 , =0

—/(=z) , <0

elde edilen aritmetige quadratik aritmetik adi verilir.



Herhangi bir a-aritmetigin (veya herhangi bir R, sirali cisminin) sifir1 0, oldugundan,
a-aritmetikte pozitif ve negatif sayilarin kiimeleri bilinenden farkli olabilir. Bagka bir
deyisle,

«

R+:{CE|OQ%IV€{L’€RQ} VeR;:{x|x%Oave$€Ra} (2.6)

bigiminde tammlanan R} ve R kiimeleri, a iiretecine gore farklik gosterebilir.

Mesela, érnek (b)’de RY, = (1,00) ve R = (0,1) iken (c)'deki quadratik aritmetik
igin R} = (0,00) ve R, = (—00,0) olur.
Herhangi bir z € R sayisina a-pozitif say1 ve herhangi bir x € R, sayisina ise de

a-negatif say1 denir.

Ikili islemlerin degigsmesine bagh olarak sayilarin kuvvetleri ve kokleri de degisebilir.

R, daki bir x sayisinin a-karesi

olur. Tiimevarim y6ntemi ile herhangi bir m dogalsayisi i ¢in bir x sayisinin m.

dereceden a-kuvveti
e = a ([ (@)]")
olarak tammmlanir. Benzer gekilde herhangi bir x € R, \{0,} says1 icin

S g

_ 1y (xaa:>

= 1/a (@)
= a(lo'@)?)

X



olur. Ayrica herhangi bir z € RY U {0,} sayisinin a-karekokii

Vi=a(va (@)

bi¢iminde tanimlanir. Genellegtirmek gerekirse, herhangi bir n > 2 tamsayisi i¢in R,

kiimesindeki bir = elemaninin n. dereceden a-kokii (eger mevcut ise);

67

0T = /e

sayisidir. Pozitiflik ve negatiflik kavramlar: degisiklik gosterdikce, mutlak deger
kavraminda da degisiklikler goriilebilir. R, kiimesinin herhangi bir = elemaninin

a-mutlak degeri su gekilde ifade edilebilir:

x , x>0,
2], = Vate = a(la™(@))) ={ 0, , 2=0, - (2.7)
39(: , T < 0n

Reel sayilar icin verilen iirete¢ tanimini kompleks sayilar icin de genisletebiliriz. Cg,
R’nin bir alt kiimesi olmak iizere, « : R — C, iiretecine kargilik birebir ve oOrten

B : C — Cz doniislimii tammlayahm. z = z + iy € C, z, = a(x), yo = a(y),

o = \/?1 = a(yv/—1) = a(i) olmak iizere
B(2) =2q + la * Ya (2.8)

biciminde tanimlanan 3 ’ya kompleks a-iireteci denir. Cg’y1 cisim yapan iglemler

a,b,c,d € R, ve

z = a—?—iaquC,g

w = cti,"deCs



10

olmak tizere

z<w & (2.9)

at(a) > a(c) ve a7(b) > a”(d) , a azalan

ile verilir. Yukarida tamimlanan iki iglem ve bu siralama ile Cg tam sirall cisimdir.
Bu durumda Cg'nin biri ve sifir1 sirasiyla 13 = £(1 +i0) ve 05 = 5(0 + ¢0) olur.

« - [0}
z=a+i,-be Cp elemaninin a-eslenigi z = a — i, “b bi¢iminde tanimlanir.

a ve [ arasindaki farkhiliklar sakh tutulmak kogulu ile 3’y1 da « ile belirletip R,, ve C,

cisimlerinin ortak gosterimi olarak K, “y1 kullanacagz.
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3. IC CARPIM UZAYLARI

3.1. Tanimlar ve Basit Sonuclar

X bog olmayan bir kiime olmak iizere, X i¢inde toplama

A
+ @ X xX =- X

A (3.1)
(zy) — x4y
doniistimii ile, X icinde skaler ile carpma ad1 verilen
T KexX o X
(3.2)

(k,z) S kS

doniigiimiinii tamimlayalim. Eger bu déniisiimler her x,y, 2 € X ve her k,[ € K, icin

A
3) Her z € X i¢in 4+ 0 = x olacak bi¢imde bir 0 € X var,

A
4) Her z € X i¢in z + 2’ = 0, olacak bigimde bir 2’ € X var,

DES@ry =k E Y

6) (ki) e=k2e) 50 )

kogullarini sagliyorsa X kiimesine K, iizerinde iiretilen vektor uzay (a-vektor uzay)
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ad1 verilir.

x;,y; € K, olmak tizere © = (x1,29,....,x,) € K, vy = (v1,Y2, .., Yn) € K ve a € K,

olsun.
AN « e
Qf+y - ($1 +y177$n+yn)
AN « «
a-x = (a-x,..,a- )

tanimlar altinda K? kiimesi reel bir a-vektor uzay: olur.
Bir a-i¢ ¢arpim uzayi, iizerinde a-i¢ carpim tanimlanmis bir a-vektor uzayidir. Burada
sozi edilen a-i¢ carpim X x X den K, cismi i¢ine yapilan bir doniigiimdiir. Bu durumun

ayrintisini agagidaki tanimla verelim.
3.1.1. Tanim

X bir a-vektor uzay1 olmak iizere, (, ), : X x X — K, doniisiimi, her z,y,z € X ve

her a € K,, i¢in

1) (z,z), § O

[\]
~—
—~
8
<
~
Q

I
—~
=

&
~
Q

1) <x Yy, z>a — (@), ),

ozelliklerini sagliyorsa (, ), doniisiimiine a-i¢ carpim, (X, (, ),) ikilisine de a-ig

«

carpim uzay1 denir.

Bir a-i¢ carpim bazen skaler carpim olarak adlandirilabilir. a-i¢ carpim uzay1 da

a-Oklid uzay1, a-6n-Hilbert uzayr olarak adlandirilabilir. Baz1 kitaplarda 3) ve 4)

[0}

«a A
ozellikleri <x,044y> = a - (z,y), ve <x,y . z> = (x,y), + (z,2), ile yer
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degigtirebilir.

Ayrica 2) ozelligindeki st ¢izgi kompleks eglenigi ifade etmektedir. Eger 2)’de 2 = y
alirsak (z,z), a-i¢ carpimi daima bir reel say1 olur.

Benzer sekilde R,uzayim ele alirsak reel sayilardaki kompleks eslenik kendine egit

oldugu i¢in 2)’de (z,y), = (y,z), saglanir.

3.1.2. Teorem

X bir a-vektor uzayi ve ( , ), : X xX — K, bir a-i¢ carpim olmak iizere, her z,y, z € X

ve her a,b € K, icin
1) <x,béy> =D C-’é(yc,y)a

2) <x,y$z> — (n 9§ (52,
3) <ZE,OA>Q = <OA,JZ>Q = Oa

4) Her 1, xq, .2,y € X ve her ay, as, ...a, € K, icin
n A n «
<A- Zizl a; - xz'7y>a = a—Zizl ai - <l’z',y>a
m A m 2
5) <$7A‘ Zj:l b; - yj>a = O“Zj:1 b - (z,y5),

6) <A‘ Doict @ Ty, D Zj:1 bj - yj>a = 02 =1 O“Zj:l @;

saglanir.
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Ispat

) (s0%), = (P,
= bq(zj,@a
-3,
~ 5 ),

= (ya), + (z,2),

e} «

= (g, 2), + (z2),

= (B,Y), +(7,2),
A
9 s, = (02 ¥ 08m)
= <OA7y>a + <OA7y>a
oldugundan bu ifadenin saglanmasi i¢in (0, ), = 0, olmasi gerekir.

4) Bu 6zelligin saglandigi tiimevarim ile gosterelim. 11k olarak n = 1 olsun.

A VAN o
<A ‘23:1 a; - xi,y> = <a1 : $1,y> =ay - (71,9),

[0}

saglanir. n = m i¢in saglandigini kabul edelim. Acaba n = m + 1 i¢ in saglanir mi1?



41 A AA A
<A'Z?il aj - %Z/> = <A “D it @i T Qg1 Ty, Y
(7
o

A

m A @
- <A ‘Zizl a; - xi>y> + <am+1 : $m+17y>

(03
« a «@
= o Z:’ll A T, Y) o+ Cmrt  (Tmi1, Yy
«
= a Z?:{l ai - (Ti, Y),
5) Benzer gekilde tiimevarim yontemi ile gosterilir.

Ornek

K} a-vektor uzayi iizerinde n-bilegenli kompleks sayilar ile
<x7y>a = Q_Z?:l € E

biciminde tanimlanan (- ,- ), doniigiimiiniin bir a-i¢ ¢arpim oldugunu

Burada = = (21,22, ..., 2,) ve y = (y1, Y2, .-, Yn) € K2 dir.

a @

o
) (@), = aXl, 5t 5= el S0,

= (,9),

15

gosterelim.
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3) <aéx,y>a = a—Z?:la?‘xiofi
= O“Z?ﬂmiq%
= a(z,y),

4) z = (21,22, .-, 2n) € C}j olmak iizere ;

= (2,2, T (1,2,

Yukarida tammlanmig olan a-i¢ garpima Cj tarafindan iiretilmig a-i¢ garpim denir.

Dikkat edilmelidir ki

egitligi Cj a-vektor uzayr igin tammlanmig a-i¢ garpim ile tanimlamak yeterli
olmayacaktir. Ama bu esitlik R? reel vektor uzayindaki tanimlanan a-i¢ carpim ile
saglanir.

a 67

Burada z “y = ;1 -y T To * Yo + a3 - y3 esitligini yazabiliriz.(Oklid a-i¢ carpimi)

Ornek

2a

o SErisl

Simdi 2 vektor uzayini ele alalim. @ = (21, 22, ...) € €2 olmak iizere a-y ;- ||

ile (z,y), =a-> oo, T ¢ 77 a-i¢ carpimin tanimlayabiliriz.

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanalim. x,y € ¢2 olmak iizere; eger m < n ise
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a @ «

Q- Z:L:m i - E < o Z:L:m

«

a @

67

ey
= o= Z?:m ’xi‘a ’ ’yi‘a

@ e
20 & 2
\/Oé— 27:711 |xi|aa ’ \/Oé— Z:L:m |yi’aa

INe

1)-2)-3)-4) ozellikleri Cjj’de yaptigimiz a-i¢ carpim uzayindaki gibi saglanir.

3.1.3. Tanim

N , P a
a ve [ iki iirete¢ olmak iizere 2o € R, ve f: R, — Rz olsun. € > 03 i¢in ‘{E — T

F(x) 2 flo)

B
siireklidir denir. o = 3 iken f, xg noktasinda a-siireklidir. f, R, 'nin bir A altkiimesinin

)

«

B a
iken < ¢ olacak bicimde 6 > 0, varsa f’ye xy noktasinda (a, 3 )-

tiim noktalarinda (o, §)-siirekli ise f’ye A iizerinde («, 3)-siireklidir denir.

3.1.4. Tanim

a iireteg ve X'de K, iizerinde bir a-vektor uzay: olmak tizere ||-|| , : X — R, doniigiimii

her z,y € X ve her k € K, icin

) z|l, = 0o <= =0,
A «a

2) 1% 2] =1kl el
AN et «

3 |lz+y|| <zl + Nyl

ozelliklerini sagliyorsa bu déniiglime a-norm, (X, [|-||,,) ikilisine de c-normlu uzay denir.

Ornek

K vektor uzayr x = (21, za, ..., x,) € K2 i¢in
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(07
n 2 n 2
[zl = (o= 22 [exly” = a | ) 22 la= ()]
k=1 k=1

ile tanimh a-norm ile bir a-normlu uzaydir. Bu norm K7 uzayinin dogal normudur. Bu

uzay lizerinde tanimlanabilecek diger norm

2], = maxtllgkgn |2k], = a (maxi<p<n [ (24)])
olur.
Ornek

(% a-vektdr uzay: her x = (1, 9, ...) elemani igin

[0

> 2
foll, = fa- 5 fauf

ile tanimh norm ile a-normlu uzaydir. Her x € /(9 icin ¢ uzaymnin tanimindan

[|z][,, normu sonludur.

5, RI ve (2 uzaylarmda (z,z), = |z)** a-normuyla iligkili a-i¢ carpim

tanimlandigima dikkat edilmelidir.

Bir [a,b], kapali araliginda a-siirekli fonksiyonlarin C'([a,b],) kiimesi her

z,y € C(la,b],) ve k € K, icin t € [a, b],, iken

62 2)(0) = k%2 (1) (xﬁy)u):x(t)iy(w

(«F0) =2 w00

islemleriyle C([a,b],) a-vektor uzayidir.
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Ornek

C(la,b],) a-vektor uzay1 ve z € C ([a,b],) olmak iizere

]|, = maxe<i<s |2(2)],

ile tanimhi norm ile a-normlu uzaydir ve bu norm C([a,b],) uzaymin a-diizgiin

normudur. Ayni uzay

a(b a”l(b)

)
]l = a- (f) ()], dt = a( J la‘l(l‘(t))ldt>

a~'(a)

ve

«

zll, = 4/ [(z(t))2dt

a

f=n

a-normlariyla da a-normlu uzaydir.
Ornek
la, b],, lizerinde x,y a-siirekli fonksiyonlar olmak tizere

a(b
(2, 9), = a— [ou) =(t)

a-i¢ carpimi tammlamir. (¢ € [a,b],) Burada x = y alimirsa

(2,0 = - [o o) a(dt = o [0 (a(t)2dt

a(a)

saglanir.

Bu da C? ([a,b],) uzayinda ||z||>* normunu gosterir.
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C?([a,b],) uzay: bir a-i¢ carpim uzayidur. <||x||a =/ (z,z),, v € X)

|lz]|, = v/(x, ), ifadesinin ca-norm aksiyomlarini sagladigini gosterelim.
Her x,y € X ve her a € K i¢in;

N1) = 04 ise (0a,0n), = 0, ve x # 0, ise (x, ), < 0,

& a

N (et nate) = Vath ),

a

2. «
= |a|aa . <x7x>o¢

«

= |a'|a ' <x7x>o¢

N3) Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak gosterelim. |(z, y)aff % (z,2), " (y,9),

A yAN Ie% o o
<ﬂf +y, T+ y> = (z,z), + (2, ), + W, 2)y + V.Y,

«

= (2, 2)y F (@)t (@ P+ (YY)

«

= (z,2), + 20" (2,9), + (W, 9),

<':C7 x>o¢ + 201 ?‘ |<£I§', y)ala + <y7 y>a

e

«

07

(2,20 22 S\ (@00 e+ 029

e
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= <\/<;x>a i\/<;,y>a) a

Ornek

«

A A «a i «a a
oldugundan \/<x +y,r+ y> < z,2), +/(y,y), bulunur.

3.1.5. Tanim

X bog olmayan bir kiime olmak iizere d, : X x X — R, doniigiimii her z,y, z € X ic¢in
1) do(z,y) =0, =1y

2) do(z,y) = da(y, v)

3) da(w,y) < da(w, 2) + da(2,)

aksiyomlarini sagliyorsa d,, fonksiyonuna iiretilen metrik veya a-metrik, (X, d,) ikilisine

de firetilen metrik uzay ya da a-metrik uzay denir.

Benzer gekilde bir metrik verildiginde a-metrik uzay kullanilarak a-normlu uzay elde

edilebilir.

A

doz(xay): r—=y 7$,y€X

«

Cr,R7, 2 ve C?(la,b],) a-i¢ ¢arpim uzaylarmm yani sira a-normlu uzay ve

a-metrik uzaydir.
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3.1.6. Teorem

(Genel Cauchy-Schwarz Esitsizligi) Bir a-i¢ ¢arpim ve buna kargilk gelen a-norm

2,y % ]|, ¢ ly||,, esitsizligini gercekler.
fspat

Eger y = 0 ise esitsizlik agikardir.

y # Oa olsun. O zaman ||y, = 0, saglanir. a bir skaler olmak iizere;

2a NN A A
= (z+a- -y,x+a-y

«

= Jall Fa® Togha ¥ @ ¢ (e Fa® Iyll)

o «
a=—(z,y),/ |ly|* olarak segelim.

[0}

0n < fel2 = () T Il Tl
a —2 _«a 2, @ @ 20 @ 2,
S T )l (<x,y>a e T Il 2 )
a 2, [e% a L (o4 N
$ == (<x,y>a- <x,y>a)/|ryui
24 ¢ a g o
el S K Tl
ayrica

(e}
(z, ) 2 < o] 2yl
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oldugundan

@ «@
(@ 9)ale < llzlls - yll,

bulunur.
3.1.7. Teorem

(Paralelkenar Ozdesligi) Bir a-i¢ carpim uzaymdan alian herhangi iki = ve y elemanlar

i¢in
A Pall o | o b a o
r+y| +lr—-y|| =2a- (HxHa“ + HyHa“) esitligi saglanir.
fspat

Her z,y € X i¢in

AP A A
= (rz+y,z+y

Tr+y

2, @ 2, ¢ «
= el + Iylle™ + (=, 9) + (w2),
ve benzer gekilde

2a A A
= r—Yy,xr—-y

A
r—Yy

2, o] 2, « «
= HxHa + ”yHa - <x7y>o¢ - <y’x>a
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oldugundan
A 2o a A 2a 5 9 @ a
z+yll Fllr—yl| = [zl + I+ 2y, + (v, 1),

« 2a (0% 204 (6% (0%
FllallZ F gl = (2.9), = (9, 2),
o 20 ¢ 2a
= 2. (JlalZe gl

elde edilir.

Paralelkenar 6zdesligini saglamayan a-norm a-i¢ carpim uzayi degildir.Jimdi bununla

ilgili bir 6érnek verelim.
Ornek
C (la,b],) uzaym ele alalim. C ([a,b],) uzay1 paralelkenar ézelligini saglamadigindan

bir a-i¢ carpim uzay1 degildir. ||z, = maxge,<) [2(t)|, ,t € [a,b], ile tanimlanan a-

normun bir a-i¢ ¢carpimdan elde edilemeyecegini gosterelim.
x(t) =1, ve y(t) = (t Z a) / (b 2 a) alalim.
7], = La ve [ly[l, = Lo olur.

Bu durumda

oldugundan
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A 2ol a |

rT+y|| +{r—vy = Jq
o 2. ¢ 2a

2. (Jlel F Igl2) = 4

olur. Dolayisiyla, yukarida tanimanan a-normdan a-i¢ carpim elde edilemez.
3.1.8. Tanim

R, veya C, uzaynda ||-||, = ||, normuna gore bir {x,, } dizisi i¢in ||z, = |zxl, % M,

olacak bicimde M, € R} varsa {z,} dizisine a-siirhdir denir.
3.1.9. Tanim

. . . . . o . . « .
R,, kiimesinden bir (a,) dizisi alinsin ve a € R, olsun. Her ¢ > 0, i¢in n > n. iken

o « . . . . . . .
a, —a| < ¢ olacak bicimde bir n. sayws1 varsa (a,) dizisi a sayisina a-yakinsar denir
(64

. o . . 82 . « @ o
ve a-lima,, = a veya a, Sa yazilir. Her € > 0, i¢in n > n. iken a,, > ¢ (veya a, < —¢)

olacak bigimde bir n. sayisi varsa, (a,) dizisi a-sonsuza (veya eksi a-sonsuza) yaklagir

«
denir ve a-lim a, = 0o, (veya a-lima, = —oo, ) yazlr.
3.1.10. Teorem

(z,) ve (y,) bir a-i¢ carpim uzayinda diziler olmak iizere, eger x, — x ve y, — ¥y

olacak sekilde z,y € C, varsa o zaman (z,,,y,), — (r,y), saglanir.

fspat

A

Hipotezden z, — x oldugundan ||z, —z| = 0, oldugunu soyleyebiliriz. Bir a-i¢

«
carpim  uzayinda  «a-norm  bu uzaydan alman her w elemani igin



26
|w]l,, = +/{w, w), seklinde tammhdir. Simdi (z,,, yn), — (z,y), oldugunu gosterelim.

« « o

@ns YYo= (T = (T Unde — (T Y+ @ ) — (2,9

oldugundan

<xna yn>a - <CL’, y>a

« VAN « AN

< TnyYn — Y + Tp —T,Y

a o AN a A o

< aally (9o —y|| + |2 —2|| -yl
= Oa

saglanir. Burada z,, a-sinirh oldugundan ||z, ||, % M, olacak sekilde M, € R, vardir.

O halde (,,,Yn), — (z,7),, saglanmr.
3.2. Ortonormal Vektorler

Bu boliimde bir a-i¢ ¢carpim tanimlayarak iki a-vektor arasindaki agidan bahsedecegiz.

Eger bu a-vektor ¢iftini sifirdan farkl olacak sekilde
x = (21,29, x3) ve y = (Y1, y2,y3) olarak alirsak bu vektorlerin skaler carpimi

$Ayzﬂfiﬁéyl—f—ﬂla'y2+$30‘éy3

[e% «
ile tanimlanir ve bu vektorler arasindaki aciya w dersek (0, < w < 7,)
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cosw = (e Ay)/ (el " ol )

(67 «

«

= ($1?91+$2?y2+$3?{y3>/ \/93%4'5”%"'1%?\/%4‘?/34‘9%

seklinde tanimlanir. Cauchy-Schwarz egitsizliginin bir sonucu olarak bu agi daima

vardir, ¢iinkii

[ o o a a
“a < (@ w)a/ (ol Iyll) < La
esitsizligi saglanir. Ters kosiniis fonksiyonunun tanimindan w € [0,, 7], olur.

3.2.1. Tanim

(X,(,),) bir a-i¢ carpim uzay1 olmak iizere x,y € X i¢in (z,y), = 0, oluyorsa z
vektorii y vektoriine a-diktir denir ve bu diklik xJa_y ile gosterilir. Ayrica x ve y
vektorlerine a-ortogonal vektorler denir. X’in bogtan farkh alt kiimesi S olmak iizere,
her z,y € S (x # y) i¢in xJa_y ve ek olarak her z € X icin ||z||, = 1, ise S kiimesine

a-ortonormal kiime adi verilir.

a

Burada dikkat edilmelidir ki x_clx_y ise (y,z), = (z,y), = 0 oldugundan ayni zamanda

yLx saglanir. Ayrica a-i¢ carpim uzayindaki her z i¢in 0,1z olacag aciktir.
Ornek

R2,, uzaymda z; = (e,1,1) , x5 = (1,¢,1) ve 23 = (1,1,¢) ise A = {x1, 7, 23} kiimesi

a-ortonormal kiimedir.
Ornek

2 a-i¢ garpim  uzaymmda  {(e,1,1,1,..),(1,e,1,1,...),(1,1,¢,1,...),...} kiimesi
a-ortonormal bir kiimedir. Bu kiimenin herhangi bir alt kiimesi de (2 de

a-ortonormal kiimedir.
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Ornek

a- artan ve C ([a,b]s) = {f : [@ ' (a), "' (b)] > R, f a-siirekli fonksiyon} iken
C <[g7ra, Wa]a) araliginda  a-siirekli ~ fonksiyonlar — uzaymin  alt  kiimesi

S = {a(cost), a(cos2t), afcos3t),...} (a <t <b)icin m,n € N iken

(cosmt,cosnt), = o — fa(ﬂ) cosmit © cosntdt =

a(=m)

ele alalm.

i)Ozel olarak o = exp alirsak;
C([a,b]exp) = {f | f:]a,blexp = Rexp, f exp-siirekli}

= {f|f:le* e’ = (0,00), f exp-siirekli}

iiretecini goz Oniine alalim.
fe C(—mmlep) ={f 1| f:le™, €] = (0,00), f exp-siirekli} olmak iizere

S: {ecost7 ecos2t7 6c053t7 } olur.

<€cos mt’ ecos nt> = exp (Oé— fa(jT)r) In (ecos mt) @ In (ecos nt) dt)

exp a(
= exp (a— f;((jjr) cosmt © cos ntdt)

= exp (a— f;((ﬂ)) cosmt * cos ntdt)

—T

e" ., m=n
1, m#n
m # n iken (e ) =1 = Oexp oldugundan S kiimesi a-exp ortogonaldir.
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i) Ozel olarak

a:R — (-1,1)
x — a(x)=x/(1+|z|)

iiretecini gozoniine alahm. Bu durumda

Cla,blo) ={f [ f:a /(L +]al), b/ (L +[b)] = (=1, 1), f a-siirekli}

olur.

feCllable) ={f|f:l-n/(Q+m), n/(1+m)] = (=1, 1), [ a-siirekli} ve
S ={cost /(1 + |cost|), cos2t /(1 + |cos2t]),...} almirsa;

a'(~-1,1) = R

at(z) ==z/(1-|z)

olur. Bu durumda;

(cosmt /(14 |cosmt|), cosnt /(1 + |cosnt])),
= a- faa((:)r) cosmt /(1 + |cosmt|) ¢ cosnt /(1 + |cosntl|)dt

= « (f;((:)r) at(cosmt /(1 + |cosmt|)) - a=*(cosnt /(1 + |cosnt|)) dt)

_ m/(1+7m) , m=n
0 , m#Emn

0, = 0 oldugundan S kiimesi a-ortogonaldir.
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3.2.2. Tanim

. . A~ S A WA
X a-vektor uzayinin {1, xs, ..., x, } € X alt kiimesi i¢in ky - x1+ks - xo+... 4k, - 2, = 0a

iken k1 = ky = ... = k, = 0 oluyorsa bu kiimeye a-lineer bagimsiz kiime denir.
3.2.3. Tanim
S, V' a-vektor uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi olmak {izere

a) S’nin sonlu alt kiimelerinin hepsi a-lineer bagimsiz ise S kiimesi a-lineer

bagimsizdir.

b) V' a-vektér uzaymin her bir elemani vy, vg, ..., v, vektorlerinin a-lineer birlegimi
olarak ifade ediliyorsa v, vs,...,v, vektorleri V’yi a-gerer denir. Ustelik,

S = {vy,v9,...,u,} ise S kiimesi V’yi a-gerer denir ve a-geren S =V ile gosterilir.
Ornek

C ([a,b],) reel a-vektdr uzayinda sonsuz bir kiime S = {a (1), a (¢),a (t?),a (t?),...}
(a(a) % t % a (b)) olsun. [a,b], iizerinde S deki sonlu sayida vektorlerin a-lineer

kombinasyonu bir polinom fonksiyonu oldugundan S kiimesi a-lineer bagimsizdir.
3.2.4. Teorem

Bir a-i¢ carpim uzayinda sifirdan farkli a-vektorlerin a-ortogonal kiimesi a-lineer

bagimsizdir.
fspat

Bir S a-ortogonal kiimesini ele alalim ve S’nin herhangi sonlu bir alt kiimesi

L A A A A A A
{1, 29,23 ...,x,} olsun. ay, as, ..., a, skalerleri igin ay - &1 +as - o+ ...+ ay, - , = 0a
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oldugunu kabul edelim. Egitligin her iki tarafini i = 1,2, 3, ..., n iken z; ile i¢ carparsak
A AN A AN AN A
ay - T+ ag - ToF oAy - Ty, x5 ) = (08, 25), = 0q

ve boylece

elde edilir. {1, z3, x3,..., x, } a-ortogonal bir kiime ve her 7 i¢in x; # 0, oldugundan sol
taraftaki a-i¢ ¢arpimlarin hepsi sifirdan farkhdir, yani a; ¢ (wi, z;),, # 04 saglanir. Bu

durumda her i i¢in a; = 0, oldugundan {z1, z2, z3 ..., x,} kiimesi a-lineer bagimsizdir.
3.2.5. Teorem

X a-i¢ carpim uzaymin sayilabilir alt kiimelerinden olusan a-lineer bagimsiz
a-vektorlerin kiimesi S olsun. a-SpT = «a-SpS olacak bicimde X uzayi i¢cinde bir T'

a-ortogonal kiimesi vardir.
I spat

a-SpS = X oldugunu kabul edelim. Boyle bir varsayimi dikkate alirsak teoremdeki T'
kiimesi X uzaymin 0, vektoriini icerir. Fakat a-Sp(T'\ {0,}) = a-SpT olacag: agiktir.
Sifirdan farklhh a-vektorlerin olugturdugu a-ortogonal kiime X’i a-gerer ve bir dnceki

teoreme gore bu a-ortogonal kiime a-lineer bagimsizdir.

Bu teorem bize bundan daha fazlasimi séyler. Buna gore X’in sonlu boyutlu olmasina
ve S’nin de sonlu bir alt kiime olmasina gerek yoktur. Bu ispat bize S kiimesinden
yola cikarak 7T kiimesinin insa edilebilegini verir. Bu metot Gram-Schmidt

a-ortonormallestirme metotu olarak bilinir.

S sonlu kiime iken a-SpT = «-SpS esitliginin gerceklendigi asikardir. S kiimesi

{z1, x9, ...} bigiminde sonsuz bir kiime olsun. Her k£ € N, i¢in S alt uzay1 iginde X'i
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a-geren bir kiime {z1, 29, ...} olmak {izere

Jo— (/ szua) (], # 02)

ahmirsa her k i¢in ||yx||, = 1o oldugundan T' = {y1, yo, ...} kiimesi a-ortonormal kiime

olur ve a-SpS = a-SpT saglanir. Bu siireci adim adim genellegtirerek gosterecegiz.

. . . @ «
Ik olarak, ag; bir skaler ve (29, 21), = 04 iken 2y = 21 ve 22 = 23 + a1 - 21 alalm.

Burada
« a A AN
(g, 21), + a1 - (21,21), = (@2+ax - 21,2
= <Z27 Zl>a
- 0,
oldugundan

el a 2
Q21 = — <I2, Z1>a \ Hzl”aa
olur.

Burada dikkat edilmelidir ki ||z1]|,, # 0o dir. (Aksi takdirde z; = 0, ve dolayisiyla S
kiimesi a-lineer bagimh olur.)

Tkinci adim olarak (z, 21), = 0q ve (23, 22),, = 0, iken

a & a

«
23:$3+(132'ZQ+6L31'21

alalim.



33

Burada
« a « a A VAN A A
(w3, 21), + as2 - (22,21), +as1 - (z1,21), = (T3+as - 2+an - 21,2
«
= <Z37Z1>a
= Oa
ve
a a o a A A A A
(w3, 20), + as2 - (22,22), + g1 - (21,22), = (Z3+as - 22+as - 21,2
(6%
- <Z37Z2>a
= Oa
oldugundan

« a 2 a > 2
i = % (g, ) Vel ve as = (g2 el

bulunur. Burada dikkat edilmelidir ki ||22]|, # 0, dur.
(Aksi taktirde zo = x5 ff- Qo1 ¢ x1 = 0, ve dolayisiyla zo = iagl B 21 olur ki, durumda S
a-lineer bagimh olur.) Bu sekilde yeterince devam edildiginde n. adim olarak z; =

ve

n—1

(€3 o
zn::pn—i—oz—g i * Zi, M= 2,3, ...
i=1

yazilabilir ve tiimevarimla,

« a 204
Ap; = — <xn7 Zi>a \ ||ZZHa

saglanir.
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Yine benzer gekilde ||z, # 0 odir. (Aksi takdirde {x1, 2o, ..., 2;} o-lineer bagimh kiime

olurdu.) Diger yandan, herhangi bir m = 1,2, ...,n — 1 igin

4 n—1 A
<Zn7 Zm>a = <xn + a- Zizl Qpg * 24, Zm>
«a

== <l’n, Zm>a ‘T‘ Q- 2?2—11 Anj; ¢ <Zi7 Zm>a

«
= <xn7 zm>a + Qnm B <Zmy Zm>a

o «
= o) (<xn,zm>a\uzmuia) T

= 0,

oldugundan her m,n € N, (m # n) icin (2,,%,), = 04 olur. O halde X icinde
{z1, 29, ...} a-ortogonal bir kiimedir. Her z, vektorii 21, xs, ..., x,, vektorlerinin a-lineer
kombinasyonu ve her z, vektorii de 2z, 29, .. ., 2, vektorlerinin a-lineer kombinasyonu

seklinde yazilabilirler. Bu ise a-SpT = a-SpS oldugunu soyler. Bu da ispat1 tamamlar.
3.2.6. Teorem
X a-i¢ carpim uzayinda a-lineer bagimsiz vektorlerin kiimesi {x1, zs, ...} verilsin.
z1 = x1 ve her n =2 3, ... igin
o= % S (G L)
ve

(03
Yn = zn\ |20l

olsun. O halde X uzaymda {y1,ys, ...} kiimesi a-ortonormal bir kiimedir.



Pi(t)

a (V6/ 2)

(V0 /4,) ¢ 60 1)

a (vV10/4) © a(3t? 1)

o (07! (o (VIO/ 4)) - o~ (a(322 ~ 1))

« ((\/1_0/ 4) (3% — 1))
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Py(t) = (\/iszLa) Y (5“3 =3, 1)

a ( ( 4)) a—l(a(5t3—3t)))
( ) 5t3—3t)>

30 ° ) ) (35, “tte 230, T2 ¥ 3,)

/N /N

Py(t) = (

=« ((3v2/16) - (35t* — 30t + 3))

biciminde [ila,la]a aralignt  iistiinde tanimmlanan a-Legendre polinomlar

{Py, P, P3, P,} kiimesini ortonormal olarak gosterelim. Burada
(P, P)), = a- [a2 Pt)" Py(t)dt  i,j=0,1,2,3,4

a- i¢ carpimini kullanacagiz. Bu durumda ¢ = 0,1, 2, 3,4 icin
|2l = a- 5 (Pi())*dtolur.

Q- ;: f(t)dt =« < be L (f () dt) oldugunu biliyoruz. i = 0 ve ¢ = 2 igin

IRl = a-for (R Ro(o)) dt
= a-[ar a(a (Po(t) - ot (Po(t))) dt
= a- [0 a((V2/2)- (V2/2)) dt

= a- a7 a(1/2)d



1Pzl

saglanir.

a <f_11 o (a(1/2))dt )

a((1/2) = (=1/2))

a- fi‘;a (PQ(t) ¢ Pg(t)> dt

a- [0 a(a ™ (Pay(t) - a7 (Py(1))) di

«@

a- [o2 a(((VIO/ 4) - (3¢ = 1)) - ((V10/ 4) - (3¢* = 1)) dt

a- [a* a((90t* — 602 + 10) /16) dt

@

a (f_ll o= (a ((90t* — 60¢2 + 10) /16)) dt)

a (f_ll ((90* — 60¢2 + 10) /16) dt)

o ((1/16) (9017 /5 — GO /3 + 10t))

o ((1/16) (90/5 — 60/3 + 10) — (=90/5) + 60/3 — 10)
a((1/16) (8 = (=8)))

o ((1/16) 16)

(1)

Lo
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Benzer sekilde
1Pl = 15l = [[Pall, = La

bulunur. Diger yandan

(P, P), = a- f;;a Po(t) ¢ Py(t)dt
= a-[ay ala” (B(1) a7 (Pa(t))) dt
= o [a7 a((v2/2) - (VIO/4) - (3¢* ~ 1)) at
= o far a((3v51 — VE) [ 4)dt
= ([ (a((3v5e = VB) [ 4))dt )
— (' ((3V5e2 = V5)  4)ar )
= a((V5/4)-0)
= a(0)
~ 0,
oldugundan Py P, saglanir. Benzer sekilde her 4,5 = 0,1,2,3,4 (i  j) icin
(P, Pj),, = Oa

oldugundan P; L P; olur.



39

4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, bir iirete¢ yardimiyla reel sayilar cismine egdeger olan, siral cisimlerde deger
alan ve iiretilen i¢ carpimlar diye adlandirilan doniigiimler tanimlandi. Tanimlanan
bu doniigiimler iizerinde secilen iireteclere gore yeni kavramlarin farkliliklar1 ortaya
cikarilip, bu doniistimlerin sinirhliklar:, ortonormallikleri, lineerlikleri incelendi ve bu
kavramlar iizerine birtakim sonuglar verildi. Bu caligmanin asil amaci olan {iretilen
vektor uzaylar ve {iretilen i¢ carpim uzaylarinda verilen bazi teoremler, ispatlar ve
ornekler secilen iireteclere gére yeniden yorumlanmistir. Uretilen i¢ carpim uzaylarimin
yapisi operatorlerin karakteristik ozelliklerini belirledi. Elde edilenlerden yararlanilarak,
iiretilen i¢c carpim uzaylari ve iizerlerinde tanimli operatérlerin calismalarina devam

edilip, bu tezde elde edilen genigetilmis yoruma katk: saglanabilir.
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