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OZET

Bu tezde, Dogru tarafindan caligilan (A,) operatorler dizisinin yaklagim 6zellikleri
incelenmistir. Ilk énce bu operatorlerin yaklagim hizi siirekli ve smirh fonksiyonlarm
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

L(f,x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

=17 fn fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi

Cla, b] [a, b] arah@mdaki siirekli fonksiyonlarin uzayi

C [0, o) [0, 00) arahiginda stirekli fonksiyonlarin uzay:

Cg [0,00) [0,00) araliginda sinirh ve siirekli reel degerli fonksiyonlarin
uzayi

w(f;90) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Lipy (o) Lipschitz sinifindan fonksiyonlar

p(x) Agirlikli fonksiyon

Bp |f (x)] < Mgp(x) sartim saglayan fonksiyonlar uzay:

C, Bp uzayindaki siirekli fonksiyonlar uzay1

c {f €C,: ‘xlligloo% € R} alt uzayi

£, Bp uzaymnda tanimlanan norm

||L||Cp_>Bp C), normlu uzayindan Bp normlu uzayma doniisiim yapan L
operatoriiniin normu

Pnr () r— inci merkezi moment

R, (f,x) Balazs operatorleri

L,(f,x) Bleimann, Butzer ve Hahn operatorleri

A, (f,x) Genellegitirilmis Balazs operatorleri

H, Sinirh ve siirekli fonksiyonlarin alt uzay1

H, Simirh ve stirekli fonksiyonlarin bir Lipschitz alt uzay:



1. GIRIS

Fonksiyonlar teorisinin en cok uygulamasi olan dali yaklagim teorisidir. Yaklagim
teorisinin amaci, belli 6zelliklere sahip fonksiyon uzayinin elemanlarinin bu uzayin bir
alt uzayindan olan iyi Ozelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde
etmektir. Burada iyi ozelliklere sahip fonksiyonlar genelde iyi bilinen, polinomlar veya

rasyonel fonksiyonlar olarak alinmaktadair.

Fonksiyon uzaylarinda "siirekli fonksiyonlara yaklagim" problemi ilk defa Weierstrass
tarafindan ele alinmigtir. Bundan dolay1 yaklagim teorisinde en 6nemli teoremlerden biri
Weierstrass yaklagim teoremidir. 1885 yilinda Weierstrass [a, b] araliginda siirekli her
f fonksiyonuna bir polinomla yaklagilabilecegini ifade etmigtir [1]. Ancak Weierstrass
bu polinomlarin ne tiir polinomlar oldugu ve polinomlarin bulunma kogullar1 hakkinda
herhangi bir bilgi vermemistir. Daha sonra bir¢cok matematik¢i bu teoremde ifade edilen
polinomlar1 acik bir gekilde elde etmiglerdir. Bu polinomlarin acik bir formu 1912 yilinda
Bernstein tarafindan verilmigtir [2]. 1951 yilinda Bohman toplam bi¢imindeki lineer
pozitif bir operatorler dizisinin [0, 1] kapali araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin
yakinsamasi i¢in yalnizca ii¢ kogulu gerceklemesi gerektigini ifade ve ispat etmigtir
[3]. Daha sonra 1953 yilinda Korovkin, Bohman tarafindan elde edilen bu ifadenin en
genel lineer pozitif operatorler dizisine genellemistir [4]. Bohman ve Korovkin teoremleri
lineer pozitif operatorler teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamigtir. Lineer pozitif

operatorler dizisinin yaklagim kogullar1 Korovkin tarafindan verilmigtir [5,6].

Analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan aragtirma alanlarindan biri de lineer pozitif
operatorlerle yaklagim konusudur ve matematigin bircok daliyla iligkilidir. Bohman
(1952) ve Korovkin (1953), Bernstein polinomlarimdan yola cikarak, lineer pozitif
operatorler dizisinin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgili cok 6nemli bir
teorem vermiglerdir. Sonlu aralikta diizgiin yakinsamanin gerceklenmesi i¢in sadece
i¢ kosulun incelenmesinin yeterli oldugu bu teoremde ifade edilmistir. Bu teorem
igiginda bir¢ok yeni lineer pozitif operatoriin (Meyer-Konig ve Zeller operatorleri,
Szasz operatorleri, Bleimann, Butzer ve Hahn operatorleri gibi) yaklagim ozellikleri

incelenmigtir.

Ayrica, [0,00) arah@nda agirhikh yaklagim 6zellikleri de incelenebilmektedir. Sinirsiz
araliklarda yaklagim problemi, agirhikli uzaylarda arastirilmigtir. Agirhkh uzaylarda

yaklagim kogullar1 ve Korovkin tip teorem Gadjiev tarafindan verilmigtir |7,8].

Yaklasim teorisinde ve matematigin diger alanlarinda Onemli rol oynayan

polinomlardan biri de Bernstein polinomlaridir.



1912 yilinda Bernstein polinomlar:

B, (f.z) :ki;f (%) (Z)xk(l—x)”_k (n=1,2,..) (1.1)

bi¢iminde tanimlanmigtir |2|. Bernstein polinomlar dizisi [0, 1] araliginda siirekli olan

bir f fonksiyonuna ayni aralikta diizgiin yakinsar.

1975 yihinda Balazs operatorleri, f fonksiyonu [0,00) arahgimda tanimh reel degerli

siirekli bir fonksiyon olmak iizere

Ro(f,2) = méf (&) (Z) (@) (n=1,2,.) (1.2)

seklinde tanimlanmigtir. Burada (a,,) ve (b,) dizileri, z degigskeninden bagimsiz olarak

uygun sekilde secilmig reel say1 dizileridir [7].

Es. 1.1 ve Eg. 1.2 ifadelerinde verilen Bernstein operatorlerini ve Balazs operatorlerini

kargilagtiracak olursak n nnb
k n—k
qr () = 2" (1 — x)

ve

1

k
=——(a, k=0,1,2,...,
@) = e @) )
alinirsa ¢t = % olmak iizere

T (2) = qi (1)

elde edilir.

Es. 1.2 verilen (R,,) operatorler dizisi icin
an—>0,bn—>oove%—>1

kosullariyla Korovkin teoreminin hipotezleri gerceklenir.



1980 yihinda G. Bleimann P. L. Butzer ve L. Hahn tarafindan [0, co) araliginda tanimh

reel degerli siirekli herhangi bir f fonksiyonu icin

Ly (f, ) z_:f (n—k+1) (k> g (1.3)

bigiminde bir operatorler dizisi tanmimlanmig ve yaklagim ozellikleri incelenmistir [8].

Gadjiyev ve Cakar tarafindan Esg. 1.3 ifadesinde verilen (L, ) operatorler dizisi i¢in

x r \"
v = :0,1,2
(1—1—90) (1+x> v

biciminde test fonksiyonlar1 kullanilarak pozitif yari eksende siirekli ve sinirh

fonksiyonlarin bir Lipschitz alt uzayimmda Korovkin tip teorem ispat1 verilmistir [9].

Dogru tarafindan Es. 1.2 ve Eg. 1.3 ifadelerinde verilen operatorlerin bir genellegsmesi

n indisine bagh (b,) dizisi yerine n ve k indislerine bagh (b, ;) dizisi alinarak

150 = a2t (1) () (1

bigiminde tanimlanmigtir [10].
(A,) operatorler dizisinde Korovkin teoremi
Cn = ank + bn,k

olmak lizere n — oo iken

n
— =1
Cn

kosulunun saglanmasi durumunda gerceklenir.

Es. 1.4 ifadesindeki (A,,) operatorler dizisinde (b, ;) dizisi yerine n indisine bagh olan bir
(b,,) dizisi ahnirsa Eg. 1.2 ifadesindeki Balazs operatorlerine, a, = 1 ve b, =n—k+1
secimiyle de Eg. 1.3 ifadesinde tanimlanan Bleimann, Butzer ve Hahn operatorlerine

indirgenir.



Bu tezde, (A,,) operatorler dizisinin pozitif yar1 eksende siirekli ve sinirli fonksiyonlarin
bir Lipschitz alt uzayinda yaklagim o6zellikleri incelenecektir. Buna ek olarak, yaklagim
hiz1 ve Voronovskaja tip sonuc elde edilecektir. Ayrica, Eg. 1.1, Es. 1.2, Es. 1.3 ve Eg
1.4 ifadelerinde verilen operatorler dizilerinin belirli bir fonksiyona yaklagimi grafiksel

gosterimler biciminde resmedilecektir.
Bu tez, birinci boliimi girig boliimii olmak iizere beg boliimden olugmaktadir.

Tkinci boliim alt1 ana baslktan olusmaktadir. 11k olarak sirasiyla birinci, ikinci ve
ticiincii baghklarda lineer pozitif operatorlerin tanimina, oOzelliklerine ve yaklagim
hizina iliskin bilgiler verilmigtir. Daha sonra dordiincii baglikta yaklagim teorisinde
merkezi rol oynayan teoremlerden biri olan Weierstrass teoremi ve Korovkin teoremi
ifade edilmistir. Beginci baglikta ise Gadjiyev tarafindan incelenen reel eksenin
tamaminda veya sinirsiz alt araliklarda yaklagim kosullar1 ve Korovkin teoreminin
ispatiyla ilgili tamim ve teoremlere deginilmigtir. Son baglikta da fonksiyonlarin
degisim mertebesi ve sonsuz kiigiilenlerin kargilagtirilmasi ile ilgili tanima yer

verilmigtir.

Uciincii boliim alt1 ana basliktan olusmaktadir. Birinci baghkta K. Balazs tarafindan
tamimlanan (R,) operatorler dizisi ifade edilmis ve hangi kogullar altinda Korovkin
teoreminin hipotezlerinin saglandigina iligkin agiklamalar yapilmigtir. Bu operatorler
icin test fonksiyonlarina ait sonuclar elde edilmigtir. Tkinci baglkta Bleimann, Butzer
ve Hahn tarafindan tamimlanan (L,) operatorler dizisi ifade edilmig ve yaklagim
ozellikleri incelenmigtir. Gadjiyev ve Cakar tarafindan bu operatorler icin sinirh ve
siirekli fonksiyonlarin bir Lipschitz alt uzayinda Korovkin tip teorem ispati
verilmigtir. Daha sonra fi¢iincii baghkta Dogru tarafindan cahgilan (A,) operatorler

dizisinin tanimi verilmigtir. Dordiincii ve beginci bagliklarda ise H, uzaymda bu

0zel kosullar altinda incelenmigtir.

Doérdiincii boliimde (B,,), (R,), (L) ve (A,) operator dizilerinin belirli bir fonksiyona

yaklagimlar: grafiksel gosterimler biciminde resmedilmistir.

Besinci boliimde de elde edilen sonuclar ve 6neriler yer almaktadir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde, lineer pozitif operatorlerin tanimi, ozellikleri ve yaklagim hizi ile ilgili
tanim ve lemmalara yer verilmigtir. Bilinmektedir ki yaklagim teorisinin amaci
herhangi bir fonksiyonun daha kullamigh olan farkli bir fonksiyon tiiriinde gdsterimini
elde etmektir. Bundan dolay1 bu kisimda Weierstrass tarafindan 1885 yilinda ifade
edilen, siirekli her f fonksiyonuna polinomlar dizisiyle yaklagilabilecegiyle ilgili teorem
verilmis ve Cla,b] uzayinda Korovkin tip teorem ispatlanmigtir. Ayrica, agirhkh
uzayda yaklagim ile ilgili tanim, onerme ve teoremlere deginilmigtir. Bunlara ek
olarak, fonksiyonlarin degisim mertebesi ve sonsuz kiiciilenlerin kargilagtirilmasina

iligkin tanim ifade edilmigtir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tamm

X ve Y normlu lineer fonksiyon uzaylari olsun. Eger X uzayinda alinmig herhangi
f fonksiyonuna Y uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L
kuralina X uzayindan Y uzayina bir operator denir. f € X, g € Y ve x elemani g

fonskiyonunun tanim kiimesine ait olmak {iizere

L(f;x) = L(f)(z) = g()

yva da daha acik bir gekilde ifade edecek olursak; ¢ degiskeni f fonksiyonunun x degiskeni

de, g fonksiyonunun tanim kiimesine ait olmak iizere

L(f(t); z) = g(x)

seklinde gosterilir [11].

2.1.2. Tanim

L : X — Y bir operator olsun. Eger L operatorii her fi, fo € X ve her o, f € R i¢in

L(afi + Bfy;x) = aL(fi;x) + BL(f2; 7)

kogulunu saghyorsa, L operatoriine lineer operator denir [11].



2.1.3. Tanim

Xt={f:f(t) >0,VteR}ve YT ={g:g(x) >0,Vx € R} iki fonksiyon uzay: olsun.
L : X — Y operatorii igin L(X') C Y kosulu saglaniyorsa L operatoriine pozitif

operator denir [11].
2.1.4. Tanim

Lineerlik ve pozitiflik kogullarin1 saglayan L operatoriine, lineer pozitif operator denir
[11].

Simdi lineer pozitif operatorlerin bazi 6nemli 6zelliklerini verelim.
2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monotondur [11].

fspat

Gergekten; her ¢t € R i¢in f(t) > g(t) ise f(t) — g(t) > 0 dwr. L operatoriiniin
pozitifliginden

L(f—g;2) >0

ve L operatoriiniin lineerliginden

L(f,l’) _L<g7x> >0

olup

L(f,x) = L(g, )

elde edilir.



2.2.2. Lemma

L lineer porzitif operator ise, o takdirde

ILUAHI < LD

esitsizligi gerceklenir [11].

fspat

Herhangi bir f fonksiyonu igin

—fI < f<If (2.1)

olur. L operatorii lineer pozitif operator oldugundan dolayi monoton artandir. O zaman

2.1 egitsizliginden

L(=[f) <L(f) <L(f]) (2.2)

esitsizligi yazilabilir. L operatoriiniin lineerliginden

L(=1fD) ==L{fD)

olur. Son esitligin 2.2 esitsizliginde kullanilmasiyla

—L([f];2) < L(f;2) < L(|f]; )

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla lemmanin ispati tamamlanir.

2.3. Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklagim Hizi

Yaklagim teoresinin bir diger 6nemli problemi yaklagim hizidir. Yaklagim hizi, n — oo

iken ¢,, — 0 olmak iizere

| Ln(f5 %) — f(z)| < Cen



egitsizligini gercekleyen ¢, dizisinin bulunmasiyla belirlenir, burada C sabiti n

indisinden bagimsiz bir sabittir.

Yaklagim teoresinin énemli problemi olan yaklagim hizi kavramiyla ilgili hesaplamalari
yapmak icin bircok ara¢ kullamihir. Bu amacla, ilk olarak siireklilik modiilii kavrami

tanimlanip daha sonra siireklilik modiiliiniin 6zellikleri verilecektir.
2.3.1. Tanim
f € Cla,b] olsun. § > 0 igin

w(f;0) = gaﬁ@—f@\
jt—a|<6

bigiminde tanimlanan w(f;d) fonksiyonuna, f fonksiyonunun streklilik modiili denir
[12].

Siireklilik modiilii agagidaki 6zellikleri gergekler.

i) w(f;6) >0

i) 6 < &y ise w(f;01) < w(f;02)

iii)(lsil%w(f; 9)=0

iv) Her m € N i¢in w(f;md) < mw(f;9)

v) Her A € R igin w(f; \0) < (A + 1) w(/f;9)

vi) [f(t) = f@)| Sw (fift =)



i 1700 - o)l < (551w
fspat
i) Siireklilik modiiliiniin tanimindan agiktir.

i) & < by igin {|f ()= f(x)|:t,z €[a,b] ve [t —x| <}  kiimesi

{If @)= f(x)]:t,x € [a,b] ve |t —x| < g} kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan,

bolge biiyiidiikge alinan supremum biiyiiyecegi 6zelliginden ispat aciktir.

iii) f fonksiyonu [a,b] arahginda siirekli oldugundan ayni zamanda diizgiin siireklidir.
Yani keyfi € > 0 i¢in en az bir n > 0 vardir 6yle ki |t — 2| < n kosulunu saglayan
her z,t € [a,b] i¢in |f(t) — f(z)| < € olur. Eger 0 < n segilirse siireklilik modiiliiniin

tamimina gore;

w(f;0) = ?;l[pb} 1f(t)— f(x)] <e
jt—a|<

olup buradan

limw(f;9) =0

6—0

bulunur.

iv) Siireklilik modiiliiniin tanimindan m € N i¢in

w(f;mo) = fél[pb] |f(t) = f()]
[t—z|<md

esitligi yazilabilir. Eger
|t —z| <md
ise

z—md <t<zxz+md
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olmak tizere t = x + mh se¢imiyle |h| < § icin

w(f;md) = g&&HW+mm—f@N
=

esitligi elde edilir. Diger yandan

sup |f(z +mh) — f(x)]
z,t€[a,b]
|h|<é

m—1

= sup | [f(x+ (k+1)h) — f(z + kh)]

z,t€[a,b] =0
Ihl<s

olup iistteki egitligin sag tarafina {icgen esitsizligi uygulanirsa

sup |f(z +mh) — f(z)]
z,t€a,b
Ih]<

m—1

<> sup [f(z+ (k+1h) — f(z + kh)]
—0 &1€[ab]
|h|<6

<w(fi0) +w(f;0)+ ... +w(f;0)

= mw (f;9)
elde edilir.

v) A € R sayisinin tam kismu [|A]] ile gosterilsin. Tam deger fonksiyonun tanimi
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geregince

(AT <A <Al +1

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlik ve w (f;d) fonksiyonunun monoton artan o6zelligini

gbzoniinde bulundurulursa

w (f;A0) <w (f; ([IAl] +1)0)

esitsizligi elde edilir. [|A|] pozitif bir tamsay1 oldugundan elde edilen son esitsizligin sag

tarafina 2.3.1. Tanimdaki (iv) 6zelligi uygulanirsa

w (f; (A1 +1)0) < (1M + D) w (f;0)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her A € R* icin

[A]+1<A+1

oldugundan dolay1

w(fs([IM]+1)0) <A+ 1w (f;0)

olur. Buradan

w (f;A9) <w (f; ([IAl] +1)0)

esitsizligiyle

w(f;A0) < A+ Dw(f;0)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

vi) w(f;0) ifadesinde ¢ yerine |t — x| yazilirsa

[f(t) = f(@)] < w (f; |t — )
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oldugu aciktar.

vii) 2.3.1. Tanimdaki (vi) 6zelliginden

t _
10 - sl < (1 57)
yazilabilir. Bu egitsizlikte 2.3.1. Tanimdaki (v) 6zelligi kullanilirsa

10 sl < (5 41 wtrio

yazilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

2.3.2. Tanim

0<a<1veher zt € [a,b] igin

[f(t) = f@)| < M|t — x|

kosulunu saglayan fonksiyonlar Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve M sabiti de
Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. Lipschitz simfindan fonksiyonlar f € Lipy () ile
gosterilir [13].

2.4. Cla,b] Uzayinda Korovkin Teoremi

1885 yilinda Weierstrass [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklagilabilecegini ifade ve ispat etmigtir.

2.4.1. Weierstrass Yaklagim Teoremi

Her ¢ > 0 ve f € C'la,b] igin 6yle bir P polinomu vardir 6yle ki her = € [a,b] igin
|P(x) — f(z)] < e esitsizligi saglanir. Bagka bir ifadeyle kapali ve smirh [a,0]
araliginda stirekli her f fonksiyonu igin [a,b] arahiginda f fonksiyonuna diizgiin

vakinsayan bir (P,) polinom dizisi vardir [1].
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2.4.1. Tanim
Her = € [a,b] igin
Jim [ fo — £l = lim max |f, (2) — f (2)] =0

ise (f,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C'[a,b] uzayinda diizgiin yakinsaktir denir

ve
=
ile gosterilir.

1953 yihinda P. P. Korovkin tarafindan verilen asagidaki teorem ifade ve ispat

edilecektir.
2.4.2. Korovkin Teorem (1953)
2.4.2. Teorem

Her n € N igin L, : C[a,b] — Ca,b] olmak iizere (L,) lineer pozitif operator dizisi

olsun. Her v = 0,1, 2 i¢in e,(t) = t” olmak iizere
nlggo | Ln (€,) — 6V||C[a7b] =0

kogullar1 gercekleniyorsa bu durumda [a,b] kapal araliginda siirekli olan her f

fonksiyonu icin

lim ILn(f) = Fllopan =0
saglanir |11, 12, 13].
fspat

f € C'la,b] oldugunda f fonksiyonu [a, b] aralig: {izerinde diizgiin siirekli oldugundan,
her € > 0 i¢in en az bir 6 > 0 sayws1 vardir Gyle ki her z,t € [a,b] i¢in |t — 2| < 0
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oldugunda

f(t) = flz)l <e

olur. |t — x| > 0 oldugunda ise f fonksiyonunun siirhligindan ve fi¢cgen esitsizliginden

dolay1 M > 0 olmak iizere

[F(&) = f@)] < L FO+ | ()] < 2M (2.3)
yazilabilir. Diger taraftan |t — x| > 0 ise

|t — 7]

>1
5 =

olacagindan

(t —a)*
52

> 1 (2.4)

saglanir. 2.3 ve 2.4 esitsizliklerinden

1) — f(o)] < 2m D)

ifadesi yazilabilir. O halde
t—a] <& igin  |f(t) - f(z)| <e

ve

(t —x)°

t—al 20 iin |f(1) - f@)] < 202

olup, dolayisiyla her ¢ € R ve her z € [a, ] i¢in

(t — )’

1)~ F@)] < e+ 2M

(2.5)
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esitsizligi elde edilir. L,, operatorlerinin lineerliginden

= [Ln ((f(£) = f(2)) ;) + f(2) (Ln((1; 2) — 1)

yazilir. Yukaridaki egitlikte liggen esitsizligi kullanilirsa

(L (f(8); 2) = f(2)] < [Ln ((F () = f(2)); 2)| + [ (2)] | Ln (1 2) — 1))
esitsizligi yazilabilir. L,, lineer pozitif operator oldugundan

| Ln(f();2) = f(2)| < L (IF(8) = f(2)]52) + [f(@)] [ Lo (1) = 1]
dir. f fonksiyonunun sinirhiligindan

| Lu(f();2) = f(2)] < Lo (IF(8) = f(2)|52) + MLy (1;2) — 1]
vazilabilir. L,, monoton artan olup 2.5 egitsizliginin kullanilmasiyla

(t — )’
52

[Ln(f(t);2) = f(2)] < L (6 +2M ;:L") +M|L, (1;2) — 1 (2.6)

bulunur. Diger taraftan L, operatorlerinin lineerliginden

2
L, <£-1+2M (t—=z) ;x)

52
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=L,(e-1;2)+ L, (QM (t_x>2;x>

2M
=cl, (L;z)+ 5—2Ln ((t— z)%; )

2M
=¢eL,(l;2) + 5—2Ln (t* — 2zt + 2*; )
2M 9 9
=eL, (1;2) + & (L, (t*;2) — 22L,(t;x) + 2° Ly (1;2)]
2M 2 2 _ 2 2 2
=cL, (1;x) + 5 (L, (t*;2) —2® — a® + 20° — 22 L, (t; 2) + 2° Ly (1; 7))
2M 2 2 2 2 2
=eL, (L) + —- (L, (t*;2) — 2 + 22° — 22L,(t; 2) + 2L, (1; ) — 2]

J

=ceL, (1;2) + 25—]\24 (Lo (*;2) — 2%) + 22 (x — Lo(t; 2)) + 2*(Lo(1;2) — 1)]

elde edilir. Yukaridaki egitlik 2.6 esitsizliginde kullanilirsa

L (f(t);2) — f(2)| < ely (1;2) + 25—]\24 [(Ln (£%52) — 2®) + 22 (x — Ly (t; 2))

+2*(Lo(Li2) = 1)] + M |Ly (1;2) — 1
saglanir. Her v = 0, 1,2 i¢in ¢, (¢) = t” olmak tizere

Ly (1;2) = 1,
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L,(tz) = x
ve
L, (tQ; m) i
olduklar1 dikkate alinirsa n > ng olacak sekilde her n € N igin

L (f(t);2) — f(x)] < e
elde edilir. O halde

lim - max | Ly, (f(t);x) — f(x)] =0

n—ooa<z<b

dir. Boylelikle ispat tamamlanir.
2.5. Agirlikli Uzaylarda Yaklagim

Bilinmektedir ki Korovkin teoremi sinirli araliklarda gecerlidir. Aralik sinirsiz
alindiginda yaklagim problemini ¢6zebilmek icin agirhiklh uzaylar tanimlanmistir. Bu
yizden sinirsiz araliklarda Korovkin teoremi agirlikli uzaylarda incelenmistir. Bu

boéliimde agirlikli uzaylarin tanim ve teoremlerine deginilmistir.

Korovkin teoremi reel eksenin sinirli ve kapali alt araliklarinda verilmigtir. Reel
eksenin tamaminda veya sinirsiz alt araliklarinda yaklasim kogullarimi Gadjiev

aragtirmigtir [5,6].
2.5.1. Tanim

p fonksiyonu, reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger p fonksiyonu R kiimesinde siirekli

olmak tizere ‘1|im p(z) = oo ve her x € R icin p(x) > 1 ozelliklerini saghyorsa p
Tr|—0o0

fonksiyonuna agirlikly fonksiyon adi verilir.

Tiim reel eksende tanimli ve |f (x)] < M;p(z) kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay:
B, (R) ile gosterilir, burada M; sadece f fonksiyonuna bagl bir sabittir. B, (R)
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uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin uzay1 da C, (R) ile gosterilir. Yani,
B, (R) = {f : Vo € R igin |f(z)] < Myp(x)}

ve

Co(R) ={f:feB,(R) ve feC(R)}

olup bu uzaylar Hpr = sup% normu ile birer normlu uzaydir, burada B, (R) ve
zeR

C, (R) uzaylaria agurlikly uzay denir.
Yukaridaki verilen tanimlarda R yerine [0, co) araligi alinirsa tanimlar yine gegerli olur.
2.5.2. Tanim

¢ (x) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere ‘l‘im p(zr) = 00
T|—00

kogulunu saglayan bir fonksiyon ve p(z) = 14 [¢ (z)]* olsun. M; sadece f fonksiyonuna

bagli sabit say1 olmak iizere

|f(2)] < Mgp(x)

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesi B,[0, 00) ve
B,[0, 00) uzaymndaki siirekli fonksiyonlarmn kiimesi ise C,[0, co) ile gosterilir. B,[0, c0)

ve ([0, 00) uzaylarma agurlkly uzay adi verilir. Bu uzaylar

R R )

normu ile birer normlu uzaydir. C,[0, 00) uzaymnin

_|f (@)
\xl\lgﬂoo p(x) cR

kogulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi C';[0, c0) ile gésterilir. C5[0,00) ve C,[0, 00)

uzaylar1 B,[0, 00) uzaymnn alt uzayidir.
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2.5.3. Onerme

C,[0, 00) uzayinda tanimh lineer pozitif bir operatériin C,[0, 00) uzaymdan B,[0, co)

uzayina doniisiim yapmasi icin gerek ve yeter kogul

1L (p;2)| < Mp(x)

olacak gekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir.

fspat

(=)L operatorii C,[0,00) uzayindan B,[0, c0) uzayina bir déniigiim olsun. Yani her
f € C,J0,00) i¢in L(f) € B,0,00) olsun. p fonksiyonu siirekli ve |p(t)| < Mp(t)
kosulunu saglayacak sekilde M > 0 say1s1 meveut oldugundan p € C,[0, 00) olup L(p) €

B,[0,00) dir. O halde |L (p;x)| < Mp (z) olacak gekilde bir A > 0 vardir. Buradan

1L (p; )|

p(x) =M

esitsizligi elde edilir. Boylece son egitsizlikten [0, 00) arahginda {istten siirh olan her

kiimenin bir en kiiciik iist sinir1 oldugundan

[P )]
p
z€[0,00) 1Y <I>

mevcuttur. Buradan
|L(p;z)||, < M
sonucu elde edilir.

(<) L operatéri C,[0,00) uzaymdan B,[0,00) uzayma bir doniigiim yaptigim

gosterecegiz.
L(f) € B,[0,00) oldugunu gosterecegiz.

|L (p;x)] < Mp(x) olacak bicimde bir M > 0 saywisinin var olsun. Diger yandan f €
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C,]0,00) oldugunda her ¢ € [0, c0) i¢in
|f ()] < Myp ()

olacak bi¢imde bir My > 0 say1s1 vardir.

IL(f;2)| < L(|f];2)

— (170024 s)

< [I£1l, L(p; x)

< [I7ll, Mp (z)

elde edilir. Dolaywsiyla K := || f||, M olmak iizere |L (f;z)| < Kp(z) olup bu ifade
L(f) € B,[0,00) oldugunu gosterir.

2.5.4. Onerme

L:C,0,00) = B,|[0,00) lineer pozitif bir operator olsun. Bu durumda asagidaki egitlik
1M, -5, = [IL (),

gerceklenir.

fspat

Operator normunun tanimindan ve lineer pozitif operatorlerin monotonluk 6zelliginden

ILlc,- s,



= sup [[L(f;2)],
I£1l,=1

s { . IL(f;:c)\}

I£l,=1 (z€l0,00) P (z)

< sup { sup M}

I1£1l,=1 | =€[0,00) pz)

< sup sup —————
I1£1l,=1 | z€[0,00) p(z)

te[0,00)

L (p(t) sup %x>

< sup sup
I1£1l,=1 | z€[0,00) p()

— sup {nfup sup M}

I£1,=1 veooe)  P(T)

= [IL(o)ll,

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan ||p||, =1 oldugundan

L), < sup LA, = I Llle, -,
-

esitsizligi bulunur. Eg. 2.7 ve 2.8 egitsizliginden ispat tamamlanir.

21

(2.8)
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2.5.5. Teorem

Her n € Nigin L, : C,[0,00) = B,[0, 00) lineer pozitif bir operatér olmak {izere

lim || L,(¢”) — @] = 0; v=0,1,2
n—oo

kosullarii saglamasina ragmen

T (| La(F) — £, > 1

olacak sekilde bir f* € C,[0, 00) bulunabilir [6,11].

2.5.6. Teorem

(L) lineer pozitif operatérler dizisi

Tim | Ln (¢ ) =%, =0 v =0,1,2

seklinde {i¢ sart1 saghyorsa her f € C3[0, 00) icin n — oo iken
ILn(f) = fll, = 0

dar.

Buradan da su agiktir ki yakinsama p—normundadir |5,11].

2.6. Fonksiyonlarin Degisme Mertebesi-Sonsuz Kiigiilenlerin

Kargilagtirilmasi
2.6.1. Tanim

©, g : a,b] — R fonksiyon, zo € (a,b) ve xy sayisimin komgulugundaki her x noktasi
i¢in g () # 0 olsun.

im 22 _ g
=0 g (x)
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gercekleniyorsa

p(r)=o(g(x), (x— o)

bi¢iminde gosterilmektedir. Tanimdan goriildiigi iizere, z — 1z iken ¢ (x) = o(1)

yaziligi ile

lim ¢ (z) =0

T—T0

oldugu anlagilacak olup x7 noktasinda ¢ fonksiyonu sonsuz kiigiilen olarak
adlandirilacaktir [14].
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3. BALASZ OPERATORLERININ BLEIMANN, BUTZER
VE HAHN TiP GENELLESTIRMESI

Bu béliimde, ilk olarak K. Balazs tarafindan ifade edilen R, operatorlerinin tanimi ve
test fonksiyonlarna ait sonuclar verilmistir. Ikinci olarak, Bleimann, Butzer ve Hahn
tarafindan verilen L, operatorlerinin yaklagim 0©zelliklerine ait bazi sonuclar
gosterilmistir. Uciincii olarak Dogru tarafindan caligilan, R, ve L,, operatorlerinin bir
genellegtirmesi olan A,, operatorlerinin yaklagim o6zellikleri incelenmigtir. Son kisimda
ise baz1 6zel kogullar altinda A, operatorleri i¢in Voronovskaja tip teorem elde

edilmigtir.

3.1. R, Operatorleri

3.1.1. Tanim

(an) ve (by)

a, — 0veb, = oo

olacak bicimde pozitif terimli herhangi iki reel say1 dizisi olsun. n — oo iken
na,

Jm o= =1

kogulu altinda = > 0, n € N ve f fonksiyonu [0, 00) arahgimda reel degigkenli siirekli

bir fonksiyon olmak iizere

Ry (fiz) = mkﬁ%f (%) (Z) (@)’ (n=1,2,..)

seklinde tanimlanan operatorlere Balasz operatorleri denir [7].
3.1.2. Lemma

R,, operatorleri lineer pozitif operatorlerdir.
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fspat

Her ay,51 € R ve her fi,fs € C[0,00) olmak iizere > 0 igin toplamin lineerliginden

R, (aq f1(t) + Brfa(t); x)

_ ﬁ (i) o four (5. ) +2 5)

Il
2
—
+
Q —_
3
IS]
S~—
3
=
3
(@)
VRS
> 3
~—_
=
3
S
S~—
=
=
VRS
S| =
~~_

= oy R, (f1(1): ) + B1 Ry (f2(2); 2)

dir. f fonksiyonu [0,00) arahginda tammh olmak iizere (7}) (anz)® > 0 ve f > 0
oldugundan R, (f;z) > 0 dir. Boylece (R,) operatorler dizisi lineer pozitif operatorler

dizisidir.
3.1.3. Lemma

Her n € N ve x > 0 olmak iizere Eg. 1.2 ifadesindeki R,, operatorleri i¢in

i)Rn(1;2) =1,




ve

i) Ry (12 2) = ML) ( a,@

b2 1+ ayx

esitlikleri gerceklenir.
fspat

i) Es. 1.2 ifadesinden

Rn(h 33) =

e

dir. Binom agilimindan

i (Z) (anz)* = (1 + anz)"

k=0
oldugundan
R,(1;z) =1

elde edilir.

i1) Es. 1.2 ifadesinden

Rn(t; :)3) =

) +

nooapx
b2 1+ ayx

27
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n

1 n!

1
T (0t ape) &= (n— R)I(k — 1)! (.2)" by

olur. Egitligin sag tarafinda k yerine k + 1 yazilirsa

Ru(t;r) =

e S
(14 anx)" b, —~\ k "

bi¢iminde yazilabilir. Binom acilimindan

n  ax (14 a,2)"
Rn t; = 7 n
(t;2) by (14 apz)” (1+ ayx)
olup
na, T
R, (t;x) = —
() b, 1+ ayx

elde edilir.

iii) Es. 1.2 ifadesinden

1 " /n k2
()= —— ) L
R ( 7$) (1 +anx)n e <l{7) ((l J}') b%

olmak iizere k? yerine k (k — 1) + k yazilirsa

9 N 1 " /n pk(k—1)+Fk
) = (1) e

ol
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1 n! e k
o+ a2 (o= by ) g2
1 = n/! g k(k—1)
(1+ ane)" 2= (n — k)lk(k — 1)(k — 2)! (an®)” =55
1 “ n!
(1 + )" &= (n — k)Ik(k — D)1
1 - n! i
(1t ane)" &= (n— k)I(k - 2)! (ane)” 3z
1 _ n! p 1
i e m G =1 )

k=1

bulunur. Son egitlikte birinci terimde k yerine k + 2, ikinci terimde k yerine k + 1

yazilirsa

n—2
Zn TL—]_ n—2) (anl')k+2i

1—|—anx (n —k —2)k! b2

n(n—1)! g1 1

1+mlnh0n— —1%Na@ b2

B (n—2)!
(14 a,2)” B2 (n —k —2)k!

(anx)k
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n 2
(1+ a,x) by =\ k
AnT ni/n—-1
n - k
* (1+ a,z)" bi;( k ) (an2)

bi¢iminde yazilabilir. Binom a¢ilimindan

(anz)® n(n—1)1+apz)" ax  n (14 ax)”

RntQ; = n + n 719
G S T B (v (0t B (14 o)

olup

2 2 2
na x n an no apx

R,(t%;7) = | — - — = — "

(%) (bn> (1+anx) b2 (1—|—anx> +bil+anaj

elde edilir.

3.1.3. Lemmadaki sonuclardan, R, operatorleri hem klasik Bohman-Korovkin
teoreminin [3,13] hem de agirhklh Korovkin teoreminin [15,16] hipotezlerini
gerceklemedigi goriilmektedir. R, operatorleri icin Korovkin tip teorem 3.1.1

Tanmmindaki kogullarin saglanmasi durumunda gergeklenir [7].
3.2. L,, Operatorleri
3.2.1. Tanim

f fonksiyonu [0, 00) araliginda tanimh reel degerli siirekli bir fonksiyon olmak {izere

= (k) ()
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bi¢iminde tamimlanan L, lineer pozitif operatorlerine Bleimann, Butzer ve Hahn
operatorleri denir [8]. Bu kisunda, L, operatorlerinin Gadjiev ve Cakar tarafindan

incelenen yaklagim 6zellikleri verilmigtir [9].

f fonksiyonunun siireklilik modiilii w (f;d) ve § > 0 olmak {izere

’ ! ) (3.1)

14z 14+t

(@) - £ ) Sw(f;

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin bir uzay1 H, olsun.

[0,00) araliginda tamimli olan sinirh ve siirekli fonksiyonlarin uzayr Cg[0,00) ile

gosterilsin.

Cp [0, 00) uzayindaki norm

I£lle, = supl (o)

seklindedir. Herhangi bir f € H,, i¢in
[f @) <[fO)f+w(@d) z=0

esitsizligi saglandigindan f fonksiyonu [0, 00) arahiginda simirhdir. Dolayisiyla H,, C
Cp [0, 00) dir.

0 < a <1 olmak tizere
w(t) = Mt~

durumunda H, uzay1 H, sembolii ile gosterilecektir [8]. Dolayisiyla 3.1 esitsizliginden

(0%
a,t a,T

’f(t)—f(SL’HSM ]_—|-ant_ ]_—|—(lnl’

olup ve boylece H, C Lipy;a dir.
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Pozitif reel eksende sinirli ve siirekli fonksiyonlarin bir Lipschitz alt uzay:

(0%
a,t a,T

1—|—ant_ 1+a,x

Ha—{f:\f(t)—f(x)]gM x20veM>0}

bigiminde gosterilmigtir.

Gadjiev ve Cakar tarafindan Eg. 1.3 ifadesindeki L, operatorlerinde v = 0,1, 2 i¢in
€y (1%{:) = (Hix)v test fonksiyonlar1 kullamilarak Korovkin teoreminin ispati H,

uzayinda elde edilmigtir [9].

Bu operatorler icin Korovkin tip teoerem Gadjiev ve Cakar tarafindan asagidaki gibi

ifade edilmigtir.
3.2.2. Teorem

Her n € N igin L,, : H, — Cgp|0,00) olacak sekilde (L,,) lineer pozitif operator dizisi

olsun. Eger v =0, 1,2 i¢in

a,t v a,T v
L, x| —
((1+ant) ) (1+anx>

kosgullar1 saglaniyorsa bu durumda f € H, icin

=0 (3.2)

lim '
n—oo

T [[Lf ~ flle,, =0

dir.

fspat

f € H, olsun. Bu durumda her € > 0 sayisi i¢in en az bir § > 0 sayis1 vardir Oyle ki

ant an,T
— <0
1+a,t 1+4a,x

oldugunda

[f () = fla) <e



gerceklenir. Diger taraftan

ant a,T
1+a,t 1+4a,x

ise

ant  _ _anT
1+ant 1+anx

olacagindan

2
ant — _anT
<1+ant 1+anm> > 1
52 -

saglanir. Ayrica f sinirli oldugundan

[f @) = f @) <[fOI+ IS (2)] <2M

esitsizligi saglanir. 3.3 ve 3.4 egitsizliklerinden

2M ant anT i
t) — < B
()= f(z)] < 52 {1+ant 1+anzv}

olur. Bu durumda her z,t € [0, 00) igin

If @)= f@)] <e+

2M anpt anx 2
02 [1+a,t 14+a,x

esitsizligi yazilabilir. Esg. 3.2 ifadesinden

[ (1;2) = Uy, < €,

< &p,
Cg

a,t a,T
Ly|——z2) —
(1 + ant > 1+a,z
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ve

a,t 2
L, & x
(7)) - ()| <=

esitsizliklerini saglayan n — oo iken g, — 0 olacak gekilde bir (g,) dizisi vardir.

Buradan C' sayisi, n indisinden bagmsiz bir sabit olmak iizere

L { an (t — ) ]Q-x < Ce (3.6)
"\ +ant) (1 +apx)| o " '
esitsizligi yazilir. O halde
[ Lo (f52) = f ()l
SN Ln (f () = f(2)52)l
1 flley 1Ln (L;2) = g, (3.7)

olmak {izere
I Ln (f;2) = f (@), <1, + 11,
dir. Acik olarak

lim I, =0

n—o0

saglanmaktadir || f||o, < M oldugundan 3.7 esitsizliginde I terimini dikkate alarak
birinci terimin limitinin sifir oldugunu gosterelim. 3.5 ve 3.6 esitsizliklerinden

2M a, (t — ) 2

62 (14 ayt) (14 ayz)

L, < el Ln (Li2)llg, +

Cr



35

2M
<e(l+e,) +—=5Ce,

02

elde edilir. Boylece

lim I, =0

n—o0
olur ve ispat tamamlanir.

3.3. A, Operatorleri

f € Cpl0,00) ve z > 0 olmak iizere Balasz operatorlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn

tip genellesmesi olan A,, operatorleri Dogru tarafindan

(i) = > () (1)

k=0

bi¢iminde tanimlanmigtir, burada (a,) ve (b, ;) dizileri x degigkeninden bagimsiz olacak

sekilde uygun olarak segilmis pozitif reel say1 dizileridir [10].

A,, operatorleri icin Korovkin teoremi

Cn = Qpk + by g (3.8)
olmak iizere n — oo iken

n

— —1vea, —1

Cn,

kosullarinin saglanmasi durumunda gerceklenir.

3.3.1. Lemma

A,, operatori lineer pozitif bir operatordiir.
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fspat
Her a,5 € R ve her g1,g2 € Cp[0,00) ve z > 0 igin

Ap (g (t) + Bg2 (t) ;)

= ad, (g1 (t);2) + BA, (92 (1), x)

dir. Ayrica x > 0 i¢in (Z) (anm)k > 0 ve f > 0 oldugundan A,(f;x) > 0 saglanir.

Dolayisiyla A,, operatorleri lineer pozitif operatorlerdir.
3.4. A, Opertorlerinin Yaklagim Ozellikleri

Bu boéliimde, Es. 1.4 ifadesindeki A,, operatorlerinin yaklagim oOzelliklerini elde
etmek icin Korovkin tip teorem kullanilacaktir. Ilk olarak bu operatorlerin test

fonksiyonlarinin sonuglar elde edilecektir.
3.4.1. Lemma
n € N, x > 0 olmak iizere A, operatorler igin

i) Ay, (15I> =1,



i) A ant anpn  apT
i) A, | —;x | = — ,
1+ apt ¢, 1+a,x

ve

i) A, [ 2t 2 ) = Gn =) (e 2
1+ aut c2 1+a,x

esitlikleri gercgeklenir.
fspat

i) Es. 1.4 ifadesinden

A= L (Z) (an2)"

(14 apx)" =

olup binom agcilimi

n

3 (Z) (anz)’ = (1 + anz)"

k=0

dikkate alinirsa
A, (Lz)=1
saglanir.

ii) Eg. 1.4 ifadesinden

2
a,n  apT

2
cc 1+ayx

37

(3.9)
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B 1 "\ /n ( )k ank
(14 apz)” — ) )\t by + ank

dir. Es. 3.8 ifadesinden

ant 1 n n! k
A, o) = IS T (0,0)
(1 + ant x) (1+ anz)” cn <= (n — k)IK! (anz)

1 Uy — n!
T (It ap)" Z; (n— k)l(k — 1) (a:2)"

olup esitligin sag tarafinda k yerine k + 1 yazilirsa

n—1
ant 1 a n!
A, - ) = n - n
(1+ant :c) (1+ ayx) cnkzzo(n—k—l)!k! (ana

1 U n(n —1)! (@)
=———% ———— " (a,x
(1+a,z)" cp —~(n—k—1)k
Un T . (n—1)! ( )k
X
(l—l—anx Cn £ (n—k—1)kT"

nl(n_l) k
(1+ana: Cn =

bulunur. Binom agilimindan

4 ant ant  apn (14 a,z)"”
1+ a,t (14+a,z)" ¢, 14 apx

(3.10)
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olup

a,t a,n  a,T
A, x| = —
(1—|—ant ) cn 1+ ayx

elde edilir.

iii) Es. 1.4 ve Es. 3.8 ifadelerinden

2 n k 2
A, | = (an®)” | ——5—
1+ant (1+an$) 0 k 1+ann

_ ; - n (CL Ji')k ank bn,k 2
(I +a,2)” k) bk bok + ank

B 1 “(n (a :c)k ank 2

(1 +auz)” k " bk + ank

LS (1) o

bulunur. Bu son ifadede k? yerine k(k — 1) + k yazilirsa

ant \’ 1 2 n! k(k—1)
A, n . SR A Y LS A
((1 + ant) ””) 1+ anx)”a";(n — i ()

0 n

! a’ (anz)"
(1+ az)” "= (n — k)l 2
(M4 aun) A~ (n—k)!(k—2)!""
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2 N
1 a: n! K

AR

elde edilir. Esitligin sag tarafinda k yerine birinci terimde k + 2 ve ikinci terimde k + 1

yazilirsa
ant \’ 1 a%n_zn(n—l) (n—2)! (an)* P
n ) = n 9 nL
1+ a,t (1+apx)" 2 — (n—k —2)k!
1 ﬁn_l n (TL — 1)' (a )k-i—l
(14 apx)" 24~ (n—k—1)k "

O

+

gerceklenir. Binom agilimindan

An ((Lt)Z:L) =1 (an2)° _agn(n—1) (1+anx)z

14 ant 1+ apz)” 2 (1+ anx)

a,t \° an(n—1) ar \°  ddn apx
An | = + —
1+ apt 2 1+a,x 2 1+ayx

elde edilir.
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3.4.2. Teorem

Her f € H, igin (A, (f)) dizisi f fonksiyonuna [0, 00) araliginda diizgiin yakimsaktir.

fspat

3.4.1.Lemmadan

lim sup |4, (L;2)—1]=0

=90 2€[0,00)

oldugundan

A, (Lz) =1

elde edilir.

lim sup
90 2€[0,00)

TLt n
A, a ) - anT
1+ayt 1+a,z

oldugundan

A a,t o T
n Y
14+ a,t 14+

gerceklenir.

oldugundan

A a,t 2% - xT 2
" 14+aut/) ' 14+ 2

saglanir. Dolayisiyla 3.2.2. Teoremden

lim sup [A, (f;,z) - f(z)| =0

=00 4€[0,00)
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olup

A, (fi2) = f(2)

saglanir.
3.4.3. Lemma

Es. 1.4 ifadesindeki A,, operatorleri icin

3 3 o _ 3
A, ant ) = ayn(n—1)(n—2) apx
1+ a,t c 1+a,x

+ai3n (n—1) ant \’  @dn anx
ca 1+anz 3 1+aye

ve

R ((1 i"ﬁnty;“’) S (;—2) - (1 ijx)4

+6a;§n(n—1)<n—2)( (T >3+7a;§n(n—1)< (U )2

ct 1+ayx ch 1+ apx

N atn ap
A \1+a,x
esitlikleri gerceklenir.

fspat

i) Eg. 1.4 ve Eg. 3.8 ifadelerinden

3
ant 3 1 “/n k (ny —
A, | =" (an®)" | ———
1+ ayt (1+ apz) e \k 1+ ang—




_ - n (CL )k ank bn,k ’
T Wt ane) 2\ &)\ Bk b + ank

. 1 3 " n k ]{73
T (1t au) (k) ()"

olarak yazlabilir. Bu ifadede k3 yerine k(k — 1)(k — 2) + 3k(k — 1) + k yazilirsa

() ) = eSS 1) G =2

L k”o <Z) (42" 3k(k —1)

T

1 3 n n k ]f
I a2 (1) e 5

elde edilir. Dolayisiyla

3
ant 1
A, - x| = 35 ) i
<<1+ant) ,x) 1+an (n—k)!I(k —3)! (an2) a3

43
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olarak yazilabilir. Egitligin sag tarafinda k yerine birinci,ikinci ve iiciincii terimlerde
sirasiyla k + 3, k+ 2 ve k + 1 yazilirsa

3 n—3 . _ B ]
§ ant ) = 1 3 nn—1)(n—2)(n—3)! (0, 1
1+ apt (1+ a,z) — (n —k — 3)k! c3

n—l k
+(1+an e ”kz:: (n —k— 1)Ik! (an2)




n—1
AnT n g n—1 k
too T n 3l n
(14 ayz) cga ( k ) (an)
k=0
bulunur. Binom agilimindan

" << ant )3;95) _ (1(%96)3 dinn 1) (n=2) (L + )’

1+ ant + a,z)" c (1+a,r)

(anz)® 3ain(n—1) (14 a,z)”
(1+ a,x)" c3 (1+ apz)?

L GnZ nad (1+ a,z)"
(1+apx)" ¢ 1+4a,x

olup

3 3 o _ 3
A ant ) = asn(n—1)(n—2) apx
1+ a,t cl 1+ a,x

+ai3n (n—1) ar \°  dn apx
c 1+ a,x 1+ apx

elde edilir.

ii) Eg. 1.4 ve Eg. 3.8 ifadelerinden

4 n k 4
ant 1 n k Uny —
Ay | == (an®)” | ——5—
1+ ant (1+ an)" £\ k 1+ a3

B 1 " /n ( )k ank  bng 4
T @t ane) 2 \E) T\ b b + ank

45
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Q

o 1 4 L n k k’4
= Tt a2 (1) e

bigiminde yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki k* yerine k(k —1)(k —2)(k — 3) + 6k(k —
1)(k—2)+ Tk(k — 1) + k yazilirsa

A ((1 in;ty ; x) - mai ”0 (Z) (an2)" kk = 1)(]{0% 2) (k—3)

1 4 n k k
ML (k) ()" o1

k=0

elde edilir. Dolayisiyla

<< e )4 )
A, T
1+apt
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N 1 6a n! (anz)*
(14 apx)” “—~(n— k) (k—3) "

n

N 1 Tat n! (anz)*
n Ap®
(1+ayz)" —~(n— k) (k—2)
1 aﬁ u n! k

ey a2 =1 @)

ol

=1

gergeklenir. Bu egitigin sag tarafindaki £ yerine birinci, ikinci, {i¢iincii ve dordiincii
terimlerde sirasiyla k + 4, £+ 3, £+ 2 ve k + 1 yazilirsa

A, | T
1+ apt

1 & nn—1)(n—2)(n—23)(n—4)

L a, k-4
T (1t apa)” ol (n— k — 4)1K] (@)
Lt nm-Dm=2m=3)
(1+ap2)" o) (n —k — 3)!k! "
1 ifzni"(n—l) (n —2)! (anz)**?
(1+a2)" cf &= (n—k=2)lkl "
1 %n_l n(n—1) (a x>k+1
(14 apx)" 24~ (n—k—1)k "
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saglanir. Bu ifadelerden
4
A, ((—a"t ) ;:1:)
1+ a,t

(n—4)!

— k
T 1+ ap)” A “(n—k — 4)IK] (an2)

3
£
Il

6 (anz)® a*n(n—1)(n—2)< (n — 3)! k
(1+ apz)” ct kz_g (n—k — 3)k! (an2)
T(anz)? atn(n—1)e= (n—2)! (a2)*
(1+ apz)” A (n—k—2)Ik! "
Apx ainn_l (n—1)! (an2)*
(1+a,z)" 4 (n—k—-1)K"T"

6 (an2)® atn(n—1)(n—2)<2 (n - 3) (0,2

n 4
(1+ a,x) cd p

n—2

L Tla)’ ain(n—l)z(n;2) )

(I+ane)”




olarak yazilabilir. Binom ag¢ilimi kullanilirsa

ant 4.3: B (anz)' atn(n—1)(n—2)(n—3)(1+ayz)"
A(( ) )‘(

1+ a,t 1+ apz)” ct (1+ anx)4

6 (anz)® a‘n(n—1)(n—2)(1+az)"
(1+ a,z)” ct (1+ anpz)?

7(anz)® ain(n—1) (14 a,x)"

n

(1+a,x)" cd (14 anz)’

anz  ain (1 +a,z)"
+ m
(1+apx)" ¢t 1+4a,x

n

olup

(7)) - D=2 (e

+aﬁ6n(n—1)(n—2)< n >3

4
c, 1+ayx

_{_aﬁ?n (n—1) [ anx \°  d‘n a.x
ch 1+ ayx ct 1+a,x

elde edilir.



50

3.5. A,, Operatorlerinin Yaklagim Hizi

Bu kisimda, A,, operatdrlerinin yaklagim hizi H, uzayinda siireklilik modiilii yardimiyla

incelenmigtir.

f € H, olmak iizere siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginden

x t
!f(:v)—f(t)|§w<f; H—J;_l——H>
1121:5 - 112:53:
< (14 et Tl s 3.1

olarak yazilabilir.

3.5.1. Teorem

f € H, olmak iizere A, : H, — Cg |0, 00) operatorleri i¢in

5y = |

Cn

na, ’

olmak {izere

[An(f;2) = ()] < 2w (f; 0n)
esitsizligi yazilabilir.

fspat

Es. 1.4 ifadesinden

() (@) = P

(1+ a,x)"
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olmak tizere

[An(f;2) — f(2)]

n

< P, k() (3.13)

/ (%) - (@)

esitsizligi elde edilir. 3.12 esitsizliginde ¢ = ﬁ olarak secilirse

‘f (%) - (@)

k=0

1+anﬁ 1+anz
n
ank _ _anx
nk+bn, 1+an
S S ’k5 ant w (f;6n) (3.14)
n

olarak yazilabilir. Eg. 3.14 ifadesi 3.13 esitsizliginde dikkate alinirsa

n ank _ _apz
ank+bnk  1tanz
A, (fix)— flo)] < 1+ : w(f;0,) | Pox(z
|(f)f()|k§ 5 (£300) | Po(a)
() | Py ¢ L3k e
’ e~ On = lank +bpg 1+ anz|

saglanir. Toplamin ikinci kismina Cauchy-Schwarz egitsizligi uygulanirsa

[An(f;2) = f(2)] <
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1

1 - - ank anT 2 :
< 0,) |1+ — P, - S — P,
<w(fion) |1+ S, (kz:% nk(x)> ( <ank‘ +bpr 1+ anzv> nk(x))

k=0

elde edilir. Yukardaki egitsizlikte 3.4.1. Lemmadaki (i) ifadesi gézoniine alinirsa

[An(f52) = fl2)] <

1

< w(f;6,) 1+$<Z< ank T ) Pmk(x)) (3.15)

ank + by 1+ anx

gerceklenir. Ayrica Es. 3.9, Es. 3.10 ve Es. 3.11 ifadeleri kullanilarak

n

Z ank o anT 2 P(a)
C, 1+a,z ok

k=0

2 2
= A, a x| — 24, a ;X n® + A, (1;2) An
1+a,t 1+ apt 1+a,z 1+a,x

biciminde yazilabilir. 3.4.1. Lemmadan

Zn: ank o anT 2 Pos(a)
Cn, 1+a,z ok

k=0

_azn(n—1) anr \° N ain  apx
B 2 1+ a,x (Cn)2 1+ a,x

2a,n a,x 2 an 2
- +
Cn, 1+a,x 1+a,z

ar \ [(ain(n—1) 2a,n ain  apx
= - 1)

1+ a,x 2 Cn 2 1+ ayx




bulunur. Yukaridaki esitlik gézoniine alinirsa

[An(f;2) — f(2)]

< w(f;0n)

elde edilir.

denilirse

sup ()

z€[0,00)

1 anr \[(ain(n—1) 2a.n
L= [ (2 -
S 1+ a,x c2 Cn

53
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secilmesiyle

1
Al = S0 < w (8 [14 3-00] =20 (£:6)
esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
3.6. A, Operatorleri igin Voronovskaja Tip Teorem

Bernstein operatorleri i¢in Voronovskaja tip teorem [17]| ¢cahigmasinda verilmigtir.
Bu kisimda, A, operatorleri icin agagidaki kogullar altinda Voronovskaja tip teorem

ifade ve ispat edilecektir.

a,7 € R olmak iizere genel terimleri

ve
Cp = pk + by i

olmak {izere

n
— =1
C’I’L

kosullarin saglayan pozitif terimli (a,,), (¢,) ve (b, ) dizileri secilerek (A,) operatérler

dizisi icin Voronovskaja tip teorem elde edilecektir.

Bunun icin ilk olarak A, operatorlerinin merkezi momentleri hesaplanacaktir.



3.6.1. Tanim

(A,,) operatorler dizisi igin

t T
son,rzAn(( an T ) x) {r=0,1,2,3 4}

l+a,t 1+a,x

bi¢iminde tanimlanan ifadelere r — inci merkezi momentler denir.

3.6.2. Lemma

A, operatorleri i¢cin merkezi momentler

i)@n,o(‘x) =1,

Cn 14 a,z’

i) (z) = (” _ 1)

114) P o () = (ai” (n—1) 2aun . 1) ( i, )2

2 Cn 1+ anw

c3 2 Cn

N 3a2n(n—1) 3a’n anzr \’ N ain  apx
c3 c2 1+a,x 3 1+ayx

ve

apn(n—1)(n—2) 3apn(n—1) N 3ann

anT

an(n—1)(n—=2)(n=3) dajn(n—1)(n-2)

Donato) =

4 3
Cn Ca

2 )
c; 1+ayw

)

Anx
1+a,z

s
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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N (Gain (n=1)(n-2) 12adn(n—1) N 6a3n> < an )3

4 3 2
cn c c 1+ayx

Tain(n—1) 4a3n ar \°  ain a,x
+(—= (4 ) _ da, + o= (3.20)
ch c 1+ ayx 1+ apx
seklindedir.
fspat

r = 0 i¢in 3.4.1. Lemmadan

¥n,0 (x) =1

oldugu aciktar.
ant anT !
A, - = L
1+a,t 1+a,x

anpN  apT anx

C, 1—|—anx_1—|—ana:

olup

_apx AN ]
Pl = 1+a,x \ ¢,
bulunur.

r = 2 i¢in 3.4.1. Lemmadan

a,t @y, 2
A, LS — ‘T
l1+a,t 1+a,x
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2 2 2
_agn(n—1) A azn  a,x
2 1+ ayx 2 1+ayx

2 2
2ann anT apnx
— +
Cn <1+an$) <1+anx>

olup

_(aZn(n—1) 2a,n +1 a,r \° N aln  apx
P2 = 2 Cn 1+ a,x 2 1+ apx
bulunur.

r = 3 icin 3.4.1. ve 3.4.3. Lemmalar1 gdzoniine alinirsa

ant AT 3
A, L _r T
1+a,t 1+a,x

:agn(n—l)(n—z)( (T )3+3a§;n<n—1>( (T )2

c3 1+ apx

+a731n anT _3ain(n—1)< anT )3_3afln< anT )2

cd 1+ apr c? 1+ a,z 2 \1+ayx

3 3
3a,n AnT anT
_l’_ i
Cn <1+anx> <1+anx>

olup

() = (ain (n=1)(n—2) 3agn(n—1) 3am 1) ( an )3

cl 2 Cn 1+ anx

N 3a2n(n—1) 3a’n anz \’ N ain  apx
c3 c2 1+a,x 3 1+ apx
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bulunur.

r =4 i¢in 3.4.1. ve 3.4.3. Lemmalar dikkate alinirsa

a,t a,T 4
A, o ‘T
l1+a,t 1+a,x

:ain(n—1)(n—2)<n—3)( an )4+6a§n<n—1)(n—2)( n )3

ct 1+ ayx ct 1+ a,x

+7afln(n—1)( an )2+aﬁn an® _4afln(n—1)(n—2)( An >4

ck 1+anx b 1+ayr c 1+ anw

1203n(n—1) ( apz \° 4d3n [ apx \> 6ain(n—1) [ az \
N 3 3 + 2
c 1+a,x c 1+a,x c: 1+ a,x

n

6azn apr \°  da,n ar \* a,r \*
+— - +
cz 1+a,x C, 1+a,x 1+a,z
olup

P4 (2)

_ <ain(n—1)(n—2)(n—3) _dajn(n—1)(n—2)

4 3
Cn Cn

6a’n(n—1) 4da,n a,r \*
apn(n—1) +1)( >

2 Cn 1+a,x

N (Gain (n=1)(n-2) 12an(n—1) N 6a$;n> < anx )3

4 3 2
cn c c 1+ayx
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N (7afln (n—1) 4ain) ( an )2 N apn  anx
ck c 1+anz b 1+ayr
olarak bulunur.
3.6.3. Lemma
(A,,) operatorler dizisinde ikinci ve dérdiincii momentlere ait agagidaki limitler

2 2
nt n
i) lim nA, a S x| = i -
n—00 1+a,t 1+a,x 142 1+

ve

4
nt n
ii) lim n*A4, a T ;X
n—o0 14+a,t 1+4+a,x

z \° z \° z \*
=3 —6 3
(1+x) (1—|—£B> * (1+a:>
gerceklenir.

fspat

i) 3.6.2. Lemmanin (iii) ifadesinden

ant An T 2
A, Lz T
1+a,t 1+a,x

a‘ln(n—1) 2a,n anz \’ a’n AT
= 3 — + 1 + P}

olup esitligin her iki tarafim n ile carpilir ve n — oo iken limit alinirsa

2
limn [ A, G _Gn? T
n—0o l14+a,t 1+a,x
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: ain (n—1) 2an,n anx 2
= lim n - — +1
nre (n+7) (n+7) 1+ apz

2

a,n an

+ lim n
n—oo (n 4 ) 1+ a,w

olup

2
nt n
lim nA, a _ _GnT v
n00 1+a,t 1+ayx

n—oo

:limn(ain(ﬂ_1)_2ann(”+7)+(n+7)2)( i )2+ z

(n+7)° 1+a,x 1o

— lim —~ (ain(n_1)_2ann(”+’7)+("+7)2)( An T )2 T

bi¢iminde yazilabilir. Dolayisiyla

i n  (n%d® —2n%a, + n® — 2nvya, + 2ny — na? + ~* anz \°
= lim
n—oo 1 + 7y n+y 1+ay,x
x
1+
’ n [(n?(a, —1)* —n (a2 + 2ya, — 29) + anT 2+ T
= lim



2
= lim —2 (n {n(an—lf—(ai+2’yan—2’y)+7_}>< n®
n

gerceklenir. Buluna bu son egitlikten

. ant a,T 2 x T 2
limn | A, — T = —
n—00 1+a,t 1+a,z 1+=x 14+

elde edilir.

ii) 3.6.2. Lemmanin (v) ifadesinden

ant a,T 4
A, = ___*° ‘T
1+a,t 1+a,x

_ <afln (n=1)(n-=2)(n=3) dayn(n-1)(n—2)  6azn(n—1)
(n+)" (n+7)° (n+7)°

4a,n anx 4
+1 e
(n+7) 1+ anx

+(6a;§n(n—1)(n—2)_12a$;n(n—1)+ 6a2n )( (n )3

(n+7)" (n+7)° (n+7)*/) \1+anz

N (7afbn (n—1) 4ain ) ( anT )2
(n+9)* (n+7)°) \1+aux

a,n anT

(n —|—fy)4 1+ and

14+a,z

:
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olup esitligin her iki tarafi n? ile carpilir ve n — oo iken limit alinirsa
ant an® *

lim n? | A, - - T

n—00 1+a,t 1+a,x

5 (a4n(n—1) (n=2)(n=3) dajn(n—1)(n-2) +6a%n(n—1)
(n+)" (n+7)° (n+7)*

n—o0

da,n anT 4
+1 —_—
(n+7) 1+ ayz

+ lim n
n—oo

) <6ain(n—1) (n—2) 12a3n(n—1)  6a2n ) ( nx )3

_I._
(n+7)" (n+9)"  (n+y)?) \1+aw

+ lim 02 <7afln (n—1) 4ain ) ( anT )2
im n —

4
a,n anT

li 2
o (n4+~)* 1+ ane

elde edilir. Dolayisiyla

ant an® 4
lim n? | A, - = X
n—oco l14+a,t 1+4+a,x

Q(Gin(n—l)(n—Z)(”—?ﬂ CAagn(n—1)(n—2) (n+7)
(n+~)* (n+7)"

= lim n
n—oo

6a2n (n — 1) (n+~)?  4dapn (n + 2 (n+7)! anr \*
T ey (n+ )" +(n+v)4>< )



+ lim n
n—oo

) <6ain (=1 (-2 12an(n—1)(n+7)
(n+7)" (n+7)"

+6afln (n+7)° ( an )3
(n+~)* 1+anz

+ lim 02 n’al — Tnal —4a3n (n+ ) anr \°
im n
n—00 (n + 7)4 1+ ApT

4
5 apn anT

+ lim n
nooo (n+4)' 1+ azx

bigiminde yazilabilir. Boylece

4
’I’Lt n
lim n? | A4, a L T
n—00 l1+a,t 1+a,x

= lim

3

2.3
8n a;

— 4nta

3
n

n=2 (n+7)° (n+7)”

N 12n%ya3 — 4n3ya3 — 8nvya + 6n*a? + 12n3ya? — 6n’a

n? (n“afl — 6nal + 11n2a} — 6na; + 12n3a3 —

(n+7)°

6n2y%a? — 12nvya? — 6ny?a? — da,n* — 12a,n3y

(n+7)?

N —12a,n%*y? — da,nvy? + n* + 4n3y + 6ny? + dny3 + 42

Ap

(n+7)*

)

1+a,x

y
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L n? (6n3aﬁ — 18n2a} + 12nat + 12n%a® — 12n%a® — 12n2va3 + 12nvya3
im
n=e (n+7)7 (n+7)°

6n3a? + 12n%ya? + 6n72ai) ( anT )3
(n+7) 1+ anz

i n? (7n2afb — Tnal — 4n?a? — 4771(1%) ( anT )2
im
olup

4
'I’Lt n
lim n? | A4, a __n? T =
n—00 l1+a,t 1+a,x

2 2 o2
lim ( . (a, —1)* — LZTL (a, —1)° (3a2 + 2va, — 27)

+—— (6fy2a,21 —129%a, + 69* + 12va> — 12ya2 + 1la; — 8af’l)
(n+7)

4 4

n y anT

+ ——— (—47%a, + 49° — 67%a2 — 8yal — 6ay,) + ) < )
(n+7)* ( ) (n+7)*) \1+anz

2 622 622
n ( 1 n(an—l)Q—i—L"Q(27+2an—3ai—27an)

lim
i (nt ) (n 1)

no0 (n 4 )

3

n QAp X

+ ——— (67%a2 + 12 af;+12ai)( " )
P ! A



n? ( n?
+ lim a (Ta, —4) —

gerceklenir. Son egitlikten

nt i\
lim n? [ A, ¢ S T
n—0o l14+a,t 1+4+a,x
z \? z \° z \*
=3 —6 3
(1+x) (1—|—m> * <1+x>

elde edilir.

3.6.4. Teorem

feH,icin f, f' € H, olmak iizere

. ant _ anT
r}ggon [An (f (1 +ant) ’:E) -/ (1 —|—anx)}

xz

a4 7)) (

n+7) (n+7)

gerceklenir.

fspat

/ T T 1 T T 2
=13 Pl (1+x)1+x_§f (1—1—90) (1—|—x>

anT
1+a,x

f.f . f" € H,vex €0,00) olsun. Bu durumda Taylor formiiliinden

anl QnT / T
f<1+ant) :f(l—I—anx) J (1+an$> <

ant an )

1+ant_ 1+a,x

n 1 f” anT ant anT 2 b (ta) apt a,T 2
— — 7"‘ . x‘ R
2 1+ a,x 14+a,t 1+a,x ’ l+a,t 14+a,x

:
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(3.21)
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bi¢iminde yazilabilir, burada r (¢, z) kalan terimin Peano formudur ve

limr (t;2) =0

t—x

dir. A,, operatorii Eg. 3.21 ifadesindeki egitligin her iki tarafina uygulanirsa

ant

A, = ;

(r(55) )

@y, T / a,r a,t an,x

f(1+anx)+f (1—|—anx> (<1+ant 1—|—anx>’x)

1 an® ant Ay T 2
+_f“ n An n _ n ,I’

2 1+a,z 1+a,t 1+4a,x

2
a,t a,T
An t; - - = ;
+ (7“( x><1+ant 1+an$) :1:)

elde edilir. Buradan

_ f, AT A, a,t _ GnT ;x
1+a,x l1+a,t 1+a,x
+1f” anT A anpt O 2 -
2 1+a,x l14+a,t 1+a,x

a,t AT 2
A t; A — : .22
+ n<r(’x)<1+ant 1+anx) ,x) (3.22)



biciminde yazilabilir. Eg. 3.17 ve Eg. 3.18 ifadelerinden

ant _ anx
An (f <1+ant) ,x) -/ (1 —|—anx>

B f/ an® Qp T anpn ]
B 14+apx/) 1+ aye \n+7v

1. apx aln(n—1) 2a,n anr \’
+=f 2 +1
2 1+ay,x (n+7) n -+ 1+a,x

N a’n aAnx A (1) ant apr \°
n | T - 3T
(n+7)21—|—anx 14+a,t 1+a,x

B f/ an® Qp T ann ]
n l+a,x/) 1+a,x \n+vy

1, an® a?n(n—1) = 2a,n (n+7) + (n+7)° anx
+§f (1—|—anx) (n+~)* (1+anx

N ain  a,r }
(n+7)" 1+ anz

2
a,t Ay, X
An t; = - = ;
i <T< x)<1+ant 1+anx) x)

olup esitligin her iki tarafi n ile carpilir ve n — oo icin limit alinirsa

Jim n [A” (f (1-?5 t) ;x) -/ (1?5 xﬂ
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. / QnT Anx anpn
= lim nf -1
n—00 l+ax/) 1+a,x \n+7y

n—oo 2

1 ( Un >{a,an(n—1)_2ann(n+7)+(n+7>2( 4n >2

li -
+ Jim n3 f 1+ a,x (n+7)° 1+ a,x

2
ain  apx }

(n+7)° 1+ anz

2
a,t a,T
li A, t; & — & ;
% (7"( ) (T ) )

bulunur. Diger taraftan, esitligin sag tarafindaki en son terime Cauchy-Schwarz

esitsizligi uygulanirsa

2
nt n
lim nA, | r(t;z) a T oy
n—00 1+a,t 1+a,x

n—o0 n—00 1+apt B 1+a,x

4
< /lim A, (r?(t;x);x),| im n2A4, (( Ont An® ) ;x)
elde edilir. 72 (z;z) = 0 oldugundan
lim A, (r* (t;z);2) =7 (z;2) =0
n—oo

oldugu dikkate alinirsa

2
a,t AT
lim nA t; e x| =0
noros "(T(’x>(1—l—ant 1—|—anm) x)




gerceklenir. Ayrica

i ant anT
nh_{{.lon [An (f <1 —I—ant) ;x> -/ (1 —|—an3;->}

1 ! And anT ann
= lim nf 1
n—00 l1+a,x/) 14+a,x n+ -y

e b+ 1+ ayw

+ lim nlf”( on? >(ain(”_1)_2an”(n+7)+(n+’y)2>< a4,z )

(n+)"

hm 1 " < apT > n (nQCL?L — 2n2an + n2 o zn’)/(ln + 27’L’)/ . nai n 72)
(n+1)

—limf/( _— > L (n(ay,—1)—q)—22

l4+a,x) n+ry 1+ a.x

i () (g
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2 anz \’ x
+ +
n—+y 1+anx 1+z

oldugundan

e (1 (i) )~ (7).

T / T T 1 . T T 2
=iy Pl (1+x)1+x_§f (1+x) (1+x>

elde edilir. Boylece ispat tamamlanair.
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4. GRAFIKSEL GOSTERIMLER

Bu boliimde daha onceki béliimlerde yaklagim o6zellikleri verilen ve girig kisminda
tanimlanan operatorlerin belirli bir fonksiyona yakinsakliklart Maple programi

araciligiyla grafiksel gosterimler biciminde resmedilmistir.

Ornek

n = 2 ve n = 8 i¢in Bernstein operatorleri (siyah), f(z) = i—zj fonksiyonu (kirmizi)

Sekil 4.1. ve Sekil 4.2. grafiklerde gosterilmistir. n biiyiidiikce yaklagimin daha iyi
oldugu goriilmektedir.

0 02 0.4 0.6 0.8 l
b

B,, operatorleri = f fonksiyonu |

Sekil 4.1. n = 2 i¢in By (f; x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

0 02 0.4 0.6 0.8 1
b

B,, operatdrleri = f fonksiyonu |

Sekil 4.2. n = 8 igin Bg (f;x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi
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Ornek

(a,) = \/Lﬁ ve (b,) = /n olmak iizere n = 15 ve n = 45 igin Balazs operatorlerin

(siyah), f(z) = 422 fonksiyonu (mavi) Sekil 4.3. ve Sekil 4.4. grafiklerde

gosterilmigtir. n biiylidiikce yaklagimin daha iyi oldugu goriilmektedir.

] 2 4 ] 8 10

f fonksiyonu |

R,, operatorleri

Sekil 4.3. n = 15 i¢in Ry5 (f;x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

0 2 4 f 8 10
x

f fonksiyonu ‘

R, operatorleri

Sekil 4.4. n = 45 i¢in Rys (f;x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi
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Ornek

n = 15 ve n = 45 i¢in Bleimann, Butzer ve Hahn operatorleri (mavi), f(z) = 1112;

fonksiyonu (kirmizi) Sekil 4.5. ve Sekil 4.6. grafiklerde gosterilmigtir. n bilytidiikce

yaklagimin daha iyi oldugu goriilmektedir.

1.9

0 2 4 6 ) 10
X

L,, operatérleri —— f fonksiyonu |

Sekil 4.5. n = 15 igin Ly5 (f; ) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

1.9

0 2 4 6 8 10
X

L,, operatorleri ——— f fonksiyonu |

Sekil 4.6. n = 45 i¢in Lygs (f; x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi
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Ornek

(a,) =1, (bpy) =n—k+1ve (¢,) =n+ 1 olmak {izere n = 15 ve n = 45 igin Baldzs
operatorlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn tip genellestirmesi olan operatorler (mavi),
flz) = lfff fonksiyonu (sar1) Sekil 4.7. ve Sekil 4.8. grafiklerinde gosterilmigtir. n
biiyiidiikce yaklagimin daha iyi oldugu goriilmektedir.

] 2 4 f 8 10

4,, operatorleri f fonksiyonu |

Sekil 4.7. n = 15 i¢in Ay5 (f;x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimi

0 2 4 f 8 10

A, operatorleri [ fonksiyonu |

Sekil 4.8. n = 45 igin Ays (f; x) operatorlerinin f fonksiyonuna yaklagimii
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Baléazs operatorlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn tip genellestirmesi

150 = eyt (50 ()

bigiminde tammlanmigtir. Bu operatorlerin yaklagim ozellikleri [0, 00) arahigindaki
sinirhi ve siirekli fonksiyonlarin Lipschitz alt uzayinda incelenmistir. Bu operatorlerin

yaklagim hiz

w(f:on) = sup |f(t) — f(z)]
\t-’i\‘gan

biciminde taniml siireklilik modiilii yardimiyla f € H, ve

5, = |

Cn

anpn ‘

olmak lizere

|An(f;2) — f(2)] < 2w (f;6n)

oldugu gosterilmistir. Son olarak o € R olmak {izere genel terimi

olan (a,,) dizisi

n
— =1
Cn

olacak sekilde genel terimi

Cn = ank + bn,k
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olan (¢,) dizisi ve.y € R olmak iizere genel terimi

b =mn—ank +7y

olan (b, ;) dizisi secilerek Voronovskaja tip teorem elde edilmistir.

Bu tezde elde edilen sonuclar ve teoremler ayni operatorlerin  Schurer tipli
genellegtirmesi icin de verilebilir.
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