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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
Ba(f,x) Baskakov operatorii
S¢ B (f,x) Stancu operatorii
12 (f, x) Durrmeyer operatorii
LB (£, x) Durrmeyer- Stancu operatérii
ak() Baskakov taban elemani
B(x,y) Beta fonksiyonu
I'(a) Gamma fonksiyonu
Cgl0, ) [0,00) da taniml1 sinirhs siirekli fonksiyonlar uzay

w(f; §) f fonksiyonunun siireklilik modiilii









1.GIRIS

Matematigin bir dali olan analizin 6nemli ¢alisma alanlarindan birisi de yaklagim teorisidir.
Yaklasim teorisi; lizerinde ¢alisilmasi zor olan keyfi bir fonksiyona, 6zellikleri daha kolay,
kullanmisli ve daha basit karakterli olan fonksiyonlar veya polinomlar ile yaklasim
saglanmasi ve bu yaklagimin en iyi sekilde elde edilmesi hakkinda arastirma yapan ve
yapilan caligmalar1 kapsayan bir teoridir. Bohman [1] ve Korovkin [2], Bernstein
operatorlerinden yola ¢ikarak, lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin
yakinsamasi ile ilgili gok énemli bir teorem vermislerdir. Bu teorem sayesinde bir¢ok yeni
lineer pozitif operatoriin yaklagim ozellikler incelenmistir. H. Bohman tarafindan kapali
aralikta stirekli olan fonksiyonun toplam bi¢imindeki 6zel tipten bir lineer pozitif operator
dizisine diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir [3]. Bohman’in
teoreminden sonra P. P. Korovkin tarafindan daha genel olarak kapali aralikta siirekli olan
bir fonksiyonun herhangi bir lineer pozitif operator dizisine diizgiin yaklagimi i¢in gerek ve
yeter kosullar verilmistir [3]. Bu teoremler sayesinde de bir¢ok lineer pozitif operatoriin
yaklagim ozellikleri incelenmistir. Bununla alakali olarak 1800’lerden bu ana dek birgok
matematikgi, fonksiyonlar teorisi i¢inde de genis uygulama alanina sahip olan bu teori
iizerinde arastirmalar yapmistir. Bu arastirmalar neticesinde yapilan ¢alismalara
baktigimizda [4] de Mihesan, a negatif olmayan tamsayir olmak tizere genellestirilmis

Baskakov operatorii

Ba(f x) _Z ONE (1.1)

ile tanimlanmistir. Burada

—ax Pk (n a) Xk

() 3= e T e

ve

(My=1ilei=1igin (N)p=n.(n+1)..(n+i—1)

olmak tizere.



Pc(n,a) = Zi{_o (l:) (n);.ak"1

dir.

Yapilan diger ¢alismalar ise sunlar olup; Wafi ve Khatoon, genellestirilmis Baskakov
operatorlerinin stireklilik modilii yardimiyla yakinsaklik oranimni hesap etmis Ve
Voronovskaja tipi teorem elde etmislerdir[5]. Ote yandan Erencin ve Bascanbaz da, bu
operatorleri siireklilik modiili agisindan yaklasim durumunu incelemislerdir[6]. 2008
yilinda Wafi ve Khatoon iistel ve polinom agirlikli uzayda bir ve iki degisken i¢in
genellestirilmis Baskakov operatoriiniin ilk tiirevlerini kullanarak yakinsaklik ve ayni
zamanda Voronovskaja tipi teoremi elde etmislerdir[7]. Ayrica son zamanlarda pozitif
lineer operatorlerin bazi yeni genellemeleri bir¢ok yazar tarafindan tanimlanarak

incelenmistir. Bunlardan 1983 yilindan Stancu [8§],

i =y ()xa-o (Sg), (12)

0 < a < B kosulunu saglayan Stancu operatorlerini ¢alismigtir. Bu operatorlerle baglantili
olan galigmalara 6rnek olarak Baskakov-Szasz tip operatorler [9], Baskakov tip operatorler
[10], Szasz-Mirakyan operatorleri [11], Baskakov-Schurer-Szasz operatorleri [12] ve

Baskakov-Szasz-Stancu operatorleri [13] verilebilir.

Integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda yaklasim yapabilmek igin Bernstein operatdrlerinin
integral tipli genellestirmesi olan Durrmeyer operatorleri tanimlanmigtir [14]. de Erencin,
Tanim 1 dogrultusundaki lineer pozitif operatorlerin bir genellestirmesi olan [0, o)
tizerinde sinirh ve siirekli fonksiyonlarin uzay1 Cg[0, ) olmak tizere f € Cg[0, o) olup bu

uzay lizerinde ||f]| = ér[loax) |f(x)| seklinde bir norm tanimlanarak bu kosullar altinda “Es.
X€[0,00

1.1” operatorlerinin bir ¢esit Durrmeyer tip operatorlerini

k

1 r t
B(k + 1, n)f (1 + t)n+k+1
0

13 (£, x): = 2 W2, (%) £(t) dt (1.3)
k=0



ile tanimlanmistir. Burada

(e TrG)
B@"Y)—Ofmt-r(x—m =0

ile Beta fonksiyonu verilmis olup “Es. 1.3” operatorii igin ikinci dereceden siireklilik

modiilleri yardimiyla direkt teoremleri olusturmustur.

Kumar ve arkadaslar1 [15]’de; m pozitif tamsay1 olmak tizere

6]
J a+om <

ifadesini saglayan [0, ) iizerinde tamimli biitin Lebesque Olgiilebilir fonksiyonlarin

smifini £ ile gostermislerdir.

Boylece f € £ ve neN icin asagida; “Es. 1.2” de tanimlanmis operatdrlerin Durrmeyer -

Stancu tip genellestirmeleri

= 1 r tk nt + a
LB (£ x): = ZW“ j f( ) 1.4
= 0
ile vermiglerdir.
[f(O)]

Burada 0 < a < B negatif olmayan sayilar ve | * dt < oo ile m pozitif tamsayis: ve

0 (1+p)m

neN olmak tizere n > m dir.

Kumar, Finta ve Agrawal [15]’de, “Es. 1.4” ile tanimlanmis operatorler igin ikinci
dereceden diizgilinliik modiilii, Lipschitz tip uzay elemanlar, agirlik uzay1 ve yaklasim
derecesinden yararlanarak bazi direkt lokal yaklasim sonuclari elde etmislerdir. Ayrica

[16],[17] de farkli operatorler i¢in Voronovskaja tip yaklasim ¢alismalar yapilmustir.



Bu tez calismasi, ilk boliimii giris olmak iizere dort boliimden olusmaktadir. Ikinci
béliimde, kullanilan teoremler ve temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliim de ise
Baskakov tipi operatorler ile ilgili lemmalar ve bu operatorlerin VVoronovskaja tipi teorem
ile asimtotik davraniglari incelenmistir. Dordiincii bolimde de elde edilen sonuglara yer

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE YARDIMCI TEOREMLER

2.1. Temel Kavramlar
2.1.1. Tanim (Lineer Pozitif Operatorler)

X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak {izere X kiimesinden Y kiimesine olan bir L doniisiimiine
operator denir. Bu durumda L operatérii, X uzayinda tanimli her f fonksiyonuna Y uzayin
da bir Lf fonksiyonu karsilik getirir. Lf fonksiyonunun x noktasin da aldigi deger, L(f;x)
ile gosterilir. Oyleki her f, g € X icin,

L(f+ g x) = L(f;x) + L(g;x)
kosulunu sagliyor ise, L(f; x) operatoriine lineerdir denir [18].

Eger L operatori pozitif bir f fonksiyonunu pozitif bir Lf fonksiyonuna donistiiriiyorsa;

yani her x € X igin

f(x) = 0iken L(f;x) = 0

saglaniyor ise, L(f; x) operatoriine pozitif operator denir[19].

2.1.2. Tanim (Siireklilik modiilii ve 6zellikleri)

f(x) bir I araliginda tanimlanmis fonksiyon olmak tizere & > 0 sayist i¢in ,

w(E;8) = max [£(x,) = f(x,)|

ifadesine f fonksiyonunun I araliginda siireklilik modiilii ad1 verilir [20].
w(f; 8) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

1. w(f;6) =0
2. 8; <8, ise w(f;6;) < w(f;6,)



w(f+g;6) < w(f;6) + w(g; )

m € N icin w(f; m§) < mw(f; §)

A € Rticin w(f;A8) < (A + 1D)w(f;8)
) — )] < w(f; [t—xI)

IR = 0] < () w(E )

o g k~ w

\l

Eger f € C[a.b] ise 8“%& w(f; 8) = 0 dir [21].
2.1.3. Tanim (Normlu Uzay)

X bir lineer uzay ve ||. ||: X = R olsun. Her x,y € X ve A skaleri i¢in

i.x|=0x=0

i Il = 1Al
iii. |Ix + y|l < [[xIl + llyll

sartlarini saglayan X tizerinde bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de normlu uzay denir [19].

2.1.4. Tanim (Holder Esitsizligi)
1 1 .
p,q > 0 reel sayilari 5+ a = 1 sartini saglasin.

Bu durumda Vv (ay), (by) € 1, dizileri igin ,

1 1
> lawbyl < <Z|ak|p> <Z|bk|q>
k=0 k=0 k=0

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik p = q = 2 i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak bilinir
[22].



2.2. Yardimci Teoremler
2.2.1. Teorem (Taylor Teoremi)

f fonksiyonu c noktasi yakinlarinda n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon

olsun.

O zaman,

(x=s)"

rp(s) = — fM™(s) olmak iizere,

f(n—l)(c)

fx) =f(c) +f'(c)(x—¢c) + (m-1)!

(x—0)?+ -+ x—0)® D +r.(s) (2.1)

fll(c)
2!

olacak sekilde s € [c, x] reel sayis1 vardir.

Burada f nin incelenen aralikta siirekli olmasi énemlidir.

Ciinkii, x = cicins — ¢ olup ve boylece kalan terim r,(s) — 0 olur.
2.2.2. Teorem (Korovkin Teoremi)

[17] de, f(x) € C[a,b] ve tiim reel eksende |f(x)| < M¢olsun. Eger L,(f) lineer pozitif

operatdr dizisi, her x € [a,b] ve e; = t! olmak iizere i = 0,1,2 i¢in

Ln(e;x) = t!

kosullarini sagliyorsa, bu durumda [a, b] araliginda

L, (f; x) = f(x) dir.

Korovkin teoremi lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsakhigini
ispatlamada oldukga basit bir yontem vermistir. Bernstein polinomlarida [0,1] araliginda
lineer pozitif oldugundan bu operatorlerin [0,1] araliginda siirekli olan f fonksiyonuna

diizgiin yakinsadigi Korovkin Teoremi yardimiyla kolaylikla gosterilmistir [23].






3. BASKAKOV OPERATORU

Simdi Baskakov-Durrmeyer-Stancu tip operatorler i¢in bir 6n hazirlik olarak “Es. 1.1” ile
taniml1 Baskakov operatorlerinin iigiincii ve dordiincii momentleri hesaplanacaktir. Bunun

icin asagidaki lemma verilsin.
3.1. Lemma

(n)y=1lilei=zligin(m)i:=n(n+1)..(n+i—1) ve x € [0, )

—ax Pk (l’l, a) Xk

Wréll,k(x) 1= ettx, k! ' (1 + X)n+k ’

olmak Uzere

Z W2, (%) = 1 3.1)
k=0

elde edilir.

fspat

—ax

1\ X . .. . 1\™" —ax . .
(:) . e1+x ifadesini olusturmak ig¢in, (:) ve ei+x nin seri a¢ilimlarindan
X X

yararlanilir. Bunun igin [t| < 1 olmak iizere maclaurin seri a¢ilim,

(o]

1 _Ztn
1—t

k=0

dir. Bu esitliginin sirasiyla tiirevleri alinip sinir degerleri degistirilirse,

oo o o]

1 — tl’l—l — tn—l — 1 tl’l
m = n = n = (n + ) ,
0

k=0 k=1 k=



10

o

2
e Z(n +1)(n+ 2",

k=0

2.3
(1-9*

= Z(n +1)(n+2)(n+ 3)t"
k=0

hesaplanir. Son olarak x.mertebeden tiirev i¢in bir genellestirme yapilirsa

x-1)!
(1-v*

_ Z(n+ Dn+2)...(n+x— D",
k=0

elde edilir. Boylece

S (n+ 1M +2) . (n+x— Dt
x-=1)!

1-9™=
k=0

oldugu goriiliir.
. d d at _ [o'e) (at)n l k .
Simdi de e®* = Zkon olmak iizere,

S (n+ 1D+ 2) ... (n+x — D" v (at)™

—_ 1) 1
o x—1)! o n!

(10 *et =

iki sonsuz serinin ¢arpimindan

o XD _ n—k
(1_t)_xeat:sz!(k+1)(k+2)...(k+x 1) a o

e k! (x—1)! (n —k)!

ve n yerine k, k yerine i yazilip diizenlendiginde,

[oe) k .
_xqat _ G+ D@E+2)..G(G+x—1) ak'
(1-t7%e —;; =D (k—i)!tk’



11

o k

A-pren =YY OEA Dy Kt
Lily (x—1D)! ir(k—i)! k!
=0 1=

tk

(1 —t)%edt = Z}Z x(x+1)..(x+i—1)ak"! (l:)g

elde edilir. Z}‘zox(x +1).(x+i- 1)ak_i(1i<) = Py(n,a) oldugu gbz 6niine alinarak ve

t=— ,X = n alindiginda
x+1

X\ ax = Pc(n,a) xK
(1 — ) .e1+x = Z . "
x+1 4 kKl (1+x)

( ! )_n.eﬁ—"mipk(n.’a). X (3.2)

n
elde edilir. “Es. 2.2” esitligin iki tarafi da ( ) ile carpildiginda

1
x+1

o Pe(n,a) XX o ax
Z K (Ltxnk ST

k=0

[o9]

Z —ax B(na)  x cax
el+x, . = el+x, e1+x

& k!l (14 x)n+k '

oldugu goriiliir. Boylece

D WG =1
k=0

elde edilir.
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“Es. 1,17 de ifade edilen Baskakov operatorlerinin momentleri i¢in asagidaki lemma

verilecektir.

3.2. Lemma

“Es. 1,17 de tamimlanan Baskakov operatérlerinin e, (t) = t™, m = 0,1,2,3,4 degerleri

asagidaki esitliklerle elde edilmistir.

) B2(1,%) = 1

i) Ba(t,x) =§((1 ix) +n)

2

iii) Ba(t2 x)—ﬁ 2 + 2an +n(n+ 1) +i{ 2 +n}
X = la+ 02 A+x 02 {(1+ %)
a3 3a’n 3a(n+1)

3
iv) B3(t3,x) = F{(l FRE + L + T x +n(n+1)(n+ 2)}

+3x2 a’ N 2an PPN X { a N }
e |(1+x2  A+x) nBla+x "
x* a* 4a3n 6a’n(n+1) 4an(n+1)(n+2
v) BA(t4, %) = — ¥ JRnnt D fannt D+ 2)
n* ((1+x)* (1+x)3n* (1+x)? 1+x

+n(n+ 1)+ 2)(n+ 3)}

6X3{ al 3a’n 3a(n+1)

T 07 @H0Z T 1+x +“(“+1)(n+2)}

7x? a’ 2an . X a
T {(1+X)2+(1+X)+“(“+ )}“LF{(HX)H}'

Ispat
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i) B3(ey, (1), x) operatorlerinde e, (t) = t° alinsin,

B0 = Y wicor()
k=0

BA(LX) = ) Wi (9
k=0

olup sagdaki esitlik “Es. 3.1 de elde edilmistir. Buna gore,

Ba(1,x) =1

oldugu goriiliir.

ii) B3 (e (t),x) operatorlerinde e, (t) = t alinsin,

BA(f,x) = Z k(x)f( ).

—ax k Kk

e 1+x k e X k
B0 = ), (1) W
k=0 i=0
yazilir.
= (ab)® S m+k—1
:Z( ') ve (1—t)‘n=2( K )tk
n=0 n n=0

fonksiyonlarin seri agilimlar1 ¢arpildiginda,

k

eat(1 — )1 = izk: (lf) (n)iak‘i%, (3.3)

k=0 i=0

elde edilir. “Es. 3.3” esitligi t ye gore tiirevlendiginde

tk 1

2e?t(1 — )" + ne?t(1 — )1 = ZZ( )(n) Akt (3.4)
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bulunur ve ardindan “Es. 3.4” {in her iki yanim i ile ¢arpildiginda,
at kg
o= g 3 (oS

elde edilir. “Es. 3.5” esitliginde tyerine ﬁ yazildiginda,

oo k Kk
X+ n(l 0 Z Z (11() ()" GE(WIH(

k=0 i=0

bulunur. “Es. 3.6 da gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Ba(tx) __((1;3r ” )

elde edilir.
iii) B3(en(t),x) operatorlerinde e, (t) = t? alinsin,

2

BR(E%,) = Z k_Z (5 “W )
Burada
i at)" ve (1—t)n= i(n+l}i— 1)t

|t| < 1 igin esitlikleri var oldugundan tekrar bu seri agilimlari ¢arpildiginda

(3.5)

(3.6)
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o= 3 (e

k=0 i=0
bulunur. Elde edilen serisel ¢arpimin t ye gore birinci tiirevi

tk 1

ae?(1 —t)™ + ne®*(1 — )nl—zz<)(n)ak‘ T

NAN k(k — 1)tk=2
z Z (1) (n);a" ! ————— = a%e?*(1 — t) ™" 4 2ane®* (1 — ) "!

k!
k=0 =0
+n(n+ 1)e?* (1 —t) ™2

ve ardindan ikinci tiirevi

o R 5 (K

k=0 i=0

2

2
hesaplanir. Son esitligin her iki tarafi Itl— ile ¢arpilip gerekli diizenlemeler yapildiginda,

o Kk
. NESS 2at>  t?(n+ 1| _ (K -k) tk
(-9 [nz +(1—t)n+(1—t)2nl_ZZ()()lk nz k!’

k=0 i=0

k
Ztk

S (S ey (Y )

k=0 \ i=0 i=0
® &k 1SS K tkk
B Z Z (1) S v Z Z (1) e (37)

elde edilir. “Es. 3.7” esitliginde tyerine i yazilir ve gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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a’x? N 2ax? N (n + 1)x?
(14+x)?n? (1+x)n n

k 2

oo k n
=) (e ) @

k=0 i=0

oo k Kk
Zel_Z( )(n) 2 1(1 +Xx)kk' (1-1H<> g

k=0 i=0

= |F-A

bulunur. Boylece

a’x? N 2ax? N (n + 1)x?
(1+x)?n? (1+x)n n

1
= B3(t?,x) — HBﬁ(t, X)

olup Ba(t,x) == ((1 3 + n) esitligi kullanilirsa,

B2 (t2 _X2 a® Zan - 2
n(t%, %) _F{(1+X)2 +(1+X)+n(n+ 1)}+F{(1+X)+n}

olarak elde edilir.
iv) B2(ey(t),x) operatdrlerinde e5(t) = t3 alinsin,

k 3

BA(t,x) = Z kf_Z (lf) “W @ -

i=0
Burada “Es. 3.3” esitligi kullanilip t ye gore birinci, ikinci ve ligiincii tiirevleri sirasiyla

>

k=0 i

>

k=0 i

ktk—l
( ) (n);akt = =ae?'(1 —t) ™™ + ne?’ (1 —t) 1,

Mw

Il
=}

(a5

Mw

Il
=}
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=a%e?(1 —t)™ + 2ane®'(1 —t) ™ '+ n(n+ 1)e?t(1 — t) "2

i (ll() (i 1)(11{! — 2)tk3

k
k=0 i=0
=a’e®(1-)™+a’ne®" (1 - )™ + 2a’ne®*'(1 —t) ™!
+2an(n + e (1 — )™ 2 + an(n + 1)e?t(1 — t) "2
+n(n+ 1)(n + 2)e?'(1 — )3

olarak bulunur. Burada son esitligin sag tarafi diizenlendiginde

i k (11{) (), k(k—1)(k—2) (k-3
=0

k!
k=0 i

_ oatq _\-nf.3 3a2n = 3an(n+1) = n(n+1)(n+2)

=et(1-9 {a + 1-t (1-1)? (1-1)3 } (3.8)
3

elde edilir. “Es. 3.8” in her iki tarafi % ile carpildiginda,

© kK 3 2 k

k i (k> —3k“ + 2k)t

55 (e 32200

=0 1=

_ atfq _ \-n ﬁ 3a2nt3 3an(n+1)t3 = n(n+1)(n+2)t3

=e*(1-1 { n3 + (1-t)n3 (1-t)2n3 (1-t)3n3 } (3.9)

esitligi elde edilir. “Es. 3.9” esitliginde tyerine 1i+x yazildiginda ve gerekli diizenlemeler

yapildiginda

Bg(t3,X) _ x_3{ as 3a?n 3a(n+1)

E a2 _i a
AT t oy O+ D +2)) + 2830 - 5B (3.10)

elde edilir. “Es. 3.10” da
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a _X a
Ba(t,x) = (<1+x> +n) ve
X2 a? 2an X a
Bi(t%,x) = — 1 —{ }
n(t%) nz{(1+x)2+(1+x)+n(n+ )}+n2 axo "

esitlikleri yerine yazildiginda,

BA(t%,%) =

x3{ a3 3a’n 3a(n+1)

A+0° T (I+02 1+x +n(n+1)(n+2)}

n3

3x? { a2 2an

3x a
+r13 (1+X)2+(1+X)+n(n+1)}+ { +n}

n3 (1 +x)

_%{(1ix)+“}

oldugu goriiliir. Son olarak

a3 N 3a’n N 3a(n+1)
1+x)3 (1+x)? 1+x

3
B2 (13, x) =%{ +n(n+ 1)(n+2)}

3x? a’ 2an X
S {(1+x)2 Taen et 1)}+§{(1+x)+“}

istenilen moment elde edilmis olur.
v) B3(en(t),x) operatorlerinde e, (t) = t* alinsin.
© —ax k 4
e Tix k . xK k
a (44 — _ k- (=
Ba(t %) _kZ)k! _Z;(i>(n)‘a 1(1+X)“+k(n> '
= 1=

eo(t), e1 (1), e, (t), e5(t) oldugu gibi “Es. 2.3” iin t ye gore birinci, ikinci, iigiincii ve

dordiincii tirevleri sirasiyla alindiginda en son olarak
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oo k _ 2
Z (k) (et K DK =5k 4 6)
=\ k!

k=0i

_ atgq _\-nf.4 4a3n = 6a?n(n+1) . 4an(n+1)(n+2) n(n+1(n+2)(n+3)
= e2(1 — 7 {at 4 g 4 TR 4 R M) (3.12)

4
hesaplanir. “Es. 3.11” in her iki tarafi ;— ile carpildiginda,

4

k

i z (1:) (e AT 1)(k? — 5k + 6) t¢

n* k!
k=0 i=0

_ atfq _ qy-n fattt | 42’nt* | ea’n(+Dt* | dan(n+D(m+2)t* | nn+1D)(0+2)(n+3)t?
=€ (1 t) {n4 +(1—t)n4+ (1-t)%2n* T (1-t)3n* T (1-t)*n* } (3'12)

elde edilir. “Es. 3.12” de tyerine % yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda ve

ardindan

Ba(tx)—E( 2 +n)
P T n\(1 +x) ’
Ba(t? )—XZ 2’ + 2an +n(n+1) +X{ + }
A S T nZl1+x "
ve

a3 3a’n 3a(n+1)

3
Ba(t3,%) =%{ +n(n+ 1)(n+2)}

A+ Ta+202 T 1+x

3x? a2 2an X a
MY {(1+x)2 LG R C 1)}+F{(1+x) +“}

esitlikleri kullanildiginda,
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x4 a* 4a3n 6a’n(n+1) 4an(n+ 1D +2
BA(t4,x) = o 4 + ( ) ( )( )
n* ((1+x)* (1+x)3n* (1+x)? 1+x

+n(n+ D0 +2)(n+ 3)}

6X3{ a’ 3a°n  3a(n+1)

+n4 (1+X)3+(1+X)2+ 1+x +n(n+1)(n+2)}

(1-T-X)+n}

+7X2 a2 N 2an F a4 D) +X{
nt |(L+x2  (L+x 0 o

elde edilir.
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4. BASKAKOV-DURRMEYER-STANCU TiP OPERATORLERIN
VORONOVSKAJA TiP TEOREM YARDIMIYLA YAKLASIM HIZI

Simdi Baskakov-Durrmeyer-Stancu tipi operatorler igin asagidaki lemma ile gerekli
momentler hesaplanip bu tip operatorlerin yaklasim hizi Voronovskaja tip teorem

yardimiyla belirlenecektir.

Bundan sonra yapilacak tiim islemlerde kolaylik olmasi i¢in

Mp(m) = m+B) , Ui =] [
i=1

kisaltmalar1 kullanilacaktir.

4.1. Lemma “Es. 2.3” de tanimlanan genellestirilmis Baskakov-Durrmeyer-Stancu tip

operatorler igin,

i) Li:ﬁ(eo,x) =1.

ii) Lﬁ'g(el,x) = x{ n" ( 2 +n)}+ n“ + 2 .
' Mg(n)Us(n) M +x Mg(n)U;(n)  Mg(n)

2

i) L (e,, x) = x2 - Gl LA n(n + 1)
g [MB(n)]ZUZ(n) (1+x)2 1+x

4n? +2na(n—2), a
+
XWwﬁmw(“Xnﬂ

{an + 2na(n — 2) o? I
+ 7 + Z("
[Mg(m)] Uz(n)  [Mp(m)]

iv) L8 (e5,%) = x°

n3 as
[Mg(m)]* U5 (n) <(1 + X)3>}
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3a’n 3an(n+ 1)
(1+x)? 1+x

+n(n+1)(n+ 2)>}

2 9n3 + 3n%a(n — 3) a2 2an 1
- [MB(n)]3U3(n) (1+x)? + 1+ x +n(n+ 1)

18n3 + 12n%a(n—3) + 3na’(n—-2)(n—-3) , a
+ +
X{ [Mp @] Us () Se= n)}

3 2 _ 2 _ _ 3
+{6n + 6n“a(n — 3) + 3na*(n — 2)(n — 3) N a }

My} 050 Ma(o]’
| [Mg(m)] Ty(m) \A+0% (1 +x)°
6a(1n-(|_nx-l)-21) n 4an(n :i)}((n +2) +n(n+ 1D +2)(n+ 3)}
x3 16n* + 4n3a(n — 4)( a3 N 342
' [Mﬁ(n)]4U4(n) (14+x)3 " (1+x)2
3an(n + 1)
Y T n(n+ 1)(n+ 2))}
2720 + 36n%a(n—4) + 6n’a*(n —3)(n—4) (> 2an
+x { [MB(H)]4U4(H) <(1 +x)2 + T+x +n(n+ 1))}

N {96n4 + 72n3 a(n — 4) + 24n%a?(n — 3)(n — 4)
[Mp@)]*Ua(n)

4ne(n—2)(n—3)(n—4) a
+ +
TRETERS I e
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N 24n* + 24n3 a(n — 4) + 12n%a?(n — 3)(n — 4)
[Mp(m)] " Ua(n)

+4na3(n—2)(n—3)(n—4)+ a*
[Mp ()] Us(m) [Mp]*

Ispatlar

“Es. 1.4” de tamimlanan Lﬁ:g(em(t),x) operatorlerinde e, (t) = t™, m = 0igin birinci

moment,

k

1 r t
dt
B(k + 1,n)j (1 + t)n+k+1
0

LiAE0:= ) Wi
k=0

a 1
= Z Wn,k(X) mB(k +1, n)

bulunur. “Es. 2.1” den,
LB (1,%)=1
oldugu goriiliir.

Ikinci momenti hesaplamak icin “Es. 1.4” de tanimlanan L‘;‘l’_g(em(t),x) operatorlerinde

e, (t) = t,m = 1 alinir. Boylece

k nt+ «
n+k+1(n+B) dt

- 1 r t
Lyb(ey, %) = E w3 J
a(€1,X) i “'k(X)B(k+1,n) 1+t
= 0



24

N 1 k+1
= ;} k() B(k +1,n) (n+ B)Z{ (1 + DnHer dt + (XJ Wdt} (4.1)

yazilir. Genellestirilmis Baskakov-Durrmeyer-Stancu tipi operatorlerin ¢ekirdegi B(X,y)

beta fonksiyonu olmak iizere ve x > 0,y > 0 i¢in

T(x)t(y)

By =Ofm‘“=m

kullanildiginda

1
B ey, %) = Z 2 (%) B(k T MBGcH 2= 1) + Bkt 1,m)

elde edilir.

Tekrar B(x,y) Beta fonksiyonu kullanilarak

1 (k+1)
(el,x)—z k(X)B(k+1n)(n+B){ o _1)B(k+1,n)+ocB(k+1,n)}

yazilabilir. Buradan

LyP ey, %) = o+ B){ —1) Z ni Ok +1) + “Z W‘?'k(x)}
k=0

_ 1 n Ba 1
_Mﬁ(n){Ul(n) [B2(t,x) + ]+a}

= 5w G () + 1)+ o) “2)

elde edilir. “Es. 4.2” de gerekli diizenlemeler yapildiginda



La'B(el'X) = x{ n" ( a +n)}+ n-- + 2
na Mg(n)U;(n) M +x Mg(n)U;(n) ~ Mg(n)

olarak hesaplanir.
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Ucgiincii momenti hesaplamak igin “Es. 1.4” de tanimlanan L?l E (e (1), x) operatorlerinde

e, (t) = t2, m = 2 alinsin. Bdylece

1 r tk nt + a2
(ez,X) = Z k(X) B(k'l‘ LU)J- (1 +t)n+k+1(n+ B) dt

yazilir ve ardindan parantez acildiginda

1 tk+2
WG-Z k<X)B(k+1n)(n+B>z{2 arom

©
k+1

2
+2““fmdt+°‘ fmdt}
0 0

ve B(x,y) esitligi gerekli yerlerde kullanildiginda

1
B ey, %): = Z k(x)B(k_l_ln)(n+B)2{n2B(k+3,n—2)

+2naB(k + 2,n—1) + a?B(k + 1,n)}

1 {nz k+2)(k+1) Bk + 1)

Z ni () B(k+ L) [My(n)]’ 0,(n)

(k+1)
Ul(n)

+2na B(k+ 1,n) + a®?B(k + 1, n)}
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1 n? -
[MB(H)]Z{Uz(n)kZOWn,k(X)( +2)(k+1)

(Zn a)
U1( )

Z W, Ok +1) + Z w:k<x)}

1 n2 ©
= - WI? K2 4 3K + 2
[Ms(n)]ZU2 (n) {Uz(n) ]; kK (X( )

(2na) =
U1(n) &=

WGk + 1) +a? ) w;';‘,k<x)} ,
k=0

T 2 7 {U“(n) [n2B2(t2,x) + 3nBa(t, x) + 2]
B n 2

(2na)
0.

[nB3(t,x) + 1] + az}

elde edilir. Baskakov operatorlerinde ep(t) =t™, m = 0,1, 2 yazildiginda elde edilen

momentler kullanilarak,

L2 (e %) = x2

n® a? 2an )
Mp Oy \A+02 " T+x " n(n + 1)

+x

4n? + Zni("n —-2) ( a N n)}
[Mg(m)] Uy(m) 1 +X

N {an + 2na(n — 2) N o? }
Mem]*U,(0)  [Mpm)]”

bulunur.
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Dordiincii momenti hesaplamak igin “Es. 1.4 de tanimlanan L‘le ‘;(em (t),x) operatorlerinde

es(t) = t3, m = 3 alinir.

> 1 r tk nt + o3
L (es,%): = E wa f ( )
na(€3,%) L n'k(x) Blk+1,n)) (1+t)r+k+1\{n+ dt
= 0

esitligi kullanilip gerekli agilim yapildiginda ve B(x,y) esitligi kullanildiginda

(o] o Kk
La’B(e3 X):= z (x) ! n3 Ldt
At & nk B(k FLm@+p° 0 S A+

t
2 2 3
+3n afmdt+3na f(1+t)n+k+1dt+0( f(1+t)n+k+1dt}
0 0 0

1
Z nk(X) B(k Tio e " Blk+4n—3)

+3n?aB(k+3,n—2) +3na?B(k+2,n—1) + «®B(k + 1,n)}

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

1 k+3)(k+2)(k+1)
(e3rX) - Z k( )B(k + 1 n) [MB(n)] {n3 U3(n) B(k + 1r n)
, (k+2)(k+1) , (k+1)
+3n“a T, () B(k + 1,n) + 3na? .0 ——B(k+1,n)

+a3B(k + 1,n)}

1
[Mg(n)]

P
n Z W2, () (k3 + 6k + 11k + 6)
U3(n) =
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(3n2 )
Uz(n) =

W2, () (k? + 3k + 2)

3na?

A

Z W2 k+1) + 0(3]
k=0

bulunur. Baskakov operatorlerinde e, (t) = t™, m = 0,1,2 fonksiyonlar1 i¢in bulunan

momentler kullanildiginda

L (3, %): = [MB;)F {an) [n*B3 (%, )] + 6n2B3(t2,%)

+11nBa(6x) + 6 + (SZ‘:HO;) [n2B2(t2 x) + 3nB2 (5, ) + 2]

+ (ST;O;) [nBa(t,x) + 1] + a3}

o {[Ms(n;l]zm(n) <(1 fx)"’ ' (13122)2 ' ganl(: S ntn D0 2)>}

,|9n® + 3n%a(n - 3) 2 2an 1
" [Mg)]’ U5 () \(1+%? t i tn+)

18n3 + 12n%a(n —3) +3na?(n—2)(n—3) ; a
+ +
{ M5 () Cew: n)}

{6n3 + 6n2a(n — 3) + 3na%(n — 2)(n — 3) a’ }
+ 3. + 3
[Mg(n)] U3(n) [Mg(n)]

elde edilir.
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Son olarak da “Es. 1.3” de tanimlanan L?l“g(em(t),x) operatorlerinde ep, (t) = t* icin

moment hesabi, e, (t) = t™, m = 0, 1,2,3 hesaplanirken uygulanan islemlerim benzerleri

yapilarak

> 1 k nt + o *
L¥P (eq, %): = E w2 ( > de,
n,a(e4 X) & n,k(X) B(k + 1’ n) (1 + t)n+k+1 n+ B
= 0

1 . tk+4- q
Z k(X) B(k + 1, n) (n + 8)4 n J (1 + t)n+k+1 t

tk+2

dt+ 6n?o? [ ——————dt

+n O(j (1 + t)n+k+1 (1 + t)n+k+1
0

+1 tk
3 4
Hana fmdt“‘ fmdtﬂ}
0 0

dir. Burada her bir integral i¢in B(X,y) esitligi kullanildiginda

! “B(k+5 4
SACIE —Z 0 T g gy (B 50— )

+ 4n3 aB(k + 4,n — 3) + 6n?a?B(k + 3,n — 2)
+4na®B(k+2,n—1) + a*B(k + 1,n)}

1
[Ms(n)]

x)(k* + 10k3+35k? + 50k + 24)
{U4(n) Z nk

[oe]
4n3 a

+ =
Us (n) =

W2 (x)(k3+6k? + 11k + 6)
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6n2a

Uz( ) &

4nad
W3, (x) (k* + 3k +2) +

T 2, Wi &) (k+ 1)+a4} ,

elde edilir. Burada Baskakov operatorlerinde bulunan e (t) =t™, m= 0,1,2,3

fonksiyonlar1 i¢in momentler kullanildiginda;

4

L% (e, x) = ! ! [n*B2(t* x) + 10n3Ba(t3,%)

n,a\“-4» 4 n ) n )
[Mp()]" (W)

+35n2B2(t%,x) + 50nB3(t,x) + 24]

N 4n3a
U3 (n)

[n3Ba(t3,x) + 6n2Ba(t?,x) + 11nBa(t,x) + 6]

6 2 2
+
Uz(n)

[n?Ba(t?,x) + 3nB3(t,x) + 2]

3

4na
+

T [nB3(t,x) + 1]+oc4}

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapildiginda;

n* ( at 4a3n

a,B —
Ln,a(e4’ X) ' [MB(H)]4U4(H) (1 + X)4 * (1 + X)3

6a’n(n + 1) 4an(n + 1)(n + 2)
(1+x)? 1+x

n(n+1)(n+2)(n+ 3)})(4'

+ 16n* + 4n3 a(n — 4)( a3 N 3a2n
Mem] U,y \A+3° (1+%)?

3an(n+1
[ Jan(n+1)

T % +nn+ 1)(n+ 2))}){3
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{72n4 + 36n a(n — 4) + 6n%a?(n —3)(n — 4) ( a®
+ 4 .. 2
[Mg ()] U (n) (1+x)

2an
—_ 2
+1+X+n(n+ 1)>}x

N {96n4 + 72n3 a(n — 4) + 24n%a?(n — 3)(n — 4)
[Mp()] " Uan)

3(n — — —
+4na (n 2)(2 : 3)(n 4)( a N n)}x
[Mg(m)] U, () L+x

s {24n4 + 24n3a(n — 4) + 12n2a?(n — 3)(n — 4)
[Mg(m)]*0,(n)

4nc(n—2)(n—3)(n—4) a* }
+ . + 7
[Mg(m)] Uy(n) [Mg ()]

elde edilir.

Yaklasim hizi, yaklagimlar teorisinin 6nemli bir problemidir. Bu tez de Genellestirilmis
Baskakov-Durrmeyer-Stancu tipi operatorler i¢in Yyaklagim hizi siireklilik modili
kullanilarak hesaplanmistir. Oncelik ile Tamim 4 den L,(f;x) keyfi bir lineer pozitif
operator dizisi olmak tizere ||L,(f;x) — f(x)|| = 0,n = oo olmasindan dolay1 L,(f;x) in
f(x)’e diizgiin yaklasir. Burada a ,, ler L,(f; x) operatorii ve f fonksiyonuna bagli olarak
degisirler. Yaklasimlar teorisinde yaklasim hizi problemi olarak kullanilan bu hesaplamay1

yapmak i¢in farkli yollar kullanilir.

Genellestirilmis Baskakov-Durrmeyer- Stancu tip operatorlerin VVoronovskaja tip teorem
ile yaklasim hizlarii elde edebilmek icin ilk dnce bu operatdrlerin siireklilik modiillerini

veren asagidaki Lemma 3.2 verilecektir.
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4.2. Lemma

Asagidaki limitler mevcuttur.

i) I11_r)rolo n L%’g((t —x)%;x)=2x% +x

2

12«
T 2198 )44 = 4 _
ii) r111_r>£10n Lpa((t—x)%x) = 12x <1 g

- 24) x3 — (6a% — 6a — 12)x2.
Ispat

L?l’,g(f(t),x) operatorlerinin lineerlik 6zelliginden ve Lemma 2.2 nin ihtiyag duyulan

sonuglar1 kullanilarak

rlll_I)Ic}o n L?l’g((t -x)%x) = rlll_r)xgon (L(:l'g(tz,x) — 2XL(:1'_§(t, X) + XZL(;"E(L X))

i 1 a’n? 2an3 s "
= n1_r>£1on [Mﬁ(n)]zUz(n) 1132 + ad+% +n°(n+1)

1 2na on? e
_MB(n)Ul(n) (1+X+ n )+ X
+4n2+2n(n—2)a( a +n>— 2n .2« .
[MB(n)]ZUZ (m) ‘1+x Mg(n)U;(n) Mg(n)

{an + 2n(n — 2)« o? }
+ 7 + 2
[Mg@)] Up(m)  [Mg()]

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

(a’n?)

. o3 _ ) — i 1
Jim nLya((t=x)%x) = lim n [Mg(m)]* U, (n) (o

+ (4an® + 4anf — 2an?*B) + 2n® + n?B? + 2n°p

1
1+x)
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+2n% — 3nB? — 4nP + 2p?*}x>

1
+ {(1 9 (4an® — 4ana + 2an’a) + 4o — 4nB — 4na

+2n%a + 2n*B + 4n” + 2n® — 6naf + 2n*af}x
+n%a® + 2n°a + 2n* — 3na? — 4na + 2a%}
Ili_rjjlonL(;‘l"g((t —-x)%x) = 2x% + 2x

elde edilir.

ii) Benzer olarak L‘;g (f(t), x) lineerlik 6zelligi kullanildiginda
lim n? LA ((t = % %) = lim n?{ (L6 (e, %) — 4xLEE (3, %)
+6X2L?1”§(t2,x) - 4X3L(rxl”§(t, X) + X4}

olarak yazilir. Ardindan Lemma 2.2 nin sonuglar1 kullanilarak

n* a* 4a3n
L gfg((t —-x)%x) = { (

[MB(H)]4U4(H) (1 +x)* * (1+x)3

6a’°n(n+1) 4an(n+1)(n+2)

+n(n+ 1D+ 2)(n+ 3))}){4

(1 + X)Z 1+x
+ 16n* + 4n3 a(n — 4)( a3 N 3421
Me(]*Uym) \A+20° " A+
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3an(n+1
N ( )

T x +n(n+1)(n+ 2))){3]

{72n4 + 36n3 a(n — 4) + 6n%a?(n —3)(n — 4) ( a®
+ 4 .. 2
[Mg(m)]*Us(n) (1 +x)

2an
_ 2
+1+X+n(n+ 1)>}x

N {96n4 + 72n3 a(n — 4) + 24n%a?(n — 3)(n — 4)
[Mp()] Ua(n)

3(n — — —
+4na (n 2)(2 : 3)(n 4)( a N n)}x
[Mg ()] Vs (n) 1+x

N {24n4 + 24n3a(n —4) + 12n%a?(n — 3)(n — 4)
[Mp()] Ua(n)

+4na3(n —2)(n—13)(n—4) . a* }
[Mg ()] U4 (n) [Mg()]*

—4 n* < a’ + 3a’n
[MB(H)]3U3(n) (1+x)3 (1+x)?

3an(n+1
[ Jan(n+1)

Tt x +n(n+1)(n+ 2))}){4

4 9n3 + 3n%a(n — 3) a2 2an 1 3
) [MB(H)]gUg(n) (1+x)? T n(n+1) |ex

18n3 + 12n?a(n —3) + 3na?(n—2)(n—3) , a
—4 + 2
{ [Mg(m)]" U5 (n) (= n)}x



~ {6n + 6n2a(n — 3) + 3na%(n— 2)(n —3) s a3 }X
[Mg(0)] U5 (n) [Mg ()]’

n* a’ 2an . \
' [MB(H)]ZUZ(n) (1+x)? + 1+x +n(n+1) |ix

+6{4n2 + Zna;("n -2) ( a N n)}x3
[Mp(@)] Uy(n) 1+

{Zn + 2na(n — 2) o? IXZ
[Mg ()]0, (n) [MB(n)]Z

—4

4{M6(n)U1(n) 1+x n)}x4

3 4
MB(n)Ul(n) MB(n)} X

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

n* ( a* 4a3n  6a’n(n+1)

GBrre V4 o) —
Lna ((£=2)%%) {[Mﬁ(n)]4U4(n) (1+x)* ¥ (1+x)3 * (1 + x)?

4an(n+ 1)(n + 2)
1+x

+n(n+ 1)+ 2)(n+ 3))

_ 4n3 ( al N 3a’n N 3an(n + 1)
[MB(H)]BUg(n) (1+x)3 (1+x)? 1+x

6n? 22 2an 1
P m\a T2 T Trx D

+n(n+ 1)(n+ 2))
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4n

a
Mg(n)U; (n) (1 + x + n) + 1} Xt

4 (o0 +4n33(n_4)< @ | _3a'm
Ma[ "0,y \T+07 7 T +x7

3an(n+ 1)
t—T % e+ D+ 2))

36n3 + 12n%a(n — 3) 2 9an
) [Mp(@)] U5 () <(1 oz Py TR 1)>

24n’ +12na(n—2) , a ~ < 4n 43 ) 5
' [Mg ()]0 () (1 Fx ' n) Mg(n)Uy(n) " Mg(n) }X

72n* + 36n°a(n —4) + 6n’a(n —3)(n—4) [ a® 9an 1
[Mp(@)]*Us(m) ((1 7 T T g et )

72n% + 48n2a(n — 3) + 12na?(n — 2)(n — 3) ( . n)
[Mg(m)]’ U5 (n) THx

12n? + 12na(n — 2) 602 } ,
7 + 2(X
[Mg)] Up(m)  [Mp()]

96n* + 72n3a(n — 4) + 24n%a?(n—3)(n — 4 a
4 ( ) ( )( )( +n)

[Mg(m)] U, (m) 1+x

+4na3(n —2)(n—=3)(n— 4)( a N n)

[Mg(m)] U, (n) 1+x

24n3 + 24n%a?(n — 3) + 12na?(n — 2)(n — 3) B 403
[Mp(@)] U () [Mg(m)]”

X



N 24n* + 24n3a(n — 4) + 12n%0?(n —3)(n —4) + 4na®(n — 2)(n — 3)(n — 4)
[Mp(@)]* U4 ()

(X4

+—
[Mg(m]*
elde edilir.

Boylece operatdrler n? ile ¢arpilip n — o i¢in limit alindiginda

1
lim n? L?I'E((t —x)*%x) = lim n? (16n3a*
n—oo !

a*n*
" M) Ua(n) {lﬂ EERACETOE

+16n3a3B — 4a3n*B) + (6a%B?n* — 42a%p?n3 + 72a2B%n?

(1+x)?

—36a%Bn* + 144a%Bn3 + 12a%n° + 72a%a%)

+

) (—4ap3n* + 36aB3n3 — 104aB3n? + 96aB3n + 24ap%n*

—168ap?n® + 288aP?n? — 24afn® + 24aPpn* + 288apn3 + 96an® + 96an*)
+B*n* — 10B*n3 + 35B*n? — 50B*n + 24p* — 4B3n* + 36B3n3
—104B3n% 4+ 96B3n + 12p%n° — 72B%n* + 60B%n> + 144B%n% — 72Bn°

+264Bn* + 96Bn3 + 12n® + 156n° + 24n*]x*

1
(16a%n* — 16a%n3a + 4a3n*a) + ar e (144a%n* + 12a°n®

N
(1+x)3
+144a’n3B — 36a*n* B — 144aan® + 36a’an* — 144a%an*p

+84 a%an®B — 12a%an*B)
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+

1
T+ (576apn® — 48apn* — 24apn® — 288a?n> + 24a?n* + 60a?n®

—12a2n® + 288aB2n? — 168aB%n3 + 24aB2n* + 288an* + 168an°®
—576Ba?n? — 288B%a’n + 336Pa’n>® — 48Ba*n* + 312B%a*n?
—108B%an3 + 12B%a%n*)

+72an® — 96an® — 264an* — 96ap> + 288fn3 + 963%n + 408pn*
—120P8n° + 288B%n? — 24p%n3 — 104$3n? — 60B%n* + 36p3°n3
+12B2n% + 4B3n* + 96n* + 360n° + 24n® — 288aBn? — 288af?n
—120afn3 + 200ap3n + 144apn* — 24apn® + 312aB%n? — 108ap?n3

—140aB3n? + 12aB?n* + 40aB3n3® — 4aB3n*]x3

+ a7 (94a*n* + 72a*an® — 186a%an® + 42a%an*)

+ (288an* — 72an® + 188a®n® — 576aan® + 336 aan* — 48aan”®

1+x)

—288an3B + 72an*p + 288a a?n? — 312aa?n® + 108aa’n* + 144a3an3

— 12aa?n® — 372a%an* + 84a%an® + 312aa?n?p — 108aa?n3p + 12aa’n*p

+576aan®*p — 288aa’*nP — 336aan®p + 48aan*p)

—6¢%n® + 48c*n® + 6¢*n*B? — 12¢*n*B — 102c*n* — 60c*nB? + 108c*n3p

—12¢*n® + 210¢*n?B? — 312¢*n?B + 144c¢*n® — 300c¢® nB? + 288c*nB

+144c*B% + 6¢cn® — 24cn®B + 84cn® + 12cn*B? + 120cn*B — 378cn*
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—108 cn®B? + 48cn>B — 216¢n® + 312cn?*B? — 576 cn®P — 288cnP?

+12n° — 48n°B + 276n° + 12 n*B? + 120n*B + 144n* — 84n3p?

+288n°p + 144n*p*]|x?

+ (4aa®n* — 36aa3n® + 104aa®n? — 96aa’n + 24aa’n*

1+x)

—168aa’n?® + 288aa*n?® + 72aan* — 288aan?® + 966an*)

+48cn® — 96¢3n — 120cn* — 288cn® — 96¢3 B + 96n3B — 24n*PB + 288c?n?

—24¢?n® 4 104 c3n? — 60c?n* — 36¢3n® + 12¢?n® + 4c3n* + 96n* + 72n°

—312c¢%n?B + 108c?n3B — 140 c3n?B — 12c¢?n*B + 40c3n3B — 4c3n*B

—288 cn?P + 288c*nP + 168cn3p + 200c3*np — 24 cn*B]x

+[ a*n* — 10a*n® + 35a*n? — 50a*n + 24a* + 4a’n* — 36a°n® + 104a°n?

—960°n + 12a* n* — 84a*n> + 144a*n” + 24an* — 96an® + 24 n*]}

120
1+x

lim n? Lﬁ'g((t —x)*%x) = 12x* — < - 24) x3 — (6a? — 6 — 12)x?
n—oco ’

elde edilir.

f fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere [ 0,0 ) dan R ye tanimlanan B[ 0, % ) i¢in biiyiime

kosulu, |f(x)| < N¢p(x) dir. Burada p(x) = 1 + x? ve N sadece f ye bagl bir sabit olup

B,[ 0, 00 ) uzay1 igin bir norm [f||, = sup {% !X € R} ile tanimlanir.

B,[0,0) ve C,*[0,00) siirekli fonksiyonlarin alt uzay: olup C,[ 0,0 ) i¢in lim GOl

|x|»o0 P(X)

dir.
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Simdi ise L‘I"{'g(f(t);x) icin Lemma 2.2 ve Lemma 3.2 yardimiyla VVoronovskaja tip

teoremi verilsin.
Teorem 1

Cp’[0,00) siirekli fonksiyonlarn  bir alt wuzayr olsun.Cy[0,00) igin f€

Cp’[0,00) ve f',f” € C,7[0,00) olmak tizere

Tim n( LEA(E0; %) - f60) = F/(x) {(a - Blilx_ BX) X+ o+ 1}

0 {<x2 + 2;—:};:; 1- a) 2 ;}

dir.

Ispat.

Taylor teoreminin genislemesinden

(D) = £60 + F/0I (=) + 27 (0t = 0% + (6, %)t — 0)? (4.3)

yazilir. Burada t - x iken (t,x) — 0adir. “Es. 4.3” esitlligine L‘;’E(f(t) ; X) operatorleri

uygulandiginda;
1
LB (f(t); %) = £(x) + F'GOLYE ((t — x); %) + Ef”(x)L‘;‘;,Ej((t — %)% x%)
+LEE (e(t, %) (t - %)% %)
olur. Burada Lemma 2.2 kullanilarak

L2 (£(0); %) = f(x)



£ n a 1 n a
) l{Mg(n)Ul(n) (1 x0T n) B }X + Mg(n)U, (n) * MB(n)l

1
+ E f”(X)

n’ a’ 2an .
[MB(H)]ZUZ(H) (1 + X)Z + 1+ x + n(n + )

4n’?+2na(n—2), a
+{ [Mg(m)]" 0 (n) (= n)lx

N {an + 2na(n — 2) N o? }
Me]*Up(m)  [Mp)]*

—2{ 0 ( 2 +n)}x2—2—nx
Mg(n)U; (n) M +x Mg(n)U; (n)

2a
Mg(n)

X+ le + L%”g(s(t, x)(t — x)?%;x)
elde edilir.

L?l E (e(t,x)(t — x)?; x) terimi igin Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanildiginda,

N =

LB (e(t, ) (t — x)% %) < (L‘;;f;e(t, x)?; x) (nZL‘I"{,E((t —-x)% X))%

ve buradan esitsizligin her iki tarafini n ile ¢arpip n — oo i¢in imit alindiginda

1 1
= 2
lim n L (e(6 0t — 9% %) < (lim LiB(e(69%9)° (lim 2L (e - 0%

esitsizligi bulunur.

Iliﬁr{}onL‘i‘l“g(s(t,x)z;x) =0 ve Lemma 4.2 deki (ii) den r{ggonZLﬁ;ﬁ((t—x)4;x) sonlu

oldugundan

41



42

lim n LB (e(t,x) (t— )% %) = 0

elde edilir.

Bu durumda

lim n(L%?(f(); ) — f(x)) = f'(x) lim - ! {an? — Bn? + n%x
n—oo na ’ n—oo Mﬁ(n)Ul (n)(l + X)

2 2
n“ —an+ n“a
+Bn + n% — Bn2x + Bnx}x + )

Mg (n)Uy (n)

+1f"(x) <lim — ! {a®n3® — 2an*x
2 n=2 [Mg ()] Uy (n)(1 + x)2

—2an* — 2an3xP + 6an3x — 2 an3pB + 6an3 + 4an?xp + 4an?p
+2n*x? + 4n*x + 2n* + n3x?p? — 2n3x%B + 2n3x? + 2n3xB?

— 4n3xB + 4n3x + n3B? — 2n3B + 2n3 — 3n%x2B% + 4n%x?p
—6n%xB? + 8n%xP — 3n%B% + 4n?B + 2nx?p? + 4nxP? + 2np?}x?

+ 12 ..
[Mg ()] U5 (n)

{4an® — 4na + 4n?%B + 2n3a — 2n3pB

+4n3 — n* — 4naf — 4ana + 2ana + 6n%af — 2n3af}x

+ 12 ..
[Mg(n)]" U (n)

{n3a? + 2n3a + 2n% — 3n%a? — 4na + 2na2}>

a—pf+1-—px
14+x

lim n( LY (£(1); %) — f(x)) = (%) {( )x +a+ 1}



24 2x—ax+1-
ofEremr). g

oldugu goriiliir. Béylece teorem ispatlanmis olur.
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5. SONUC

Baskakov-Durrmeyer-Stancu tip operatorler i¢in dordiincti dereceye kadar Korovkin test
fonksiyonlar1 verilmis, ardindan bu operatorlerin bir genislemesi olan Baskakov-
Durrmeyer-Stancu operatorleri i¢in yine dordiinci dereceye kadar Korovkin test
fonksiyonlart  hesaplanmistir. Bu  bilgiler 1s18inda  Baskakov-Durrmeyer-Stancu
operatorlerin  Voronovskaja tip yaklasim teoremi verilerek asimtotik davranisi

incelenmistir [17].
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