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Bu tezde gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

R* Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi

ci(n I tizerinde siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar uzayi
(X, d) Metrik uzay

|.] Mutlak deger

Il I Norm

€ Elemanidir Sembolii

c Alt Kiime

inf Infimum, Alt smirlarin en biiyiigii
sup Supremum, Ust sinirlarin en kiigiigii

> Toplam Sembolii



1. GIRIS

Cevremizdeki fiziksel olaylarin birgogunu adi veya kismi diferensiyel denklemler
yardimiyla modelleyebiliriz. Adi ve kismi diferensiyel denklemlerin analizini yaparak o
fiziksel olayla ilgili sistemin gelecekteki degisimini ge¢mis durumundan bagimsiz kalarak
hesaplariz. Gergek hayatta fiziksel olaylar ge¢mis durumundan bagimsiz degildir
cogunlukla ve bir¢ok olayda gecikmeler olmaktadir. Mesela uzaktan kontrol sistemi ile
aydan ve marstan goriintiiler alinmaktadir. Alinan goriintiiler diinyaya gonderilmekte ve
tekrar sisteme sinyal gitmektedir. Bu goriintiilerin gitme ve gelmesi diinyanin uydusu ay
icin 2-10 saniye arasinda gergeklesirken Mars i¢in 40 dakikada gerceklesmektedir.
Yaninda sistemde 2-10 saniye veya 40 dakika gecikme olmaktadir. Gergek hayattaki
bir¢ok olayin matematik modellemesinde bundan dolay1 gecikmeli diferensiyel denklemler
kullanilmaktadir. Gecikmeli diferensiyel denklemler biyolojide, ekonomide, bilgisayar
aglarinda, mekanikte, niikleer reaktor fiziginde, mithendislik sistemlerinde ve daha birgok
alanda kullanilmaktadir.  Gecikmeli diferensiyel denklemlerin bir¢ok ¢esidi olup bu
calismada lineer gecikmeli diferensiyel denklemler {izerinde duracagiz. Birinci basamaktan

tek gecikmeli ve sabit katsayili gecikmeli lineer diferensiyel denklemine bir 6rnek olarak

x'(t) = ax(t) + bx(t - g(t)), gt) >0

denklemini verebiliriz. Gecikmeli diferensiyel denklemlere her ne kadar 18. yiizyilin ikinci
yarisinda rastlansa da sistematik olarak 20. yiizyilin ikinci yarisinda Myshkis, Wright ve

Bellman tarafindan incelenmistir.

Bu tezde gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias
kararhiliklar1 incelenmistir. Hyers-Ulam kararliligt kavrami 1940 yilinda Ulam’in
Winconsin Universitesi Matematik Kuliibiinde yaptigi meshur konusmada sordugu bir
soruya Hyers’in bir yil sonra pozitif bir cevap vermesi ile ortaya ¢ikmistir. Bu
konusmasinda Ulam bir¢cok ¢oziilmemis problem sunmustur. Bu problemler arasinda
homomorfizmlerin kararligi ile “Bir yaklasim homomorfizmine yaklasan bir homomorfizm
hangi sartlar altinda vardir?” seklinde ifade edebilecegimiz sorusu dikkat g¢ekicidir. Bu
soruyu fonksiyonel denklemlere uyarlarsak “Bir fonksiyonel denklemin yaklasik ¢6ziimii
varsa bu ¢oziime yakin olan denklemin tam ¢oziimii bulanabilir mi?” seklinde de ele

alabiliriz. Bu konusmadan bir y1l sonra 1941 yilinda Hyers, bu soruya G; ve G, ’nin Banach



uzay1 oldugu kosullarda cevap vermistir. Hyers, her x,y € E (E Banach uzayi) igin
f:E — E' dontisimiiniin [|f(x+vy) — f(x) — f(WI|l < § esitsizligi sagladigi durumda
her e >0 ve § > 0 igin ||[f(x) — l(x)|| < € esitsizligini saglayan [(x) lineer doniisimi
oldugunu gostermistir. Hyers’in bu cevabindan sonra bu yaklasim Hyers-Ulam kararlilig
olarak bilinmektedir. 1986 yilinda John M. Rassias’in Hyers-Ulam kararlilig: ile ilgili
makalesinde Hyers-Ulam kararliligi1 daha genisletmis ve c¢alismasindaki kosullar

saglayan denklemlere Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir denilmistir.

Tezin ikinci béliimde tezde kullandigimiz temel tanim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii
bolimde Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklar1 tanimlanmis ve Hyers’in ve
Rassias’in ¢aligmalar1 incelenmistir. Dordiincii boliimde lineer diferensiyel denklemlerin
Hyers-Ulam kararliligi incelenmistir ve bu bolimde Alsina ve Ger’in, Miura ve
digerlerinin, Onitsuka ve Shoji’nin ve Jung’un c¢alismalar1 ele alinmistir. Besinci bolimde
ise birinci basamaktan gecikmeli lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin Hyers-
Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklart incelenmistir ve bu bdlimde de Jung ve
Brzdek’in, Otrocol ve llea’nin, Tun¢ ve Biger’in, Ogrek¢i’nin ve Huang ve Li’nin

caligmalar1 incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz lineer uzay, metrik uzayi, Banach

uzay1, metrik grup, homomorfizma gibi temel tanim ve kavramlar1 verecegiz.

2.1. Temel Tanimlar

2.1.1. Tanim

X # @ bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere

ve

(): FxX — X

fonksiyonlar1 agsagidaki sartlari sagliyorsa, X kiimesine F cismi {izerinde lineer uzay (veya

vektor uzay1) denir.

. X, (+) islemine gore degismeli bir gruptur.
X, (+) islemine gore kapalidir yani her x,y € X i¢in x + y € X dir.
Herx,y € Xicinx +y =y + x dir.
Herx,y,z € Xi¢cinx + (y + z) = (x + y) + z dir.

A w0 d =P

Her x € X i¢cin x + 0y = Oy + x = x olacak sekilde bir sifir eleman1 vardir ve bu

tektir.

o

Her x € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0y olacak sekilde bir (-x) eleman1 vardir ve
bu elemana x in toplamaya gore tersi denir.
. a,B € F olmak tizere
X, (+) islemine gore kapalidir yani her x,y € X i¢in xy € X dir.
Herx,y € X i¢cin a(x + y) = ax + ay dir.
Her x € X i¢in (a + B)x = ax + fx dir.
Her x € X i¢in (af)x = a(fx) dir.

M w0 P



5. Herx € X igin x1z = 1px = x oOlacak sekilde bir 1 elemani vardir ve burada 15, F in

birim elemanidir (Bayraktar, 2006).

2.1.2. Tanim

X bostan farkl bir kiime olsun. d: X X X — R, her x,y, z € X igin

M1. d, reel degerli, sonlu ve negatif olmayan

M2.d(x,y) =0 & x=y

M3. d(x,y) = d(y,x)

M4. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

olacak sekilde tanimlanan fonksiyona X {izerinde bir metrik ve d ile birlikte X c¢iftine

metrik uzay denir ve (X, d) veya X, ile gosterilir (Cakar, 2002).

Eger bu metrik tanimindan sonlu ifadesini ¢ikartarak yeni bir metrik tanimlayabiliriz ve bu

metrige genellestirilmis metrik denir.

2.1.3. Tanim

X tizerinde tanimli, reel degerli, x € X noktasindaki degeri ||x|| seklinde gosterilen ve x ve

v, X de keyfi vektorler ve a bir skaler olmak {izere

N1. ||x]| =0

N2. ||x]| =0 &x=0

N3. |lax|| = |afllx]|

N4. |lx + vyl < lxll + Iyl



ozelliklerini saglayan fonksiyona X iizerinde bir norm ve (X, ||-]]) ikilisine de normlu uzay
denir (Cakar, 2002).

2.1.4. Tanim

X normlu uzayindaki her bir Cauchy dizisi X deki bir elemana yakinsiyorsa, X uzayi

tamdir denir. Tam olan normlu uzaylara Banach uzay1 denir (Cakar, 2002).

2.1.5. Tanim

Asagidaki dort 6zelligi saglayan (G, *) cebirsel yapisina bir grup denir,

Gi)Hera,b€eGigcina*b €G

G,)Hera,b,c € Gigin (a*xb)*xc=ax* (b *c)

G3) Her a € G igin a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € G vardir. e elemanina G nin

birim elemani denir.

G,) Her a € G i¢in a * b = b * a = e olacak sekilde bir b € G vardir. b elemanina a nin

tersi denir ve a™! seklinde gosterilir.

2.1.6. Tanim

G bostan farkli bir grup olsun ve G grubu iizerinde tanimli bir d metrigi verilsin. (G, d)

metrik uzayna bir metrik grup denir.

2.1.7. Tanim

(G,*) ve (H,A) iki grup olmak tizere f: G — H bir fonksiyon olsun. Eger her a, b € G igin

f(axb) = f(a)Af(b)

esitligini sagliyorsa f fonksiyonuna G den H ye bir homomorfizma denir. f birebir ve

orten ise f fonksiyonuna izomorfizma denir.



2.1.8. Tanim

F =R veya F = C olmak iizere X, F lizerinde taniml1 bir vektdr uzay1 olsun.
f:X—>F

operatdriine fonksiyonel denir.

2.1.9. Tanim

T:X — X bir doniisiim ve x € X olsun. Eger Tx = x ise x’e T doniisiimiiniin sabit noktasi

denir.

2.1.10. Tanim

(X, d) bir metrik uzay1, T: X — X bir doniigiim olsun. Eger her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < ad(x,y)

esitsizligini saglayan bir 0 < @ < 1 sayis1 varsa T doniisiimiine biiziilme (veya daralma)

doniistimii denir.
2.1.11. Banach sabit nokta teoremi

(X, d) bos olmayan bir tam metrik uzayi ve T: X — X bir biiziilme doniisimi olsun. Bu

durumda T’nin X’in igerisinde Tx™ = x* olacak sekilde bir tek x* sabit noktasi vardir.
2.1.12. Tanim

i =1,2,... olmak iizere x;ve y; standart koordinatlari ile verilen x ve y gibi iki nokta veya

iki vektor arasindaki Chebyshev uzakligi d(x,y) := maks|x; — y;| seklinde tanmimlanir.
l

Chebyshev normu ise |||l = sup |f (x)| seklinde tanimlanir.
x€R



2.1.13. Tanim

ay(x),...,an(x) ve b(x) fonksiyonlart x € A S R i¢in tanmimh herhangi siirekli

fonksiyonlar olmak tizere

an()y™ + -+ a; (x)y' + ap(x)y = b(x)

formundaki diferensiyel denklemlere n. basamaktan lineer diferensiyel denklemler denir.
Eger her x igin b(x) sifira esit ise diferensiyel denkleme homogen lineer denklem, aksi

halde homogen olmayan lineer denklem denir.

a,(x) sirekli oldugundan bir I € A vardir ki her x €I i¢in a,(x) # 0 saglanir.

Dolayisiyla x € [ i¢in lineer diferensiyel denklemi

y®@ 4+, )y @V + -+ pp ()Y + Pr(X)y = q(x)

seklinde yazabiliriz. Denklemin mertebesinin bir olmas1 hali 6zel olarak

y' +pi(x)y =q(x)

seklinde gosterilir ve bu denklemin genel ¢oziimii
y(X) = e_fpl(x)dx (j q(x)efpl(x)dx dx + C)

olarak yazilabilir.






3. HYERS-ULAM VE HYERS-ULAM-RASSIAS KARARLILIGI

Bu boliimde Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklari tanimlanacaktir.
3.1. Hyers-Ulam Kararhhg

1940 yilinda Ulam, Winconsin Universitesi Matematik Kuliibiinde meshur bir konusma
yapmistir. Bu konusmasinda Ulam birgok ¢ozlilmemis problem sunmustur. Bu problemler
arasinda homomorfizmlerin kararlig: ile ilgili olan su problem fonksiyonel denklemlerin

kararhlik teorisinin baslangi¢ noktast olmustur:

G, bir grup ve G,, d(:,) metrigi ile tanimli bir metrik grup olsun. € > 0 sayisi1 verilsin. Her
x,y € Gy igin d(h(xy),h(x)h(y)) <& esitsizligini saglayan h:G; — G, fonksiyonu
varsa her x € G, i¢in H: G; — G, d(h(x), H(x)) < & homomorfizm olacak sekilde § > 0

sayis1 var midir?

Baska bir deyisle bir yaklasim homomorfizmine yaklasan bir homomorfizm hangi sartlar
altinda vardir? Veya bu soruyu fonksiyonel denklemlere uyarlarsak “Bir fonksiyonel
denklemin yaklagik ¢oziimii varsa bu ¢oziime yakin olan denklemin tam c¢6ziimi

bulanabilir mi?” seklinde de ele alabiliriz.

Bu konugmadan bir yil sonra 1941 yilinda Hyers, bu soruya G; ve G, nin Banach uzayi
oldugu kosullarda cevap vermistir. Hyers’in bu cevabindan sonra bu yaklagim Hyers-Ulam

kararlilig1 olarak bilinmektedir.
E ve E' Banach uzaylar1 ve § pozitif bir say1 olsun.
3.1.1. Tanim

f:E — E' dontisiimiine eger her x,y € E i¢in ||[f(x + y) — f(x) — f(¥)]| < § esitsizligi
saglantyorsa §-lineer denir (Hyers 1941).
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Hyers, Ulam’in problemini su sekilde ele almistir: “Her € > 0 ve § > 0 i¢in her f:E —
E' &-lineer doniisiimiine karsilik her x € E igin ||f(x) — I(x)|| < € esitsizligini saglayan

[(x) lineer doniisimi var midir?” Hyers bu soruya su teoremi ile cevap vermistir:
3.1.2. Teorem

E ve E' Banach uzaylar1 ve f: E — E' tamimlh §-lineer bir doniistim olsun. Bu durumda

her x € E i¢in I(x) = lim f(2"x)/2" limiti vardir, [(x) lineer bir doniistimdiir ve her x €
n—oo

E i¢in [|[f(x) = I(x)|]| < & esitsizligi dogrudur. Bununla birlikte I[(x) bu esitsizligi
saglayan tek lineer doniistimdiir (Hyers, 1941).

fspat
Hyers ispatinda ilk olarak f doniistimiin §-lineer olmasini kullanarak tiimevarim ile
127" f(x) — FRT™)|| < §5(1 —27™)

esitsizligini ispatlamistir. Daha sonra n pozitif bir tamsay1 ve x € E olmak tizere g, (x) =

f(2™x) /2™ dizisini tanimlamistir.

f@m) @)

Qm(x) - Qn(x) = 2 on

B f(zm—nznx) _ Zm—nf(znx)
= m

olur ve yukaridaki esitsizlikten eger m > n olursa her x € E i¢in

5(1 — 2m=m)

lam G = an (Nl < =

bulunur. Bu esitsizlige gore {q,(x)} dizisi Cauchy dizisi olur ve E uzay1 tam oldugu i¢in

[(x) = lim g, (x) olacak sekilde bir limit fonksiyonu vardir. x, y, E uzaymin herhangi iki
n—>oo

elemani olsun. f, §-lineer oldugu i¢in biitiin pozitif n tamsayilar1 i¢in
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If 2" +2"y) = f(2"x) = f2")I < 6(1 —=27")

olur. Her tarafi 2™ e bolersek ve n i sonsuza gotirdigimiizde [(x +y) = I(x) + [(y)

oldugunu elde ederiz. 11k esitsizligimizde x ile 2™x i yer degistirirsek

<6(1-27M

|f(2 x)_f(x)

271

buluruz. Buradan da [|{(x) — f(x)|| < 6 bulunur.

Hyers daha sonra her x € E igin ||L(x) — f(x)|| < & esitsizligini saglayan baska bir lineer
doniisiim almis ve bunun olmayacagini gostererek [(x) lineer doniistimiiniin tekligini ispat
etmistir (Hyers, 1941). Asagidaki teoreminde f(x) in siirekli oldugu durumda [(x) in de E

uzayinda her yerde siirekli oldugunu gosterelim.
3.1.3. Teorem

Eger Teorem 3.1.2 de f(x), E uzaymin tek bir y noktasinda siirekli ise [(x) lineer

donligiimil E uzayimda her yerde siireklidir (Hyers, 1941).
fspat

Bu teoremin ispatini [(x) lineer doniisiimiiniin siirekli olmadig1 varsayarak ispatlayalim. O
zaman her n tamsayisi i¢in Oyle bir k sayist ve E’de sifira yakinsayan oyle bir x,, dizisi

vardir ki ||L(x;,)|| > 1/k olur. m, 3k5’dan biiyiik bir tamsay1 olsun. Bu durumda
IL(mx, + y) — LI = IL(mx,) || > 36

olur. Diger yandan yeterince biiyiik n ler i¢in lim f(mx, + y) = f(¥) oldugu i¢in
n—->0oo

l1(mxy, +y) = Il < [[1(mxy +y) = f(mx, + Y| + |If (mxn, +y) = FOI +
If () = LIl <38

bulunur. Bu da geliskiye sebep olur ve teorem ispatlanir (Hyers, 1941).
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3.2. Hyers-Ulam-Rassias Kararhhgi

1986 yilinda Rassias’in, Hyers-Ulam kararliligi ile ilgili makalesinde Hyers-Ulam
kararliligin1 daha genisletmis ve c¢alismasindaki kosullar1 saglayan denklemlere Hyers-
Ulam-Rassias anlaminda kararlidir denilmistir. Asagida Rassias’in ¢alismasi hakkinda

bilgiler verilmistir.
3.2.1. Teorem

X, |I*]l; normu ile tanimli normlu lineer bir uzay ve Y, ||-||, normu ile tanimli bir Banach
uzay1 olsun. Buna ek olarak her sabit x degeri i¢in f: X — Y doniisiimii y’de siirekli olsun.

Eger her x,y € X i¢in

If G+ ) = fCO) = FOIlz < callxlIElylIT

C2

S 0lmak

esitsizligini ve 0 < a + b < 1 saglayan a, b ile ¢, > 0 varsa 0 zaman ¢ =

tizere her x € X igin

If G+ y) = LEOII, < cllxllf*

olacak sekilde esitsizligini saglayan L: X — Y lineer doniisiimii vardir (Rassias, 1989). Bu
denklemde a = b = 0 alinirsa Hyers’in sonucu elde edilir. Rassias, bu teoremi ispatlamak

icin birka¢ 6nerme vermistir. Bunlardan ilki

IfCc+y) = fCO) = FOl2 < callxlIElyllT

esitsizliginin genellestirilmis halidir. Bu esitsizlikte eger x = y alirsak

If(2x) = 2f ()2 < collx]|4FP

ve

If(2x)/2 = fFOll2 < c,llx1$* /2
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bulunur.

3.2.2. Onerme

X uzayinda herhangi bir n tamsayisi ve bazi ¢, = 0 icin

f)

f@mx)
27’1

n-—1
< o z 2i(a+b—1)—1 ”x”gwb

esitsizligi saglanir.
Rassias, bu dnermeyi tiimevarimla ispatlamigtir (Rassias, 1989).
3.2.3. Onerme

{f(2"x)/2"} dizisi yakinsar. Rassias bir Onceki Onermeyi kullanarak {f(2"x)/2"}
dizisinin Cauchy dizisi oldugu gostermistir. Y uzayi tam bir uzay oldugunu i¢in {f(2"x)/

2™} dizisi bu uzay iginde yakinsar. Rassias daha sonra {f (2™x)/2™} dizisinin limitini

L(x) = lim ACIEY

n-ooo 2N

olarak adlandirmis ve daha sonra da her x,y € X i¢in L(x + y) = L(x) + L(y) ve her g €
Q i¢in L(gx) = qL(x) oldugunu gostermistir (Rassias, 1989).

3.2.4. Onerme

Y* siirekli lineer fonksiyonellerin uzay1 olsun. g € Y*, t € R, x € X ve x sabit olmak
iizere T: t — g(L(tx)) veya T: R — R déniisiimiinii ele alalim 8yle ki T(t) = g(L(Tx))

olsun. Bu durumda T siirekli bir doniisiimdiir (Rassias, 1989).

Onermeler 3.2.2, 3.2.3 ve 3.2.4’{i birlestirdigimizde Teorem 3.2.1 de L:X — Y lineer
dontlistimiiniin varlig1 ispatlanmis olur. Rassias teoremdeki lineer doniigiimiin tekligini ispat
etmek i¢cin teoremdeki sartlar1 saglayan baska bir lineer doniisiim olusturmus ve celiski

oldugunu gostermistir.
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M:X —Y, 0<a + b <1 sartim1 saglayan a’, b’ ve ¢’ = 0 sabit olmak iizere her x € X

igin
If () =M@z < ¢ llxlf™+

esitsizligini saglayan lineer bir doniisiim olsun. Rassias, her x € X igin L(x) = M(x)

oldugunu géstermek i¢in su Onermeyi ispatlamistir (Rassias, 1989).
3.2.5. Onerme

L:X — Y lineer doniigim, M: X — Y, 0<a'+ b’ <1 sartim saglayan a’ ve b' ile m

tamsay1 ve ¢’ = 0 sabit olmak iizere her x € X i¢in

_ Il Iyt
IL(x) = M)l < m**P~c [IxlI§*P + m@ 2= ¢ |xIf *P
esitsizligi saglanir (Rassias, 1989).

Bu 6nermedeki esitsizlige gore her x € X i¢in lim ||L(x) — M(x)||, = 0 olur ve buradan
m-—-0oo

da L(x) lineer doniigiimiiniin tekligi ispatlanmis olur.

Rassias’in buradaki ¢oziimlerine direkt yontem denir. Burada direkt olarak esitsizlikler
kullanarak sonuca gidilmektedir. Bu yontem Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias
kararliliklarinin  incelenmesinde en etkili yollardan biri olup bir ¢ok c¢alismada

kullanilmustir.

Bu tez ¢alismasinda kullanacagimiz lineer diferensiyel denklemlerin ve gecikmeli lineer
diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligi ile ilgili tanimlar

asagidaki alt boliimde verilmistir.
3.3. Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhihg:

Bu kesimde lineer diferensiyel denklemler icin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias

kararliliklarinin genel tanimlari verilecektir.
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3.3.1. Hyers-Ulam kararhhg:
ag, Ay, ..., An_q reel sayilar ve I bir aralik olsun. y € C™(1, R) olsun.

Egerher e > 0vet € [ igin

n-1

y® () - Z ay® (1)

k=0

<e¢

esitsizligi saglayan her y € C"(I,R) ve t € [ i¢in

n-—1

2 () = Z 4,20 (1) (3.1)

k=0

denkleminin bir x € C™"(I,R) ¢oziimi var ve |y(t) —x(t)| <ce t € esitsizligini
saglayan bir ¢ > 0 reel sayis1 varsa (3.1) diferensiyel denklemine Hyers-Ulam anlaminda

kararlidir denir.
3.3.2. Hyers-Ulam-Rassias kararhhgi

ag, Ay, ..., Ap_q reel sayilar ve I bir aralik olsun. y € C™(I,R),e >0 ve ¢ € C(I,R")

olsun.

Egerhere > 0vet €] icin

n-1

yO©) =) ay® (o)

k=0

< @) (3.2)

esitsizligi saglayan her y € C"(I,R) ve t € [ i¢in

n-1

2™ (1) = z a,z® () (3.3)

k=0
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denkleminin bir x € C*(I,R) ¢bzimi var ve t€l igin [y(t) —x(O)| < c,p(t)
esitsizligini saglayan bir c, > Oreel sayis1 varsa (3.3) diferensiyel denklemine ¢

fonksiyonuna gore Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir denir.
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4. BIRINCI BASAMAKTAN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
HYERS-ULAM ANLAMINDA KARARLILIGI

Bu bolimde sirastyla birinci basamaktan degiskenlerine ayrilabilen tipten diferensiyel
denklemlerin Hyers-Ulam anlaminda kararliligini denklemleri farkli basliklar altinda
kategorize ederek incelenecektir. Ilk olarak Obloza ¢alismasinda 1993 yilinda diferensiyel
denklemlerin Hyers-Ulam anlaminda kararliligini incelemis, Alsina ve Ger ise 1998
yilinda bu galigmalar1 gelistirmis ve Hyers-Ulam anlaminda kararliligmi y' =y lineer
diferensiyel denklemleri igin tanimlamislardir (Alsina and Ger, 1998). Daha sonra
homogen olmayan lineer diferensiyel denklemler ve lineer diferensiyel denkleme

doniisebilen denklemler i¢in benzer incelemeler yapilmstir.

4.1. y' = y Formundaki Lineer Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhihig

Bu boliimde y' = y formundaki lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini

verecegiz.

4.1.1. Tanim

Verilen bir & > 0 sayisi igin y: A € R — R taniml tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak

uzere

ly' =yl < €

esitsizligi her t € A igin saglansin. Eger bir k > 0 sayis1 i¢in

ly@®) —x®] <k

ozelligini saglayacak sekilde y' = y denkleminin bir x(t) ¢6ziimii bulanabiliyor ise y' =

y denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir.

y' = y denkleminin basit olmayan tek ¢oziimii y(t) = et oldugu icin Hyers-Ulam
kararliligin1  ispatlamak i¢in istel fonksiyonlar1 kullanarak birkag Onermeden

faydalanilmaktadir. Bu lemmalar su sekildedir.
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4.1.2. Lemma

g:1 — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

i. i: I — R herhangi bir azalmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere, g(t) < g'(t)

esitsizliginin biitiin t’ler i¢in saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart g ’nin t € [ i¢in

g () = i(t)et

formunda yazilmasidir.

ii. d: I — R herhangi bir artmayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere, g(t) = g'(t)

esitsizliginin biitiin t’ler i¢in saglanmasi igin gerek ve yeter sart g ’nin t € [ igin

g (@) =d()et

formunda yazilmasidir (Alsina ve Ger, 1998).

Bu lemmalardan faydalanarak asagidaki teoremi kolayca ispatlayabiliriz.

4.1.3. Teorem

Verilen bir € > 0 i¢in y: I — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Biitiin t degerleri igin

ly' —yl<e

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart £, ] = {e~¢| t € I} aralifinda artmayan,

2¢-Lipschitz ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere y’nin t € [ igin

y(t) =+ etf(e™®)

formunda yazilabilmesidir.
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4.2. y' = Ay Formundaki Lineer Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhgi

Banach uzayinda y’ = Ay lineer diferensiyel denklemlerinin Hyers-Ulam anlaminda
kararliligimi inceleyelim. Miura ve digerlerinin 2001 yilinda makalesi bulunmaktadir
(Miura vd., 2001). Bu makalede y, bir acik araliktan tiim smirli gergcek degerli
fonksiyonlarin oldugu reel Banach uzayina tanimli bir diferensiyel doniisiim alinmis ve
eger ||y — Aylle < & esitsizligi saglanirsa y' = Ay diferensiyel denklemine bu y’ler ile
yaklagilabilecegi gosterilmistir. Simdi y' = Ay lineer diferensiyel denklemlerinin Hyers-

Ulam anlaminda kararliligini inceleyelim.

Kabul edelim ki I, R iizerinde taniml1 bir a¢ik aralik olsun.

4.2.1. Tanim

B bir Banach uzay1 ve y, I dan B ye tanimli bir doniisiim olsun. ||-||z, B lizerinde tanimli

normu gostermek lizere eger her t € [ icin

lim

s—-0

=0
B

y(t + SZ —YO

esitligini saglayan y'(t) € B varsa y’ye tiirevlenebilir denir. y': I — B doniisiimiine de

¥’Nin tiirevi denir.

4.2.2. Tanim

B bir Banach uzay1 ve y:I — B tiirevlenebilir bir doniisiim olsun.

ly' —Ayllg < ¢

esitsizligini saglayan tiirevlenebilir y fonksiyonu ve t € [ i¢in

x'=Ax ve |ly(t) —x(®)llp < ke,

saglayan bir x € B ve k > 0 varsa y' = Ay denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir
denir (Miura, 2002).
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y' = Ay lineer denklemleri i¢in ReA # 0 oldugu durumda Hyers-Ulam kararliligini
asagidaki iki dnerme ve Onermelerle iki ana teorem ispatlanmistir. Simdi bu Onermeleri

verelim.
4.2.3. Onerme

B bir Banach uzay1 y, I’dan B’ye tiirevlenebilir bir doniisim olsun. Buna gore asagida

verilen durumlar esdegerdir:

Ly =yl < e

ii. I’'dan B'ye Oyle bir tiirevlenebilir g doniigimii vardir ki her t € I igin y(t) =
ge* ve |lg' (D)l < e e ®eDt

saglanir (Miura, 2002).

4.2.4. Onerme

B bir Banach uzay1 ve y, I’dan B’ye tiirevlenebilir bir doniisiim olsun. Buna gore asagida

verilen durumlar esdegerdir:

i.y' =2y
ii. Oyle bir g € B vardir ki t € I igin y(t) = ge** olur (Miura vd., 2001).

Ik basta verilecek teoremin ispat: bir topolojik uzayi igin verilmistir. Ayrica teoremlerde

Re A > 0 igin verilmis, Re A < 0 durumu ihmal edilmistir.
4.2.5. Teorem

Re 4 > 0 olsun ve y fonksiyonu da I’dan C’ye

ly' —Ay| < ¢

kosulunu saglayan tiirevlenebilir bir doniisiim olsun. Bu durumda &yle bir 8 € C vardir.

t € [ i¢in
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V2e
t) — et | < —
ly(®) — ge? | =3
saglanir.
4.2.6. Teorem

ReA > 0olsunve y, I’dan A’ya

ly" —Aylle < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir doniisiim olsun. Eger A sabit fonksiyonlara sahip ise

Oyle bir 6 € A vardir ki, t € [ igin
ly@® —6e*|,, < 2~
saglanir. A da sabit fonksiyonlar yok ise dyle bir 8 € A vardir ki, t € I igin

~ 2V 2¢
A At
|y () — e ||OO < o7

saglanir (Miura, 2002).

Sonug

Re A > 0 olsun ve —oo < a < oo olmak iizere y: (a, o) — A tiirevlenebilir,

ly' =2l < €

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. y fonksiyonuna Teorem 4.2.6 anlaminda A’daki
bir fonksiyon ile tek sekilde yaklasilabilir (Miura, 2002).

Genel olarak, eger Re A = 0 ise Hyers-Ulam kararlilig1 saglanmaz.
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Ornek
[ =(0,0) vey:I — Colsun. e > 0vet €I igin
y(t) = stet

olsun. O zaman biitiin t € [ igin |y’ — iy| = & esitligi saglanir. Bununla birlikte Hyers-

Ulam kararlilig1 saglanmaz.

Bunun tersini farzedelim, yani 6yle bir c € Cve k = 0 olsun ki t € [ igin

ly(®) — ce®| < ke

esitsizligi saglansin. Uggen esitsizliginden her ¢ € I igin

lf (O] < ke +|c|

esitsizligi saglanir. |y(t)| = et ve t € I = (0, o) oldugu i¢in bu da ¢eliskiye sebep olur.
4.2.7. Teorem

—o0 < a < b < o olmak tizere I = (a,b) olsun ve 1 € C olmak iizere ReA = 0 olsun.

Egery:1 — A
ly" =Wyl < &
sartin1 saglayan tiirevlenebilir bir doniistimse dyle bir 8 € A vardir ki her t € [ i¢in

(b—a)e

t) —fett| <

esitsizligi saglanir (Miura, 2002).
4.2.8. Teorem

y fonksiyonu I’dan C (X, R)’ya
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ly' = Ayl < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir bir doniisiim olsun. O zaman o6yle bir g € C(X,R)

vardir ki t € I i¢in

3¢

_ phAt _
”3’(t) e g”oos|/1|

esitsizligi saglanir (Miura vd., 2001).
4.2.9. Teorem

y fonksiyonu I’dan C,(X, R)’ya
ly' = Ayl < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir bir doniisim olsun. J = {e **:t € I}  olarak

tanimyalim. O zaman a = inf] olmak iizere Oyle bir go = g + % € Co(X,R) vardir ki

t € [ i¢in

4 ¢

_ pAt _
ly@® —e 9||oos|,1|

esitsizligi saglanir (Miura vd., 2001).

Sonug

y, Rdan C(X,R) ya

ly' = Wyllo < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir bir doniisiim olsun. Farz edelim ki t € R

|y - e”h”00 < ke
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esitsizligi baz1 h € C(X,R) ve baz1 k > 0 i¢in saglansin. O zaman g = h olur. Ozel olarak
eger y, R dan Cy(X,R) ya bir doniisiimse o zaman g nin kendisi de Cy(X, R) nin bir

elemanidir ve eger h € C(X,R) ve yukaridaki esitsizlik saglanirsa g = h saglanir.

Sonug

y, I’dan C(X, C)’ya

ly' = Al < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir doniisiim olsun. O zaman oyle bir § € C(X, C) vardir

Ki, t € I igin

3V2 ¢
|

ly@® —e*gll,, <

esitsizligi saglanir (Miura vd., 2001).
Sonug

y, I’dan Cy(X, C)'ya

ly" = ylle < €

kosulunu saglayan bir tiirevlenebilir doniisiim olsun. O zaman dyle bir gy € Cy(X, C)

vardir ki, t € [ i¢in

442 ¢
1A

ly(®© = e*gol|,, <

esitsizligi saglanir (Miura vd., 2001).
Sonuc¢

y, R’dan C(X,C)’ya
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ly' = Ayl < €

kosulunu saglayan bir tlirevlenebilir doniigiim olsun. O zaman Oyle bir § € Cy(X, C) vardir

Ki, t € Rigin

42 ¢
|

ly(@® —e*g|_ <

esitsizligi saglanir (Miura vd., 2001).
4.3.y' — ay = 0 Formundaki Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhihg:

a sifirdan farkli bir reel sayr olmak iizere y' —ay = 0 denkleminin Hyers-Ulam
kararliligin1 2017 yilinda ¢ikardiklari makalede Onitsuka ve Shoji incelemislerdir. Bu

boliimde de yukarida yaptigimiz tanimlara benzer bir tanim yapabiliriz.

4.3.1. Tanim

€>0,a#+0, a€eR vey:I — Rtiirevlenebilir bir donilisiim olsun. Her t € [ i¢in

ly' —ay|<e

esitsizligini saglayan tiirevlenebilir f fonksiyonu i¢in

ly(®) — x(t)| < Ke

saglayan y' —ay = 0 denkleminin bir ¢6ziimii olan x:I — R varsa y' —ay =0
denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir. Buradaki K sabitine de Hyers-Ulam

sabiti (HUS) diyebiliriz.

Aslinda y" —ay = 0 denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararli ve HUS sabiti de R
tizerinde 1/|a|’dir. Burada 1/|a| degeri y' —ay = 0 denklemi i¢cin HUS sabitlerinin

minimum degeri olmaktadir.
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4.3.2. Teorem

€ > 0 keyfi bir sabit olsun. Tiirevlenebilir bir fonksiyon olan ¢p: I — R fonksiyonunun her
t €ligin |¢'(t) —a ¢p(t)| < € esitsizligini sagladigini varsayalim. Bu durumda asagidaki

durumlardan biri saglanir:

I. Eger a > 0 ve supl varsa, T = supl olmak {izere tii;r_to ¢(t) vardir ve her t € I igin
tiigo¢(t) —x(7)| < €/a esitsizligini saglayan y' —ay = 0 denkleminin herhangi bir
¢oziimii olan x(t), |p(t) — x(t)| < €/a durumunu saglar.

ii. Eger a > 0 ve supl yoksa, EL@ ¢ (t)e % vardir ve y' — ay = 0 denkleminin tam bir
coziimii olan x(t) vardir ki x(t) = (% $(t)eat) e% ve her ¢ € I igin |¢p(t) — x(t)| <

&/a saglanir.

iii. Eger a < 0 ve infl varsa, o = infl olmak lizere tlimoqb(t) vardir ve her t € I i¢in
-0+
tlinlo(p(t) —x(0)| < g/a esitsizligini saglayan y' —ay = 0 denkleminin herhangi bir
-0

¢oziimii olan x(t), |p(t) — x(t)| < €/a durumunu saglar.

iv. Eger a < 0 ve infI yoksa, tlim ¢(t)e~% vardir ve y' — ay = 0 denkleminin tam bir
¢Oziimii olan x(t) vardir ki x(t) = (l{im qb(t)e‘at) e ve her t € I icin |p(t) — x(t)| <

€/a saglanir (Onitsuka ve Shoji, 2017).

Bu teoremin bir sonucu olarak y’ — ay = 0 denkleminin Hyers-Ulam anlaminda kararli

oldugunu ve HUS’nin de 1/|a| oldugunu soyleyebiliriz.

4.4. Birinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhgmin
Bir Durumu

2003 yilinda Miura, Miyajima ve Takahasi yazdiklar1 makalede
T:CY(R,X) > C(R,X), Tyu=1u'+hu

olacak sekilde lineer tiirevlenebilir bir operator tanimlamislardir (Miura vd., 2003). Daha

sonra bu operatdriin Hyers-Ulam kararliligini incelemislerdir.
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Teoremlere gegmeden dnce bazi tanimlart verelim.

Y reel veya kompleks bir Banach uzay1 olsun. C(1,Y) agik I € R iizerinde tanimli tiim Y-
degerli siirekli fonksiyonlarmn lineer uzayr olsun. C1(1,Y)ise C(I,Y) uzaymm alt lineer

uzayi olsun dyle ki f € C(I,Y) tiirevlenebilir olsun ve f' siirekli olsun.

h: R — C siirekli bir fonksiyon olsun. Lineer diferensiyel operatoriimiiz Ty: C1(1,Y) —

C(,Y)yihert e Iveheru e C(l,Y) icin
(Thuw)(t) = u'(t) + h(t)u(t) seklinde tanimlayabiliriz.
Burada Tj, ortendir. Clinkdi her v € C(I,Y) igin

t) = - tﬁ d
u()—%{yw fo (s)v(s) s}

fonksiyonu T,u = v esitligini saglar.
Diger boliimlerde yaptigimiz gibi bu boliimde de Hyers-Ulam kararliligini tanimlayalim:
4.4.1 Tanim

Her £ >0, herv e C(1,Y) ve ||Thu — v|lw < € kosulunu saglayan her u € C1(1,Y) igin
Thuo = v Ve |lu—ugllew < Ke sartlarim saglayan u, € C1(I,Y) ve K >O0varsa Ty
operatoriine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir. Buradaki K sabitine de Tj, operatorii
icin bir HUS sabiti denir. Buradaki K sabitlerinin hepsinin minimumuna da T},

operatoriiniin HUS sabiti deriz.

t
g:R — C siirekli bir fonksiyon olsun. Her t € R igin g(t) = e/o8®) s glsun. Bu

tanimladigimiz g i¢in Cgy, Dy Ve E;’yi su sekilde olusturalim:

o 1 t
j G (s)lds, D, = sup f 17 (9)lds
t —00

1
C, =su —
R 4 ek 17 O]

ter |G ()]
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E

1
=SuUp——<
e AT I0]

fo 17 6)lds

Cy, D4 Ve Eg’nin sonlu olmalari noktasinda bir kisitlama yoktur.
4.4.2. Teorem

h: R — C siirekli bir fonksiyon olsun.

T,:CY(R,X) — C(R,X), heru € C1(R,X) ve her t € R i¢gin
(Thw) (@) = u' () + h(t)u(t)

seklinde taniml1 bir lineer operator olsun. Cp, D, Ve Ej, dan bir tanesinin sonlu oldugunu
varsayalim. Bu durumda T}, operatorii HUS sabiti goreceli olarak Cj, D, ve E; olacak
sekilde Hyers-Ulam anlaminda kararlidir. Buna ilaveten eger C; < oo veya D, < oo olursa

ITu — v|loo < o0 kosulunu saglayan her v € C(R, X) ve her u € C*(R, X) i¢in
Toug =V ve |lu—1uplle < oo

kosulunu saglayan tek bir u, € C1(R,X) belirlenebilir (Miura vd., 2003).
4.4.3. Teorem

h: R — C siirekli bir fonksiyon olsun. Her u € C1(R,X) ve her t € R igin

T,: C1(R, X) — C(R,X)

(Thw) (&) = u'(t) + h(®)u(t)

seklinde tanimli bir lineer operator olsun. T}, operatoriiniin Hyers-Ulam anlaminda kararh
oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagida verilenler saglanir.
a) Eger infiefo.00)|A(t)| = 0 ise €, < 0. Bunailaveten Cy, T, operatérii igin HUS olur.

b) Eger infte(_oo,o]|fl(t)| =0 ise D, < co. Buna ilaveten D;, T} operatorii icin HUS
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olur.
c) Eger infieg|h(t)| > 0 ise Ej, < oo.
d) infre—w,0p|A(1)| Veya infiefo,m| (1) pozitiftir (Miura vd., 2003).

Sonug

h:R — C siirekli bir fonksiyon olsun. Her u € C'(R,X) ve her te R icin
T,:CY(R,X) — C(R, X),

(Thw) (@) = u'(6) + h(O)u(t)

seklinde taniml1 bir lineer operator olsun. T}, operatoriiniin Hyers-Ulam kararliligina sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, Dy ve Ej dan birinin sonlu olmasidir. Bunu asagidaki

maddelerle daha acik bir sekilde ifade edebiliriz:

i. Eger infte[o,oo)lfl(t)l = 0 ise T, operatoriiniin Hyers-Ulam kararliligina sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul C, < oo.
ii. Eger infte(_m,o]m(t)l = 0 ise T}, operatoriiniin Hyers-Ulam kararliligina sahip olmasi
icin gerek ve yeter kosul D), < oo.
iii. Eger infier|h(£)| > 0 ise T, operatoriiniin Hyers-Ulam kararliligina sahip olmas igin

gerek ve yeter kosul Ej, < oo (Miura vd., 2003).
Sonug

@:R— R siirekli bir fonksiyon olsun ve Y:R—R sabit M >0 igin

sup | fotlp(s)dsl < M sartin1 saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. h: R — C, Reh = ¢ +
teR

1 olacak sekilde siirekli bir fonksiyon olsun.

i. Kabul edelim ki t, > 0 ve &, > 0 vardir 6yle ki |t| = t, oldugunda ¢(t) < —§, dir. O
zaman €, < oo ve bunun sonucunda da Tj, Hyers-Ulam kararliligin1 saglar.
ii. Kabul edelim ki t; > 0 ve §; > 0 vardir 6yle ki |t| = t; oldugunda §; < @(t) dir. O
zaman D;, < oo ve bunun sonucunda da Tj, Hyers-Ulam kararliligin1 saglar.

iii. Kabul edelim ki t, > 0 ve §, > 0 vardir 6yle ki t < —t, oldugunda ¢@(t) < -6, ve
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t, <t oldugunda &, < ¢@(t) dir. O zaman E; < oo ve bunun sonucunda da T, Hyers-
Ulam kararliligini saglar (Miura vd., 2003).
Sonuc¢

h, sabit bir fonksiyon olsun ve A € C olsun. Eger ReA # 0 ise T, HUS, 1/|Re A| olacak
sekilde Hyers-Ulam kararliligina sahiptir (Miura vd., 2003).

4.5. @y’ = y Formundaki Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:

I = (a, b) bir agik aralik olsun. Oyle ki a, b; —o0 < a < b < +oo esitsizligini saglasin.
Bununla beraber ¢:1 — R verilen bir fonksiyon olsun dyle ki fat dt/¢ (t) integrali her

t € I i¢in tanimhidir.

Eger her t € I i¢in ¢(t) > 0 veya ¢(t) < 0 ise ve eger y:I — R her t € [ igin |y’ —
y| < € esitsizligini saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, o zaman Oyle bir ¢ € R

vardir ki her t € [ i¢in

t dt

y(t) —ce@@| <e

saglanir (Jung, 2005).

4.5.1. Teorem

Verilen bir € > 0, her t € I i¢in tiirevlenebilir bir y: I — R fonksiyonunun
loy" =yl < e

esitsizliginin ¢éziimii olmasi icin gerek ve yeter sart her t € [ i¢in

s - [ 2=
2@ ve 0 < a'(t)e(t) < 2ee '@

y(t) =+ a(t)e
esitsizliklerini saglayan tiirevlenebilir bir a: I — R fonksiyonu olmasidir (Jung, 2005).

Asagidaki teorem Hyers-Ulam kararliliginin ispatlandigi asil teoremdir.
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45.2. Teorem

Eger her t € I i¢in @(t) > 0 veya @(t) < 0 ise ve eger y:I — R her t € [ igin |@y' —
y| < € esitsizligini saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, o zaman Oyle bir ¢ € R

vardir ki her t € [ igin

t dt
J

WwD| < ¢

yt)—ce

saglanir (Jung, 2005).
Sonuc¢

Kabul edelim ki a€ R ve her t €1 igin ¢ >0 olsun. y:IU{a} — R, [ {lizerinde
tiirevlenebilir ve a nin sag tarafinda siirekli bir fonksiyon olsun. Her t € [ i¢in ve bazi

€ > 0 i¢in y fonksiyonu |py’' — y| < ¢ esitsizligini sagliyorsa, her t € [ i¢in

t dt t dt

(@ ~ P + £ < y(1) < (y(@) + £)e’ P — ¢

saglanir (Jung, 2005).
Sonug

Kabul edelim ki a € R ve her t €1 igin ¢ <0 olsun. y:IU{a} — R, I {lizerinde
tiirevlenebilir ve a nin sag tarafinda siirekli bir fonksiyon olsun. Her t € I igin ve bazi € >

0 i¢in y fonksiyonu |py’ — y| < € esitsizligini sagliyorsa, her t € [ i¢in

t dt t dt
J )

(@) + )¢9 — £ < y() < (y(@) — £)e PD + ¢

saglanir (Jung, 2005).
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4.6. Birinci Basamaktan Homogen Olmayan Lineer Diferensiyel Denklemlerin Hyers-
Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias Kararlhihgi

2008 yilinda Wang ve digerleri, t € (a,b),— <a < b < o olmak iizere birinci

basamaktan homogen olmayan lineer

p®)y' —q®)y—r@)=0 (4.1)

denkleminin Hyers-Ulam kararliligini1 bazi kosullar altinda incelemislerdir. Wang ispatinda
integral ¢arpani kullanmistir. 2014 yilinda ise Qarawani yine birinci basamaktan homogen

olmayan lineer

y' + P(t)y = Q(b), y(to) = yo (4.2)

denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliligini incelemistir.

Kararlilikla ilgili temel teoremlere gegmeden donce homogen olmayan lineer denklemler
icin Hyers-Ulam kararlilig1 tanimi ve ispat igin kullanacak integral ¢arpani tanimlarini

verelim.

4.6.1. Tanim

Her e > 0, y € C1(I) igin

lp(®)y —qO)y—r@®)| <¢

esitsizliginin saglandigi durumda eger p(t)z' —q(t)z—r(t) =0  denklemini ve
| y(t) — z(t)| < Ke esitsizligini saglayan z € C*(I) fonksiyonu ve K > 0 sabiti varsa (4.1)

diferensiyel denklemine Hyers-Ulam anlaminda kararlidir denir (Wang vd., 2008).

4.6.2. Tanim

Eger pPdx + pQdy = dR kosulunu saglayan siirekli tiirevlenebilir bir R(x, y) fonksiyonu
varsa p(x, y) fonksiyonuna P(x, y)dx + Q(x, y)dy’nin integral ¢carpani denir.

p(t)y' —q(t)y —r(t) = 0 diferensiyel denkleminin integral garpani
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tq(s)
k)

_ 1t
HO =5

olur (Wang vd., 2008).
4.6.3. Teorem

I = (a,b) araliginda p(t), q(t) ve r(t) siirekli reel fonksiyonlar olsun 6yle ki her t € 1
ve t € [ dan bagimsiz bazi § > 0igin p(t) # 0 ve |q(t)| = § olsun. Bu durumda (4.1)
diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir (Wang vd., 2008).

fspat
e>0vey:I — Rhert €[ igin

lp@®)y" —q@®y —r@)| < e (4.3)

esitsizligini saglayan siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Hyers-Ulam karaliligini
gostermek i¢in her t € igin q(t) =1 alahm. t € I olacak sekilde p(t) > 0 oldugu

varsayilsin.

Bu durumda (4.3)’ten

—e<p)y' —q@®)y—r(t)<e¢
olur.

ff@

Bu esitsizligin her tarafi integral faktorii s e{_ “P(S)ds} ile carpilirsa

—eie{ f;%ds} Sy'e{ f;gggds} 90 { ;qgs; S} r® { éggg }

p(t) p®° p(D°

tq(s)
- famds}

o f
=€ 2n¢

elde edilir. g(t) > 1 oldugu i¢in
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9@® |-
RGN

tq(S) }
ap(s)

y’e{

tq(s)
fap(s)"s}

9@® |-
10N

p(s)

o 20,3500
®)

olur. y(b,), sonlu olacak sekilde b; €

t’den b, ’e integrali alinirsa

fb1Q(5)

(s ) <k

by (s) {—
oM

ap(x)

b1q(s)
o)

<e¢ (e{_
elde edilir. Devaminda

_ ftq(S)

b1q(s)
6] fo*

a p(s)

*s@@%@ﬁ
< e<e{_ as} _ Ze{_

—se{

[H©)

b1g(s)
ap(s) )

a p(s)

olur ve buradan

tq(S)
—c<e aP(S)

l(Y(bl) - 8)9{

tq (s)4
ap(s)

*—yak*

a p(s)

fSM

ds} _ e{—

$ el
ds}) < se{_

el [T
t DS

tq(S) }
ap(s)

s} T'(t) {
ON

(4.4)

[a, b] secilsin. Herhangi t € (a, b;] igin, (4.4)’lin

tq(s)
Jabsyas)

x} ds

tq(s)
famds } )

ftq (s)

sq(x)
ap(s) 0%

JapGe) x}d

o [110)

p(s)

tq(s)
famds }

sq(x) q(x) 4.

ap(x) }dsl —y(t) <e (45)

elde edilir. Benzer sekilde, herhangi t € [b4, b) igin, (4.4)’lin b;’den t’e integrali alinirsa

e<y() - {f;gggd } l(y(bl) _ g)e{ i) _ ftm;g (- ladGa s l
t q(s bq(s (46)
<e ( {f””’ES; ) 1) <e (Ze{f“pgsgd 5 _ > <e(2A-1)
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be(S)

olur. Burada 4 = e{ a@ds} dir. Eger (4.5) ve (4.6) toplanirsa

tq(s) b1q(s) ,

z1(t) = e{f“mds} (y(by) — S)e{_f“ p(s) s} —f

b sq(x)
' _T'(S) e{_ Iamdx}ds
p(s)

olmak tlizere t € [ i¢in

ly(@®) —z: (O] < (24 — De

olur. Ayrica p(t)z; —q(t)z; —r(t) =0, t € da saglanir. Yukaridaki ¢6ziimle ayni
sekilde, p(t) < 0 oldugu durumda,

tq(s) b1q(s)

22 = U™ [y (o) — el 2555} j

by sq(x)
@ e {_ famdx} ds
p(s)

qu(S)

L4 . ..
veB = e{ ap(s) S} olmak lizere t € I i¢in

ly(@®) —z,(O)] < (2B — 1)e

esitsizligi saglanir. Aym sekilde p(t)z; — q(t)z, —r(t) = 0, t € I da saglanir. Boylece
ispat tamamlanmis olur (Wang vd., 2008).

Birinci basamaktan homogen olmayan lineer

Yy +P)y=0Q(), y(ty) =y, (4.7)

baslangi¢c deger problemi i¢in Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta
kararhiliklarmi gosterecegiz. Ik dnce (4.7) baslangic deger problemi igin Hyers-Ulam-

Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta kararliliklarini tanimlayalim.
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4.6.4. Tanim

Her £ > 0, y € C(I) igin baslangi¢ kosulu ile birlikte

ly' =Pty — Q(t)| < ep(t) (4.8)

esitsizliginin saglandigi durumda eger (4.7) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olan ve
ly(t) — z(t)| < Keg(t) esitsizligini saglayan z € C1(I) fonksiyonu ve & ve y(t)’ye bagh
olmayan K > 0 sabiti varsa (4.7) baslangic deger problemine Hyers-Ulam-Rassias

anlaminda kararlidir denir (Qarawani, 2014).
4.6.5. Tanim

Her £ > 0, y € C(I) igin baslangi¢ kosulu ile birlikte

ly' =Py — Q1) < ep(t)

esitsizliginin saglandigi durumda eger (4.7) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olan ve
ly(t) — z(t)| < Keg(t) esitsizligini saglayan z € C*(I) fonksiyonu ve € ve y(t)’ye bagh
olmayan K > 0 sabiti varsa ve gim(y(t) - Z(t)) = 0 ise (4.7) baslangi¢ deger problemine
@(t) > 0’a gore Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda kararlidir denir (Qarawani,
2014).

4.6.6. Teorem

Eger y € C1(I), P(t) ve Q(t), I iizerinde siirekli fonksiyonlar ise baslangig deger problemi
(4.7) Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlhidir (Qarawani, 2014).

fspat

e > 0 ve y(t), (4.7) baslangi¢ deger probleminin yaklasik bir ¢6ziimii olsun. Hyers-Ulam-
Rassias  kararliligimi  gostermek  i¢in  (4.7) baslangic deger problemi ve

ly(t) — z(t)| < Keg(t) esitsizligini saglayan z(t) € C1(I) fonksiyonun oldugunu
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ispatlayalim. Bunu ispatlamak i¢in ilk 6nce Tanim 4.6.5°deki ¢ fonksiyonunu ¢(t) =

t
e i P(S)ds seklinde alalim. (4.8)’den

t t
_ge—ftOP(S)dS < y/ _ P(t)y _ Q(t) < ge_ftOP(S)ds

I, :0 P(s)ds

olur ve esitsizligin her tarafi e ile carpilirsa

t ! t
_e< (yeftoP(s)ds) _ eftop(s)dsQ(x) <e
elde edilir. Her tarafin t’e gore integrali alinirsa

t t ot
—&(t—ty) < yeffop(s)ds — Vo — effoP(S)dSQ(s) ds < e(t —ty)
to

t t t ¢
—e(t — to)e_fto P(s)ds <y- e—fto P(s)ds <y0 n eftOP(s)dsQ(S)dS>
to

t
<e(t-— to)e_fto Ps)ds

elde edilir ve

t

t t s
|y—e_f”P(S)dS <Yo+ efto”")‘”Q(s)dS> < et — to)e "0

to

olur. Bu sonuca gore

_ _—Jf P(s)as ‘ [ P(Ddr
z(t) =e ‘to yo+ | e’to Q(s)ds

to

fti) P(s)ds

fonksiyonu (4.7) baslangi¢ deger probleminin tam ¢oziimii olur. @(t) = e olmak

uzere



38

maks|y(t) — z(t)| < Kep(t)
tostst,

esitsizligi saglanir ve buradan (4.7) probleminin Hyers-Ulam-Rassias Kkararliligi

ispatlanmis olur [ 30].
4.6.7. Teorem

Eger y € C}(R) ve P(t) =c¢ > 0 olacak sekilde P(t) ve Q(t), R iizerinde siirekli
fonksiyonlar ise baglangi¢ deger problemi (4.7) Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda
kararlidir (Qarawani, 2014).

Ornek

(4.9)
y' +2ysin?t =cost, y(0) =1, t>0,

baslangi¢ deger problemi ele alalim. y(t)’in

. —o (tain2
ly' + 2y sin? t — cost| < ge~2Jo5in" sds

esitsizliginin ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Teorem 4.6.6’nin ispatindan

—t+lsin 2t

t
—t+lsin2t —s+lsin25
y—e 2 1+ | e "2 cossds || < ste "2
0

1 . 1 .
elde edilir. Buradan z(t) = e **z5"2¢ (1 + fote_”ism s cos's ds), (4.9) baslangi¢ deger

1 .
probleminin ¢dziimii olur ve her t > 0 icin |y — z| < Kee "*2"™%" cgitsizligi saglanr.
1 .
Burada lim e "*25"2¢

t-oo

=0 oldugu i¢in (4.9) Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda

kararli olur (Qarawani, 2014).
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4.7. Bernoulli Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias Kararhhgi

Bu boliimde

y'(®)+p@®y=q®)y", n#1l, y(t) =y (4.10)

seklindeki Bernoulli denklemli baslangic deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias
anlaminda kararlilig: incelenecektir. Ik dnce G(t,y): [ty t1] X R — R, her t € [ty t;]
icin |G(t,y) —G(t,z)| < L|y — z| Lipschitz kosulunu saglayan ve G(t,0) = 0olan

stirekli bir fonksiyon olmak tizere y(t,) = y, baslangi¢ kosuluna sahip

y'()+p®)y =G(ty) (4.11)

diferensiyel denklemini ele alalim. Qarawani (Qarawani, 2014) bu diferensiyel denklem
icin Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlilig1 ispat etmis ve bu ispattan faydalanarak

Bernoulli denklemlerinin Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararliligin1 géstermistir.
4.7.1. Teorem

Eger y € C1(I) ve p(t), I iizerinde siirekli fonksiyon ise baslangic deger problemi (4.11)
Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir (Qarawani, 2014).

Qarawani bu teoremin ispatin1 Teorem 4.6.6’nin ispatina benzer sekilde integral ¢arpani

kullanarak ispatlamistir.
4.7.2. Teorem

Eger vy € C1(R) ve p(t) = ¢ > 0 olmak iizere p(t), R iizerinde siirekli fonksiyon ise
baslangic deger problemi (4.11) Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlaminda kararhidir
(Qarawani, 2014).
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4.7.3. Teorem

(4.10) Bernoulli denkleminde n > 1 seklinde kabul edelim. Eger y € C1(I) ve p(t) ve
q(t), I tizerinde siirekli fonksiyonlar ise baslangi¢c deger problemi (4.10) Hyers-Ulam-

Rassias anlaminda kararlidir (Qarawani, 2014).

4.8. Abel-Riccati Diferensiyel Denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias Kararhhg:

Bu boliimde

YO +pOY® =Y POy (4.12)
k=0

y(to) = yo (4.13)

baslangi¢ deger probleminin Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-
Gavruta kararliliklar1 verilecektir. Buradan > 0 ve oo < t, < t; < 0 igin I = [t,, t;] dir.
Ayrica y(t) € C*(D), p(t) ve pi(t) k=0,1,..,n olmak iizere I iizerinde siirekli
fonksiyonlardir. Bunlara ek olarak py (t)y*(t) Lipschitz kosullarini saglamaktadir yani her

tel vek e {2, ..,n}iciny,z € R olmak iizere

Pk (Y () — P OZ* ()] < Lily — 2|

esitsizligi saglanmaktadir.

Bu problemi 2019 yilinda Basg1 ve digerleri ¢alismalarinda incelemislerdir. Her ne kadar
bu problem (4.11)’nin 6zel bir durumu G(t,y) = Yr_opr(t)y*(t) gibi goriinse de
(4.11)’deki problemden farklidir ve yeni durumlart igermektedir. Mesela (4.11)’de
G(t,0) = 0°dir ama bu problemde G(t,y) = 1 + ty? alindiginda G(t,0) = 1 # 0 olur ve
(4.11)’den farkli bir durum elde edilir.

Bu problemle ilgili ilk olarak (4.12)- (4.13)’in Hyers-Ulam kararlilig1 gosterilecektir.
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4.8.1. Teorem

Eger y(t) € C1(I), p(t) ve pi(t) (k=0,1,..,n) olmak iizere I iizerinde siirekli
fonksiyonlar ise baslangi¢ deger problemi (4.12)-(4.13) Hyers-Ulam anlaminda kararlidir
(Basci vd., 2019).

Basc1 ve digerleri teoremin ispatinda ilk olarak (4.13) baslangic kosulunu saglayan

(4.12)’nin y(t) yaklasik ¢oziimiinii ele almislar ve € > 0 ve K > 0 igin (4.12)’nin

ly(®) —x(©)| < Ke

esitsizligini saglayan bir x(t) € C1(I) oldugunu gostermislerdir (Basc1 vd., 2019). Basc1
ve digerleri daha sonra benzer sekilde Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-
Gavruta kararhiliklarini ispatlamiglardir.

4.8.2. Teorem

Eger y(t) € Ct(I), p(t) ve px(t) (k=0,,..,n) olmak iizere I iizerinde siirekli
fonksiyonlar ise baslangi¢ deger problemi (4.12)-(4.13) Hyers-Ulam-Rassias anlaminda
kararlidir (Basc1 vd., 2019).

4.8.3. Teorem

Eger y(t) € C1(I), p(t) ve px(t) (k=0,,..,n) olmak iizere I iizerinde siirekli
fonksiyonlar ise baslangi¢ deger problemi (4.12)-(4.13) Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta
anlaminda kararlidir (Basci vd., 2019).

Bu teoremlerle ilgili su 6rnek verilebilir:

Ornek

Asagidaki baglangi¢ deger problemini ele alalim:

YO +2y(6) = 5 — 4y2(0) @.14)
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y(1) =1, te[l,t]. (4.15)

e>0,(ty) €[1,t] X [-M,,M,], M, = maks |y(t)| olmak tlizere y(t)’ nin

1sts<t;
2 4

|y’(t) toy® -5+ 4t2y2(t)| <e

esitsizligini sagladigini kabul edelim. Bu esitsizlik

1 ‘ 2 4 2.,2
y(t —t—2<1+f1 s <S—2—4s y (s))ds)

seklinde yazilabilir. Temel hesaplama yoluyla kolayca bulunur Ki

< (t 1)< ty
=837 32)=%3

1 t
x(t) = —(41: -3- f 4s%x%(s) ds)

t2

fonksiyonu (4.14)-(4.15) baslangi¢ deger problemini sagladigi gosterilebilir. Buradan

ly(®) —x(®] <

1 t 1 ¢
y(t) — t_2<4t -3 —f 4s%y2(s) ds) + t—zf 4s2%|y2(s) — x%(s)|ds

4 ~t
<e3+ag [ ) - 2@y + x(o)lds

elde edilir. 1 <t < t; igin x,y € [—M,, M,] oldugundan |y(s) + x(s)| < 2M,, elde edilir.

1<t<t icin

y©® - x@1 < e2+ L [ 1y(s) = x()lds

sonucu L = 8M,t] olmak iizere bulunur. Gronwall esitsizligi kullanilarak

t t t t
ly(t) —x(t)| < SgleLfl s — s%e“t_l) < sée”l = K,
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K = e%e”l olmak tzere elde edilir. Sonug¢ olarak rlnctzktsly(t) — x(t)| < Ke esitsizligi
<ts<t;

saglanir ve (4.14)-(4.15) baslangi¢ deger problemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir.
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5. BIRINCi BASAMAKTAN GECIiKMELI DIFERENSIYEL
DENKLEMLER ICIN HYERS-ULAM KARARLILIGI

5.1. Gecikmeli Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Tanimi

Gergek hayatta karsimiza ¢ikan bir¢ok olay1

y,(t) = f(t; }’(t)» )’(t - T))

y(to) = Yo

seklinde ifade edilen baslangi¢c deger problemi ile ifade edebiliriz. Burada, t, ve y, reel
sabit sayiar olmak tizere t, baslangig fonksiyonu, y, baslangi¢ degeridir. Gerg¢ek hayatta
bircok olayda gecikme olmaktadir ama matematiksel modellerde bu gecikmeler genelde
ihmal edilmektedir. Bu gecikmeler bazen biiyiik degisikliklere sebep olabilir. Bundan
dolay1 bu gecikmelerin de hesaba katildig1r gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerden
faydalanilarak matematiksel modeller olusturulur. Simdi gecikmeli lineer diferensiyel

denklemleri tanimlayalim.
5.1.1. Tanim

Bilinmeyen fonksiyon x(t) ve tiirevlerini, t ve t anindan onceki zamanlara bagli olarak
ifade eden diferensiyel denklemlere gecikmeli diferensiyel denklemler denir ve x(t) € R"

olmak tizere birinci basamaktan bir gecikmeli diferensiyel denklem

d
T¥O = f(6x(0), %)

sekilde ifade edilir. Burada f: R X R™ x C! - R™ bir fonksiyonel operatér olup
T gecikme sabiti olmak tlizere x; = {x(7): 7 < t} baslangi¢ anindan 6nceki ¢oziimii ifade

eder.

Gecikmeli diferensiyel denklemleri zaman gecikmelerin durumuna gore 6zel olarak su

sekilde yazabiliriz:
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Stirekli gecikmeler denklemler:

d 0

Ex(t) =f <t,x(t),f x(t + T)du(‘r)).

Kesikli gecikmeler denklemler:

d

Ex(t) =f(t,x(t),x(t = T1), e, x(t = Tpp)), T4 >Ty > > 1Ty = 0.
Lineer kesikli gecikmeler denklemler:

d

ax(t) =Agx(t) + Ax(t — 1) + -+ A x(t — T,,), Ag o) Ay € RV

ile verilir.

Buna gore gecikmeli diferensiyel denklemlere su 6rnekleri verebiliriz:
x' (t) = f(t,x(t),x(t — r(t))), 7(t) > 0,

x'(t) = ax(t) + bx(t - T(t)), (t) > 0.

5.1.2. Tanim

f ve a;; ler bilinen fonksiyonlar olmak iizere

7
X

xM(t) = a;;(©x Ot = 7(0) + £(©)

4

Jj=1

I
=}

seklindeki gecikmeli diferensiyel denklemlere n. mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel
denklem denir. f(t) = 0 ise denkleme homogendir, aksi takdirde homogen olmayandir

denir.
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5.1.3. Gecikmeli baslangi¢ deger problemlerinin varhgi ve tekligi

Gecikmeli baslangi¢ deger problemlerinin varligini ispatlamak igin “Adimlar Yontemi” ile

bilinen bir yontem kullanilmaktadir. T gecikme sabiti olmak iizere

x'@®) =f(t,x(0),x(t—1), x@)=¢o(t), ty—T<t<t,

seklinde verilen basit bir gecikmeli diferensiyel denklemli problemi ele alalim. Bu

problemi Adimlar Yontemi ile ¢ozelim. Bu yonteme gore ilk once

x'(©) = f(t,x(®), po(t — 1)), to<t,  x(t) = @o(to),

problemi incelenir. Bu problem gecikme igermemektedir ¢iinkii t, <t <t+tigint—7
argiimenti t, — 7 < t < t, baslangi¢ araliginda degismektedir ve x(t — 1) = @o(t — 1)
dir. ¢4 (t) bu yeni problemin ¢6ziimii olsun ve bu ¢oéziimiin [ty, ty, + 7] araliginda tanimh

oldugunu kabul edelim. Buna gore ikinci adimda yine gecikme igermeyen

X' = f(t,x(0), 1t = 1), to+1<t  x(to+71) =@1(to + 1),

baslangi¢c deger problemi elde edilir. ¢,(t) de bu yeni problemin ¢oziimii olsun ve bu
¢oziimiin [ty + T,ty + 27] araliginda tanimli oldugunu kabul edelim. Bu sekilde devam

edildiginde tigiincii adimda

x'(0) = f(6,x(0), p2(t —71)), to+2t<t,  x(to + 21) = @4 (to + 27),
ve n. adimda

x'(t) = f(t,x(t), Pn_q1(t — T)), to+t(n—Dt <t

x(to + (n—1)7) = 1 (Lo + (n — D7),

problemleri elde edilir. ¢, (t) bu son problemin ¢oziimii olsun ve bu ¢6ziimiin [t, +

(n — 1)1, ty + nt] arahiginda tanimlh oldugunu kabul edelim. Boylece
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x'@®) =f(t,x(0),xt—1), x@)=@o(t), ty—T<t<t,

probleminin x(t) ¢ozimi [ty,ty + nt] araligi boyunca tanimlanmis olur ve ¢, ve f
stirekli oldugu durumda (¢t,, ¢o(t;)) noktasinin komsulugunda bu problemin varlig

ispatlanmis olur.

Problemin ¢o6ziimiiniin tekliginin saglanmasi i¢in f fonksiyonunun Lipschitz kosulunu

saglamasi gerekir.
5.1.4. Tanim

D kapali bolgesinde f(x, y) fonksiyonu tanimli olsun. Her f(t,y;) ve f(t,y,) € D igin

1f &y = f(&y2)ll < Ly = p2ll

esitsizligini saglayan L > 0 varsa f fonksiyonu D iizerinde Lipschitz kosulunu sagliyor

denir ve L sabitine de Lipschitz sabiti denir.

Gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlilig: ile ilgili olarak 2010
yilinda (Jung ve Brezdek, 2010), A > 0 ve T > 0 reel sabitler olmak tizere y'(t) = Ay(t —
t) formundaki gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam Kkararliligi
gosterilmistir. 2013 yilinda y'(t) = F(¢t,y(t),y(g(t))) formundaki gecikmeli lineer
diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligin1 [a, b] araliginda ve Hyers-Ulam-
Rassias kararlilig1 [a, ) arahiginda gosterilmistir (Ortrocol ve llea, 2013). 2015 yilinda
Tung ve Biger sabit nokta metodunu kullanarak y'(t) = F(t, y(t), y(t — 7)) formundaki
gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Raisas kararliligi
gosterilmistir. 2019 yilinda Ogrekci ayn1 denklemin smirli olmayan aralik igin Hyers-

Ulam-Raisas anlaminda kararlilig1 gosterilmistir.

5.2. y'(t) = Ay(t — t) Formundaki Gecikmeli Lineer Diferensiyel Denklemlerin
Hyers-Ulam Kararhhg:

A >0 ve 7 > 0 reel sabitler olsun. F, [0, ) araliginda siirekli ve tiirevlenebilir olan ve

[T, ) araligindan R reel sayilar kiimesine tanimli tiim siirekli fonksiyonlarin ailesi olsun.
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y: [t,0) — R olmak iizere y'(t) = Ay(t — ) gecikmeli diferensiyel denklemine yaklagik
sonuglar bulunmustur (Jung ve Brezdek, 2010).

A # 0 ve T > 0 reel sabitler ve y: [t,00) — R olmak iizere [—t, 0] araliginda sabit olan

y'(t) = Ay(t — 1) gecikmeli diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiini

[t/7]
B /1n+1(t _ TlT)n+1
y() = anzzl CESI t € [—1, o). (5.1)

seklinde verebiliriz. Burada a herhangi bir reel say1 ve [t/7] simgesi t/7 dan kii¢iik veya

esit en biiyiik tamsay1y1 ifade etmektedir (Jung ve Brezdek, 2010).

5.2.1. Teorem

z,¢ € F olsun ve

zZ’(t)—Az(t—1) <d'(t) —Adp(t—1), t=0 (5.2)

z(t) —2(0) < ¢(¢) — ¢(0), te[-7,0] (5.3)

oldugunu kabul edelim. O zaman y'(t) = Ay(t — t) gecikmeli diferensiyel denkleminin

2(t) = z(0), te[—-1,0) (5.5)

baslangic kosullarini saglayan 2, ¢ € F tek ¢oziimleri vardir dyle ki

z() —2(t) < p(t) —p(t), t=>0 (5.6)

saglanir ve bu ¢oziimler tektir (Jung ve Brezdek, 2010).
fSpat

Y, Yo Ve y degiskenlerini y :=z — ¢, y, := z(0) — ¢(0) ve
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t/7]

/ln+1 _ n+1
3O =y y i refnw) 67)

n=-—1

seklinde tanimlayalim. Bu tanimdan t € [—7,0) oldugu durumda 9(t) =y, olur ve

teoremdeki (5.2) kosulundan dolay1 da

y(@) <ayt-1), t=0 (5.8)

olur. Jung ve Brzdgk, [t/7] lizerinde tlimevarim yontemini uygulayarak her t > 0 i¢in

y() <3() (5.9)

oldugunu ispatlamiglardir (Jung ve Brezdek, 2010).

[t/t] = 0 olsun yani 0 <t < 7 olsun. Bu durumda (5.3) ve (5.8)’den y'(t) < Ay, olur.

Burada eger her terimin 0’dan t’ye integrali alinirsa

y(t) = yo(t) < Ayo(8) (5.10)

elde edilir ve 9’nin tanim1 da kullanilarak (5.9) elde edilir.

Negatif olmayan bir m alalim ve [t/t] = m i¢in (5.9)’un saglandigin1 kabul edelim. Bu

durumda
m An+1(t _ n,[)n+1
y(t) <y, Z T D! , mr<t<mr+rt (5.11)
e
olur.

[t/t] = m + 1 olsun yani mt + 7 < t < mt + 2t olsun. (5.8)’de integral aldigimizda

t t
f y'(wdu <A f y(u—1)du (5.12)
mt+t mt+t

ve dolayisiyla her mz + 7 < t < mt + 27 igin
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y(t) <A f y(w)dv + y(mt + 1)

mrt

olur.

51

(5.13)

(5.11)’de t yerine t — T degiskeni koydugumuzda esitsizlikteki her terimin mt + 7’dan t’ye

integralini aldigimizda her mt + 7 < t < mt + 27 i¢in

t—-1 m+1 m+1

f W)dv < Z A (t — no)"t1 z A(mt — nt + )"
J y V—}’onzo (n+1)! Yo ~ (n+1)!
elde edilir.

v, [0, o) araliginda siirekli oldugu igin

lim y(t) = y(mr +1)

t-mt+T

olur.

Bunun sonucunda (5.11)’den

m

e+ <3 S
n

=1

/111+1(t _ nT)n+1

(n+ 1)!

elde edilir.

Bunlarin sonucunda da (5.16) ve (5.14)’dan her mt + t < t < mt + 27 igin

t—-t m+1

A j yw)dv+ y(mt+1) <y, Z
mtT n=-1

An+1 (t _ n,l.)n+1

(n+ 1)!

elde edilir.

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Sonug olarak (5.13) ve y’nin tanimindan [t/7] = m+ 1 i¢in ve her t > 0 igin (5.9) bu

sekilde ispatlanmis olur.
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N L£/7] /1n+1(t — TlT)n+1
$(0) = ¢(0) nzl CFSI t>-1 (5.18)
/2] An+1(t _ n.[)n+1
3(0) = 2(0) 21 T tE (5.19)

seklinde tanimlansin.

Bu durumda (5.4) ve (5.5) saglanir. Bununla birlikte § = 2 — ¢ olur ve (5.6) da (5.9)
esitsizliginden elde edilir (Jung ve Brezdek, 2010).

Bu teoreme ait birka¢ sonug asagida belirtilmistir.
Sonuc¢

v, Uy, ¥, € F olsun. P;(0) =0, YP,(0) = 0 oldugunu ve asagidaki esitsizliklerin dogru

oldugunu kabul edelim.

Y1) =Pt =) < y' () —Ay(t — 1) S Po(t) = AP, (t —1), t=0 (5.20)
Y1) <y() —y(0) <P(t), te[-1,0] (5.21)

O zaman t € [—1,0) icin y(t) =y(0) ve t <0 igin P;(t) < y(t) —y(t) < P,(t)
kosullarini saglayan tek bir y € F ¢6ziimii vardir (Jung ve Brezdek, 2010).

fspat
(5.21)’den
P1(0) —¥1(0) =y () —y(0) < P,(8) —,(0), te€[-7,0] (5.22)

elde edilirve i = 1,2 i¢in

/ln+1 (t _ nT)n+1

(n+ 1)!

[t/7]
P,(t) = 1;(0) Z =0, tE€[-1,) (5.23)
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olmak tizere ilk once z = Y4, ¢ = y olacak sekilde, daha sonra da z = y, ¢ = P, olacak
sekilde Teorem 5.2.1 kullanildiginda sonug ispat edilmis olur (Jung ve Brezdek, 2010).

Sonuc¢

v, P, € F olmak tizere ,(0) = 0 oldugunu ve asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu

kabul edelim.

ly'(®) — Ayt — D) <P (t) — APt —1), t=0

ly(®) —y(0)| < ,(t), t€[—1,0]olsun.

O zaman t € [—7,0) i¢in y(t) = y(0) ve t =0 igin |y(t) — y(t)| < Y, (t) kosullarini
saglayan tek bir y € F ¢6ziimii vardir (Jung ve Brezdek, 2010).

fspat
—P2(t) +¥2(0) < () —y(0) < o (8) —2(0), ¢t €[-7,0] (5.24)
olur ve Y, := —1, olacak sekilde Teorem 5.2.1 uygulandiginda bir 6nceki sonucun ispati

ile ayn1 sekilde bu sonug da ispatlanmis olur (Jung ve Brezdek, 2010).

Burada Hyers-Ulam kararliligi1 4 > 0 ve t > 0 olduklart durumda y'(t) = dy(t — 1)
gecikmeli diferensiyel denklemi igin ispatlanmistir. Yaklasik ¢oziimlere [—t, 0] araliginda
sabit olan denklem ¢oziimleri ile yaklasilabilecegi gosterilmistir. Sonucunda elde edilen

cozlimler Ulam’1n kararliligina karsilik gelmektedir.

Buradaki y i¢in kosullar1 degistirerek su teoremi verebiliriz.

5.2.2. Teorem

&, < &, olmak lizere &, ¢, reel sayilar olsun ve &,&, € F, y'(t) = Ay(t — t)gecikmeli
diferensiyel denklemin ¢dziimleri olsun. y € F in asagidaki esitsizlikleri sagladigini kabul

edelim.
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<y () —Ay(t—1)<¢g, t=0 (5.25)
§1(8) = $1(0) = (1) — ¥(0) < §,(¢) —&2(0), t € [—7,0) olsun. (5.26)
O zaman y'(t) = Ay(t — 7) denkleminin 9,&,, & € F tek ¢6ziimleri vardir dyle ki

9O =y(0), &O=&O) -, tel-10),i=12, (5.27)

HEO-EO -2 YO -IO SHEO-HO -2, £20 (528)
saglanir (Jung ve Brezdek, 2010).

fspat

&

Y =& — - =12 olsun. O zaman ;(t) — AY;(t — 1) = ¢, i = 1,2,0lur. Bununla

birlikte (5.2.24)’ten

Y1) =1 (0) < y(8) = y(0) < Yp(t) = 9,(0), t€[-7,0] (5.29)

elde edilir.

Teorem 5.2.1°den dyle tek 1, (t) ve P, (t) ¢oziimleri vardir ki her t € [-7,0), i = 1,2
igin ¥; (t) = 1;(0), (t) = y(0) ve

Y1) =P, (1) Sy () =90 < P, (1) =P, (1), t=0 (5.30)

olur.

Bu teoremin 6zel bir durumunu sonug olarak verelim.

Sonug

0 < ¢ reel bir sabit olsun ve y, & € F y'(t) = Ay(t — 1) diferensiyel denklemin ¢6ziimleri

olsun. t=0 icin |y'(t) —Ay(t—1)|<e ve te[-1,0) igin |y(t) —uyl <é&(t)

esitsizligini saglayan u, reel sayisi oldugunu varsayalim. O zaman
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9(6) =y(0) ve O =§O -5, te[-7,0)

ve her t > 0 igin,

[t/<]
ly(®) - y(t)l<f(t)—€o(t)———€(t)—€(0)— 5(0)—— 2

n=0

/1n+1(t _ TlT)n+1

(n+ 1!

sartlarini saglayan tek &,y € F ¢oziimleri vardir (Jung ve Brezdek, 2010).

53.y'(t) = f(t,y(t),y(g(t))) Formundaki Gecikmeli Lineer Olmayan Diferensiyel
Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:

y'(t) = F(t,y(t),y(g(t))) formundaki gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-
Ulam Kkararlihigini [a, b] araliginda ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligini [a, c0) araliginda

gosterelim.

a,b € R olmak iizere I = [a, b] olsun. f € C(I x R?,R), & > 0,¢ € C([a — h,b],R") ve
Y € C([a — h,a],R) i¢in Cauchy problemini

x'() = F (t,x(8),x(9(1)), tel (5.31)
x(t) = Y(t), t €la—h,al (5.32)
ve esitsizlikleri t € I i¢in

'@ - £ (Ly®,y(g®))| <& (5.33)
'@ - £ (£y®,y(9(®))] < 0®) (5.34)
ele alalim bu problemle ilgili Hyers-Ulam kararlilik tanimlarimi verelim.

5.3.1. Tanim

Eger her ¢ >0 ve (5.33) esitsizligi saglayan her y € C'([a — h,b],R) icin (5.31)
denkleminin x € C*([a — h,b],R) ¢oziimii var ve |y(t) —x(t)| <ce,t € [a—h,b]
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esitsizligini saglayan ¢ > 0 reel sayist varsa (5.31) diferensiyel denklemine Hyers-Ulam

anlaminda kararlidir denir (Ortrocol ve llea, 2013).
5.3.2. Tamim

(5.34) esitsizligi saglayan her y € C'([a — h,b],R) igin (5.31) denkleminin x €
C'([a—h,b],R) ¢oziimii var ve |y(t)—x(t)| <c,e(t), t € [a—h,b] esitsizligini
saglayan c, > 0 reel sayis1 varsa (5.31) diferensiyel denklemimize ¢ fonksiyonuna gore

Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir denir (Ortrocol ve llea, 2013).
Sonuc¢

y € C1(I,R) fonksiyonu (5.33)’iin bir ¢oziimiidiir ancak ve ancak dyle bir h € C(I,R)
(y’e bagl) fonksiyonu vardir ki her t € [ i¢in

i) |h(@®)] < e

i) y'(6) = £ (£,(0,y(g(®) ) + h(®)
saglanir.

Sonuc¢

y € C*(I,R) fonksiyonu (5.34)%iin bir ¢oziimiidiir ancak ve ancak dyle bir h € C(I, R)
(v’e bagl) fonksiyonu vardir ki her t € I igin

)} |i~1(t)| <e

i) y'() = £ (6,0, y(g(0)) + h()

saglanir.



Sonuc¢

Eger y € C1(I, R) fonksiyonu (5.33)’iin bir ¢dziimii ise her t € I igin y

< (t—a)s

y®) —y(@ - f tf (5.7, 7(g(s))) ds

integral esitsizliginin de ¢oziimiidiir.
Sonuc¢

Eger y € C1(I,R) fonksiyonu (5.34)’{in bir ¢6ziimii ise her t € I igin y

y© ~y@ -~ [ £ (5.6, 3(9))ds| < [ p)ds,

integral esitsizliginin de ¢oztimiidiir.
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Bu tanimlar ve sonuglarda eger I = [a, ) alirsak [a — h, b] araligin1 [@ — h, o0) aralig ile

degistirerek ayni sekilde tanimlarimizi yapabiliriz.

5.3.3. Tanim (Picard operatdrii)

(X, d) bir metrik uzay1 ve A: X — X bir operatdr olsun. Eger

i) F, ={x € X:A(x) = x} kiimesi A’ nin sabit nokta kiimesi olmak {izere F, = {x"}

i) herx, € X i¢in (A”(xo))neN dizisi x* a yakinsayacak

sekilde bir x* € X varsa A operatdriine Picard operatorii denir (Rus, 2001).

5.3.4. Onerme (Gronwall esitsizligi)

g,h € C([a, b],R*) ve g fonksiyonunun artan oldugunu kabul edelim.

Eger x € C([a,b],R*) ve t € [a, b] igin
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b
*(0) < g(b) + f h(s)x(s)ds

a

esitsizliginin bir ¢6ziim kiimesi ise
b
x(t) < g(t)exp <.f h(s)ds)
a

esitsizligi saglanir.

5.3.5. Onerme (Soyut Gronwall esitsizligi)

(X, d, <) swral1 bir metrik uzay1 ve A: X — X bir artan Picard operatorii olsun. O zaman,
x € X i¢in x = A(x) esitsizligi x = x, esitsizligini gerektirirken x < A(x) esitsizligi x <

x, esitsizligini gerektirir.

x'(t) =F (t,x(t),x(g(t))) gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in Hyers-Ulam kararliligini

I = [a, b] kompakt aralig1 i¢in su teoremde ispatlayalim.

5.3.6. Teorem

Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

a) feECUxR34R), g€ C(abl,[a—hb]), glt) <t, >0

b) Hert € [a,b], u;,v; ER, i =1,2,i¢in

2
(s w) = £ (&0, v)] S Ly ) s = v
i=1

esitsizligini saglayan Ly > 0 vardir.
¢) 0<2(b—a)Ls<1olsun. O zaman

i. Yukarida verdigimiz Cauchy probleminin (5.31)-(5.32) C([a — h, b],R) n C1([a, b], R)

da tek ¢6ziimii vardir.
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i. x'(t)=F (t,x(t),x(g(t))) denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir (Ortrocol ve
llea, 2013).

fspat
(i) Teoremde (a) kosulu altinda, (5.31)-(5.32) problemi su integral denklemine esittir:

lp(t), t € [a—h,a]
X(t) = {lp(t) + f f(s’x(s),x(g(s))) dS, t e [a, b]

X = C([a — h,b],R) olsun ve B;: X — X doniisiimii

WD), t € [a—h,a]
Bf(x)(t) = {lp(t) _|_f f (S,x(s),x(g(s))) dS, t € [a, b]

seklinde verilsin.

Daha sonra By doniisiimiiniin Chebyshev normuna gore biiziilme doniisiimii oldugunu

gosterelim.

|Bf(x)(t) — Bf(y)(t)| =0, x,y € C(l[a—h,b],R), te€[a—hal

B () (&) = Br ()] <

] ' (5,9, x(9(52) ) s - j 7 (55 9(0)) ds

a
< Ly (maks |x(t) = y(©)] + maks |x(9(®) = y(9®)]) (b - )

<2(b-a)lfllx—yl, xy€C(a-hb]lR), tE/]ab].

Buradan x,y € C([a — h, b], R) igin

B () (®) = Br((®)| < 2(b — ) Lsllx = |
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sonucuna ulasilir ve X lizerinde tanimli Chebysev normuna gére By bliziilme doniistimi

olur.
Ispatin ikinci boliimiinde Banach sabit nokta teoremi kullanilmustir.

(ii) y € C([a — h, b],R) N C([a, b], R), (5.33)’iin bir ¢dziimii olsun.

x'(t) = F (£:x(6),x(g(®)), t€[a,b]
x(t) = y(t), t € la—h,a]

Cauchy probleminin tek ¢oziimiinii x € C([a — h,b],R) N C*([a, b],R) olarak

adlandiralim.
(a) kosulundan

y(t), t € la—h,a]

O lv@+ [ £(sx6x(g)) s, te fab

saglanir.

(5.33) sartinin sonucundan,

< (t—a)s, tela, b]

y(® - y(@) - f f (5.¥().7(9())) ds

saglanir.

t € [a— h,a] igin |y(t) — x(t)| = 0 olur. t € [a, b] igin ise

ly@®) —x(®)] <

y(t) —y(a) - f tf (s,y(s),y(g(s))) ds

+ft|f (S,y(S),Y(g(S))) —f(S,x(S)'x(g(s)m ds
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< (t—a)e+ Ly (fatly(s) —x(s)|ds + fat|y(g(s)) - x(g(s))|ds) olur.
Bu son esitsizlige gore,
u € C([a— h,b],RY) i¢in A:C([a — h,b],RT) — C([a — h, b],RY)
operatdriinii agagidaki sekilde tanimlayalim:

0, t € [a—h,a]

A(U)(t) = (t _ a)g + Lf j-tu(S)dS + Lfftu(g(s))dS, t e [a, b]

Daha sonra A operatoriiniin Picard operatorii oldugunu ispatlamak i¢in A’nin biiziilme

doniigiimii oldugu gosterilmistir. t € [a, b] ve her u,v € C([a — h, b], RT) i¢in
t t
[A@)(t) — AW)(®)] < Lf <] lu(s) —v(s)lds +j lu(g(s)) — v((g(s)))lds)

< Ly (_maks [u(®) - v(®)| + maks [u(g(®) = v(9®)]) (b - @)
< 2(b—a)Lsllu—vl|

saglanir.

Sonug olarak, C([a — h, b], RY) iizerinde Chebysev normuna gére A biiziilme doniisiimii

olur. Banach sabit nokta teoremine gore, A Picard operatorii ve F; = {u”} olur. Ayrica

uw(t)=(t—a)e+ Lff u*(s)ds + L¢ ftu*(g(s))ds, t € [a, b]

olur. Gronwall Esitsizliginden

u(t) < cg, t € [a—h,b], c = (b—a)e?lrb-a)
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sonucu elde edilir. Ozel olarak, eger u = |y — x| ise u(t) < A(uw)(t) olur ve soyut
Gronwall esitsizligini uygularsak A Picard operatorii ve artan oldugundan u(t) < u*(t)

sonucunu elde ederiz. Buradan da
ly(t) —x(t)| < ce, t € [a—h,b]

olur ve (5.31) denkleminin Hyers-Ulam anlaminda kararli oldugu ispatlanmis olur
(Ortrocol ve llea, 2013).

Daha sonra x'(t) =F (t,x(t),x(g(t))) gecikmeli diferensiyel denklemi igin Hyers-

Ulam-Rassias kararliligini I = [a, o) arali1 ig¢in su teoremde ispatlayalim.
5.3.7. Teorem

Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

a) f €C([a©)xR4LR), g€ C([a,o),[a—h0)), g(t)<t, h>0;
b) Hert € [a, ), u;,v; ER, i =1,2,i¢in
|f (8 ug, uz) = F(& 01, v2)] < L (O (ug — vl + lup — v2),
esitsizligini saglayan [y € L'([a, ), RY) vardir.
C) ¢ € C[a, o) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

d) fat(p(s)ds < Ap(t), t € [a, ), esitsizligini saglayan A > 0 vardir.

O zaman yukarida verdigimiz (5.31)- (5.32) Cauchy probleminin C([a — h, ), R) N
Cl([a,),R) da tek c¢oziimii vardir ve y’(t)=F(t,y(t),y(g(t))) denklemi ¢

fonksiyonuna gore Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir (Ortrocol ve llea, 2013).
fspat

Bu teoremi de bir Onceki teoremle ayni sekilde ispatlariz. Kabul edelim ki y €
C([a—h,b],R)NC*([a,b],R), (5.34)iin bir ¢ozimi ve x € C([a—hb],R)N
C*([a,b],R)



x'(t) =F (t,x(t),x(g(t))), t € [a, )
x(a) = y(t), t € [a—h,a]

probleminin tek ¢6ziimii olsun. Dolayistyla

y(t), t €la—h,a]
Oyt [ et et

olur. (5.34) sartinin sonucundan,

t t
y© -y@ - [ £ (576 3(9)) ds| < [ 9)ds <200, t€la,)

saglanir. Yukaridaki iliskilerden t € [a — h, a] igin |y(t) — x(t)| = 0 ve t € [a, ) i¢gin

ly(®) —x(O] <

y(t) —y(a) - f tf (s ¥().9(9())) ds

t
+ [

f(5.7().3(9()) = f (5,25, x(9()) )| ds

t t
< Ap(t) + J e ()ly(s) —x(s)|ds + J L ()|y(g(s)) — x(g(s))|ds,

elde edilir. Teorem 5.3.6’da oldugu gibi,

ly(t) — x(t)| < Ap(t)exp (f ZZf(s)ds> =c,p(t), tE[a, ™)

olur.

Buna gore (5.31) denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararhdir.

Burada c,, = A exp(, 2L (s)ds)"dir.

63
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Bu iki teoremle alakali su 6rnegi verelim ve bu 6zel duruma gore asagidaki teoremleri
ispatlayalim. Bu ornekte Cauchy problemini g(t) = t — h oldugu durumu ele alinmis ve

bu durum i¢in Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklar: gosterilmistir.
Asagidaki Cauchy problemini,

x'(t) = f(t,x(t),x(t—h)), te€lab),

x(a) = x,

ve asagidaki esitsizlikleri t € [a, b] i¢in

y'@®© - flty@®.yE-n)|<e  [y'©®—f(ty®,yE—h)| <o),
teoremlerle inceleyelim.

5.3.8. Teorem

Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

a) f e C(xR%R);
b) Hert € [a,b], u;,v; ER, i =1,2i¢in

2
(6w, ) = F(6 00, 0| < Ly ) g = vl
i=1

esitsizligini saglayan Ly > 0 vardir.

O zaman

x'(t) = F(t,x(t),x(t — h)), x(a) = x5, tE€]ab)
probleminin C([a — h, b], R) N C*([a, b], R) da tek ¢dziimii vardir ve

x'(t) =F (t, x(t), x(t — h)) denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir (Ortrocol ve llea,
2013).
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5.3.9. Teorem
Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

a) f € C([a,») X R?R)
b) Hert € [a,»), u;,v; ER, i =1,2 igin

|f (& ug, up) — f(&v1,02)| < lf(t)(|u1 —v1| + |luz — v20)
esitsizligini saglayan [y € L'([a, ), R") vardur.

C) ¢ € Cla, ) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

d) fot p(s)ds < Ap(t), tE [a,o),esitsizligini saglayan A > 0 vardir.
O zaman

y' () =F(t,y@®),y(t—h), y@ =y, te€lab),

probleminin  C([a — h,),R) N C*([a,©),R) da tek ¢ozimii vardir ve y'(t)=
F (t,y(t),y(t—h)) denklemi ¢ fonksiyonuna gore Hyers-Ulam-Rassias anlaminda
kararlidir (Ortrocol ve llea, 2013).

Teorem 5.3.8 ve 5.3.9, g(t) = t? oldugu durumda da saglanmakta olup bununla ilgili

teoremler de su sekildedir:
5.3.10. Teorem
Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

¢) feCUxRR)
d) Hert € [a,b], u;,v; ER, i =1,2 igin

2
£ s, u) = f( 00,9 S 1y ) g = v
i=1

esitsizligini saglayan Ly > 0 vardir.
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O zaman
y'(®) = F(t,y@®),y(tD), y0) =y, te[01],

probleminin €([0,1], R) n €*([0,1], R) da tek ¢dziimii vardir ve y'(t) = F(¢t, y(t), y(t?))

denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir (Ortrocol ve llea, 2013).
5.3.11. Teorem
Asagida ifadelerin dogrulugunu kabul edelim.

e) f € C([0,) x R? R)
f) Hert € [0, 00), u;, v € R i=1,2 1(;11'1

|f (& up, up) — f(&,v1,v2)| < L (O (lug — va| + [up — )
esitsizligini saglayan I € L'([0, ), R*) vardur.

g) @ € C[0, ) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.
h) fot p(s)ds < Ap(t), tE€]0,),esitsizligini saglayan A > 0 vardur.

O zaman

y' () =F(t,y(@®),y(t?), y(0) =y, te[01],

probleminin  C([0,),R) N C1([0,»),R) da tek ¢ozimii vardir ve  y'(t) =
F(t,y(t),y(t —h)) denklemi ¢ fonksiyonuna gore Hyers-Ulam-Rassias anlaminda
kararlidir (Ortrocol ve llea, 2013).

54.y'(t) = f(t,y(t), y(t — t)) Formundaki Gecikmeli Lineer Olmayan Diferensiyel
Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:

F: R® — R siurh ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere

y'() =F(ty@®),yt—1))
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formundaki gecikmeli lineer diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rasias
kararliligini, genisletilmis halini ve sinirlh olmayan aralik i¢in Hyers-Ulam-Rassias

kararliligin1 inceleyecegiz.

Simdi ilk olarak y'(t) = F(t,y(t),y(t —7)) denklemi i¢in Hyers-Ulam-Rassias
kararliligin1 gosterecegiz. Bu teoremi yazmadan 6nce bu teoremin ispatinda kullanilan bir

onermeyi verecegiz.
5.4.1. Onerme

(X, d) genellestirilmis tam bir metrik uzayi olsun. A: X — X in Lipschitz sabiti L < 1 olan
tam anlamiyla bir biiziilme doniisiimii oldugunu kabul edelim. Eger bazi x € X igin
d(A*1x, AFx) < oo esitsizligini saglayan negatif olmayan bir k sayis1 varsa asagidaki

ifadeler dogrudur:

a) {A™x} dizisi x* sabit noktasina yakinsar.
b) x* noktas1 X* = {y € X:d(A¥x,y) < o } de A’nin tek bir sabit noktasidir. Eger y € X*

ise, 0 zaman

. 1
d(y,X") < = d(Ay,y)

esitsizligi saglanir (Jung ve Brezdek, 2010).
5.4.2. Teorem

to, TER ve t,<T olsun. I =[t,—1,T] icin F:IXxRXR— R fonksiyonunun
(t,x,y),(t,z,w) €I X R X R olmak lizere

|F(t,x,y) = F(t,z,w)| < Lilx — z| + L |y — w|

Lipschitz kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. ¢: I — (0, o)

stirekli bir fonksiyon olsun. W € C[t, — 1, ty] oldugunu ve K, L, ve L, nin
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t
0<K(L,+L,)<1, vehert €l =[ty—1,T]icin fqb(u)du < Ko¢(t)
to

sartlarin1 saglayan pozitif sabitler oldugunu kabul edelim.

O zaman, eger

'@ = F(t.y®),y(t =) < (), t €[ty T]

ly(®) =P <o), telty—1t0]

sartlarini saglayan siirekli bir fonksiyon varsa tek siirekli y,: I — R fonksiyonu vardir dyle

ki

yo(®) = F(t,y0(®),yo(t — 7)),  t €[ty T]

(5.35)
y(©) =¥(), tel[to—T1 8]
ve her t € I igin
ly(©) — o (D] < Ko(t) (5.36)

1—-K(L+L,)

olur (Tung ve Biger, 2015).

fspat

Ik énce, C, I — R taniml1 tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olmak iizere

S={p:l > R: ¢ €C, egert € [t —1,t,] ise @(t) =¥(t)},

S kiimesini tanimlayalim ve bu kiime tizerinde

d(@, 1) = infiM € [0,00): |p(t) —u()| < Mp(t),Vt €1}, (5.37)
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genellestirilmis metrigini tanimlayalim. Bu tanima gore (S, d) genellestirilmis tam metrik

uzay1 olur. Daha sonra A: S — S,

(Ap)(t) =W(t), tE€E([ty—T,t0]

(A@)(®) = W(to) + f Flu, o), o —D)du, ¢ € [toT]

to

(5.38)

dontisimiini ve bu donisimiin biiziilme doniisimi oldugunu gosterelim. Yani
0 < K(L; + L,) < 1 olmak tizere d(Ag, Aun) < K(L; + L,)d (¢, 1) oldugunu gosterelim.
@ € S, A@ siirekli oldugu icin Agp € S olur. ¢, u € S olsun.

|(A@) (1) — (AW (D] = f{F(u: o), ¢ —1)) = F(u, u(w), u(u — 7))}du
to

t

< j|F(u, o), p(u— ‘L')) — F(u,,u(u),u(u — T))l du

to

t t
<L fko(u) — u@)ldu + Ly f|<p(u —7) — (- Dldu

to tO
t
< (Ly + L)M f sGdu|, ¢ €[ty T]
to

ve
(Ap)(®) — (AW O] =) =) =0, te[ty—T1t0]
olur ve bu esitsizlikler d (Ap, Au) < K(L, + Ly)d(¢, p) esitsizligini ispatlar.

0 < K(L; + Ly) <1 oldugu igin A, S tizerinde biiziilme dontisiimiidiir.
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Herhangi bir § € S ve her t € I igin I = [ty — 7, T] iizerinde F(t,&(t),&(t — 1)) ve &(t)

sinirlt oldugu ve 1{161'111 ¢(t) > 0 igin @:1 — (0,0) verilmek iizere dyle bir 0 < M < oo
sabiti vardir ki

t
1(A8) (1) = §(D)] = [(to) + fF(u,E(u),f(u — 1)) du—§®)| < Mop(t)

to

esitsizligi saglanir. Bu sonuca gore ve (5.37)’den d;(A&, &) < oo oldugu gosterilebilir.
Onerme 5.4.1. a) ya gore de dyle bir yo:1 — R siirekli fonksiyonu vardir ki (S,d)

uzayinda A"*§ — y, ve Ay, = y, olur ve buna gore y,

y(l)(t) = F(t, )’o(t); J’o(t - T))' t € [to,T]

yo(t) = W(1), t € [ty — T, to)
esitliklerini saglar.

Bundan sonra, {d,(§,g) < ©} =S oldugunu ve Onerme 5.4.1. b) den y, tek siirekli

fonksiyon oldugunu ispat edilmistir.

Herhangi bir g € S icin g ve &, I iizerinde smirl olduklari i¢in dyle bir 0 < M, < oo sabiti
vardir ki her t €1 igin [£(t) — g(t)| < Mye(t) olur. Buna gére de her g €S igin
d(¢é,g) < ooolurve {d,(&, g) < o} = Solur.

Ayrica her t € [ty, T] igin
—p(O) <y' () —F(t,y(®),y(t - 1) < ¢(O)

olur. Egert € [t,, T] igin esitsizlikteki her terimin integrali t,’dan t’ye alinirsa

t

Y (©) — (L) — f Fu,y(w), y(u — D) dul < f o (w)du

to
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elde edilir ve A’nin tanimindan her t € [ igin

() — (A (O < f $Qdu| < Ko (®)

sonucuna varilir.

Buradan d(y, Ay) < K olur ve Onerme 5.4.1°den her t € I igin

d(y,Ay) < Ke(t)

1
d <
O2y0) < T—g 5 1,)

1-K(L;+L,)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur (Tung ve Biger, 2015).

Simdi asagidaki teorem ile y'(t) = F(t,y(t),y(t — 1)) denklemi igin Hyers-Ulam

kararliligini gosterelim.

5.4.3. Teorem

F:1 x Rx R — R fonksiyonunun (¢t,x,y),(t,z,w) € I X R X R olmak iizere
|F(t,x,y) = F(t,z,w)| < Li|x — z| + Ly |y — w]|

Lipschitz kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon oldugunu ve 0 < T(L;+L,) <1
oldugunu kabul edelim. ¢p: I — (0, o) siirekli bir fonksiyon ve W € C[t, — 1,t,] ve € > 0

olsun. O zaman, eger

ly'(®) — F(t,y(6),y(t —1))| <& tE€l[tyT]

ly(®) —W@®)| <e  tE[ty—T1,t0]

sartlarini saglayan siirekli y: I — R fonksiyonu varsa tek bir siirekli y,: I — R fonksiyonu

vardir dyle ki
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yo(®) = F(t,y0(t),yo(t — 7)),  t €[ty T]

(5.39)
y(@®) =¥@®), teElty—T1t]
ve her t € [ igin
eT
ly(®) —yo(®)| < [ (5.40)

saglanir (Tung ve Biger, 2015).

Bu teorem de benzer sekilde ispatlanir.
fspat

Bu teoremin ispatina da S kiimesi {izerinde

dy (@, ) = infiM € [0,0):|@(t) —pu(®)| <M, Vtel}

genellestirilmis metrigini tanimlayarak baglayalim. Bu tanima gore (S, d;) genellestirilmis
tam metrik uzay1 olur. Herhangi @,u €S ve M,, € {M € [0,0):|p(t) — u(t)| < M,
V t € I} igin (5.38)’den

t

|(A@)(®) — (AW ()] = f{F(u, o), p(u— 1)) = F(u, u(w), p(u — 7))}du

to

t

< f|F(u, p),p(u— T)) — F(u,,u(u),u(u — T))| du

to

<L fko(u) — u@)ldu +L, f|<p(u — 1) = — D)ldu

< (L;+L,)TM t € [to,T]

(p’u’
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ve

|(Ap)(®) — (AW O] =) =) =0, tety—T1,t]

olur ve bu esitsizlikler d; (A, Au) < (L1 + L,)Td, (@, 1) esitsizligini ispatlar.
0 <T(Ly+Ly) <1 oldugu igin A, S iizerinde biiziilme doniistiimudiir.

Herhangi bir { € S, F(t,{(t),{(t — 1)) ve {(t) smrli olmasi kullanilarak d;(A{,{) < oo
oldugu gosterilebilir. Onerme 5.4.1. a) ya gore de dyle bir yo: I — R siirekli fonksiyonu

vardir ki (S, d;) uzayinda A"{ — y, ve Ay, = y, olur ve buna gore y,

yo(®) = F(t,y0(®),yo(t — 7)),  t €[ty T]

yO(t) = ll—‘(t), te [tO -1, tO]
esitliklerini saglar. Herhangi bir g € S i¢in g ve {, I iizerinde sinirl olduklari i¢in her g €

S icin d({,g) < oo olur ve {d;({,g) <o} =S5 olur. Onerme 5.4.1 b’ye y,, (5.39)

ozelligini saglayan siirekli tek bir fonksiyondur. Ayrica her t € [t,, T] i¢in

—e<y'() - F(t,y(t),y(t—1)) <e

olur. Eger esitsizlikteki her terimin integrali t,’dan t’ye alinirsa her t € [ty, T] igin

t t t t
—efdu < fy’(u)du— fF(u,y(u),y(u—r))du < efdu
to to to to

elde edilir ve A’nin tanimindan her t € [ i¢in

ly(t) — (Ay) (V)| < Te

sonucuna varilir. Buradan ve Onerme 5.4.1°den her t € [ i¢in
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i, (7, Ay) < Te
LAY =TT,

d,(y,y0) < 1

—T(L, + Ly) +L,)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur (Tung ve Biger, 2015).

Simdi Tung ve Biger’in sonuglarini1 2019 yilinda sinirli olmayan araliklar igin gosterelim

(Ogrekgi, 2019).
5.4.4, Teorem

Verilen bir t, reel sayisi igin I: = [ty —7,00) olsun. K,L,vel,, 0 <K(L; +L;) <1
esitsizligini saglayan pozitif sabitler olsun. F:I X RX R — R fonksiyonunun her

(t,x,y),(t,z,w) €I X R X Rigin
|F(t,x,y) = F(t,z,w)| < Li|x — z| + Ly |y — w|

Lipschitz kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. ¢:1 — (0, )
her t € I igin | ) tto o(u) du| < K¢(t) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olmak {izere

eger

ly'(t) = F(t,y(@®),y(t — 1))| < @(t), t € [to, )
(5.41)

ly(@®) —¥®OI <o®), telty—T1t]

sartlarin1 saglayan siirekli tiirevlenebilir y: I — R fonksiyonu varsa tek siirekli yo: I — R

fonksiyonu vardir oyle ki

yo(®) = F(t,70(t),y0(t — 1)),  t € [to, ®)

(5.42)
o) =), tElty—1t]
ve her t € [ igin
ly(®) = yo(O] < Ko(t) (5.43)

1—-K(L+L,)
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saglanir (Ogrekgi, 2019).
fspat

Herhangi bir n € N i¢in I,,;: = [to, to + n] kiimeleri tanimlayalim. Teorem 5.4.2 den (Tung

ve Biger, 2015), her n igin tek siirekli bir y,: I,, — R fonksiyonu vardir 6yle ki

t

Yu(®) = y(to) + f F(5,9(5), ya(s — D)) ds, (5.44)

to

ve her t € I, i¢in

ly(®) =y (O] < @(1), (5.45)

1—K(L, +L,)

esitsizliklerinin saglandigini géstermistir. Teoremin kosullarindan her t € [ty — T, t,] igin

y(t) = yo(t) = (t) olur. Eger t € I,,, y,, fonksiyonlarin tek olmalarindan dolay1

yn(t) = yn+1(t) = yn+2(t) = (5.46)

Herhangi bir t € R igin n(t) € N sayisin

n(t) = min{n € N:t € I,,;}

olarak ve y,: R — R fonksiyonunu da

Yo(t) = yne(®) (5.47)

olarak tanimlayalim.

Daha sonra y, fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunu gostermek igin herhangi
t; € R i¢in ny :=n(t;) sayist secebiliriz. Boylece n, sayisi I, araligindadir ve her t €
(t; — & t; + €) igin Oyle bir € > 0 vardir ki yo(t) = y,41(t) saglanir. y, ., t; noktasinda

stirekli oldugu igin y, da siirekli olur yani her t; € R i¢in y,, t; noktasinda siirekli olur.
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Herhangi bir t € I i¢in n(t) sayisim segelim. Sonrasinda t € I, olur ve (5.46) ve
(5.47)’ten

t

$0®) = Yo (® = ¥&) + | F (5,700 (5 i (5 = D) ds
fo (5.48)

= y(to) + f F(S, Yo(8), yo(s — T)) ds

to

olur. Buradaki esitsizlik her s € I, i¢in n(s) < n(t) oldugu i¢in gegerlidir ve (5.46) ve
(5.47)’ten

yn(t)(t)(s) = yn(s)(s) = yo(5),

bulunur. (5.48)’te esitlikten y, fonksiyonu (5.42)’i saglar. Her t € I igin t € I,(;) oldugu
icin (5.45) ve (5.47)’ten her t € I,, igin

@(1), (5.49)

K
y() = %o (O] = [y() = yney (O] < 7= KL+ L)

saglanir. Son olarak y, fonksiyonunun tek oldugunu gosterelim. Her t € [ i¢in uy: 1 — R
fonksiyonu y,’dan farkli olarak (5.42) ve (5.43) kosullarin1 saglayan stirekli bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir t € I igin bu fonksiyonlarin I, deki degerleri her t € I,,¢)icin
kisitlamslart yo|Lyr) (= Yn(e)) Ve Ugllye), (5.42) ve (5.43) kosullarini saglar. y,¢) =
Yollne) ‘mn tek olmasindan y,(t) = y0|1n(t) = uolln(t) = u,(t) olur ve ispat tamamlanmis

olur.
Simdi bunu 6rnekle inceleyelim.
Ornek

Herhangi 4,1, > 0 igin t, ve t herhangi reel sayilar olmak {izere I := [t, — T, 0]

tzerinde

y'(©) + 4y(6) + Ay(t = 1) = q(0)
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gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim.

F(t,y(®),y(t =) =y(®) + y(t —1) — q(®)

oldugu i¢in, her t € [ igin

|F(t, %1, 1) — F(&,x2,¥2)| = | 44x1 + Apy1 — q(t) — Ayx5 — A,y + q(0)]
= 1410 = x2) + (v = ¥2)|
< Mlxy = x| + A2lys — yal

elde edilir.

Teorem 5.4.4 deki tiim kosullar saglandigindan bu denklem Hyers-Ulam anlaminda

kararlidir diyebiliriz. Eger @(t) = e (K = % > 0) seklinde tanimlanirsa her t € [ igin

t 1 1 1
= f e’sds = I(e’“ —1)<-eM= Z‘P(t)
0

ft o(s)ds :

0

saglanir. Buradan da bu ornekteki gecikmeli diferensiyel denklemin Hyers-Ulam-Rassias

anlaminda kararli oldugunu sdyleyebiliriz.

5.5. y™ = g(®)y(t — 1) + h(t) Formundaki Gecikmeli Lineer Diferensiyel
Denklemlerin Hyers-Ulam Kararhhg:

2015 yilinda Huang ve Li (Huang ve Li, 2016), y™ = g(t)y(t — t) + h(t) formundaki
gecikmeli diferensiyel denklemin Hyers-Ulam anlaminda kararli oldugu ii¢ farkli metot ile
ispatlamiglardir. Huang ve Li ilk olarak agik doniisiim teoremini kullanarak ispatlamislar,
daha sonra dogrudan bir ispat yapmislar, en son da ispatlarinda sabit nokta metodunu

kullanmiglardir. Biz tezimizde bu ispatlardan sadece dogrudan ispata deginecegiz.

I[a, b; ] ile [a —1,b] araligindan R’ye tanimli ve [a, b] aralhiginda n kez siirekli ve

tiirevlenebilir fonksiyonlarin ailesini adlandiralim.
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5.5.1. Teorem
Eger, m pozitif bir tamsay1 olmak tizere her t € [0, mt] i¢in f € I'"(0, mt; T)
[f™@©) - gOft—1) —h(®)| <

kosulunu sagliyorsa, o zaman y™ = g(t)y(t — t) + h(t) diferensiyel denkleminin 6yle
bir f, € I'"(0,mt; ) ¢6ziimii vardir ki her t € [—t,m1] i¢in, K sadece g(t) ve [—t, mrt]

araligina bagl pozitif bir sabit olmak iizere,

If () = fo(O)] < Ke

esitsizligini saglar (Huang ve Li, 2016).

fspat

fo € T(0, t; 7) fonksiyonunu her k € {0,1, ..., m — 1} igin

fo®) =f(®), te[-7,0]

fol) = j l j [ j G fo(or = ) + h(v))dvy + FEDkr) | dvy -+ + £ (kD) | dv
kt kTt |kt
+fo(kt), t € [kt, (k+ 1)7]

olarak tanimlayalim.

Bu esitlikteki f, fonksiyonu, her 0 <i <n—1 igin £°(0) = £”(0%) ve her k = 0,

0<i<n-1igin fo(i) (kt) = O(i) (kt7™) sartlarini saglamaktadr.

Burada tamimlanan f, fonksiyonu iyi-tanimhidir ve y™ = g(t)y(t — 1) + h(t)

denkleminin bir ¢oziimiidiir. f, fonksiyonu i¢in su ifadeler yazilabilir:

[—7,0] araliginda |f,(t) — f(t)| =0,
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[(j — D)7, jt] araliginda her 1 < j < m igin

AP - OO 1ft-D-fE-DI _sup  1g(@®)] +e,

te [(]_1)‘[!}‘[]

veher0<i<n-1,1<j<migin

2 - FO

sup
te [(j—l)T,jT]

< sup
te[(]_ 1)T,jT]

P = FEO]r+ [0(G - D7) = OG- D) olur

Daha sonra {ai, j} dizisini su sekilde tanimlayalim.

0<isn,0<jsm

Anj =agj-1 sup |g@®|+1 V1i<j<m
te[(j-Dr,jtl

a;j =Ty, +jq, V 0<is<n-—-1.

[(G — Dz, jr] araligindaher 1 < j <mveher 0 <i < nigin
2@ - rO®| < aye

bulunur.

Her a; ; negatif olmadig igin her 1 < j < m igin ay,, = a,; olur,
Buradan da her t € [—t, m7] i¢in

Ifo(t) — ()] < agme

bulunur ve K = aq ,, alabilir ve ispat tamamlanmis olur (Huang ve Li, 2016).
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada ilk olarak birinci basamaktan diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam
kararlilig1 incelenmistir. Sonrasinda ise gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam

ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklari incelenmistir.

Birinci Basamaktan Gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-
Rassias kararliliklar1 tizerine ¢alismalar 6zellikle 2010 yilindan sonra artmustir. Bu konu ile
alakali olarak ¢alismamizda de Jung ve Brzdgk’in, Otrocol ve llea’nin, Tung ve Biger’in,
Ogrekci’nin ve Huang ve Li'nin calismalari incelenmistir. Bu calismalarin disinda
gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliliklar1 {izerine ¢alismalar
mevcuttur. Bu calismalarda birinci basamaktan lineer ve lineer olmayan gecikmeli
diferensiyel denklemlerin, ikinci ve yliksek basamaktan lineer ve lineer olmayan
diferensiyel  denklemelerin  Hyers-Ulam ve  Hyers-Ulam-Rassias  kararliliklar1
incelenmektedir. Zada, Faisal ve Li’nin 2017 yilinda lineer olmayan gecikmeli diferensiyel
denklemlerin Hyers-Ulam kararliliklar tizerine, 2016 yilinda birinci basamaktan impulsive
gecikmeli diferensiyel denklemler {izerine ¢aligsmalari vardir. Zada ve Shah, 2018 yilinda
birinci basamaktan lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam
kararlilig1 ve 2019 yilinda lineer olmayan implict kesirli diferensiyel denklemlerin iizerine
caligmalar yapmustir. 2018 yilinda Biger ikinci basamaktan gecikmeli diferensiyel
denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias kararliligint incelemistir. Bunlarin haricinde yine kesirli
gecikmeli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam karaliliklar1 {izerine ¢esitli ¢alismalar
mevcuttur. Bu aciklamalarin 1s18inda bundan sonra bu c¢alismalar genisletilebilir ve
teoremlerin kosullar iyilestirilebilir. Ayrica son yillarda popiilerligini kazanan ve giderek
artan bir sekilde caligmalarin yapildigi zaman skalasi iizerinde dinamik denklemlerin

gecikmeli formlarinda bu kararliliklar caligabilir.
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