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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile asagida sunulmustur.

Simgeler

L,(f;x)
M, (f; x)
M, (f;q,x)

M, (f; 91,92, x,y)

Cla, b]

(fn)
w(f;9)
w(f; 84, 62)
|1l clab)

K(f,9)
B(a,1)

Aciklamalar

n € N olmak (izere bir operator dizisi
g-Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisi
g-Baskakov-Durrmeyer tip operatorler dizisinin
g-analogu

Iki degiskenli q-Baskakov-Durrmeyer tip
operatorler dizisinin g-analogu

[a, b] kapal1 araliginda taniml1 ve siirekli tiim reel
degerli fonksiyonlarin uzay1

n € N olmak lzere bir fonksiyon dizisi

f fonksiyonunun stireklilik modili

Iki degiskenli f fonksiyonunun siireklilik moduli

x € [a,b] icin |Iflcia,p] ggggg}lf(x)l ile tanimlanan

norm
f fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli

Beta fonksiyonu



1. GIRiS

Agrawal ve Thamer [1], [0, o) araliginda integrallenebilir fonksiyonlara yaklasan

MalF (@50 = 1= 11" PaseCo) [ Pas s @F e + (1 +2)7 £(0)
k=1 0

(1.1)
olarak verdikleri Baskakov-Durrmeyer tip operatorleri tanimlamislardir. Bu operatorlerin

taniminda

Ppr(x) = (n + ]l\‘: B 1) x*(1 + x)~(+k)

gosterimi kullanilmistir. Es.1 ile tanimli Baskakov-Durrmeyer tip operatérlerin yakinsama
orani Gupta [2] tarafindan ¢alisilmistir. Akabinde, Gupta ve Abel [3] Es. 1’deki operatdriin
Bezier-Durrmeyer varyantini ele alarak sinirli salinimli fonksiyonlar i¢in yakinsama orani

elde etmislerdir.

Phillip’in [4] g-Bernstein polinomlarini tanimlamasi ile g-calculus yaklagim teorisinde ilgi
duyulan bir ¢aligsma alan1 olmustur. Durrmeyer operatorlerinin g- analogu Gupta ve Heping
[5] tarafindan tanimlanmis ve yakinsama orani verilmistir. Bu ¢alismaya ilave olarak Gupta

[2] g-Durrmeyer operatorlerinin bazi yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

Son zamanlarda, g-Baskakov operatorleri ve onun Kantorovich ve Durrmeyer varyantlari
Aral-Gupta [6] ve Gupta-Radu [7] ikililerinin ¢alismalariyla ele alinmustir.
g-Baskakov-Durrmeyer tip operatorler Agrawal ve Kumar[8] tarafindan [0, o) araliginda
stirekli ve sinirlt y >0 ve t — oo iken f(t) = 0(t)* sartin1 saglayan reel degerli f
fonksiyonlar i¢in

®/a

MG = 1= 1]g Y BR[| 07 Bl (OF dgt + PL,COF©)
k=1 0

(1.2)

olarak tanimlanmustir. Burada k,n € N,0 < g < 1,x € [0, o) i¢in

k—1 k(k—1) xk

Pq — n+ -~
(%) ( k )q e (14 x)p+"
notasyonu kullanilmaktadir. ¢ = 1 iken Es.2 ile verilen g-Baskakov-Durrmeyer tip operator,

Es.1 ile verilmis Baskakov- Durrmeyer tip operatore indirgenir.
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Bu tezde Agrawal ve Kumar [8] tarafindan tanimlanan tek degiskenli ve Ozkan ve Comert
[17] tarafindan tanimlanan iki degiskenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operattrlerin yaklasim

oOzellikleri arastiriimistir.

Tezin birinci bolumunde tezin konusuyla ilgili literatiirdeki ¢alismalardan bahsedilerek teze
giris yapilmistir. Tezin ikinci boluminde tezin anlasilmasini kolaylastiracak bazi temel
kavramlar sunulmustur. Ugtincii boliimde Agrawal ve Kumar [8] tarafindan tanimlanan tek
degiskenli g- Baskakov-Durrmeyer tip operatorlerin tanimi ve o6zellikleri verilerek, bu
operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Dérdiincii bolimde Ozkan ve Comert [17]
tarafindan tanimlanan iki degiskenli g-Baskakov-Durrmeyer tip operatdrlerin tanimi ve
Ozellikleri verilerek bu operatorlerin Volkov tip diizgiin yakinsaklik teoremi ve Gadzhiev tip

agirlikli yaklagimi incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin igerigindeki birgok teoremin daha anlasilir olmasi agisindan asagidaki tanim ve

teoremleri hatirlatalim.

2.1.Lineer Pozitif Operatérlerin Tanim ve Ozellikleri

2.1.1. Tanim

X ve Y iki lineer fonksiyon uzayi olarak verilsin. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren L kurali var ise buna X uzayinda bir

operatordir denir ve bu operator L(f,x) = g(x) [9] seklinde gosterilir.

Burada L(f;x) = L(f(t);x) olmak Uzere L operatdri f fonksiyonunun bagli oldugu
t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug olarak x degiskenine bagli bir fonksiyon elde

edilir.

Bundan dolay1 x degiskeni L operatdriinde sabit gibidir ve L(f(x);x) = f(x)L(1;x)
seklinde yazilabilir.

2.1.2. Tanim

X ve Y lineer fonksiyon uzaylari olmak iizere,

L:X-Y

seklinde taniml1 L operatOri verilsin. Eger her f,g € X ve a4 , a, € R igin,
L(a:f + azg; x) = a1 L(f; %) + azL(g; x)

kosulunu sagliyorsa, L operatoriine lineer operator denir[9].

2.1.3. Tanim
Eger bir L operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona

dontistiirtiyor ise; yani f bir fonksiyon ve L bir operator olmak lzere, f = 0 oldugunda
L(f;x) =20



oluyorsa, L operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem pozitiflik sartin1 saglayan operatore lineer pozitif operator denir. [9]

2.1.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani f < g ise L(f) < L(g) esitsizligi

saglanir[9].

fspat

Kabul edelim ki, f < g olsun. Bu durumda, g — f = 0 oldugu i¢in ve L pozitif operator

oldugundan,

Lg—=f)=0 (2.1)

seklinde yazilabilir. Ote yandan, L operatorii lineer oldugundan,

L(g—f)=L(g) - L)
elde edilir. Bunun Es. 2.1 de kullanilmasiyla L(g) — L(f) = 0 ise L(f) < L(g) bulunur.

2.1.2. Lemma

L bir lineer pozitif operatdr ise asagidaki esitsizlik saglanir,

ILCAHI < LASD.

fSpat

Herhangi bir f fonksiyonu igin,
—Ifl<f <Ifl (22)

olarak yazilabilir. L operatorinin lineerlik, monotonluk 6zelliginden ve Es. 2.2 ‘den,

L(=IfD < L(H < LAfD

yazilabilir. Bu ise,

IL(OI < LASD

oldugunu gosterir [9].



2.1.4, Tanim

n € N olmak (zere, f,,(x) ifadesine bir fonksiyon dizisi denir. (f,,) ile gosterilir[21].
2.1.5 Tanim

n € N olmak uzere, L, (f,x) e bir operator dizi denir ve (L,,) ile gosterilir[20].
2.1.6. Tanim

[a, b] kapali aralig1 tizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye

C|a, b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzay,
||f||C[a,b] = max |f(x)|
asx<b

seklinde tanimlanan ||| ¢(q,5; normu ile normlu bir uzaydir[20].
2.1.7. Tanim

(f), Cla, b] iginde bir fonksiyon dizisi olsun. Eger her x € [a, b] i¢in,

lim ||, llcia,py = lim max |f,(x) — f(x)| = 0

n—oo n-o asxsb

sart1 saglaniyor ise (f;) fonksiyon dizisi [a, b] kapali araliginda, f fonksiyonuna dizgin

yakinsaktir denir[20].
2.1.8. Tanim

[ =[0,1,] X [0,7,] olmak Gzere, C(I), | tizerinde taniml1 reel degerli siirekli fonksiyonlar

uzayi olsun. C(I)

Wfllcay = (giya)éllf(x,y)l

normu ile bir Banach uzayidir[20].

2.1.9. Tanim

(faun,), C (D) Uzerinde bir fonksiyon dizisi olmak tizere,



lim ||fn1,n2 - f“c([) = lim max |fn1,n2(x,:V) - f(x'Y)| =0

n1,Ny—>© ny,ny—o (x,y)€l

kosulu saglantyor ise (f,, »,) fonksiyon dizisi I tzerinde f“ye diizgiin yakinsaktir denir[20].
2.1.10. Tanim

f € Cla, b] olsun. Herhangi bir § > 0 igin
w(f;6) = Supb]lf (O = fl (2.3)

x,t€la,
|t—x|<b

ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun streklilik modilu denir[9].

2.1.11. Tanim

(x,) ve (y,) herhangi iki reel say1 dizisi, 1 < p, g < oo ve % +$ = 1 olacak sekilde p ve q

iki say1 olsun. Eger

Yome1| %P ve Yo |yn |9 serileri yakinsaksa,

0 o Yo s o Y
Z|xnyn|s(2|xn|p> p(me) .
n=1 n=1 n=1

esitsizligine Holder esitsizligi denir. Burada p = g = 2 almirsa, bu esitsizlik Cauchy-

Schwarz esitsizligi olarak bilinir [9].

2.1.12. Tanim

0 < a <1 olmak Uzere;

lf@®) = FOl < M|t — x|

Kosulunu saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindan fonksiyonlar, M ye de Lipschitz sabiti
denir ve f € Lipy () ile gosterilir [22].

2.2. g-Analiz’in Temel Kavramlarn

Bu kisimda g-analiz’in temel kavramlarii hatirlayalim. Ayrintili bilgiler [10] referansh

kaynakta bulunabilir.



2.2.1 Tanim

q > 0 olmak Uzere negatif olmayan herhangi bir n tamsayisi i¢in n’nin g-analogu,

q"-1
mly={ ez > 971 (2.4)
n , q=1
olarak tanimlanir [10].
2.2.2. Tanim
n = r = 0 olmak zere, g-faktoriyel
1], [2], .- [n], , n=12,..
= q q q 25
nlq { 1 ,n=0 29)
olarak ifade edilir. Ayrica g-binom katsayisi
n — [n]q
[r]q [n-7]q [rlg (26)

olarak ifade edilir ve ¢ = 1 durumunda ifadenin klasik binom katsayisina indirgendigi Es.
2.3’ten agiktir [10].

2.2.3. Tanim

Gamma ve Beta fonksiyonlar1 Euler tarafindan sirasiyla

I'(t) = fooo xt"le *dx, t>0 2.7)
ve
B(t,s) = f01 x71(1 —x)5tdx, s,t >0 (2.8)
olarak tanimlanmustir. Bu iki fonksiyon i¢in agagidaki 6zellikler saglanmaktadir:
0] I'(t+ 1) =tr'(v), (2.9)
(i) ImM)=mn-1,n=1.273,.. (2.10)
(i) B(ts) = % (2.11)

t > 0 i¢in g- gamma fonksiyonu
rg(® = [ 2t E; P dyx, (2.12)
Burada E,?*, klasik e* Gstel fonksiyonunun g-analogunu gostermektedir ve

w JU-1/ x
Y (213)



Serisi ile tanimlidir.

Ayrica,

[ readgx =Y a-ar@he

]=—OO
dir.

g- gamma fonksiyonu agagidaki iki 6zelligi saglamaktadir.
i) relt+1) = [tlrg()
(i) rqa(t+1) = [t].

t,s > 0 icin g-beta fonksiyonu
1 _ =
By(t,s) = [, x* 71 (1 — qx)g M dgx

olarak tanimlidir.

g-Beta fonksiyonu i¢in asagidaki dzellikler saglanir:

()  Bytn+1)=—2_B (tn), t>0, n=12,..

1+qt+n

(i) Byt 1) = ﬁ

q

1-9-q)g~*
(1+4YHg

(i) By(t,n) =

g-gamma ve g-beta fonksiyonlar1 arasindaki iligki
. Tq(O)Tg(s)
Ba(t,s) = Tq(t+s)

esitligiyle bilinmektedir [10].
2.2.4, Tanim

A > 0 olmak Uzere, g-genellestirilmis integral

K@ dgx =0 -0 Zio f ()

olarak tanimlanir.

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)



Ayrica, q-Beta integral

B.(t,s)=K(A4¢t) [/~ d x (2.22)
q\“ ) 0 (1+x)qt+s q '

olarak tanimlanir.

Burada, A > 0 icin,

KA t+1)= q"K(A ) (2.23)

Ve

K(A,t) = =45 (1+ %): (1+ ALt
seklinde tanimlanir [11].

2.2.5. Tanim

g-Binom formuli ise,

n
n ig-1 . ,

(x+a)g =Z[] q 2 alx™J

— q

j=0
olarak tanimlanir [10].

n-1
(x+a); = n(x + qja)

j=0

notasyonu g-Pochammer sembolii olarak bilinmektedir.
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3. g-BASKAKOV-DURRMEYERTIP OPERATORLERIN YAKLASIMI

3.1. Tek Degiskenli Operatorlerin Tanim ve Ozellikleri

Cg[0, ) ile [0, o) iizerinde tanimli reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyonlarin kiimesi
gosterilsin. f € Cg[0, ) icin Cz[0, ) Uzerindeki norm asagidaki gibi tanimlanir.

IfIl = sup [f(x)]

0<x<o

n€N0<qg<1vef €C(,[0,0):={f€C([0,0):f(t) =0("),t > ocovey > 0}olsun.
3.1.1. Tanim

q € (0,1),n € Nolsun. Her f € C,[0, ) igin,
“/a

MA(f, %) = [n— 1] ZP k(x)f k=1pd  ()f(E)dt +

+P1,(x)f(0) (3.1)

seklinde tanimlanan operatore g-Baskakov-Durrmeyer tip operator denir.

Burada verilen P, (x) ifadesi asagidaki gibi gosterilir,

n+k—1] k=D gk
R =["T T 4T G xe ).

q — 1 ‘e yaklasirken yukaridaki operator klasik Baskakov operatoriine indirgenir[8].

g-Baskakov-Durrmeyer tip operatorlerin lineer ve pozitif operator oldugunu asagidaki gibi

gosterebiliriz:

Lineerlik: f,g € C,[0,2) ve b,c € R olsun. g-genellestirilmis integralin Ozelliklerini

kullanarak,
MA(bf +cg,x) = [n—1] Z k(x)f g“1P%,_ () (bf + cg)()d, t

+P1, () (bf + cg)(0)
= [n— 11, 2521 PL.G0) J, 451 P _ (DIBF(©) + cg(D)]dyt
+P1,(x)bf(0) + P (x)cg(0)
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= [n— 11q 251 PL.(0) f, 74 gk1P%,_ (Dbf ()t
+P% (ObF(0) + [n — 1] ZP k(x)f ¢ P (Deg(t)dyt

+Po(x)cg (0)
= bMy(f,x) + cMy (g, %)

olur.

Pozitiflik: f € C,[0,0) ve f = 0 olsun. q € (0,1),x € [0, ) igin

Y2 Bl () 2 0 0lup Es. 2.5ten | 2 0 oldugundan MyI(f,x) 2 0 du.
’ q

3.2. g-Baskakov-Durrmeyer Tip Operatorlerin Yaklasim Ozellikleri
3.2.1. Korovkin Tip Yaklasim

Oncelikle qg-Baskakov-Durrmeyer tip operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenirken

kullanilacak olan bir lemma verilecektir.

3.2.1. Lemma
€ [0, ) igin,
i) MI(1,x)=1
q _ Inlgx
i) M,(t,x) = prT

q* [n 2lq[n-3lq @3 [n-2]q [n-3]q

esitlikleri saglanir[8].
fspat
Df(t) = 1igin,

“/a

MI(L,x) = [n—1] ank(x)f k1P (O)dgt + P ()



g-Calculus temel kavramlar kismindaki 6zelliklerden [11]
My (1,x) =

co 00/A
_ k<k1>n+k—2 th?

z (o)) 1y 4 o — 2 By(k,n—1)
-1 k— 1 n —qr - =7 q
n ]q k(x) q k K(A, k) + Pn,()(x)

T,()Tg(n-1)

(kl)(kz) n+k—2],! _
TL - 1]q Z k(x) qk 1 k [2 k 1 ]q' k 1 1 Fq(:(-:;ll)l)
[M+k—-2—-k+ ]q.[ - ]q. ¢z
+Pq0(x)

~ n+k—2],! T,()T,(n—1)
_prgk(x)[n_l]qqo Tk g TGt n=D +

n+k—2]4n+k-3];..1 [k —1]4! [n = 2],!

- Z Fue =1l n— 1l n—2l, ~LIk—1l k-2, .1 [n+k—2],
+qu(x)
= Vi1 Pl () + Bly(x) = 1 (3.2)

seklinde bulunur.

ii)f(t) = ticin
“/a

MI(t,x) =[n—1] ZP,fk(x)J Bl (@®) tdgt

“/a
M=) iy 4 — 2 t*
"-”qufﬂ"”“ "7, | G

(k=1)(k=2) _ B,(k+1,n—2
n—1]qz Y e e L [ onac)

k — KA k+1)
(k D0ke-2) [n+k —2],!
1 Z y
Tl ]q k(x)q [n+k—2—k+1]q![k_1]q!x

By(k + 1,1n — 2)
K@ k+1)

13
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(k k-2 [n+k—2],! T,(k+1DIl,(n-2)
”qz ()@ n—1l, Tk—1],! T,(k+1+n—2)

1
X k(k+1)
q 2
(k—1)(k—2)
1 z () gt [n+k —2],! [k]4! [n — 3],
(n=1lq 2, Pusc( S I 1 - 20 = 10! Tk n =2,
elde edilir.

Gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

Z]qz e (a7
k

1 n+k—1 L X k
= 2 — k
[n— Z]q;[ k ]qq (1 +x)3+kq Lklq

1 i [n+k—1],! k=D, x¥
[

—k
[n—Z]qk=1n+k—1—k]q![k]q!q 2 (1+x)3+k[]q
k = 1 yerine k = 0'dan baslatirsak,
= Z q—(k+1)q@ [n+ k]! xk+1
n—2]q & [n— 115! k]! (1 + ) +F+1
_ [nlgx i kk-1)  [n+ k]! x¥
q[n—Z]qk:Oq [n— 1]q! [klq! (1 + x)nHk+1
lgx
_ Pr?+1,k(x)
qln —2]q &
[n]
Q[n - Z]q
bulunur.
i) £(t) = t?igin,

“/a

MA(t2, %) = [n — 1] anqk(x)f k=1pd (6) £ d,t



“/a
"(k ) n+k—2 thrt
n_l]qu‘r?k (x)q"'q ] f (1+t)n+k 1dqt

k(k—l) —_ B (k + 21 n-— 3)
o q 1 n+k—2 q
= [Tl 1]qZPn,k (x)q q 2 [ k—1 ]q K(A:k+2)

oo

1

N [n—2],[n— 3] z qk (X)Q_Zk_l[k] [k + 1],
q q =

[n], w?=sk=6) [n + k]! xk+1
Zq : [k +2],

[Tl =24l ' Tkl (1 + x)n+k+1

elde edilir.

Burada [k + 2], = [k], + [2 ]qq esitligini kullanirsak,

[n], > o2 e [n+ k]! 2
~ 2,3, kZOq ' klg! (1 + x)ptktt [klq
q (kz—;k 6 o [n+ k],! P
+ [Tl q zq ] [ ] (1+x)n+k+1
B [n] n+1]q q[nlg

Pl,(x) =Pl (x)=1 oldugundan,

_ [n]g[n + l]qx2 [2]4[n]qx
q4[n_ 2]q[n_ 3]q q3[n_ Z]q[n_ 3]q

bulunur.

3.2.1. Sonug

(MI((t — x),x) = L)

q[n-2]q4

(||)Mg((t — x)z,x) = x2 ( [nlq[n+1lq _ 2 [nlq + 1) e [[Z]q[n]qx

q*[n-2]q[n-3lg qln-2]4 n-2]g[n-3l4

esitlikleri saglanir [8].

15

(3.3)
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fspat

DMI((t—x),x) = M (t,x) — xM,(1,x)

Il
C[[Tl - Z]q
_ [n]qx - xq[n - Z]q
Q[n - z]q
_ x([nlg +1—[n—1],)
q[n - Z]q

_(A+q")x
B Q[n - z]q

—x1

elde edilir.

DMt — %)% x) = M ((t? — 2tx + x2))
= M (t?,x) — 2xM,! (t, x) + x>

3 [n]gln + 1],x2 [2],[n]qx B ( [n]gx > X
S em-2.n-31, @h-20,m-3, “\gm-21,) "
o, [n]4[n + 14 ~ 2[n], > [2]4[n]gx
=X <q4[n—21q[n—3]q an—-2, )t P2, -3,
bulunur.
3.2.2. Lemma

f € Cg[0, o] igin || M1 (f, x)|| < IIfIl esitsizligi dogrudur[8].
fSpat

Es.2 ve Es.3.2’den
®/a

M2l < =11y Y PG [ @ B A IF @] dgt + oI O]
k=1 0

< IfIM; (2, x) = lIfll

sonucu elde edilir.
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3.2.1. Teorem (P.P.Korovkin Teoremi)

Her n € N igin L,: C[a, b] = C[a, b] seklinde tanimli L, lineer pozitif operatorler dizisi
olsun. Her bir i =0,1,2 icin e;(x) = x* olmak uizere,

Ai_glo”l‘n(ei) — eillciapy =0;i=10,1,2

kosullar1 sagliyor ise bu durumda [a, b] kapal1 aralifinda stirekli ve tiim reel eksende sinirli
olan her f € ([a, b] fonksiyonu icin

Jim (I (f) = fllciap) = 0

dir [19].
3.2.2. Teorem

A>0,(g,),0 < g, < 1ve lim g, = 1 olacak sekilde bir dizi olsun. Bu durumda her f €
n—oo

C, [0, 00) igin {Mg” (f, x)} dizisi f’ye [0, A] tizerinde diizgiin yakinsar[8].
fspat

M, operatoriniin Teorem 3.2.1. ile verilen Korovkin teoreminin sartlarmi sagladigini
gostermeliyiz: x € [0, A] i¢in Lemma 3.2.1 i’den

lim max |MZ"(1,x) — 1| =0

n- 0<x<A

oldugu aciktir. Sonug 3.2.1 1’den,

0< |MZ"(t,x) — x| = |Mgn(t — x,x)|

(1+qy Dx

qnln —2]q,
(1+q7 DA

T daln =2,

bulunur. lim g, = 1 oldugundan, sikistirma teoreminden,

n—-0oo

: dn _ —
im, g2 M 1) = x| = 0

elde edilir. Sonug 3.2.1 ii’den,
0 < |M™(t%x) — x?| = |M"(¢? — x%; x))|
[n]Qn [n + 1]Qn Z[n]Qn

< — + 1| |x]?
q%[n - Z]qn[n - S]qn Cln[n - Z]qn
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214, [, %
q?l[n - Z]qn[n - 3]qn
g n+1l,, 20, )
qn[n_z]qn[ ]qn Qn[n_z]qn-l_ 14
[2]4,[n]q,A

_.|_

q‘?l [Tl - z]qn 3]

elde edilir. lim qn = 1 oldugundan, sikistirma teoreminden,

lim max |[M,"(t?,x) —x%| =0
n—-oo 0<x<A

bulunur.

Boylece Korovkin teoreminin sartlari saglanir ve ispat tamamlanir.
3.2.1. Tanim

8§ >0veWz2 ={g € (g[0,); g, 9"€Cs[0, )} olsun.
f € (g0, o) icin Peetre K-fonksiyoneli asagidaki gibi tanimlanir:

K> (f,8) =inf{llf — gll + 6 llg"ll; geWes}.

f € ([0, o) icin ikinci streklilik modili

wz(f\/_)— sup sup |f(x+2h) —2f(x+h)+ f(x)|

0<hs<V§ 0sx<eo

olarak tanimlhidir. f € Cg[0, o) icin birinci stireklilik modili
w(f,6) = sup _sup [f(x+h)— f(x)]

0<h<V§ 0sx<oo

olarak tanimlidir. Her f € C[0, o) i¢in

K> (f, 8) < Cw,(f,V6)
olacak sekilde bir C> 0 vardir [12].

3.2.3. Teorem

f € C5l0,0) ve 0 < g < 1 olsun. Her bir x € [0, o) igin

MICF, %) = F@)] < Coog (£ G +13@) + 0(f,1(0)),

olacak sekilde bir C > 0 vardir. Burada

(3.4)

(3.5)

(3.6)



@) = MA((E = 2% ) Ve 1 () = (o1 — x|

[TL—Z]q
dir[8].
fspat
Ispat1 yapabilmek icin
= (n]
ML = MU + () — f () (37)

yardimci operatoriinii alalim.

Lemma 3.2.1°den asagidaki esitlik elde edilir:

MI(1,x) =MI(1,x)=1 (3.8)
ve
i _ 4 _ nlgx
M, (t,x) = M,(t,x) +x T (3.9
g € W2 olsun. Taylor formiliint kullanarak
t

900 - g0 =t~ 0g'@) + [ (¢~ v) g" Wydv

X

(3.10)

yazilabilir. Es. 3.10°a M,! operat6riinii uygularsak

t

79(g, ) — g(x) = M f (t - v) 9" (v)dv,x

X

[n]gx
= Mg (f;(t _ 17) g”(v)dv,x) _ f;[n—Z]q ([n]—qx — 'U) g"(v)dv

qn—-2]q
(3.11)
elde edilir. Es. 3.11’in mutlak degerini alip tiggen esitsizligi uygularsak
|15(9,2) = g ()|
[n]gx
t q[n-2]q
< M f(t —v)g"W)dv|,x | + f ‘([n]—qx - v) lg" (v)|dv
- b ' b q[n - Z]q

L g
< M =050 gl +(-25-— x) llg”!

< (1) +12@) llg” |l (3.12)

19
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elde edilir.

Es. 3.7°nin mutlak degerine tiggen esitsizligi uygulanirsa

M5 (f, 0] < [M(f, 0]+ 1 GOl + |f( — >| (3.13)
yazilabilir. Es.3.13’e Lemma 3.2.2 uygulanirsa

|1 (F, )| < 3IIf (3.14)
elde edilir.

Es.3.7, Es.3.8 ve Es.3.9°dan g € W2 icin

|MI(f, %) — F(x)| <

. B [n]gx >_ ‘
W20 - f() +f<—q[n o) 1
< |MI(f — 9.0)| + [M(g, %) — g()| + [g(x) — F(0)| +

| o) - 9]

q[n-2

< 4lf = gl + (0O + )Nl + [f () — £ )|

[n]q_Q[n_z q)x
Q[n_z]q

)

< 4lIf = gl + (@) + R @)llg"ll + o f,
elde edilir. Esitsizligin sag tarafinn her g € W,2 i¢in infimumu alinirsa Es. 3.4’ten

My (f, %) = ()| < 4K (f, v () + 020 + w(f, 12 (6))

bulunur.

Simdi Es. 3.5’1 kullanarak
M(f, %) = £ ()] < Cwp (FA1nG) +03@)) + 0(f, 1 ()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2.4. Teorem

f € Cg[0,00) N Lipyyra,0 < a <1 ve E,[0,00) araliginin herhangi bir sinirlt alt kiimesi

olsun. Bu durumda, x € [0, o) icin

M0 = el = M i (o) + 2 B)) )

esitsizligi dogrudur. Burada M', @ ve f’e bagli bir sabit olsun. x ile E arasindaki uzaklik,
d(x,E) = inf{|t —x|:t € E}
seklinde tanimlidir [8].
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fspat

[0, o) araliginda E kiimesinin kapanis kiimesi E olsun.
d(x, E) = |x — xol

olacak sekilde en az bir tane x, € E vardr.

Ucgen esitsizligini kullanarak,

If (@) = F < 1f(®) = flxo)| + [f(x) = f(x0)]

yazilabilir.

Lip, a tanim1 kullanarak,

|M(f, %) = F(0)| < Ma(If (£) = fxo)|; %) + My (I () = £ (x0); %)
< M'{M(|t — x0]% x) + |x — x0]%}
< M'{M(|t — x|% x) + 2|x — x0|%}

, D2 = 2 ve2 +2 =1 olsun. Holder esitsizligi kullanilarak,
2-a P1 P2

SHILY

P1 =
IMI(f, %) — f(o)| < M'{[M (|t — x|%P1; x) |P2 [ M (1P2, x) P2 + 2(d (x, E))“}

< M'}[M(lt — x|?; x)]% +2(d(x, E))“}

<M y,% (x) +2(d(x, E))“}

ispat tamamlanir.

a-yinct dereceden Lipschitz tip maksimal fonksiyon B. Lenze [13] tarafindan

@o(f,x) = sup lf(t)_—f(x)l,x € [0,00)vea € (0,1] (3.15)

—y|la
t#x, te[0,00) lt—x]|

olarak tanimlanmustir.
Simdi Es. 3.1 ile tanimlanan operatoriin yerel direk tahminini verelim.
3.2.5. Teorem

f €(C5[0,00) ve 0 < a < 1olsun. x € [0, o) igin

IMA(f,%) = f(x)| < @a(f, 072 (%)
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esitsizligi dogrudur [8].
fspat

Es. 3.15 e gore
I (&) = f()] < @ (f, )|t — x|

elde edilir. Bu esitsizlige M, operatorii uygulanirsa

M (f, %) = fF(0)| < Ma(If (®) = FO|, %) < @ (f, )My (It — x|%, x)

elde edilir.

p==ve

QRIN

=1- % icin Holder esitsizligi kullanilirsa,

Q|-

IMI(f,x) — F(O)| < @Ba(f, x)ME(It — x]2,2)2

< @, (f, )y (x)

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
3.2.2. Agirhkh Yaklasim

f, [0, ) iizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger her x € [0, ) i¢in

If ()] < Mp(1 +x?)

olacak sekilde f  fonksiyonuna bagli bir My >0 mevcut ise bu sekildeki tim f
fonksiyonlarinin uzayina agirlikli uzay denir ve bu uzay B,2[0, ) ile gdsterilir. B,2[0, o)
uzay1 lizerindeki norm her f € B,2[0, o) igin

|f ()l
Ifll2 = —
xefo,0) 1 + X

ile tanimlidir. B,2[0,) igindeki tiim siirekli fonksiyonlarin alt uzayir C,z[0,0) ile
gosterilsin. Her f € C,2[0, ) ve her x € [0, ) igin

f(x)

1 = -

n-co 1 4 x?2

limiti mevcut olacak sekildeki tiim f fonksiyonlarin alt uzay1 C [0, o) ile gosterilsin [14].

Simdi Gadjiev’in agirlikli yaklasim teoremini hatirlayalim:
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3.2.6. Teorem

Ly, C,2[0,00) dan B,2[0, o)’ a tammli lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Eger

lim ||L(ey) = exll,z =0, k=012 (3.16)
ise 0 zaman her f € € 2[0, o) i¢in

I [ILn(f) = fll2 = 0

dir [15,16].

Simdi q-Baskakov-Durrmeyer operatorleri i¢in agirlikli yaklagim sonucunu verelim:
3.2.7. Teorem

(qn), 0 < qn < 1ve lim q, = 1 olacak sekilde bir dizi olsun.
n—-oo

Her f € C,2[0, ) igin

lim [[M3* () = f]| .. = 0

dir[8].
fspat

Teorem 3.2.6 nin Es. 3.16 kosullarinin saglandigini géstermeliyiz.

Ai_r)go”MZ"(ek) —e .=0 i=012 (3.17)
oldugunu gosterelim:

k = 0 icin,

||M,C{”(eo) - e()”x2 = 1 oldugu agiktir.

Lemma 3.2.1’1 kullanarak,

|Mq"(t,x) —x|
0 < [[Min(e) — el . = Su n 2

[n]Qn ) X
<|—
- <Qn[n—2]qn 1 xesl%,poo) 1+x2

< (L _ 1) (3.18)

Qn[n_z]qn

n — oo agiderken Es. 3.18 ifadesinin her iki taraftan limitini alinirsa, sikistirma teoreminden
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lim [|M"(e1) — eq] ., = 0

elde edilir. Lemma 3.2.1’den

0 < [Min(e,) — ey, = sup La(E)r]
€

x [0,00) 1+x2
[n]Qn[n+1]lIn ) x? [Z]Qn[n]qn
< —
= (q;*l[n—z]qn[n—3]qn 1 xes[l(];:poo) 1+x2 q%[n—z]qn [n—3lg, x€[0,00) 1+x2

S( [nlg, n+1lq, _1)+ [21gp[]gn (3.19)

anln—2]q,[n-3lq, a3[n-2]q,[n-3lq,
elde edilir. n — oo a giderken Es. 3.19 ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa, sikistirma
teoreminden,

lim [|M"(e2) — ez| . = 0

elde edilir.

Boylece Es. 3.17°de verilen kosul saglanir. Teorem 3.2.6° dan ispat tamamlanir.
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4. IKi DEGISKENI q-BASKAKOV-DURRMEYER TiP
OPERATORLERIN YAKLASIMI

Bu bolimde Ozkan ve Comert [17] tarafindan tanimlanan ve ¢alisilan iki degiskenli g-
Baskakov-Durrmeyer tip operatorleri verilerek, bu operatorlerin Volkov tip dizgln

yakinsaklik ve Gadzhiev tip agirlikli yaklagim teoremleri incelenecektir.
4.1. iki Degiskenli q-Baskakov-Durrmeyer Tip Operatérlerin Tanim ve Ozellikleri
4.1.1. Tanim

11 = [0,7‘1], 12 = [0,7‘2], I = 11 X 12 = [O,Tl] X [O,Tz] 0|SUI’] f € C(I), 0 < ql < 1 ve

0 < g, <1olsun.ny,n, €N, f:[0,00) X[0,0) — R siirekli ve sinirli olsun.

MELELC 9% =~ g 1, D P, 0D R )
k=1 j:

“/a, */a,
[ a [ B OB L6 (6 5)dg, 5y, + P IR (DF(0.0)
0 0

(4.1)

seklinde tanimlanir.
k(k-1) xk
quk( )_[n1+k 1] 2 ————— x€[0,m)

q
a1 1 (1 + )n1+k

qu()—

na,j

;o jg-1) j
[nz +J 1] = y y € [0,0)

j qz 2 (1+ )n2+]

Es. 4.1 de verilen operat0r bir lineer pozitif operatordir [17].

g- Baskakov-Durrmeyer tip operatdrlerinin lineer ve pozitif oldugu gosterilebilir:

Lineerlik: ¢ keyfi reel sabiti f, g € C([0, ) X[0, 0)) keyfi fonksiyonlar1 i¢in
Mgi 7(’112 (Cf(tr S)I X, }’) = [Tl1 z quk (x) z nqzz] (y)

“/a, ®/a,
xf qf"lf q2 quk 1(t)Pq2] ()cf(t,s)dg,sdg, t

0 0



26

+P L (B2, (1)cf(0,0)

= c([ny — 1g,[n2 = 1lq, Z owll,k (x)z Pr?zzj )
=1 =1

“/a “/a,
< [l [ T R OB () (65)dg, g, + PP (0,0)
0 0

= My (F (6, 5);%,y)

seklinde bulunur.

Mgigi((f + g)' X, y) = [ - 1 z quk (X)E PY?ZZJ (y)
OO/A1 OO/A2

< [ a [ TR OO ( + )y,
0 0

+PL (OB, (f + 9)(0,0)

= [n; — 1]q1 [n, — 1]q2 Z Prgll,k(x)z PT?ZZJ )
k=1 =1

“/a, ®/a,
k-1 q1 qz
X] 'h j a P (P 21 (9)f(t,5)dg,sdg, t
0 0
+y = g, [ = 11, )" B2 () )P )
k=1 j=1

00/A1 OO/AZ
<[ a | R ORE, g )y, sdy
0 0

+PI (OPE () £(0,0) + PL, (0P%,(y) 9(0,0)

= M2 (f(t,5); %, y) + MY 22 (g (¢, s); x, )

elde edilir.
Pozitiflik:
f =0 olacak sekilde f € C([0,) X[0,)) alalim. Mgi;’é (f;x,y) =0 oldugunu

gostermeliyiz:



71,92 € (0,1), ny,n, € Nvex,y € [0, ) oldugundan
quk(x) >0ve P,fzz' 7(¥) = 0 olup, g-genellestirilmis integral tanimindan,
M2 (f;2,9) > 0

elde edilir.
Ispatlarda siklikla karsimiza ¢ikacak asagidaki lemmayi verelim.

4.1.1. Lemma

(i) Mz (f(t,);x,y) = My, (My, (f(t,5); 42); 1) + Py o (B2 (7)f (0,0)
(i) M2 (f (£, 9); 6, y) = My, (M7, (f (£,5); 41); 42)+ Pt GO B2, ()£ (0,0)
esitlikleri dogrudur. Burada [17]
My, (f(t,s);q1) =
®/ay
~1],, Z P, (x) f gl BT, (Df (£ 5)dg,t

(4.2)
ve
MY (f(t,5);q5) =
0o OO/AZ
=l =g, ) B20) | a7 P O 5y,
j=1 0
(4.3)
tanimlidir.
fSpat
(i) Es. 4.3 den,
My, (My, (f(t,5); 42); q1) + By () P2, ()£ (0,0)

“/a,

=M, | =100, ) R 0) | a7 B ()6 5)dgsian
j=1 0

+P L OB, ()£ (0,0)

27
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seklindedir. M7 " in lineerliginden

M3 (M3, (f(t,5); 42); 41) + B, () P2, (v) £ (0,0)
®/a,

= nz—uqzzaf;,(w f @l B (5) ME, (F(£ 5); q)dys

P‘“o(x)P"zo(y)f (0,0).
Es. 4.2 den

®/a,
=1n; — 1]@23?22](3’) f qZ qu] 1(5) —1] qulk(x)
j=1

“/a,
X f At Bl (Of (t,5)dg, tdg,s

0
+R{, () PTZ, (1) (0,0)

= Mu 2 (f(t,5);x,y)
elde edilir.
(i) Es. 4.2 den
My, (M3, (f (£, 5); 41); G2)+B o ()P, (v) £ (0,0)

o0 /A1
=M, | Iy =110, Y PIGO) j @ Bl (O (4,5)dg 50,
k=1
+P] ()R, (y)f(0,0)

seklindedir. M;, " nin lineerliginden

My, (M7, (f(t,59); 41); G2) + Bl o () P2, ()£ (0,0)
o ®/a,

= [~ g, ) PG [ a7 PO (OML () 0:)dg ¢
k=1 0

+P1 ()P (»)f(0,0)
Es. 4.2 den
®/a,

= nl—l]qlzpqlk(x)f qt 1Pq1k 1(D[nz — 1] ZPrfzz'j(y)
k=1
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“/a,

xf qg_lszz’j_l(s)f(t,s)dqzsdqlt

0
+P{ ()P, (y)f(0,0)
= M2 (F(t,5); x,¥)

elde edilir.
4.2. ki Degiskenli q-Baskakov Durrmeyer Tip Operatorlerin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda Es. 4.1 ile verilen iki degiskenli q-Baskakov-Durrmeyer operattrlerinin VVolkov

tip diizgiin yakinsaklik teoremi incelenecektir.
4.2.1. Lemma

el -1, el-j(t, s) = tis/; i,j =0,1,2 olmak tiizere Es. 4.1. de tamimlanan operator icin
asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar [17].
(1) Mp272 (ego; %, y) = 1

ninz
i q1.92 . __[n4lgyx
(“) Mnl,nz (810’ X, y) - (I1[n1—2]q1
q1.92 . _ [le]qzy
(“I) Mnl,TLz (801' xi y) - a2 [n2_2]q2
[n1]q, [n1+1]g, x? [2]g,[n1]q, %

(V) Myi2(ea0s %, ¥) =

nyny

q‘f[nl_z]ql[nl_ﬂql q%[n1_2]q1[n1_3]q1

[n2]g, [na+1lg,¥? [2]g,[n21q,¥
Q§[n2_2]q2 [n2_3]q2 q%[nz—z]qz [n2_3]QZ

v) M (eoz x,y) =

ninz
fSpat

(i) e;5(t, s) = t's/ esitliginde i = j = 0 icin ey (t,s) = t°s® = 1 bulunur. O halde,
Lemma 4.1.1 (i) den
My, n,(1; 1,02, %,Y) = My, (M7 (1502); 41) + By () B2, ()

“/a,

=M, | =110, ) B0 | ad RS9 1dgsian
j=1 0
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+P1 (P20 (v)
seklinde yazilabilir. M7, in lineerliginden

My, 7, (1; q1,42,%,Y)

“/a,

(11, Y ) ORI ALAE
Jj=1 0
FB (PRI, ()
/a,

= M3, (L) | [y — 1], P,f;,(y) j I ()dgys
FBT (P, ()

“/a,

— 1]qlzP‘“k(x)f qk 1P‘“k () 1dg,t

“/a,

[n, — 11, 2 B2 (y) f q)! B, (s)dg,s |+ BB ()
j=1 0

X

= [y — 1,y = 11, ) P, () Z P ()
k=1 j=1

“/a, ®/a,

< [ at [ ad T P O 1) da (0 + Pl (R, )
0 0

annz(l; q1, 92, X%, }7) =1
elde edilir.

(ii) e(t,s) = t's/ esitliginde i = 1 ve j = 0 i¢in e;(t,s) = t's® =t bulunur. O halde
Lemma 4.1.1 (ii) den

Mnl,nz(ewi q1,q2, %, Y) = Mle/Z (Mr)fl(elo; q1); q2)+Pq10(x)Pq20(y) e10(0,0)

e1o(t,s) =t icin e1,(0,0) = 0 oldugundan

Mnl,nz(ewi q1,q2, %, Y) = Mle/Z (Mr)fl(elo; q1); CIz)

seklinde bulunur. O halde
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Mnl,nz(emi q1, 92, %,y) = MTJL]Z (Mrjfl(elo; q1); Clz)
[ee] OO/Al

= M?l/z [nl - 1]Q1 z quk(x) f ql 1Pq1k 1(t) t dQlt q:

k=1
yazilabilir. M,JZZ ifadesinin lineerliginden

Mnl,nz(emi 41,92, %,Y)
“/a,
1]CI12PQ1k(x) j ar Tt P (OMy, (1 q3) tdg,t

“/a,
= M2 (10, | [y —1] ZP‘“ (x)f gt BT (0) tdy,t
-1 q1

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den

[nl]qlx _ [nl]qlx
q1lng — 2]q1 q1[ng — 2]q1

My, n,(€10; 41,q2,%,Y) =1

elde edilir.

(iii) ey(t,s) = t's’ esitliginde i = 0 ve j = 1 igin eq;(t,s) = t°s* = s bulunur. O halde
Lemma 4.1.1 (i) den
My, n, (eo1; q1,92,%,y) = Mr’fl(Mr);z (e01; 92); ‘h)"‘quo(X)quo(Y) e1(0,0)
eg1(t,s) = s icin ey,(0,0) = 0 oldugundan
My, n, (€015 G1, 92, %, ) = My (M5, (eo1592); 1)
seklinde bulunur. O halde
Mnl,nz(emi 41,92, %,y) = Mr’fl(Mrjllz (eo1; 42); CI1)
®/a,
= Mz, | [n, - 11, P,?;] ») f PRI () s dgysi 0

yazilabilir. M7 in lineerliginden
My, n, (eo1; 41,92, %,y)
“/a,

= = 10, Y PE0) [l B L) ME (i) s doys
Jj=1 0
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“/a,

=M | o= 1g, ) B20) [ @l B L () 5 dgys
j=1 0

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den

[nz]qzy _ [le]qzy
qz2[n, — Z]qz qz[n; — Z]q2

Mnl,nz(em; q1, 92, %,y) =1

elde edilir.

(iv) ej(t,s) = t's’ esitliginde i = 2 ve j = 0i¢in e,(t,s) = t2s® = t2 bulunur. O halde
Lemma 4.1.1 (ii) den
M, n, (€205 41,92, %, Y) = Mr:)llz (Mrjfl(ezoi q1); QZ)+P1;111,0(X)P1222,0()’) e20(0,0)
e,0(t,s) = t2 icin e,,(0,0) = 0 oldugundan
Mnl,nz(ezoi 41,92, %,y) = MT:)L/Z (Mrjfl(ezo; q1); CIz)
seklinde bulunur. O halde
Mnl,nz(ezoi 41, q2, %, y) = M%/z (Mrjfl(ezo; q1); Q2)
o ®/a,

=M, | [ — 1, Z Prgll,k(x) f qi Prfll,k—l(t) t?dg,t;q;
k=1 0

yazilabilir. M,JZZ in lineerliginden

My, n, (€205 91,92, %,Y)
“/a,

| =100, DB [ al T P OMY () € dg ¢
k=1 0

“/a,

— ML) | = 1lg, ) B [ a7 Bl (0 dyyt
k=1 0

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den

[nl]q [nl + 1]q x2 [Z]q [nl]q X
My, n,(€20; G1,q2,%,y) =1 - - - -
mamz tR20r A qilny — 214,[ny — 31y, @3lng — 214, [y — 31,
[ny]q, [0y + 1]4, %3 [2]4,[n4]q,x

B qf[nl - Z]ql[nl - 3]q1 Qi’[nl - 2]q1[n1 - 3]q1




33

(V) e(t,s) = t's/ esitliginde i = 0 ve j = 2 igin eg,(t,s) = t°s? = s2 bulunur. O halde
Lemma4.1.1 (i) den
M, n, (€025 G1,2,%,¥) = Mit, (M7, (e02; 42); G1)+ By (OB () €92(0,0)
eo2(t,s) = s? igin ey,(0,0) = 0 oldugundan
My, n, (€025 G1, 02, %) = My (M7, (eo2;q2); 1)
seklinde bulunur. O halde
Mnl,nz(eozi 41,92, %,y) = Mr’fl(M%/z (e02; q2); ‘h)
“/a,
= mz, [ [, - 1, qu i) j TPI()5? dyys; ay

yazilabilir. M7 ifadesinin lineerliginden
My, n, (€025 q1, 42, %, Y)
®/a,
=, - 11qZZP,f;,(y) f PRI (5) M, (1 1) 57 dyys
=

/a,
= MZ,(1;q,) [nz—l]qZZP,f;,(y) | a7 R )5 dys
j=1 0
Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den
[nz]q [nz + 1]q x2 [Z]q [nz]q ve )
My, n,(€02; q1, ,x,)=1< - - 2
om0z Qe BT M gfng — 21, = 3lg, @3z — 2lg, [z — 31,

— < [nz]qz[nz + 1]q2x2 + [Z]qz [le]qzx )
qg[nz - Z]qz [n2 - 3]q2 qg [nZ - 2]q2 [nz - 3]q2

seklinde ispat tamamlanir.

4.2.1. Volkov tip yaklasim

Oncelikle, Volkov [18] tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tip

yaklasim teoremini hatirlayalim.



34

4.2.1. Teorem (Volkov Teoremi)

A, R?'de kapali ve smirli bir bdlge, C(A), bu A bolgesinde taniml siirekli ve reel degerli f
fonksiyonlarm kiimesi ve Ly, (f(t,s);x,y),C(A) lzerinde tanimli bir lineer pozitif

operatorler dizisi olsun.

fo=epo(t,s) =1
fi=ep(s)=t
fz =eon(ts)=s
fz = ex0(t,s) + egy(t,s) = t? + s?

olmak uzere, (L, ) lineer pozitif operatérler dizisi
n"lr}lllloo”l‘n,m(ﬁ) - ﬁ”C(A) = 01 l — 0I1I2I3
kosullarini sagliyorsa bu durumda her f € C(A) icin A (izerinde

gerceklenir [18].
Simdi iki degiskenli M2 operatorleri icin Volkov tip bir teorem verelim.
4.2.2. Teorem

0 < qyn,q2n, < 1 0lmak tizere, (qy,,,) Ve (qan,) dizileri,

lim q,, =1, lim g;,, =1 (4.4)

np—oo N2500

kosullarin gercekliyorsa, her f € C(I) igin, {M‘h'q2 (f5 x, y)} operatorler dizisi I Uzerinde

nq,n;

f(x,y) ye diizgiin yakinsaktir[17].
fspat

Bu teoremin ispatt Teorem 4.2.1’den yararlanilarak yapilacaktir. Bunun igin,
hm ||Mnm(ﬁ) ﬁ||C(A) ) i=0,1,23 (4.5)

saglandigini1 gostermeliyiz.

Ayrica C(I) uzayindaki norm tanimindan
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: q1,492 __ — : q1.92 ¢ £. _
o EE = Py = i e G50 =1 1)
yazilabilir.
Lemma 4.2.1 (i) den,
: q1.92 (1. _ —
n1,lrllgl>oo (JrCr,;/a))E([|Mn1jn2 (Lx,y) 1| 0
oldugu agiktir.
Lemma 4.2.1 (ii) ve Es. 4.4 den
[n1]nx [n1]nx_q [n1_2]nx
0 < MBS (62, y) — x| = | | = [T P T
' nq [nl - 2]qn1 qn1 [nl - Z]in

[nl]qnl —qn, [nl - Z]qnl

qn1 [Tl1 - Z]qn1

= |x|

Ucgen esitsizligini kullanarak,

[nl]qn1 —qn, [nl - Z]qn1

0<|MIM2(t;x,y)—x|<r
| | y in [nl - Z]in

nyny

1+ qn, — in(l > qnl)[nl - Z]qn1

=T

! qn1 [nl - z]qnl
< r 1 + qnl in(l - QHI)[nl - Z]qn1
- An, [nl - Z]qn1 dn, [nl - Z]qn1

1+ qy,

=r +r|(1—

! An, [n; — Z]qn1 1|( in)l

elde edilir. Son esitsizlikte esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinir ve n;,n, — o
iken limit alinirsa, sikistirma teoreminden

lim max [M2%2(t;x,v) —x| =0
nl,n2—>oo(x,y)el| n1,n2( ’ ’y) |

bulunur. O halde, M;"’72(¢; x, y), x’e I lizerinde diizgiin yakmnsar.
Lemma 4.2.1 (iii) ve Es. 4.4 ten,
[nz]qnzy — qn, [nz - Z]qnzy

qnz [nZ - 2] an

0 < [MI 2 (s;x,9) —y| =

2

qnz [nZ - 2]qn2

[nz]qn2 — (qn, [nZ - Z]qn2

qnz [nZ - 2]qn2

= |yl

Ucgen esitsizligini kullanarak,
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[nz]qn2 — (qn, [nZ - Z]qn2

Qle [nz - 2]qn2

0< M (s;x,y)—y|<my

1+ an - an(l - an)[nz - Z]qnz
=T
2 qnz [nZ - 2]qn2
< r 1 + qnz + r qnz(l - qnz)[nz - Z]an
-2 An, [nz - z]qnz ? 4n, [nz - Z]qnz
1+qn
= o+l -l

Son esitsizlikte esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinir ve ny,n, — oo iken limit

alinirsa sikistirma teoreminden,

lim max |MZ;;Z§ (s;x,y) — J’| =0

nq,ny—o (x,y)€l

bulunur. O halde, M,/*2(s; x,y) y’ye I iizerinde diizgiin yakinsar.

nqi,ny

Lemma 4.2.1 (iv) ve Es. 4.4°ten,
0 < |Mv2(¢% x,y) — x|

nyn;
B N N P ) P Y P
q;‘{l [nl - 2]qn1 [nl - 3]qn1 qfll [nl - Z]qn1 [nl - 3]

2

in

[malgy, (1 + g, %% = %% (q, [n = 2lg,, [ — 31, )

q#{l [nl - Z]qn1 [nl - 3]qn1

214, [M1]q,, x

+
q?ll [n; — Z]qn1 [ny — 3]qn1

Uggen esitsizligini kullanarak,
0 < |MI¥72(¢% x,y) — x|

nyny

|l s + 11, = (a2, [0 — 214, [0 = 314,

<r
! q;lll [nl - z]qn1 [nl - 3]qn1
[2]q,,. [n1]g,
+1y | Ing - 1 7dny
qn1 [Tl1 - Z]qn1 [nl - 3]qn1
| e It 1, (g, Ins — 214, [y = 31, )
—r _

q‘;’l-ll [Tl1 - Z]qn1 [nl - 3]qn1 Q;Lll [Tl1 - Z]qn1 [nl - 3]qn1
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[Z]qn1 [nl]qn1

q‘;?)ll [Tl1 - 2]qn1 [nl - B]in

+r1

Son esitsizlikte esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinir ve nq,n, — oo iken limit
alinirsa, sikistirma teoreminden

lim max |[MI%2(t2; x,9) —x%| =0
n1rn2—’°°(x,Y)EI| nl,nz( ’ ,}/) |

bulunur. O halde M,‘{;_',‘ij (t?%;x,y) , x?’ye I lizerinde diizgiin yakinsar.

Lemma 4.2.1 (v) ve Es. 4.4 ten,
0 < MEE(%x,3) — )

nqin
_ [nZ]an [nz + 1]qn2y2 n [Z]qn2 [nz]qnzy _ y2
Qﬁz [n, — Z]qn2 [n, — 3]qn2 qu [n, — Z]qnz [n, — 3]qn2
| malg,, e + 11,92 = 2 (0, Inz = 21, [n2 - 31,
P ¢ (A P
Qrslz [n, — Z]qn2 [n, — 3]qn2
licgen esitsizligini kullanarak,
0 < [Myie(s%x,y) = ¥?|
(M2l g,, 2 + 1y, — (a8, [0z = 21g,, [n2 = 314,
< 1,2 :
An, [nz - Z]qn2 [nz - 3]qn2
[Z]qn2 [nz]qn2
+1ry |
an [nZ - Z]an [nz - 3]Qn2
| e le 1, (gt [nz — 2lg,, [n2 — 31, )
2 q;liz [nz - Z]qnz [nZ - 3]qn2 q;’tz [nz - Z]qn2 [nz - 3]qn2
[Z]qn2 [nz]qn2
+1, |
an [nz - Z]an [nz - 3]qn2

Son esitsizlikte esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinir ve n4,n, — oo iken limit
alinirsa, sikistirma teoreminden

: qd1.492 (2. 2| —
lim max |Mn1n2(s ;X V) —y | =0
ny,ny— (x,y)€l ’
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bulunur. Buradan da Mv42

nims (s x,y) I Uzerinde y*‘ye diizgiin yakmsar. Es.
4.5 ile verilen tiim kosullar saglandigindan
Her f e c() icin, (Mi“2(f;x,y)) operatdrler dizisi I uzerinde f(x,y) ye diizgin

nyny

yakinsaktir.
4.2.2 Agirhkh Yaklasim

[k 6nce agirlikli uzay tanimlarini hatirlayalim:

p:[0,0) X [0,00) = R, p(x,y) = 1 + x* + y? iki degiskenli agirlik fonksiyonu olsun. B,
ile [0, 0) X [0, o) Uzerinde tanimli her (x,y) € [0,0) X [0, ©) i¢in

|f Ce, M| < Mep(x,y), My >0

sartin1 saglayan reel degerli fonksiyonlarin uzay1 gosterilsin. C, ise B, nun tim strekli f

fonksiyonlarinin alt uzayini gostersin.

C, ve B, uzaylari iizerindeki norm her f € C, (veya B, ) icin

1fll, = sup L&

x,y=0 p(x,y)

olarak tanimlidir.

Cy ile de
L)
im

V2 yZ-0 P(X,Y)

olacak sekildeki bitlin f fonksiyonlarinin C, igindeki alt uzay1 gosterilsin.

< o

Gadzhiev [15,16] asagidaki agirlikli yaklasim sonuglarini vermistir.
4.2.2. Lemma

{Lnl'nz}nl,nzeN' C, dan B, ‘ya tamiml herhangi bir lineer pozitif operatorlerin dizisi olsun.
Bu durumda
@], <

olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1 mevcuttur.



4.2.3. Teorem

fo=-epo(t,s) =1,fi = e o(t,s) =t,f, =ep(t,s) =5,

fs = ex0(t,5) + ega(t,s) = t2 + s% , iki degiskenli test fonksiyonlar, {L,, ,}

dan B, ‘ya lineer pozitif operatorlerin herhangi bir dizisi olsun. Eger {Ln an}

lim WmmUD—ML=0J=0$Z3

ninz—>©

sartlarini saglar ise bu durumda her f € €7 icin

lim ” nl,nz(f) _f”p =0

niny;—

limiti dogrudur [15,16].

{an 1}n oy Ve {bnz}n o reel say1 dizileri
1 2

lim a, =

nq{—0

lim b, = o

Nny—00

limitleri saglansin. Ianlvbnz ile

={(x,y):0<x<a,, 0<y<b,}

anq,bn,
ile taniml1 bolge gosterilsin.
Asagida tanimlanan lineer pozitif operatdrii ele alalim.
M2 (f (it 5); %, %),

41,92 . =
Mn1 nz(f(t’ $);%,Y) { f(xy),

4.2.4. Teorem
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C
nl,nZEN p

nl,nZEN

(4.6)

(x,y) € la, b, ise

(%, ) & la, p,, ise

4.7)

0 < q1n,) 92, < 10Imak lizere {Q1,n1} ve {QZ,nz} Es. 4.4 ile verilen kosulu saglayan diziler,

{M 1.1z, nz} Es. 4.7 ile tanimli lineer pozitif operatorlerin dizisi olsun. Her f € C, 9icin

nq,ny

lim ”M‘hnl ‘hnz(f) _f”p —

nyny—oo!l M2

limiti vardir.
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fspat

Manl:CIz,nz
nq,n;

Lemma 4.2.1i dikkate alarak,

operatoriinin C, dan B, ‘ya bir operatdr oldugunu gostermeliyiz.

| ~Cl1n1an2( )” |M‘Zizlqzn2(1+t2+52;x:y)|

su
N1n2 x’yfo 1 + xz + yz

1. |1+ My 72 (62, x, ) + My, 272 (52, x, )|
< sup
(4)Elan, by, 1+x%+y?

[n4] [ny +1],.  x?
S 1 + Sup 1 Ch,nl 1 Ch,nl

1+
(x,y)EIanll;an 1+x*+ yz [ Qf,nl [nl - 2]q1,n1 [nl - 3]q1‘n1

2

[Z]QLnl [nl](h,nlx [nZ]qZ,nz [nZ + 1]6]2‘n2y
3

ql,n1 [nl A Z]ql‘n1 [nl - 3]q1‘n1 Q§,n2 [nz - Z]Clz,nz [nz - 3]q2’n2

+ [Z]QZ,nz [nZ]QZ,nzy
QS,nz [n2 - z]qz_n2 [nz - 3]q2_n2
< 1 + [nl]Q1,n1 [nl + 1]QI,Tl1 [Z]QLnl [nl]‘h,nl

qi},nl [nl = 2]‘11,n1 [n1 - 3]Q1,n1 q%nl [nl - Z]QLnl [nl . 3]‘11,n1

[nZ]qzan [nZ + 1]q2’n2y2 [Z]CIZJnZ [nZ]qZany

qg,nz [nZ - Z]QZ,nz [nZ - 3](]2'112 q%,nz [nZ - Z]QZ,nz [nZ - 3]‘12,n2

< 8.

dinq»

Boylece fVVInl:n2 92n2 C, dan B, ‘ya bir lineer operatordiir. Ispatin kalam i¢in Es. 4.6’y1

saglamak yeterlidir.

fo = ego(t,s) = 1ligin
lim 177,52 (fo3.) = foll | =0 (4.8)

Nq,Ny—>00

oldugu agiktir.

Lemma 4.2.1°1 dikkate alarak,

|MQ1,n1'QZ,n2 (t; X, y) _ x)l

nqiny

q q
I, 5 i) = Al = swp =2

[nl]fh,nl 1 sup X
B Q1,n, [nl - 2]‘11,711 (x‘y)EIanl'bnz 1+x%2+ y2




_ [711]q1,n1 _1
q1n, [n; — Z]qml
(4.9)
Es. 4.9’dan
im | () = £l =0 (4.10)
elde edilir.
Benzer sekilde,
im (R (0~ ff] =0 (4.12)
bulunur. Ayrica Lemma 4.2.1 dikkate alinarak,
[#70s" (fss ) = fall
g P %0y) — ()]
X,y>0 1+ x2 + y?
[n1]qun1 [n; + 1]q1_n1 _1 o x?
B Qf,nl [n; — Z]qm1 [n; — 3]q1,n1 (.3)Elay, b, 1+ x2 +y?
i (214, ,,, [M1]gy p, sup x
Ain, [ — 2lg,, [n —3q,,., @Y)€lap by, L T x2% 4+ y?
["2]qZ,,12 [n, + 1]q2_n2 _1 sup y2
Ao, [Nz — 2] gyn, M2 = 3lg, . @Y)€lap by, L T x? + y?
i (24, [M2] g, 0, sup y
Az, M2 = 2lq,,, (M2 = 3lg,,, @yIElay, by, 1+ %2+ Y2
N e R [2]g,, [M1] gy,
B Qf,nl [n; — Z]qm1 [n; — 3]q1,n1 Qinl [ny, — 2]q1.n1 [n, — 3]q1,n1
[Malgyn, (M2 + gy, N [2]g,,,[M2]g,,
qg,nz [n, — Z]qz,n2 [n, — 3]q2‘n2 qg,nz [n, — 2]q2.n2 [n, — 3]q2’n2
(4.12)
elde edilir. Es. 4.12°den
dim [ () = £l =0 (4.13)

bulunur. Es. 4.8, Es. 10, Es. 4.11 ve Es. 4.13’ten Teorem 4.2.3’{lin hipotezleri saglanir.

Boylece her f € Cg icin

41
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lim ||MQ1,n1:QZ,n2 (f) _ f”p =0

nyny—oe! M2

elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde, tek ve iki degiskenli q- Baskakov-Durrmeyer tip operatorlerin yaklasim 6zellikleri
calisilmistir. Teorem 3.2.2°de tek degiskenli operatorlerin diizgiin yakinsakligi Korovkin tip
bir teorem ile aragtirllmistir. Teorem 3.2.3°te tek degiskenli operatorlerin yakinsama orani
ikinci siireklilik modiilii yardimi ile hesaplanmigtir. Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5°te
Lipschitz sinifindan fonksiyonlar i¢in tek degiskenli operatorlerin lokal yaklasim sonuglari
verilmistir. Teorem 3.2.6’da tek degiskenli operatorler i¢in Gadzhiev tip agirlikli yaklasim
teoremi verilmistir. Teorem 4.2.2° de iki degiskenli operatdrlerin diizgiin yakinsakligi

Volkov tip bir teorem ile arastirilmistir.

Son olarak Teorem 4.2.4°te iki degiskenli operatorlerin Gadzhiev tip agirlikli yaklagim

teoremi incelenmistir.

Ozetle, bu tezde Agrawal ve Kumar[8] ve Ozkan ve Cémert [17] tarafindan tanimlanan ve
caligilan sirasiyla tek ve iki degiskenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operatorlerinin yaklagimi

arastirilmastir.






10.

11.

12.

13.

14.

45

KAYNAKLAR

Agrawal, P. N., & Thamer, K. J. (1998). Approximation of unbounded functions by a
new sequence of linear positive operators. Journal of mathematical analysis and
applications, 225(2), 660-672.

Gupta, V. (2008). Some approximation properties of g-Durrmeyer operators. Applied
Mathematics and Computation, 197(1), 172-178.

Gupta, V., & Abel, U. (2004). Rate of convergence of bounded variation functions by a
Bézier-Durrmeyer variant of the Baskakov operators. International Journal of
Mathematics and Mathematical Sciences, 2004(9), 459-468.

Phillips, G. M. (2003). Bernstein Polynomials. In Interpolation and Approximation by
Polynomials (pp. 247-290). New York, NY Springer.

Gupta, V., & Heping, W. (2008). The rate of convergence of q-Durrmeyer operators for
0< g< 1. Mathematical methods in the Applied Sciences, 31(16), 1946-1955.

Gupta, V., & Aral, A. (2011). Some approximation properties of g-Baskakov—
Durrmeyer operators. Applied Mathematics and Computation, 218(3), 783-788.

Gupta, V., & Radu, C. (2009). Statistical approximation properties of g-Baskakov-
Kantorovich operators. Open Mathematics, 7(4), 809-818.

Agrawal, P. N., Gupta, V., & Kumar, A. S. (2014). Generalized Baskakov—Durrmeyer
type operators. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (1952-), 63(2), 193-209.

Hacisalihoglu, H. ve Haciyev, A. (1995). Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakligi,
Ankara: A.U. Fen Fakiiltesi Yayinlari, 1-20.

Kac, V., Cheung, P. (2002). Quantum Calculus, Newyork: Springer, 1-85.

De Sole, A., Kac, V.G. (2005). On integral representations of g-gamma and g-beta
functions. Rendiconti di Matematica Accademia Lincei Series (9) 16(1), 11-29.

DeVore, R. A., & Lorentz, G. G. (1993). Constructive approximation (Vol. 303).
Springer Science & Business Media.

Lenze, B. (1988, January). On Lipschitz-type maximal functions and their smoothness
spaces. In Indagationes Mathematicae (Proceedings). North-Holland. Vol. 91, No. 1,
pp. 53-63.

Aral, A., & Gupta, V. (2012). On the q analogue of Stancu-Beta operators. Applied
Mathematics Letters, 25(1), 67-71.



46

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Gadzhiev, A. D. O. (1974). The convergence problem for a sequence of positive linear
operators on unbounded sets, and theorems analogous to that of PP Korovkin.
In Doklady Akademii Nauk (Vol. 218, No. 5, pp. 1001-1004). Russian Academy of
Sciences.

Gadjiev, A. D. (1976). Theorems of the type of PP Korovkin’s theorems. Mat.
Zametki, 20(5), 781-786.

Ozkan, E. Y. ve Coémert, B. (2020, 29-31 EKim). /ki Degiskenli g-Baskakov-Durrmeyer
Tip Operatorler, II. Uluslararast 29 Ekim Bilimsel Arastirmalar Sempozyumunda
sunuldu, Ankara, Turkiye.

Volkov, V. I. (1957). On the convergence of sequences of linear positive operators in
the space of continuous functions of two variables. In Doklady Akademii Nauk (Vol.
115, No. 1, pp. 17-19). Russian Academy of Sciences.

Korovkin, P. P. (1953). On convergence of linear positive operators in the space of
continuous functions. In Dokl. Akad. Nauk SSSR Vol. 90, No. 953, pp. 961-964.

Bayraktar, M., (2006). “Fonksiyonel Analiz”, Ankara: Gazi Kitapevi, 85-86.
Balci, M. (1997). Matematik analiz: cilt 1. Ankara. Balc1 yaynlar.

O'Searcoid, M. (2006). Metric spaces.lreland. Springer Science & Business Media.



GAZI GELECEKTIR,..



