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ÖZET 

Bu tezde Agrawal ve Kumar[8] tarafından tanımlanan ve çalışılan q-Baskakov-Durrmeyer 

tip operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Bu operatörlerin Korovkin tip 

yaklaşım teoremi ve yakınsama oranlarını tahmin eden bazı teoremler incelenmiştir ve bu 

operatörlerin ağırlıklı yaklaşım teoremi verilmiştir. Ayrıca Özkan ve Cömert[17] tarafından 

tanımlanan ve çalışılan iki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerinin Volkov tip 

düzgün yakınsaklık ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremleri incelenmiştir.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamaları ile aşağıda sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

𝑳𝒏(𝒇; 𝒙)    𝑛 ∈ ℕ  olmak üzere bir operatör dizisi 

𝑴𝒏(𝒇; 𝒙)    q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörler dizisi 

𝑴𝒏(𝒇; 𝒒, 𝒙)    q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörler dizisinin 

     q-analoğu 

𝑴𝒏(𝒇; 𝒒𝟏, 𝒒𝟐, 𝒙, 𝒚)   İki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer tip 

     operatörler dizisinin q-analoğu 

∁[𝒂, 𝒃]     [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında tanımlı ve sürekli tüm reel 

     değerli fonksiyonların uzayı 

(𝒇𝒏)     𝑛 ∈ ℕ  olmak üzere bir fonksiyon dizisi 

𝝎(𝒇; 𝜹)    𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü 

𝝎(𝒇; 𝜹𝟏, 𝜹𝟐)    İki değişkenli f fonksiyonunun süreklilik modülü 

‖𝒇‖∁[𝒂,𝒃]    𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  ‖𝑓‖∁[𝑎,𝑏] 𝑚𝑎𝑥
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| ile tanımlanan  

     norm 

𝑲(𝒇, 𝜹)    𝑓 fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli 

B (𝜶, 𝒓)    Beta fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

 

Agrawal ve Thamer [1], [0, ∞) aralığında integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşan 

𝑀𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) = [𝑛 − 1] ∑ 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) ∫ 𝑃𝑛,𝑘−1(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + (1 + 𝑥)−𝑛

∞

0

∞

𝑘=1

𝑓(0) 

           (1.1) 

olarak verdikleri Baskakov-Durrmeyer tip operatörleri tanımlamışlardır. Bu operatörlerin 

tanımında  

𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘(1 + 𝑥)−(𝑛+𝑘)  

gösterimi kullanılmıştır. Eş.1 ile tanımlı Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin yakınsama 

oranı Gupta [2] tarafından çalışılmıştır. Akabinde, Gupta ve Abel [3] Eş. 1’deki operatörün 

Bezier-Durrmeyer varyantını ele alarak sınırlı salınımlı fonksiyonlar için yakınsama oranı 

elde etmişlerdir. 

 

Phillip’in [4] q-Bernstein polinomlarını tanımlaması ile q-calculus yaklaşım teorisinde ilgi 

duyulan bir çalışma alanı olmuştur. Durrmeyer operatörlerinin q- analoğu Gupta ve Heping 

[5] tarafından tanımlanmış ve yakınsama oranı verilmiştir. Bu çalışmaya ilave olarak Gupta 

[2] q-Durrmeyer operatörlerinin bazı yaklaşım özelliklerini incelemiştir.  

 

Son zamanlarda, q-Baskakov operatörleri ve onun Kantorovich ve Durrmeyer varyantları 

Aral-Gupta [6] ve Gupta-Radu [7] ikililerinin çalışmalarıyla ele alınmıştır.  

q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörler Agrawal ve Kumar[8] tarafından [0, ∞) aralığında 

sürekli ve sınırlı 𝛾 > 0  ve 𝑡 → ∞ iken 𝑓(𝑡) = 𝑂(𝑡)𝛼 şartını sağlayan reel değerli 𝑓 

fonksiyonları için  

Mn
q(𝑓(𝑡); 𝑥) = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

∞

𝑘=1

𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 + 𝑃𝑛,0

𝑞 (𝑥)𝑓(0) 

           (1.2) 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝑞 < 1, 𝑥 ∈ [0, ∞) için  

𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) = (

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
𝑞

𝑞
𝑘(𝑘−1)

2
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘 

notasyonu kullanılmaktadır. 𝑞 → 1 iken Eş.2 ile verilen q-Baskakov-Durrmeyer tip operatör, 

Eş.1 ile verilmiş Baskakov- Durrmeyer tip operatöre indirgenir.  
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Bu tezde Agrawal ve Kumar [8] tarafından tanımlanan tek değişkenli ve Özkan ve Cömert 

[17] tarafından tanımlanan iki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin yaklaşım 

özellikleri araştırılmıştır.  

 

Tezin birinci bölümünde tezin konusuyla ilgili literatürdeki çalışmalardan bahsedilerek teze 

giriş yapılmıştır. Tezin ikinci bölümünde tezin anlaşılmasını kolaylaştıracak bazı temel 

kavramlar sunulmuştur. Üçüncü bölümde Agrawal ve Kumar [8] tarafından tanımlanan tek 

değişkenli q- Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin tanımı ve özellikleri verilerek, bu 

operatörlerin yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Dördüncü bölümde Özkan ve Cömert [17] 

tarafından tanımlanan iki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin tanımı ve 

özellikleri verilerek bu operatörlerin Volkov tip düzgün yakınsaklık teoremi ve Gadzhiev tip 

ağırlıklı yaklaşımı incelenmiştir. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

 

Tezin içeriğindeki birçok teoremin daha anlaşılır olması açısından aşağıdaki tanım ve 

teoremleri hatırlatalım. 

 

2.1.Lineer Pozitif Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

 2.1.1. Tanım 

 

 𝑋 ve 𝑌 iki lineer fonksiyon uzayı olarak verilsin. Eğer 𝑋 den alınan herhangi bir 𝑓 

fonksiyonuna 𝑌 de bir 𝑔 fonksiyonu karşılık getiren 𝐿 kuralı var ise buna 𝑋 uzayında bir 

operatördür denir ve bu operatör  𝐿(𝑓, 𝑥) = 𝑔(𝑥) [9] şeklinde gösterilir. 

 

Burada 𝐿(𝑓; 𝑥) = 𝐿(𝑓(𝑡); 𝑥) olmak üzere 𝐿 operatörü 𝑓 fonksiyonunun bağlı olduğu 

𝑡 değişkenine göre uygulanmaktadır. Sonuç olarak 𝑥 değişkenine bağlı bir fonksiyon elde 

edilir. 

 

Bundan dolayı 𝑥 değişkeni 𝐿 operatöründe sabit gibidir ve 𝐿(𝑓(𝑥); 𝑥) = 𝑓(𝑥)𝐿(1; 𝑥) 

şeklinde yazılabilir. 

2.1.2. Tanım 

 

 X ve Y lineer fonksiyon uzayları olmak üzere, 

𝐿: 𝑋 → 𝑌 

şeklinde tanımlı 𝐿 operatörü verilsin. Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋 ve 𝛼1 , 𝛼2 ∈  ℝ için, 

𝐿(𝛼1𝑓 + 𝛼2𝑔 ;  𝑥) = 𝛼1𝐿(𝑓; 𝑥) +  𝛼2𝐿(𝑔; 𝑥) 

koşulunu sağlıyorsa, 𝐿 operatörüne lineer operatör denir[9]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

Eğer bir 𝐿 operatörü pozitif değerli fonksiyonu yine pozitif değerli bir fonksiyona 

dönüştürüyor ise; yani 𝑓 bir fonksiyon ve 𝐿 bir operatör olmak üzere, 𝑓 ≥ 0 olduğunda 

𝐿 (𝑓; 𝑥)  ≥ 0 
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oluyorsa, 𝐿 operatörüne pozitif operatör denir. 

 

Hem lineerlik hem pozitiflik şartını sağlayan operatöre lineer pozitif operatör denir. [9]  

 

2.1.1. Lemma 

 

 Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani 𝑓 ≤ 𝑔  ise 𝐿( 𝑓)  ≤ 𝐿(𝑔) eşitsizliği 

sağlanır[9]. 

 

İspat 

 

 Kabul edelim ki, 𝑓 ≤ 𝑔   olsun. Bu durumda, 𝑔 − 𝑓 ≥ 0  olduğu için ve 𝐿 pozitif operatör 

olduğundan, 

𝐿(𝑔 − 𝑓) ≥ 0          (2.1) 

şeklinde yazılabilir. Öte yandan, 𝐿 operatörü lineer olduğundan, 

𝐿(𝑔 − 𝑓) = 𝐿(𝑔) − 𝐿(𝑓) 

elde edilir. Bunun Eş. 2.1’ de kullanılmasıyla 𝐿(𝑔) − 𝐿(𝑓) ≥ 0  ise 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔) bulunur.  

 

2.1.2. Lemma 

 

 𝐿 bir lineer pozitif operatör ise aşağıdaki eşitsizlik sağlanır, 

|𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|). 

 

İspat 

 

 Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için,   

−|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓|         (2.2)  

olarak yazılabilir.  𝐿 operatörünün lineerlik, monotonluk özelliğinden ve Eş. 2.2 ‘den, 

𝐿(−|𝑓|) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(|𝑓|) 

yazılabilir. Bu ise, 

|𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|) 

olduğunu gösterir [9]. 
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2.1.4. Tanım 

 

 𝑛 ∈  ℕ olmak üzere, 𝑓𝑛(𝑥) ifadesine bir fonksiyon dizisi denir. (𝑓𝑛) ile gösterilir[21]. 

 

2.1.5 Tanım 

 

 𝑛 ∈  ℕ olmak üzere, 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) e bir operatör dizi denir ve (𝐿𝑛) ile gösterilir[20]. 

 

2.1.6. Tanım 

 

 [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde sürekli ve reel değerli fonksiyonlardan oluşan kümeye 

𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı denir. Bu uzay, 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlanan ‖∙‖𝐶[𝑎,𝑏] normu ile normlu bir uzaydır[20]. 

 

2.1.7. Tanım 

 

 (𝑓𝑛), 𝐶[𝑎, 𝑏] içinde bir fonksiyon dizisi olsun. Eğer her x ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛‖𝐶[𝑎,𝑏] = lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

şartı sağlanıyor ise (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında, 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır denir[20]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

 𝐼 = [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] olmak üzere, ∁(𝛪), I üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonlar 

uzayı olsun. ∁(𝛪) 

 ‖𝑓‖𝐶(𝐼) = max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑓(𝑥, 𝑦)|  

normu ile bir Banach uzayıdır[20]. 

 

2.1.9. Tanım 

 

(𝑓𝑛1,𝑛2
), 𝐶(𝐼) üzerinde bir fonksiyon dizisi olmak üzere, 
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lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑓𝑛1,𝑛2
− 𝑓‖

𝐶(𝐼)
= lim

𝑛1,𝑛2→∞
max

(𝑥,𝑦)∈𝐼
|𝑓𝑛1,𝑛2

(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| = 0 

koşulu sağlanıyor ise (𝑓𝑛1,𝑛2
)  fonksiyon dizisi 𝛪 üzerinde 𝑓‘ye düzgün yakınsaktır denir[20]. 

 

2.1.10. Tanım 

 

𝑓 ∈ ∁[𝑎, 𝑏] olsun. Herhangi bir 𝛿 > 0 için 

𝜔(𝑓; 𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|                (2.3) 

ile tanımlanan 𝜔(𝑓; 𝛿) ifadesine 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir[9]. 

 

2.1.11. Tanım 

 

(𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) herhangi iki reel sayı dizisi, 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞ ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olacak şekilde 𝑝 ve 𝑞 

iki sayı olsun. Eğer  

∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1  ve ∑ |𝑦𝑛|𝑞∞

𝑛=1  serileri yakınsaksa,  

∑|𝑥𝑛𝑦𝑛| ≤

∞

𝑛=1

(∑|𝑥𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝⁄

(∑|𝑦𝑛|𝑞

∞

𝑛=1

)

1
𝑞⁄

 

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir. Burada 𝑝 = 𝑞 = 2 alınırsa, bu eşitsizlik Cauchy-

Schwarz eşitsizliği olarak bilinir [9]. 

 

2.1.12. Tanım 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 1 olmak üzere; 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼 

Koşulunu sağlayan fonksiyonlara Lipschitz sınıfından fonksiyonlar, 𝑀 ye de Lipschitz sabiti 

denir ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ile gösterilir [22]. 

 

2.2. q-Analiz’in Temel Kavramları  

 

Bu kısımda q-analiz’in temel kavramlarını hatırlayalım. Ayrıntılı bilgiler [10] referanslı 

kaynakta bulunabilir. 
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2.2.1 Tanım 

 

 𝑞 > 0 olmak üzere negatif olmayan herhangi bir 𝑛 tamsayısı için 𝑛’nin q-analoğu, 

[𝑛]𝑞 = {
𝑞𝑛−1

𝑞−1
     ,   𝑞 ≠ 1

𝑛             ,   𝑞 = 1 
                                                      (2.4) 

olarak tanımlanır [10]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

 𝑛 ≥ 𝑟 ≥ 0 olmak üzere, q-faktöriyel 

[𝑛]𝑞! ={
[1]𝑞 [2]𝑞 … [𝑛]𝑞     , 𝑛 = 1,2, …

1                        , 𝑛 = 0
      (2.5) 

 olarak ifade edilir. Ayrıca q-binom katsayısı 

[
𝑛
𝑟

]
𝑞
=   

[𝑛]𝑞!

[𝑛−𝑟 ]𝑞!  [𝑟]𝑞!  
         (2.6) 

olarak ifade edilir ve 𝑞 = 1 durumunda ifadenin klasik binom katsayısına indirgendiği Eş. 

2.3’ten açıktır [10]. 

 

2.2.3. Tanım 

 

Gamma ve Beta fonksiyonları Euler tarafından sırasıyla 

Γ(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1∞

0
𝑒−𝑥𝑑𝑥,                        𝑡 > 0      (2.7) 

ve  

Β(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑥𝑡−1(1 − 𝑥)𝑠−1𝑑𝑥, 𝑠, 𝑡 > 0
1

0
      (2.8)                                            

olarak tanımlanmıştır. Bu iki fonksiyon için aşağıdaki özellikler sağlanmaktadır: 

(i) Γ(𝑡 + 1) = 𝑡Γ(t),        (2.9) 

(ii) Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!, 𝑛 = 1,2,3, …      (2.10) 

(iii) Β(𝑡, 𝑠) =
Γ(t)Γ(s)

Γ(t+s)
.        (2.11) 

𝑡 > 0 için q- gamma fonksiyonu  

г𝑞(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1∞

0
𝐸𝑞

−𝑞𝑥𝑑𝑞𝑥,        (2.12) 

Burada 𝐸𝑞
𝑞𝑥, klasik 𝑒𝑥 üstel fonksiyonunun q-analoğunu göstermektedir ve  

𝐸𝑞
𝑞𝑥 = ∑ 𝑞

𝑗(𝑗−1)
2⁄ 𝑥𝑗

[𝑗]𝑞!

∞
𝑗=0         (2.13) 
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serisi ile tanımlıdır. 

 

Ayrıca, 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑞𝑥 = ∑ (1 − 𝑞)𝑓(𝑞𝑗)𝑞𝑗

∞

𝑗=−∞

∞

0

 

dir. 

 q- gamma fonksiyonu aşağıdaki iki özelliği sağlamaktadır. 

 

(i) г𝑞(𝑡 + 1) = [𝑡]г𝑞(𝑡)       (2.14) 

                          

(ii) г𝑞(𝑡 + 1) =  [𝑡]!.              (2.15)                                                                        

 

𝑡, 𝑠 > 0 için 𝑞-beta fonksiyonu  

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑥𝑡−1(1 − 𝑞𝑥)𝑞
𝑠−1𝑑𝑞𝑥

1

0
       (2.16) 

olarak tanımlıdır. 

 

q-Beta fonksiyonu için aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(i) 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛 + 1) =
1−𝑞𝑛

1+𝑞𝑡+𝑛 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛), 𝑡 > 0, 𝑛 = 1,2, …   (2.17) 

(ii) 𝐵𝑞(𝑡, 1) =
1

[𝑡]𝑞
,        (2.18) 

(iii) 𝐵𝑞(𝑡, 𝑛) =
(1−𝑞)(1−𝑞)𝑞

𝑛−1

(1+𝑞𝑡)𝑞
𝑛 .       (2.19) 

 

q-gamma ve q-beta fonksiyonları arasındaki ilişki 

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) =
Γ𝑞(𝑡)Γ𝑞(𝑠)

Γ𝑞(𝑡+𝑠)
         (2.20) 

eşitliğiyle bilinmektedir [10]. 

 

2.2.4. Tanım 

 

 𝐴 > 0 olmak üzere, q-genelleştirilmiş integral 

∫ 𝑓(𝑥)
∞/𝐴

0
𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞) ∑ 𝑓 (

𝑞𝑛

𝐴
)

𝑞𝑛

𝐴
∞
𝑛=−∞       (2.21) 

olarak tanımlanır. 
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Ayrıca, q-Beta integral 

𝐵𝑞(𝑡, 𝑠) = 𝐾(𝐴, 𝑡) ∫
𝑥𝑡−1

(1+𝑥)𝑞
𝑡+𝑠

∞/𝐴

0
 𝑑𝑞𝑥      (2.22) 

olarak tanımlanır. 

 

Burada, 𝐴 > 0 için, 

𝐾(𝐴, 𝑡 + 1) =  𝑞𝑡 𝐾(𝐴, 𝑡)        (2.23) 

ve 

 𝐾(𝐴, 𝑡) =
1

𝐴+1
𝐴𝑡 (1 +

1

𝐴
)

𝑞

𝑡
(1 + 𝐴)𝑞

1−𝑡 

şeklinde tanımlanır [11]. 

2.2.5. Tanım 

q-Binom formülü ise, 

(𝑥 + 𝑎)𝑞
𝑛 = ∑ [

𝑛
𝑗 ]

𝑞
𝑞

𝑗(𝑗−1)

2

𝑛

𝑗=0

𝑎𝑗𝑥𝑛−𝑗 

olarak tanımlanır [10]. 

(𝑥 + 𝑎)𝑞
𝑛 = ∏(𝑥 + 𝑞𝑗𝑎)

𝑛−1

𝑗=0

 

notasyonu q-Pochammer sembolü olarak bilinmektedir. 
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3. q-BASKAKOV-DURRMEYERTİP OPERATÖRLERİN YAKLAŞIMI 

 

3.1. Tek Değişkenli Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri 

 

∁𝐵[0, ∞) ile [0, ∞) üzerinde tanımlı reel değerli, sürekli ve sınırlı fonksiyonların kümesi 

gösterilsin. 𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) için ∁𝐵[0, ∞) üzerindeki norm aşağıdaki gibi tanımlanır. 

‖𝑓‖ = sup
0≤𝑥≤∞

|𝑓(𝑥)| 

𝑛 ∈ Ν, 0 < 𝑞 < 1 ve 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, ∞) ≔ {𝑓 ∈ ∁[0, ∞): 𝑓(𝑡) = 𝑂(𝑡𝛾), 𝑡 → ∞ 𝑣𝑒 𝛾 > 0} olsun.  

 

3.1.1. Tanım 

 

𝑞 ∈   (0,1), 𝑛 ∈ ℕ olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, ∞) için, 

𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞
(𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1𝑃𝑛,𝑘−1

𝑞 (𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡 +

∞
𝐴⁄

0

∞

𝑘=1

 

                     +𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥)𝑓(0)        (3.1) 

 

şeklinde tanımlanan operatöre q-Baskakov-Durrmeyer tip operatör denir.  

Burada verilen 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) ifadesi aşağıdaki gibi gösterilir, 

𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) =  [

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

]
𝑞

𝑞
𝑘(𝑘−1)

2  
𝑥𝑘

(1+𝑥)𝑞
(𝑛+𝑘)   𝑥 ∈ [0, ∞) . 

𝑞 → 1 ‘e yaklaşırken yukarıdaki operatör klasik Baskakov operatörüne indirgenir[8]. 

 

q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin lineer ve pozitif operatör olduğunu aşağıdaki gibi 

gösterebiliriz: 

 

Lineerlik: 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝛾[0, ∞) ve 𝑏, 𝑐 ∈   ℝ olsun. q-genelleştirilmiş integralin özelliklerini 

kullanarak, 

𝑀𝑛
𝑞(𝑏𝑓 + 𝑐𝑔, 𝑥) =  [𝑛 − 1]𝑞  ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡)(𝑏𝑓 + 𝑐𝑔)(𝑡)𝑑𝑞

∞
𝐴⁄

0

∞

𝑘=1

𝑡 

                               +𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥)(𝑏𝑓 + 𝑐𝑔)(0) 

                         = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0
∞
𝑘=1 𝑃𝑛,𝑘−1

𝑞 (𝑡)[𝑏𝑓(𝑡) + 𝑐𝑔(𝑡)]𝑑𝑞𝑡 

                                  +𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥)𝑏𝑓(0) + 𝑃𝑛,0

𝑞 (𝑥)𝑐𝑔(0) 
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                         = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1𝑃𝑛,𝑘−1

𝑞 (𝑡)𝑏𝑓(𝑡)𝑑𝑞𝑡
∞

𝐴⁄

0
∞
𝑘=1  

                            +𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥)𝑏𝑓(0) + [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

∞

𝑘=1

𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡)𝑐𝑔(𝑡)𝑑𝑞𝑡 

                                   +𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥)𝑐𝑔(0) 

                             = 𝑏𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) + 𝑐𝑀𝑛

𝑞(𝑔, 𝑥) 

 olur. 

 

Pozitiflik: 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0, ∞) ve 𝑓 ≥ 0 olsun. 𝑞 ∈ (0,1), 𝑥 ∈ [0, ∞)  için 

 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥) ≥ 0∞

𝑘=1  olup Eş. 2.5’ten [
𝑛
𝑘

]
𝑞

≥ 0 olduğundan 𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) ≥ 0 dır. 

 

3.2. q-Baskakov-Durrmeyer Tip Operatörlerin Yaklaşım Özellikleri 

 

3.2.1. Korovkin Tip Yaklaşım 

 

Öncelikle q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin yaklaşım özellikleri incelenirken 

kullanılacak olan bir lemma verilecektir. 

 

3.2.1. Lemma 

 

 𝑥 ∈ [0, ∞) için, 

i) 𝑀𝑛
𝑞(1, 𝑥) = 1 

ii) 𝑀𝑛
𝑞(𝑡, 𝑥) =

[𝑛]𝑞 𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
 

iii) 𝑀𝑛
𝑞(𝑡2, 𝑥) =

[𝑛]𝑞 [𝑛+1]𝑞 𝑥
2

𝑞4 [𝑛−2]𝑞[𝑛−3]𝑞
+

[2]𝑞 [𝑛]𝑞 𝑥

𝑞3 [𝑛−2]𝑞 [𝑛−3]𝑞
 

eşitlikleri sağlanır[8]. 

 

İspat 

 

i)𝑓(𝑡) = 1 𝑖ç𝑖𝑛, 

𝑀𝑛
𝑞(1, 𝑥) = [𝑛 − 1]𝑞  ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡)𝑑𝑞𝑡 + 𝑃𝑛,0

𝑞 (𝑥) 
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q-Calculus temel kavramlar kısmındaki özelliklerden [11] 

𝑀𝑛
𝑞(1, 𝑥) = 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞𝑘−1𝑞
𝑘(𝑘−1)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞
∫

𝑡𝑘−1

(1 + 𝑡)𝑞
𝑛+𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑑𝑞𝑡 + 𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥) 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

𝑞𝑘−1𝑞
(𝑘−1)(𝑘−2)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞

𝐵𝑞(𝑘, 𝑛 − 1)

𝐾(𝐴, 𝑘)
+ 𝑃𝑛,0

𝑞 (𝑥) 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

𝑞𝑘−1𝑞
(𝑘−1)(𝑘−2)

2
[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

[𝑛 + 𝑘 − 2 − 𝑘 + 1]𝑞! [𝑘 − 1]𝑞!

Γ𝑞(𝑘)Γ𝑞(𝑛−1)

Γ𝑞(𝑘+𝑛−1)

𝑞
𝑘(𝑘−1)

2

 

+𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥) 

= ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)[𝑛 − 1]𝑞

∞

𝑘=1

𝑞0
[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

[𝑛 − 1]𝑞! [𝑘 − 1]𝑞!

Γ𝑞(𝑘)Γ𝑞(𝑛 − 1)

Γ𝑞(𝑘 + 𝑛 − 1)
+ 𝑃𝑛,0

𝑞 (𝑥) 

= ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞

(𝑥)[𝑛 − 1]𝑞

∞

𝑘=1

[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞[𝑛 + 𝑘 − 3]𝑞 … 1

[𝑛 − 1]𝑞[𝑛 − 2]𝑞 … 1. [𝑘 − 1]𝑞[𝑘 − 2]𝑞 … 1

[𝑘 − 1]𝑞! [𝑛 − 2]𝑞!

[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

+ 𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥) 

= ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)∞

𝑘=1 + 𝑃𝑛,0
𝑞 (𝑥) = 1       (3.2) 

şeklinde bulunur. 

 

ii)𝑓(𝑡) = 𝑡 için 

𝑀𝑛
𝑞(𝑡, 𝑥) = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡) 𝑡 𝑑𝑞𝑡 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞𝑘−1𝑞
𝑘(𝑘−1)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑞
𝑛+𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑑𝑞𝑡 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

𝑞𝑘−1𝑞
(𝑘−1)(𝑘−2)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞

𝐵𝑞(𝑘 + 1, 𝑛 − 2)

𝐾(𝐴, 𝑘 + 1)
 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

𝑞𝑘−1𝑞
(𝑘−1)(𝑘−2)

2
[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

[𝑛 + 𝑘 − 2 − 𝑘 + 1]𝑞! [𝑘 − 1]𝑞!
× 

×
𝐵𝑞(𝑘 + 1, 𝑛 − 2)

𝐾(𝐴, 𝑘 + 1)
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= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

𝑞𝑘−1𝑞
(𝑘−1)(𝑘−2)

2
[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

[𝑛 − 1]𝑞! [𝑘 − 1]𝑞!

Γ𝑞(𝑘 + 1)Γ𝑞(𝑛 − 2)

Γ𝑞(𝑘 + 1 + 𝑛 − 2)
× 

×
1

𝑞
𝑘(𝑘+1)

2

 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞 (𝑥)

𝑞𝑘−1+
(𝑘−1)(𝑘−2)

2

𝑞
(𝑘+1)𝑘

2

∞

𝑘=1

[𝑛 + 𝑘 − 2]𝑞!

[𝑛 − 1]𝑞! [𝑛 − 2]𝑞! [𝑘 − 1]𝑞!

[𝑘]𝑞! [𝑛 − 3]𝑞!

[𝑘 + 𝑛 − 2]𝑞!
 

elde edilir. 

 

Gerekli sadeleştirmeleri yaparsak, 

=
1

[𝑛 − 2]𝑞
∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞−𝑘[𝑘]𝑞 

=
1

[𝑛 − 2]𝑞
∑ [

𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

]
𝑞

∞

𝑘=1

𝑞
𝑘(𝑘−1)

2
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘 𝑞−𝑘[𝑘]𝑞 

1

[𝑛 − 2]𝑞
∑

[𝑛 + 𝑘 − 1]𝑞!

[𝑛 + 𝑘 − 1 − 𝑘]𝑞! [𝑘]𝑞!

∞

𝑘=1

𝑞
𝑘(𝑘−1)

2
+𝑘 𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘

[𝑘]𝑞 

𝑘 = 1 yerine 𝑘 = 0′dan başlatırsak, 

=
1

[𝑛 − 2]𝑞
∑ 𝑞−(𝑘+1)𝑞

𝑘(𝑘+1)

2

∞

𝑘=0

[𝑛 + 𝑘]𝑞!

[𝑛 − 1]𝑞! [𝑘]𝑞!

𝑥𝑘+1

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘+1 

=
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
∑ 𝑞

𝑘(𝑘−1)

2

∞

𝑘=0

[𝑛 + 𝑘]𝑞!

[𝑛 − 1]𝑞! [𝑘]𝑞!

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘+1 

=
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
∑ 𝑃𝑛+1,𝑘

𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=0

 

=
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
 

 bulunur. 

 

iii) 𝑓(𝑡) = 𝑡2 için, 

𝑀𝑛
𝑞(𝑡2, 𝑥) = [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥) ∫ 𝑞𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡) 𝑡2 𝑑𝑞𝑡 
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= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞𝑘−1𝑞
𝑘(𝑘−1)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞
∫

𝑡𝑘+1

(1 + 𝑡)𝑞
𝑛+𝑘−1

∞
𝐴⁄

0

𝑑𝑞𝑡 

= [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘
𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞𝑘−1𝑞
𝑘(𝑘−1)

2 [
𝑛 + 𝑘 − 2

𝑘 − 1
]

𝑞

𝐵𝑞(𝑘 + 2, 𝑛 − 3)

𝐾(𝐴, 𝑘 + 2)
 

=
1

[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞

∞

𝑘=1

(𝑥)𝑞−2𝑘−1[𝑘]𝑞[𝑘 + 1]𝑞 

=
[𝑛]𝑞

[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑞

(𝑘2−3𝑘−6)

2
[𝑛 + 𝑘]𝑞!

[𝑛]𝑞! [𝑘]𝑞!

𝑥𝑘+1

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘+1

[𝑘 + 2]𝑞

∞

𝑘=0

 

elde edilir. 

 

Burada [𝑘 + 2]𝑞 = [𝑘]𝑞 + [2]𝑞𝑞𝑘 eşitliğini kullanırsak, 

=
[𝑛]𝑞

[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑞

(𝑘2−3𝑘−6)

2
[𝑛 + 𝑘]𝑞!

[𝑛]𝑞! [𝑘]𝑞!

𝑥𝑘+1

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘+1

[𝑘]𝑞

∞

𝑘=0

+
[𝑛]𝑞[2]𝑞

[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑞

(𝑘2−3𝑘−6)

2 𝑞𝑘
[𝑛 + 𝑘]𝑞!

[𝑛]𝑞! [𝑘]𝑞!

𝑥𝑘+1

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛+𝑘+1

∞

𝑘=0

 

=
[𝑛]𝑞[𝑛 + 1]𝑞𝑥2

𝑞4[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑃𝑛+2

𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=0

+
[2]𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝑞3[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=0

 

𝑃𝑛+2
𝑞 (𝑥) = 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥) = 1 olduğundan, 

=
[𝑛]𝑞[𝑛 + 1]𝑞𝑥2

𝑞4[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
+

[2]𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝑞3[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
 

 bulunur. 

 

3.2.1. Sonuç 

 

(i)𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥), 𝑥) =

(1+𝑞𝑛−1)𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
,                                                                                          

(ii)𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥)2, 𝑥) = 𝑥2 (

[𝑛]𝑞[𝑛+1]𝑞

𝑞4[𝑛−2]𝑞[𝑛−3]𝑞
−

2 [𝑛]𝑞

𝑞[𝑛−2]𝑞
+ 1) +

[2]𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝑞3[𝑛−2]𝑞[𝑛−3]𝑞
                      (3.3) 

eşitlikleri sağlanır [8]. 
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İspat 

 

 𝑖)𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥), 𝑥) = 𝑀𝑛

𝑞(𝑡, 𝑥) − 𝑥𝑀𝑛
𝑞(1, 𝑥) 

                                  =
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
− 𝑥1 

                                  =
[𝑛]𝑞𝑥 − 𝑥𝑞[𝑛 − 2]𝑞

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
 

                                  =
𝑥([𝑛]𝑞 + 1 − [𝑛 − 1]𝑞)

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
 

                                  =
(1 + 𝑞𝑛−1)𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
 

elde edilir. 

 

𝑖𝑖)𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥)2, 𝑥) = 𝑀𝑛

𝑞((𝑡2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2)) 

                                    = 𝑀𝑛
𝑞(𝑡2, 𝑥) − 2𝑥𝑀𝑛

𝑞(𝑡, 𝑥) + 𝑥2 

                                    =
[𝑛]𝑞[𝑛 + 1]𝑞𝑥2

𝑞4[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
+

[2]𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝑞3[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
− 2𝑥 (

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
) + 𝑥2 

                                    = 𝑥2 (
[𝑛]𝑞[𝑛 + 1]𝑞

𝑞4[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
−

2[𝑛]𝑞

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
+ 1) +

[2]𝑞[𝑛]𝑞𝑥

𝑞3[𝑛 − 2]𝑞[𝑛 − 3]𝑞
 

 bulunur. 

 

3.2.2. Lemma 

 

 𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞] için ‖𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥)‖ ≤ ‖𝑓‖ eşitsizliği doğrudur[8]. 

 

İspat 

 

 Eş.2 ve Eş.3.2’den 

‖𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥)‖ ≤ [𝑛 − 1]𝑞 ∑ 𝑃𝑛,𝑘

𝑞 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞𝑘−1𝑃𝑛,𝑘−1
𝑞 (𝑡)|𝑓(𝑡)|

∞
𝐴⁄

0

𝑑𝑞𝑡 + 𝑝𝑛,0
𝑞 (𝑥)|𝑓(0)| 

                    ≤ ‖𝑓‖𝑀𝑛
𝑞(1, 𝑥) = ‖𝑓‖ 

sonucu elde edilir. 
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3.2.1. Teorem (P.P.Korovkin Teoremi) 

 

Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐿𝑛: ∁[𝑎, 𝑏] → ∁[𝑎, 𝑏] şeklinde tanımlı 𝐿𝑛 lineer pozitif operatörler dizisi 

olsun. Her bir i = 0,1,2 için 𝑒𝑖(𝑥) =  𝑥𝑖  olmak üzere,  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑖) − 𝑒𝑖‖∁[𝑎,𝑏] = 0 ; 𝑖 = 0,1,2  

koşulları sağlıyor ise bu durumda [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

olan her 𝑓 ∈ ∁[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖∁[𝑎,𝑏] = 0 

dır [19]. 

 

3.2.2. Teorem 

 

𝐴 > 0,(𝑞𝑛), 0 < 𝑞𝑛 < 1 ve lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olacak şekilde bir dizi olsun. Bu durumda her 𝑓 ∈

𝐶𝛾[0, ∞) için {𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑓, 𝑥)} dizisi 𝑓’ye [0, 𝐴] üzerinde düzgün yakınsar[8]. 

 

İspat 

 

𝑀𝑛
𝑞𝑛 operatörünün Teorem 3.2.1. ile verilen Korovkin teoreminin şartlarını sağladığını 

göstermeliyiz: 𝑥 ∈ [0, 𝐴] için Lemma 3.2.1 i’den  

lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝐴

|𝑀𝑛
𝑞𝑛(1, 𝑥) − 1| = 0 

olduğu açıktır. Sonuç 3.2.1 i’den, 

0 ≤ |𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥| = |𝑀𝑛

𝑞𝑛(𝑡 − 𝑥, 𝑥)| 

                                      =  |
(1 + 𝑞𝑛

𝑛−1)𝑥

𝑞𝑛[𝑛 − 2]𝑞𝑛

| 

                                      ≤  
(1 + 𝑞𝑛

𝑛−1)𝐴

𝑞𝑛[𝑛 − 2]𝑞𝑛

 

bulunur. lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olduğundan, sıkıştırma teoreminden, 

lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝐴

|𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥| = 0 

elde edilir. Sonuç 3.2.1 ii’den, 

0 ≤ |𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2| = |𝑀𝑛

𝑞𝑛(𝑡2 − 𝑥2; 𝑥)| 

             ≤ |
[𝑛]𝑞𝑛

[𝑛 + 1]𝑞𝑛

𝑞𝑛
4[𝑛 − 2]𝑞𝑛

[𝑛 − 3]𝑞𝑛

−
2[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛[𝑛 − 2]𝑞𝑛

+ 1| |𝑥|2 
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                                            + |
[2]𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛
𝑥

𝑞𝑛
3[𝑛 − 2]𝑞𝑛

[𝑛 − 3]𝑞𝑛

| 

                                           ≤ |
[𝑛]𝑞𝑛

[𝑛 + 1]𝑞𝑛

𝑞𝑛
4[𝑛 − 2]𝑞𝑛

[𝑛 − 3]𝑞𝑛

−
2[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛[𝑛 − 2]𝑞𝑛

+ 1| 𝐴2 

                                          +
[2]𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛
𝐴

𝑞𝑛
3[𝑛 − 2]𝑞𝑛

[𝑛 − 3]𝑞𝑛

 

elde edilir. lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olduğundan, sıkıştırma teoreminden, 

lim
𝑛→∞

max
0≤𝑥≤𝐴

|𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2| = 0 

bulunur. 

 

Böylece Korovkin teoreminin şartları sağlanır ve ispat tamamlanır. 

 

3.2.1. Tanım 

 

 𝛿 > 0 ve 𝑊∞
2 = {𝑔 ∈ ∁𝐵[0, ∞); 𝑔′, 𝑔′′𝜖∁𝐵[0, ∞)} olsun. 

𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) için Peetre K-fonksiyoneli aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

𝐾2(𝑓, 𝛿) =inf {‖𝑓 − 𝑔‖ + 𝛿 ‖𝑔′′‖;  𝑔𝜖𝑊∞
2}.      (3.4) 

 

𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) için ikinci süreklilik modülü 

𝜔2(𝑓, √𝛿 ) = sup
0<ℎ≤√𝛿

sup
0≤𝑥<∞

|𝑓(𝑥 + 2ℎ) − 2𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)|   (3.5) 

olarak tanımlıdır. 𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) için birinci süreklilik modülü 

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup
0<ℎ≤√𝛿

sup
0≤𝑥<∞

|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)| 

olarak tanımlıdır. Her 𝑓 ∈ ∁[0, ∞) için 

𝐾2(𝑓, 𝛿) ≤ ∁𝜔2(𝑓, √𝛿)        (3.6) 

olacak şekilde bir ∁> 0 vardır [12]. 

 

3.2.3. Teorem 

 

 𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) ve 0 < 𝑞 < 1 olsun. Her bir 𝑥 ∈ [0, ∞) için  

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝜔2 (𝑓, √𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛

2(𝑥)) + 𝜔(𝑓, 𝜂𝑛(𝑥)), 

olacak şekilde bir 𝐶 > 0 vardır. Burada 
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 𝛾𝑛(𝑥) = 𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) ve 𝜂𝑛(𝑥) = |(

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
− 𝑥)| 

dir[8]. 

 

İspat  

 

İspatı yapabilmek için  

𝑀̅𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) = 𝑀𝑛

𝑞(𝑓, 𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑓 (
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
)      (3.7) 

yardımcı operatörünü alalım. 

 

Lemma 3.2.1’den aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

𝑀̅𝑛
𝑞(1, 𝑥) = 𝑀𝑛

𝑞(1, 𝑥) = 1        (3.8) 

ve 

𝑀̅𝑛
𝑞(𝑡, 𝑥) = 𝑀𝑛

𝑞(𝑡, 𝑥) + 𝑥 −
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
= 𝑥.      (3.9) 

𝑔 ∈ 𝑊∞
2 olsun. Taylor formülünü kullanarak 

𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥) = (𝑡 − 𝑥)𝑔′(𝑥) + ∫(𝑡 − 𝑣)

𝑡

𝑥

𝑔′′(𝑣)𝑑𝑣 

           (3.10) 

yazılabilir. Eş. 3.10’a  𝑀̅𝑛
𝑞
 operatörünü uygularsak 

𝑀̅𝑛
𝑞(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑀̅𝑛

𝑞 (∫(𝑡 − 𝑣)

𝑡

𝑥

𝑔′′(𝑣)𝑑𝑣, 𝑥) 

                              = 𝑀𝑛
𝑞 (∫ (𝑡 − 𝑣)

𝑡

𝑥
𝑔′′(𝑣)𝑑𝑣, 𝑥) − ∫ (

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
− 𝑣)

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
𝑥

𝑔′′(𝑣)𝑑𝑣 

           (3.11) 

elde edilir. Eş. 3.11’in mutlak değerini alıp üçgen eşitsizliği uygularsak 

|𝑀̅𝑛
𝑞(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)|

≤ 𝑀𝑛
𝑞 (|∫(𝑡 − 𝑣)𝑔′′(𝑣)𝑑𝑣

𝑡

𝑥

| , 𝑥) + ∫ |(
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
− 𝑣)| |𝑔′′(𝑣)|𝑑𝑣

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞

𝑥

 

                        ≤ 𝑀𝑛
𝑞((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) ‖𝑔′′‖ +(

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
− 𝑥)

2

 ‖𝑔′′‖ 

                        ≤ (𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛
2(𝑥)) ‖𝑔′′‖       (3.12) 
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elde edilir. 

Eş. 3.7’nin mutlak değerine üçgen eşitsizliği uygulanırsa  

|𝑀̅𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥)| ≤ |𝑀𝑛

𝑞(𝑓, 𝑥)| + |𝑓(𝑥)| + |𝑓 (
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
)|     (3.13) 

yazılabilir. Eş.3.13’e Lemma 3.2.2 uygulanırsa  

 |𝑀̅𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥)| ≤ 3‖𝑓‖          (3.14) 

elde edilir. 

 

Eş.3.7, Eş.3.8 ve Eş.3.9’dan 𝑔 ∈ 𝑊∞
2  için 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑀̅𝑛

𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝑓 (
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛 − 2]𝑞
) − 𝑓(𝑥)| 

                               ≤ |𝑀̅𝑛
𝑞(𝑓 − 𝑔, 𝑥)| + |𝑀̅𝑛

𝑞(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)| + |𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)| + 

                               + |𝑓 (
[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
) − 𝑓(𝑥)| 

                               ≤ 4‖𝑓 − 𝑔‖ + (𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛
2(𝑥))‖𝑔′′‖ + |𝑓 (

[𝑛]𝑞𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
) − 𝑓(𝑥)| 

                               ≤ 4‖𝑓 − 𝑔‖ + (𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛
2(𝑥))‖𝑔′′‖ + 𝜔 (𝑓, |

([𝑛]𝑞−𝑞[𝑛−2]𝑞)𝑥

𝑞[𝑛−2]𝑞
|). 

elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafının her 𝑔 ∈ 𝑊∞
2 için infimumu alınırsa Eş. 3.4’ten 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 4𝐾2(𝑓, 𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛

2(𝑥)) + 𝜔(𝑓, 𝜂𝑛(𝑥)) 

bulunur. 

 

Şimdi Eş. 3.5’i kullanarak 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝜔2 (𝑓, √𝛾𝑛(𝑥) + 𝜂𝑛

2(𝑥)) + 𝜔(𝑓, 𝜂𝑛(𝑥)) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

3.2.4. Teorem 

 

𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) ∩ 𝐿𝑖𝑝𝑀′𝛼, 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝐸, [0, ∞) aralığının herhangi bir sınırlı alt kümesi 

olsun. Bu durumda, 𝑥 ∈ [0, ∞) için  

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀′ {𝛾𝑛

𝛼

2(𝑥) + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))
𝛼

}   

eşitsizliği doğrudur. Burada 𝑀′, 𝛼 ve 𝑓’e bağlı bir sabit olsun. 𝑥 ile 𝐸 arasındaki uzaklık, 

𝑑(𝑥, 𝐸) = 𝑖𝑛𝑓{|𝑡 − 𝑥|: 𝑡 ∈ 𝐸}  

şeklinde tanımlıdır [8]. 
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İspat 

 

 [0, ∞) aralığında 𝐸 kümesinin kapanış kümesi 𝐸̅ olsun.  

𝑑(𝑥, 𝐸) = |𝑥 − 𝑥0| 

olacak şekilde en az bir tane 𝑥0 ∈ 𝐸̅ vardır. 

 

Üçgen eşitsizliğini kullanarak, 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥0)| + |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)|  

yazılabilir. 

 

𝐿𝑖𝑝𝑀′𝛼 tanımı kullanarak, 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑛

𝑞(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥0)|; 𝑥) + 𝑀𝑛
𝑞(|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)|; 𝑥) 

                               ≤ 𝑀′{𝑀𝑛
𝑞(|𝑡 − 𝑥0|𝛼; 𝑥) + |𝑥 − 𝑥0|𝛼} 

                               ≤ 𝑀′{𝑀𝑛
𝑞(|𝑡 − 𝑥|𝛼; 𝑥) + 2|𝑥 − 𝑥0|𝛼} 

𝑝1 =
2

𝛼
, 𝑝2 =

2

2−𝛼
 ve 

1

𝑝1
+

1

𝑝2
= 1 olsun. Hölder eşitsizliği kullanılarak, 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀′ {[𝑀𝑛

𝑞(|𝑡 − 𝑥|𝛼𝑝1; 𝑥)]
1

𝑝1[𝑀𝑛
𝑞(1𝑝2 , 𝑥)]

1

𝑝2 + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))
𝛼

}  

                               ≤ 𝑀′ {[𝑀𝑛
𝑞(|𝑡 − 𝑥|2; 𝑥)]

𝛼

2 + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))
𝛼

} 

                               ≤ 𝑀′ {𝛾𝑛

𝛼

2(𝑥) + 2(𝑑(𝑥, 𝐸))
𝛼

} 

ispat tamamlanır. 

 

𝛼-yıncı dereceden Lipschitz tip maksimal fonksiyon B. Lenze [13] tarafından 

𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥) = sup
𝑡≠𝑥,   𝑡∈[0,∞)

|𝑓(𝑡)−𝑓(𝑥)|

|𝑡−𝑥|𝛼
, 𝑥 ∈ [0, ∞) ve 𝛼 ∈ (0, 1]    (3.15) 

olarak tanımlanmıştır. 

 

Şimdi Eş. 3.1 ile tanımlanan operatörün yerel direk tahminini verelim. 

 

3.2.5. Teorem 

 

𝑓 ∈ ∁𝐵[0, ∞) ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun.  𝑥 ∈ [0, ∞) için  

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥)𝛾𝑛

𝛼

2(𝑥) 
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eşitsizliği doğrudur [8]. 

 

İspat 

 

 Eş. 3.15 e göre 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥)|𝑡 − 𝑥|𝛼  

elde edilir. Bu eşitsizliğe 𝑀𝑛
𝑞
 operatörü uygulanırsa 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑛

𝑞(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|, 𝑥) ≤ 𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥)𝑀𝑛
𝑞(|𝑡 − 𝑥|𝛼, 𝑥) 

elde edilir. 

 

𝑝 =
2

𝛼
  ve  

1

𝑞
= 1 −

1

𝑝
 için Hölder eşitsizliği kullanılırsa, 

|𝑀𝑛
𝑞(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥)𝑀𝑛

𝑞(|𝑡 − 𝑥|2, 𝑥)
𝛼

2 

                               ≤ 𝜔̃𝛼(𝑓, 𝑥)𝛾𝑛

𝛼

2(𝑥) 

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.2.2. Ağırlıklı Yaklaşım  

 

𝑓, [0, ∞) üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥 ∈ [0, ∞) için 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(1 + 𝑥2)  

olacak şekilde 𝑓  fonksiyonuna bağlı bir 𝑀𝑓 > 0 mevcut ise bu şekildeki tüm 𝑓 

fonksiyonlarının uzayına ağırlıklı uzay denir ve bu uzay 𝐵𝑥2[0, ∞)  ile gösterilir. 𝐵𝑥2[0, ∞) 

uzayı üzerindeki norm her 𝑓 ∈ 𝐵𝑥2[0, ∞) için  

‖𝑓‖𝑥2 = sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑥)|

1 + 𝑥2
 

ile tanımlıdır. 𝐵𝑥2[0, ∞) içindeki tüm sürekli fonksiyonların alt uzayı 𝐶𝑥2[0, ∞) ile 

gösterilsin. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝑥2[0, ∞)  ve her 𝑥 ∈ [0, ∞) için  

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥)

1 + 𝑥2
 

limiti mevcut olacak şekildeki tüm 𝑓 fonksiyonların alt uzayı 𝐶𝑥2
∗ [0, ∞) ile gösterilsin [14]. 

Şimdi Gadjiev’in ağırlıklı yaklaşım teoremini hatırlayalım: 
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3.2.6. Teorem 

 

 𝐿𝑛, 𝐶𝑥2[0, ∞) dan 𝐵𝑥2[0, ∞)′ a tanımlı lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. Eğer  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘‖𝑥2 = 0,   𝑘 = 0,1,2       (3.16)  

ise o zaman her  𝑓 ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0, ∞) için  

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑥2 = 0 

dır [15,16].  

 

Şimdi q-Baskakov-Durrmeyer operatörleri için ağırlıklı yaklaşım sonucunu verelim: 

 

3.2.7. Teorem 

 

 (𝑞𝑛), 0 < 𝑞𝑛 < 1 ve lim
𝑛→∞

𝑞𝑛 = 1 olacak şekilde bir dizi olsun. 

Her 𝑓 ∈ 𝐶𝑥2[0, ∞) için 

lim
𝑛→∞

‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑓) − 𝑓‖

𝑥2 = 0 

dır[8]. 

 

İspat 

 

Teorem 3.2.6 nın Eş. 3.16 koşullarının sağlandığını göstermeliyiz.  

lim
𝑛→∞

‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘‖

𝑥2 = 0, 𝑖 = 0,1,2.      (3.17) 

olduğunu gösterelim: 

𝑘 = 0 için, 

‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒0) − 𝑒0‖

𝑥2 = 1 olduğu açıktır. 

Lemma 3.2.1’i kullanarak, 

0 ≤ ‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒1) − 𝑒1‖

𝑥2 = sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥|

1 + 𝑥2
 

                                       ≤ (
[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛[𝑛−2]𝑞𝑛

− 1) sup
𝑥∈[0,∞)

𝑥

1+𝑥2
 

                                      ≤ (
[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛[𝑛−2]𝑞𝑛

− 1)        (3.18) 

𝑛 → ∞ a giderken Eş. 3.18 ifadesinin her iki taraftan limitini alınırsa, sıkıştırma teoreminden 
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 lim
𝑛→∞

‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒1) − 𝑒1‖

𝑥2 = 0 

elde edilir. Lemma 3.2.1’den 

0 ≤ ‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒2) − 𝑒2‖

𝑥2 = sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑡2,𝑥)−𝑥2|

1+𝑥2
 

                                      ≤ (
[𝑛]𝑞𝑛

[𝑛+1]𝑞𝑛

𝑞𝑛
4[𝑛−2]𝑞𝑛

[𝑛−3]𝑞𝑛

− 1) sup
𝑥∈[0,∞)

𝑥2

1+𝑥2 +
[2]𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛
3[𝑛−2]𝑞𝑛

[𝑛−3]𝑞𝑛

sup
𝑥∈[0,∞)

𝑥

1+𝑥2 

                                   ≤ (
[𝑛]𝑞𝑛

[𝑛+1]𝑞𝑛

𝑞𝑛
4[𝑛−2]𝑞𝑛

[𝑛−3]𝑞𝑛

− 1) +
[2]𝑞𝑛

[𝑛]𝑞𝑛

𝑞𝑛
3[𝑛−2]𝑞𝑛

[𝑛−3]𝑞𝑛

   (3.19) 

elde edilir. 𝑛 → ∞ a giderken Eş. 3.19 ifadesinin her iki tarafının limiti alınırsa, sıkıştırma 

teoreminden, 

lim
𝑛→∞

‖𝑀𝑛
𝑞𝑛(𝑒2) − 𝑒2‖

𝑥2 = 0 

elde edilir. 

 

Böylece Eş. 3.17’de verilen koşul sağlanır. Teorem 3.2.6’ dan ispat tamamlanır. 
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4. İKİ DEĞİŞKENİ q-BASKAKOV-DURRMEYER TİP

 OPERATÖRLERİN YAKLAŞIMI 

 

Bu bölümde Özkan ve Cömert [17] tarafından tanımlanan ve çalışılan iki değişkenli q-

Baskakov-Durrmeyer tip operatörleri verilerek, bu operatörlerin Volkov tip düzgün 

yakınsaklık ve Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım teoremleri incelenecektir. 

 

4.1. İki Değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer Tip Operatörlerin Tanımı ve Özellikleri  

 

4.1.1. Tanım 

 

𝛪1 = [0, 𝑟1],  𝛪2 = [0, 𝑟2], 𝛪 = 𝛪1 × 𝛪2 = [0, 𝑟1] × [0, 𝑟2] olsun. 𝑓 ∈ ∁(Ι),  0 < 𝑞1 < 1 ve 

 0 < 𝑞2 < 1 olsun. 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ, 𝑓: [0, ∞) ×[0, ∞) → ℝ sürekli ve sınırlı olsun. 

𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = [𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

           (4.1) 

şeklinde tanımlanır. 

𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥) = [

𝑛1 + 𝑘 − 1
𝑘

]
𝑞1

𝑞1

𝑘(𝑘−1)

2
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑞1

𝑛1+𝑘
   , 𝑥 ∈ [0, ∞) 

𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦) = [

𝑛2 + 𝑗 − 1
𝑗

]
𝑞2

𝑞2

𝑗(𝑗−1)

2
𝑦𝑗

(1 + 𝑦)𝑞2

𝑛2+𝑗
   , 𝑦 ∈ [0, ∞) 

Eş. 4.1 de verilen operatör bir lineer pozitif operatördür [17]. 

 

q- Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerinin lineer ve pozitif olduğu gösterilebilir: 

Lineerlik: 𝑐 keyfi reel sabiti 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶([0, ∞) ×[0, ∞)) keyfi fonksiyonları için  

𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑐𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = [𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

 × ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠)𝑐𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 
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+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑐𝑓(0,0) 

= 𝑐([𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0)) 

= 𝑐𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) 

şeklinde bulunur. 

 

𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2((𝑓 + 𝑔); 𝑥, 𝑦) = [𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠) (𝑓 + 𝑔)(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) (𝑓 + 𝑔)(0,0) 

= [𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2

∞

𝑗=1

∞

𝑘=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 

+[𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠)𝑔(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2
𝑠𝑑𝑞1

𝑡 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 𝑓(0,0) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 𝑔(0,0) 

= 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) + 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑔(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) 

elde edilir. 

 

Pozitiflik: 

𝑓 ≥ 0 olacak şekilde 𝑓 ∈ 𝐶([0, ∞) ×[0, ∞)) alalım. 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓; 𝑥, 𝑦) ≥ 0 olduğunu 

göstermeliyiz: 
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𝑞1, 𝑞2 ∈ (0,1), 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0, ∞) olduğundan  

𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥) ≥ 0 ve 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦) ≥ 0 olup, q-genelleştirilmiş integral tanımından, 

 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓; 𝑥, 𝑦) ≥ 0 

elde edilir. 

 

İspatlarda sıklıkla karşımıza çıkacak aşağıdaki lemmayı verelim. 

 

4.1.1. Lemma 

 

(i)  𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1
𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2); 𝑞1)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

(ii) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1); 𝑞2)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

eşitlikleri doğrudur. Burada [17] 

𝑀𝑛1
𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1) = 

≔ [𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞1

𝑡  

           (4.2) 

ve 

𝑀𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2) = 

≔ [𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2

𝑠  

           (4.3) 

tanımlıdır. 

 

İspat 

 

(i) Eş. 4.3 den, 

  𝑀𝑛1
𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2); 𝑞1) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

≔ 𝑀𝑛1
𝑥 ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2

𝑠; 𝑞1) 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 
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şeklindedir. 𝑀𝑛1
𝑥 ′ in lineerliğinden 

𝑀𝑛1
𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2); 𝑞1) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0)  

≔ [𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦) ∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1)𝑑𝑞2
𝑠

∞

𝑗=1

 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0). 

Eş. 4.2 den 

≔ [𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) [𝑛1 − 1]𝑞1

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞1

𝑡𝑑𝑞2
𝑠 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

≔  𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦)  

elde edilir. 

 

(ii) Eş. 4.2 den 

 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1); 𝑞2)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

≔ 𝑀𝑛2

𝑦 ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞1

𝑡; 𝑞2) 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

şeklindedir. 𝑀𝑛2

𝑦
′ nin lineerliğinden 

𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞1); 𝑞2) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

≔ [𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑀𝑛2

𝑦 (𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑞2)𝑑𝑞1
𝑡 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

Eş. 4.2 den  

≔ [𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥) ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∞

𝑘=1
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× ∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑞2

𝑠𝑑𝑞1
𝑡 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)𝑓(0,0) 

≔ 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) 

elde edilir.  

 

4.2. İki Değişkenli q-Baskakov Durrmeyer Tip Operatörlerin Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu kısımda Eş. 4.1 ile verilen iki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer operatörlerinin Volkov 

tip düzgün yakınsaklık teoremi incelenecektir. 

 

4.2.1. Lemma 

 

𝑒𝑖𝑗: 𝛪 → 𝛪, 𝑒𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗;  𝑖, 𝑗 = 0,1,2 olmak üzere Eş. 4.1. de tanımlanan operatör için 

aşağıdaki sonuçlar ortaya çıkar [17].  

(i) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑒00; 𝑥, 𝑦) = 1 

(ii) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑒10; 𝑥, 𝑦) =
[𝑛1]𝑞1𝑥

𝑞1[𝑛1−2]𝑞1

 

(iii) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑒01; 𝑥, 𝑦) =  
[𝑛2]𝑞2𝑦

𝑞2[𝑛2−2]𝑞2

 

(iv) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑒20; 𝑥, 𝑦) = 
[𝑛1]𝑞1

[𝑛1+1]𝑞1𝑥2

𝑞1
4[𝑛1−2]𝑞1

[𝑛1−3]𝑞1

+
[2]𝑞1

[𝑛1]𝑞1𝑥

𝑞1
3[𝑛1−2]𝑞1

[𝑛1−3]𝑞1

 

(v) 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑒02; 𝑥, 𝑦) =
[𝑛2]𝑞2

[𝑛2+1]𝑞2𝑦2

𝑞2
4[𝑛2−2]𝑞2

[𝑛2−3]𝑞2

+
[2]𝑞2

[𝑛2]𝑞2𝑦

𝑞2
3[𝑛2−2]𝑞2

[𝑛2−3]𝑞2

 

 

İspat  

 

(i) eij(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗 eşitliğinde 𝑖 = 𝑗 = 0 için 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 𝑡0𝑠0 = 1 bulunur. O halde, 

Lemma 4.1.1 (i) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(1; 𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (1; 𝑞2); 𝑞1) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)  

= 𝑀𝑛1
𝑥 ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 1 𝑑𝑞2

𝑠; 𝑞1) 
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+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 

şeklinde yazılabilir. 𝑀𝑛1
𝑥  in lineerliğinden 

𝑀𝑛1,𝑛2
(1; 𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= ([𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑀𝑛1

𝑥 (1; 𝑞1)𝑑𝑞2
𝑠) 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 

= 𝑀𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1) ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑑𝑞2

𝑠) 

+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 

= ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡) 1 𝑑𝑞1

𝑡) 

× ([𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)𝑑𝑞2

𝑠) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) 

 

= [𝑛1 − 1]𝑞1
[𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1

∞

𝑘=1

(𝑥) ∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2

∞

𝑗=1

(𝑦) 

× ∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑃𝑛2,𝑗−1

𝑞2 (𝑠) 1 𝑑𝑞2(𝑠)𝑑𝑞1(𝑡) + 𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦)  

𝑀𝑛1,𝑛2
(1; 𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 1 

elde edilir. 

 

(ii)  eij(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  eşitliğinde 𝑖 = 1 ve 𝑗 = 0 için  e10(𝑡, 𝑠) = 𝑡1𝑠0 = 𝑡 bulunur. O halde 

Lemma 4.1.1 (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒10;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒10; 𝑞1); 𝑞2)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) e10(0,0) 

 e10(𝑡, 𝑠) = 𝑡  için  e10(0,0) = 0  olduğundan 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒10;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒10; 𝑞1); 𝑞2) 

şeklinde bulunur. O halde 
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𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒10;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒10; 𝑞1); 𝑞2) 

= 𝑀𝑛2

𝑦 ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡) 𝑡 𝑑𝑞1

𝑡; 𝑞2) 

yazılabilir. 𝑀𝑛2

𝑦
 ifadesinin lineerliğinden 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒10;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑀𝑛2

𝑦
(1; 𝑞2) 𝑡 𝑑𝑞1

𝑡) 

= 𝑀𝑛2

𝑦
(1; 𝑞2) ([𝑛1 − 1]𝑞1

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡) 𝑡 𝑑𝑞1

𝑡) 

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒10;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 1

[𝑛1]𝑞1
𝑥

𝑞1[𝑛1 − 2]𝑞1

=
[𝑛1]𝑞1

𝑥

𝑞1[𝑛1 − 2]𝑞1

 

elde edilir. 

 

(iii)  eij(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  eşitliğinde 𝑖 = 0 ve 𝑗 = 1 için  e01(𝑡, 𝑠) = 𝑡0𝑠1 = 𝑠 bulunur. O halde 

Lemma 4.1.1 (i) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒01;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒01; 𝑞2); 𝑞1)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) e01(0,0) 

 e01(𝑡, 𝑠) = 𝑠  için  e01(0,0) = 0  olduğundan 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒01;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒01; 𝑞2); 𝑞1) 

şeklinde bulunur. O halde 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒01;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒01; 𝑞2); 𝑞1) 

                                             = 𝑀𝑛1
𝑥 ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑠 𝑑𝑞2

𝑠; 𝑞1) 

yazılabilir. 𝑀𝑛1
𝑥  in lineerliğinden 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒01;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= ([𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑀𝑛1

𝑥 (1; 𝑞1) 𝑠 𝑑𝑞2
𝑠) 
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= 𝑀𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1) ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠)  𝑠 𝑑𝑞2

𝑠) 

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒01;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 1

[𝑛2]𝑞2
𝑦

𝑞2[𝑛2 − 2]𝑞2

=
[𝑛2]𝑞2

𝑦

𝑞2[𝑛2 − 2]𝑞2

 

elde edilir. 

 

(iv)  eij(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  eşitliğinde 𝑖 = 2 ve 𝑗 = 0 için  e20(𝑡, 𝑠) = 𝑡2𝑠0 = 𝑡2 bulunur. O halde 

Lemma 4.1.1 (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒20;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒20; 𝑞1); 𝑞2)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) e20(0,0)  

 e20(𝑡, 𝑠) = 𝑡2  için  e20(0,0) = 0  olduğundan 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒20;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒20; 𝑞1); 𝑞2)  

şeklinde bulunur. O halde 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒20;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛2

𝑦
(𝑀𝑛1

𝑥 (𝑒20; 𝑞1); 𝑞2) 

                                             = 𝑀𝑛2

𝑦 ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡) 𝑡2 𝑑𝑞1

𝑡; 𝑞2) 

yazılabilir. 𝑀𝑛2

𝑦
 in lineerliğinden 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒20;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= ([𝑛1 − 1]𝑞1
∑ 𝑃𝑛1,𝑘

𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡)𝑀𝑛2

𝑦
(1; 𝑞2) 𝑡2 𝑑𝑞1

𝑡) 

= 𝑀𝑛2

𝑦
(1; 𝑞2) ([𝑛1 − 1]𝑞1

∑ 𝑃𝑛1,𝑘
𝑞1 (𝑥)

∞

𝑘=1

∫ 𝑞1
𝑘−1

∞
𝐴1

⁄

0

𝑃𝑛1,𝑘−1
𝑞1 (𝑡) 𝑡2 𝑑𝑞1

𝑡) 

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒20;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 1

[𝑛1]𝑞1
[𝑛1 + 1]𝑞1

𝑥2

𝑞1
4[𝑛1 − 2]𝑞1

[𝑛1 − 3]𝑞1

+
[2]𝑞1

[𝑛1]𝑞1
𝑥

𝑞1
3[𝑛1 − 2]𝑞1

[𝑛1 − 3]𝑞1

 

                                             =
[𝑛1]𝑞1

[𝑛1 + 1]𝑞1
𝑥2

𝑞1
4[𝑛1 − 2]𝑞1

[𝑛1 − 3]𝑞1

+
[2]𝑞1

[𝑛1]𝑞1
𝑥

𝑞1
3[𝑛1 − 2]𝑞1

[𝑛1 − 3]𝑞1

 

 



33 

 

 

(v)  eij(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑖𝑠𝑗  eşitliğinde 𝑖 = 0 ve 𝑗 = 2 için  e02(𝑡, 𝑠) = 𝑡0𝑠2 = 𝑠2 bulunur. O halde 

Lemma 4.1.1 (i) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒02;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒02; 𝑞2); 𝑞1)+𝑃𝑛1,0
𝑞1 (𝑥)𝑃𝑛2,0

𝑞2 (𝑦) e02(0,0) 

 e02(𝑡, 𝑠) = 𝑠2  için  e02(0,0) = 0  olduğundan 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒02;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒02; 𝑞2); 𝑞1) 

şeklinde bulunur. O halde 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒02;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 𝑀𝑛1

𝑥 (𝑀𝑛2

𝑦 (𝑒02; 𝑞2); 𝑞1) 

                                   = 𝑀𝑛1
𝑥 ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑠2 𝑑𝑞2

𝑠; 𝑞1) 

yazılabilir. 𝑀𝑛1
𝑥  ifadesinin lineerliğinden 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒02;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) 

= ([𝑛2 − 1]𝑞2
∑ 𝑃𝑛2,𝑗

𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑀𝑛1

𝑥 (1; 𝑞1) 𝑠2 𝑑𝑞2
𝑠) 

= 𝑀𝑛1
𝑥 (1; 𝑞1) ([𝑛2 − 1]𝑞2

∑ 𝑃𝑛2,𝑗
𝑞2 (𝑦)

∞

𝑗=1

∫ 𝑞2
𝑗−1

∞
𝐴2

⁄

0

𝑃𝑛2,𝑗−1
𝑞2 (𝑠) 𝑠2 𝑑𝑞2

𝑠) 

Lemma 3.2.1 (i) ve (ii) den 

𝑀𝑛1,𝑛2
(𝑒02;  𝑞1, 𝑞2, 𝑥, 𝑦) = 1 (

[𝑛2]𝑞2
[𝑛2 + 1]𝑞2

𝑥2

𝑞2
4[𝑛2 − 2]𝑞2

[𝑛2 − 3]𝑞2

+
[2]𝑞2

[𝑛2]𝑞2
𝑥

𝑞2
3[𝑛2 − 2]𝑞2

[𝑛2 − 3]𝑞2

) 

                                             = (
[𝑛2]𝑞2

[𝑛2 + 1]𝑞2
𝑥2

𝑞2
4[𝑛2 − 2]𝑞2

[𝑛2 − 3]𝑞2

+
[2]𝑞2

[𝑛2]𝑞2
𝑥

𝑞2
3[𝑛2 − 2]𝑞2

[𝑛2 − 3]𝑞2

) 

şeklinde ispat tamamlanır. 

 

4.2.1. Volkov tip yaklaşım 

 

Öncelikle, Volkov [18] tarafından verilen iki değişkenli fonksiyonlar için Korovkin tip 

yaklaşım teoremini hatırlayalım. 
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4.2.1. Teorem (Volkov Teoremi) 

 

𝐴, ℝ2′de kapalı ve sınırlı bir bölge, 𝐶(𝐴), bu 𝐴 bölgesinde tanımlı sürekli ve reel değerli 𝑓 

fonksiyonların kümesi ve  𝐿𝑛,𝑚(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦), 𝐶(𝐴) üzerinde tanımlı bir lineer pozitif 

operatörler dizisi olsun. 

 

𝑓0 = 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 1 

𝑓1 = 𝑒10(𝑡, 𝑠) = 𝑡 

𝑓2 = 𝑒01(𝑡, 𝑠) = 𝑠 

𝑓3 = 𝑒20(𝑡, 𝑠) + 𝑒02(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 + 𝑠2 

olmak üzere, (𝐿𝑛,𝑚) lineer pozitif operatörler dizisi  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖
𝐶(𝐴)

= 0 ,            𝑖 = 0,1,2,3  

koşullarını sağlıyorsa bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐴) için A üzerinde 

 lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓) − 𝑓‖
𝐶(𝐴)

= 0  

gerçeklenir [18]. 

 

Şimdi iki değişkenli 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 operatörleri için Volkov tip bir teorem verelim. 

 

4.2.2. Teorem 

 

0 < 𝑞1,𝑛1,𝑞2,𝑛2
≤ 1 olmak üzere, (𝑞1,𝑛1

)  ve (𝑞2,𝑛2
)  dizileri, 

lim
𝑛1→∞

𝑞1,𝑛1
= 1 , lim

𝑛2→∞

𝑞2,𝑛2
= 1       (4.4) 

koşullarını gerçekliyorsa, her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) için, {𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓; 𝑥, 𝑦)} operatörler dizisi 𝐼 üzerinde 

𝑓(𝑥, 𝑦) ye düzgün yakınsaktır[17]. 

 

İspat 

 

Bu teoremin ispatı Teorem 4.2.1’den yararlanılarak yapılacaktır. Bunun için, 

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑀𝑛,𝑚(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖
𝐶(𝐴)

= 0 ,            𝑖 = 0,1,2,3       (4.5) 

sağlandığını göstermeliyiz. 

 

Ayrıca 𝐶(𝐼) uzayındaki norm tanımından 
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lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2 − 𝑓‖
𝐶(𝐼)

= lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

yazılabilir. 

 

 Lemma 4.2.1 (i) den, 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(1; 𝑥, 𝑦) − 1| = 0 

olduğu açıktır. 

 

 Lemma 4.2.1 (ii) ve Eş. 4.4 den  

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥| = |
[𝑛1]𝑞𝑛1

𝑥

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

− 𝑥| = |
[𝑛1]𝑞𝑛1

𝑥 − 𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

𝑥

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| 

= |𝑥| |
[𝑛1]𝑞𝑛1

− 𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| 

Üçgen eşitsizliğini kullanarak, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥| ≤ 𝑟1 |
[𝑛1]𝑞𝑛1

− 𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| 

= 𝑟1 |
1 + 𝑞𝑛1

− 𝑞𝑛1
(1 − 𝑞𝑛1

)[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| 

                      ≤ 𝑟1 (|
1 + 𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| + |
𝑞𝑛1

(1 − 𝑞𝑛1
)[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

|) 

                                            = 𝑟1 |
1 + 𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

| + 𝑟1|(1 − 𝑞𝑛1
)| 

elde edilir. Son eşitsizlikte eşitsizliğin her iki tarafının maksimumu alınır ve  𝑛1, 𝑛2 → ∞ 

iken limit alınırsa, sıkıştırma teoreminden   

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥| = 0 

bulunur. O halde, 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡; 𝑥, 𝑦), 𝑥’e 𝛪 üzerinde düzgün yakınsar. 

 

Lemma 4.2.1 (iii) ve Eş. 4.4’ten, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑦| = |
[𝑛2]𝑞𝑛2

𝑦

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

− 𝑦| = |
[𝑛2]𝑞𝑛2

𝑦 − 𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

𝑦

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| 

= |𝑦| |
[𝑛2]𝑞𝑛2

− 𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| 

Üçgen eşitsizliğini kullanarak, 
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0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑦| ≤ 𝑟2 |
[𝑛2]𝑞𝑛2

− 𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| 

                                                = 𝑟2 |
1 + 𝑞𝑛2

− 𝑞𝑛2
(1 − 𝑞𝑛2

)[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| 

                                                ≤ 𝑟2 |
1 + 𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| + 𝑟2 |
𝑞𝑛2

(1 − 𝑞𝑛2
)[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

| 

                                                 = 𝑟2 |
1+𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
[𝑛2−2]𝑞𝑛2

| + 𝑟2|(1 − 𝑞𝑛2
)|. 

Son eşitsizlikte eşitsizliğin her iki tarafının maksimumu alınır ve  𝑛1, 𝑛2 → ∞ iken limit 

alınırsa sıkıştırma teoreminden,   

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑦| = 0 

bulunur. O halde, 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠; 𝑥, 𝑦) 𝑦’ye 𝛪 üzerinde düzgün yakınsar. 

 

Lemma 4.2.1 (iv) ve Eş. 4.4’ten, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 𝑥2| 

= |
[𝑛1]𝑞𝑛1

[𝑛1 + 1]𝑞𝑛1
𝑥2

𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

+
[2]𝑞𝑛1

[𝑛1]𝑞𝑛1
𝑥

𝑞𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

− 𝑥2| 

= |
[𝑛1]𝑞𝑛1

[𝑛1 + 1]𝑞𝑛1
𝑥2 − 𝑥2 (𝑞𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

)

𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

+
[2]𝑞𝑛1

[𝑛1]𝑞𝑛1
𝑥

𝑞𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

| 

üçgen eşitsizliğini kullanarak, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 𝑥2| 

≤ 𝑟1
2 |

[𝑛1]𝑞𝑛1
[𝑛1 + 1]𝑞𝑛1

− (𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1
)

𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

| 

+𝑟1 |
[2]𝑞𝑛1

[𝑛1]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

| 

= 𝑟1
2 |

[𝑛1]𝑞𝑛1
[𝑛1 + 1]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

−
(𝑞𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

)

𝑞𝑛1
4 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1

[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

| 
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+𝑟1 |
[2]𝑞𝑛1

[𝑛1]𝑞𝑛1

𝑞𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞𝑛1

| 

 

Son eşitsizlikte eşitsizliğin her iki tarafının maksimumu alınır ve 𝑛1, 𝑛2 → ∞ iken limit 

alınırsa, sıkıştırma teoreminden   

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 𝑥2| = 0 

bulunur. O halde 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑡2; 𝑥, 𝑦) , 𝑥2’ye 𝛪 üzerinde düzgün yakınsar. 

 

 Lemma 4.2.1 (v) ve Eş. 4.4’ten, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠2; 𝑥, 𝑦) − 𝑦2| 

= |
[𝑛2]𝑞𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞𝑛2
𝑦2

𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

+
[2]𝑞𝑛2

[𝑛2]𝑞𝑛2
𝑦

𝑞𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

− 𝑦2| 

= |
[𝑛2]𝑞𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞𝑛2
𝑦2 − 𝑦2 (𝑞𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

)

𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

+
[2]𝑞𝑛2

[𝑛2]𝑞𝑛2
𝑦

𝑞𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

| 

üçgen eşitsizliğini kullanarak, 

0 ≤ |𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠2; 𝑥, 𝑦) − 𝑦2| 

≤ 𝑟2
2 |

[𝑛2]𝑞𝑛2
[𝑛2 + 1]𝑞𝑛2

− (𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2
)

𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

| 

+𝑟2 |
[2]𝑞𝑛2

[𝑛2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

| 

= 𝑟2
2 |

[𝑛2]𝑞𝑛2
[𝑛2 + 1]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

−
(𝑞𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

)

𝑞𝑛2
4 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2

[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

| 

+𝑟2 |
[2]𝑞𝑛2

[𝑛2]𝑞𝑛2

𝑞𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞𝑛2

| 

 

Son eşitsizlikte eşitsizliğin her iki tarafının maksimumu alınır ve  𝑛1, 𝑛2 → ∞ iken limit 

alınırsa, sıkıştırma teoreminden   

lim
𝑛1,𝑛2→∞

max
(𝑥,𝑦)∈𝐼

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠2; 𝑥, 𝑦) − 𝑦2| = 0 
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bulunur. Buradan da 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑠2; 𝑥, 𝑦) 𝛪 üzerinde 𝑦2‘ye düzgün yakınsar. Eş.  

4.5 ile verilen tüm koşullar sağlandığından 

Her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) için, (𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓; 𝑥, 𝑦)) operatörler dizisi 𝐼 üzerinde 𝑓(𝑥, 𝑦) ye düzgün 

yakınsaktır.  

 

4.2.2 Ağırlıklı Yaklaşım 

 

İlk önce ağırlıklı uzay tanımlarını hatırlayalım: 

𝜌: [0, ∞) × [0, ∞) → ℝ, 𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 iki değişkenli ağırlık fonksiyonu olsun. 𝐵𝜌 

ile [0, ∞) × [0, ∞) üzerinde tanımlı her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, ∞) × [0, ∞) için  

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥, 𝑦),  𝑀𝑓 > 0 

şartını sağlayan reel değerli fonksiyonların uzayı gösterilsin. 𝐶𝜌 ise 𝐵𝜌 nun tüm sürekli 𝑓 

fonksiyonlarının alt uzayını göstersin.  

 

𝐶𝜌 ve 𝐵𝜌 uzayları üzerindeki norm her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌(𝑣𝑒𝑦𝑎 𝐵𝜌 ) için  

‖𝑓‖𝜌 = sup
𝑥,𝑦≥0

|𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)
 

olarak tanımlıdır. 

 

𝐶𝜌
0 ile de 

lim
√𝑥2+𝑦2→∞

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜌(𝑥, 𝑦)
< ∞ 

olacak şekildeki bütün 𝑓 fonksiyonlarının 𝐶𝜌 içindeki alt uzayı gösterilsin.  

Gadzhiev [15,16] aşağıdaki ağırlıklı yaklaşım sonuçlarını vermiştir.  

 

4.2.2. Lemma  

 

{𝐿𝑛1,𝑛2
}

𝑛1,𝑛2∈Ν
, 𝐶𝜌 dan 𝐵𝜌 ‘ya tanımlı herhangi bir lineer pozitif operatörlerin dizisi olsun. 

Bu durumda  

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝜌)‖

𝜌
≤ 𝑀  

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 reel sayısı mevcuttur. 
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4.2.3. Teorem 

 

𝑓0 = 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 1, 𝑓1 = 𝑒10(𝑡, 𝑠) = 𝑡, 𝑓2 = 𝑒01(𝑡, 𝑠) = 𝑠, 

𝑓3 = 𝑒20(𝑡, 𝑠) + 𝑒02(𝑡, 𝑠) = 𝑡2 + 𝑠2  , iki değişkenli test fonksiyonlar, {𝐿𝑛1,𝑛2
}

𝑛1,𝑛2∈Ν
  𝐶𝜌 

dan 𝐵𝜌 ‘ya lineer pozitif operatörlerin herhangi bir dizisi olsun. Eğer  {𝐿𝑛1,𝑛2
}

𝑛1,𝑛2∈Ν
 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖‖

𝜌
= 0 , 𝑖 = 0,1,2,3    (4.6) 

şartlarını sağlar ise bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
0 için 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝐿𝑛1,𝑛2
(𝑓) − 𝑓‖

𝜌
= 0  

limiti doğrudur [15,16]. 

 

{𝑎𝑛1
}

𝑛1∈Ν
 ve {𝑏𝑛2

}
𝑛2∈Ν

 reel sayı dizileri  

lim
𝑛1→∞

𝑎𝑛1
= ∞ 

lim
𝑛2→∞

𝑏𝑛2
= ∞ 

limitleri sağlansın. 𝛪𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
 ile  

 𝛪𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
= {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑛1

, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏𝑛2
} 

ile tanımlı bölge gösterilsin. 

Aşağıda tanımlanan lineer pozitif operatörü ele alalım. 

𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦) = {
 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑞2(𝑓(𝑡, 𝑠); 𝑥, 𝑦),     (𝑥, 𝑦) ∈ Ι𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
 𝑖𝑠𝑒

      𝑓(𝑥, 𝑦),                       (𝑥, 𝑦) ∉ Ι𝑎𝑛1 ,𝑏𝑛2
 𝑖𝑠𝑒      

 

           (4.7) 

 

4.2.4. Teorem 

 

0 < 𝑞1,𝑛1
, 𝑞2,𝑛2

< 1 olmak üzere {𝑞1,𝑛1
} ve {𝑞2,𝑛2

} Eş. 4.4 ile verilen koşulu sağlayan diziler, 

{𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 } Eş. 4.7 ile tanımlı lineer pozitif operatörlerin dizisi olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
0 için  

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓) − 𝑓‖
𝜌

= 0 

limiti vardır.  
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İspat 

 

𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2  operatörünün 𝐶𝜌 dan 𝐵𝜌 ‘ya bir operatör olduğunu göstermeliyiz. 

Lemma 4.2.1’i dikkate alarak, 

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝜌)‖
𝜌

= sup
𝑥,𝑦≥0

|𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (1 + 𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

                                   ≤ 1 + sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

|1 + 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡2; 𝑥, 𝑦) + 𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑠2; 𝑥, 𝑦)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ 1 + sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
[1 +

[𝑛1]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 + 1]𝑞1,𝑛1

𝑥2

𝑞1,𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

 

+
[2]𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1
𝑥

𝑞1,𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

+
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞2,𝑛2
𝑦2

𝑞2,𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

 

+
[2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2
𝑦

𝑞2,𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

] 

≤ [1 +
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

[𝑛1 + 1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

+
[2]𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

 

+
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞2,𝑛2
𝑦2

𝑞2,𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

+
[2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2
𝑦

𝑞2,𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

] 

≤ 8. 

 

Böylece 𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2  𝐶𝜌 dan 𝐵𝜌 ‘ya bir lineer operatördür. İspatın kalanı için Eş. 4.6’yı 

sağlamak yeterlidir. 

 

𝑓0 = 𝑒00(𝑡, 𝑠) = 1 için  

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓0; . ) − 𝑓0‖
𝜌

= 0      (4.8) 

olduğu açıktır. 

 

Lemma 4.2.1’i dikkate alarak, 

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓1; . ) − 𝑓1‖
𝜌

= sup
𝑥,𝑦≥0

|𝑀𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑥)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

                                                 ≤ |
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1

− 1| sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

𝑥

1 + 𝑥2 + 𝑦2
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                                                 = |
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1

− 1| 

           (4.9) 

Eş. 4.9’dan  

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓1; . ) − 𝑓1‖
𝜌

= 0      (4.10) 

elde edilir. 

 

Benzer şekilde, 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓2; . ) − 𝑓2‖
𝜌

= 0      (4.11) 

bulunur. Ayrıca Lemma 4.2.1 dikkate alınarak, 

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓3; . ) − 𝑓3‖
𝜌

 

= sup
𝑥,𝑦≥0

|𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2)|

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ |
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

[𝑛1 + 1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

− 1| sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

𝑥2

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

+
[2]𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

𝑥

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

+ |
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞2,𝑛2

𝑞2,𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

− 1| sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

𝑦2

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

+
[2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑞2,𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

sup
(𝑥,𝑦)∈Ι𝑎𝑛1,𝑏𝑛2

𝑦

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

≤ |
[𝑛1]𝑞1,𝑛1

[𝑛1 + 1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

4 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

− 1| +
[2]𝑞1,𝑛1

[𝑛1]𝑞1,𝑛1

𝑞1,𝑛1

3 [𝑛1 − 2]𝑞1,𝑛1
[𝑛1 − 3]𝑞1,𝑛1

 

+ |
[𝑛2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2 + 1]𝑞2,𝑛2

𝑞2,𝑛2

4 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

− 1| +
[2]𝑞2,𝑛2

[𝑛2]𝑞2,𝑛2

𝑞2,𝑛2

3 [𝑛2 − 2]𝑞2,𝑛2
[𝑛2 − 3]𝑞2,𝑛2

 

           (4.12) 

elde edilir. Eş. 4.12’den 

lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓3; . ) − 𝑓3‖
𝜌

= 0       (4.13) 

bulunur. Eş. 4.8, Eş. 10, Eş. 4.11 ve Eş. 4.13’ten Teorem 4.2.3’ün hipotezleri sağlanır. 

 

Böylece her 𝑓 ∈ 𝐶𝑔
0 için  
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lim
𝑛1,𝑛2→∞

‖𝑀̃𝑛1,𝑛2

𝑞1,𝑛1 ,𝑞2,𝑛2 (𝑓) − 𝑓‖
𝜌

= 0   

elde edilir. 
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5. SONUÇLAR 

Bu tezde, tek ve iki değişkenli q- Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerin yaklaşım özellikleri 

çalışılmıştır. Teorem 3.2.2’de tek değişkenli operatörlerin düzgün yakınsaklığı Korovkin tip 

bir teorem ile araştırılmıştır. Teorem 3.2.3’te tek değişkenli operatörlerin yakınsama oranı 

ikinci süreklilik modülü yardımı ile hesaplanmıştır. Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5’te 

Lipschitz sınıfından fonksiyonlar için tek değişkenli operatörlerin lokal yaklaşım sonuçları 

verilmiştir. Teorem 3.2.6’da tek değişkenli operatörler için Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım 

teoremi verilmiştir. Teorem 4.2.2’ de iki değişkenli operatörlerin düzgün yakınsaklığı 

Volkov tip bir teorem ile araştırılmıştır.  

 

Son olarak Teorem 4.2.4’te iki değişkenli operatörlerin Gadzhiev tip ağırlıklı yaklaşım 

teoremi incelenmiştir.  

 

Özetle, bu tezde Agrawal ve Kumar[8] ve Özkan ve Cömert [17] tarafından tanımlanan ve 

çalışılan sırasıyla tek ve iki değişkenli q-Baskakov-Durrmeyer tip operatörlerinin yaklaşımı 

araştırılmıştır. 
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