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ÖZET 

Bu çalışmada spektral graf teorideki temel matris kavramları, devirli grup ve dihedral grup 

yapıları göz önüne alınarak sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power 

grafları için Laplacian matris, distance matris ve bu matrislerin özdeğerlerini kullanarak 

enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramları yeniden tanımlanmıştır. Daha sonra 

sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının enerjileri, Laplacian 

enerjileri, distance enerjileri ve en büyük distance özdeğerleri için bazı alt ve üst sınırlar 

elde edilmiştir. Ayrıca devirli grubun mertebesi ve power grafın tamlığı arasındaki ilişki 

göz önüne alınarak sonlu devirli grupların power graflarının tam olduğu durumlar için 

sonuçlar verilmiştir. Daha sonra devirli grup ve dihedral grup yapıları yardımıyla da sonlu 

devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının enerjileri ve distance 

enerjileri için karşılaştırma sonuçları elde edilmiştir.  
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ABSTRACT 

In this study, considering the basic matrix concepts in spectral graph theory, cyclic group 

and dihedral group structures, the Laplacian matrix, the distance matrix and using the 

eigenvalues of these matrices, the energy, the Laplacian energy and the distance energy 

concepts were redefined for the power graphs of finite cyclic groups and finite dihedral 

groups. Then some lower and upper bounds for the energies, the Laplacian energies, the 

distance energies and the largest distance eigenvalues of the power graphs of finite cyclic 
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the order of the cyclic group and completeness of the power graphs, results were given for 

the cases where the power graphs of finite cyclic groups were complete. Then, with the 

help of cyclic group and dihedral group structures, comparison results for the energies and 

the distance energies of the power graphs of finite cycle groups and finite dihedral groups 

were obtained. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

F     Cisim  

𝑴𝒏(𝑭)     Elemanları 𝐹 ye ait, 𝑛 boyutlu matrisler kümesi 

𝑨𝑻      𝐴 matrisinin transpozu 

𝑨̅      𝐴 matrisinin eşleniği 

𝒕𝒓(𝑨)      𝐴 matrisinin izi 

𝑲𝑨(𝝀)      𝐴 matrisinin karakteristik polinomu 

𝝈(𝑨)     𝐴 matrisinin spektrumu 

𝝆(𝑨)     𝐴 matrisinin spektral yarıçapı 

𝑰     Birim matris 

𝑱     Tüm elemanları 1 olan kare matris 

𝑮 = (𝑽, 𝑬) veya 𝑮   Graf 

𝒗𝒊      𝐺 grafının bir noktası 

𝒆𝒊      𝐺 grafının bir kenarı 

𝑽     𝐺 grafının noktalar kümesi 

𝑬     𝐺 grafının kenarlar kümesi 

|𝑽|      𝑉 noktalar kümesinin kardinalitesi 

|𝑬|      𝐸 kenarlar kümesinin kardinalitesi 

𝒗𝒊~𝒗𝒋      𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  noktalarının komşuluğu 

𝑵𝒗𝒊      𝑣𝑖 noktasının komşuluklar kümesi 

𝒅(𝒗𝒊)     𝑣𝑖 noktasının derecesi 

𝒅(𝒗𝒊, 𝒗𝒋)    𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  noktaları arasındaki uzaklık 

𝜹(𝑮)     𝐺 grafının minimum derecesi 

𝚫(𝑮)     𝐺 grafının maksimum derecesi 

𝒅(𝑮)     𝐺 grafının ortalama derecesi 

𝑨(𝑮)     𝐺 grafının komşuluk matrisi 

𝑳(𝑮)     𝐺 grafının Laplacian matrisi 
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Simgeler     Açıklamalar  

 

𝑫(𝑮)     𝐺 grafının derece matrisi 

𝓓(𝑮)     𝐺 grafının distance matrisi 

𝝀𝒊     𝐺 grafının en büyük i-inci özdeğeri 

𝝁𝒊     𝐺 grafının en küçük i-inci Laplacian özdeğeri 

𝝏𝒊     𝐺 grafının en büyük i-inci distance özdeğeri 

ℇ(𝑮)     𝐺 grafının enerjisi 

𝑳ℇ(𝑮)     𝐺 grafının Laplacian enerjisi 

𝓓ℇ(𝑮)     𝐺 grafının distance enerjisi 

𝑷(𝑮)     𝐺 grubunun power grafı 

𝑷⃗⃗ (𝑮)     𝐺 grubunun yönlü power grafı 

𝑾     Yürüme 

𝑷     Yol 

𝑲𝒏      𝑛 noktalı tam graf 

𝑪𝒏      𝑛-inci mertebeden devirli grup 

𝑫𝟐𝒏      2𝑛-inci mertebeden dihedral grup 

𝑺𝒏      𝑛 elemanlı simetrik grup 

𝑨𝒏      𝑛 elemanlı alterne grup 

ℤ𝒏      𝑛 modülüne göre tam sayılar grubu 

ℤ𝒏
∗      𝑛 modülüne göre 𝑛 ile aralarında asal tam sayı grubu 

𝒙     Perron özvektör 
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1. GİRİŞ 

 

Günümüzde fen bilimleri, kriptoloji, veri tabanları, elektronik devreler gibi pek çok alanda 

kullanılan cebirsel graf teori, cebirsel yöntemlerin graf ile ilgili problemlere uygulandığı 

graf teorinin bir alt alanıdır. Cebirsel graf teori, üç temel alanda incelenir. Bu alanlar; grup 

teorisi, lineer cebir ve graf değişmezleridir. 

 

Cebirsel graf teori, lineer cebir anlamında incelendiğinde bir alt alanı olan spektral graf 

teori karşımıza çıkar. Spektral graf teori, herhangi bir grafın ilgili matrislerinin özdeğerleri 

ve özvektörlerini kullanarak graf yapısı hakkında bilgi edinmemizi sağlar. Spektral graf 

teorinin temeli 1931 yılında Hückel’in kuantum kimyasında yaptığı bir çalışmaya dayanır 

[1]. Bu çalışmada elektron enerji seviyelerini temsil etmekte graf özdeğerlerini kullandığı 

bilinmektedir. Ayrıca iyi bilinen Matris-Ağaç teoreminin spektral graf teorinin bir sonucu 

olduğu 1940 da Brooks ve diğerleri tarafından ispatlanmıştır [2]. Daha sonra 1950’li 

yıllarda regüler grafların komşuluk matrisi üzerinde yapılan spektral çalışmalar ile spektral 

graf teori matematik literatüründe sık kullanılır hale gelmiştir. 

 

Cebirsel graf teori, grup teorisi anlamında incelendiğinde otomorfizm grupları ve 

geometrik grup teorisi ile bağlantılı graflar karşımıza çıkar. Bu alanın iki temel odağı 

bulunmaktadır. Bunlardan ilki simetrik graf aileleri ve bu aileler arasındaki bağlantılığa 

dayanan grup yapıları oluşturmaktır. Bu anlamda Frucht, tüm grupların bağlantılı bir grafın 

otomorfizim grubu olarak temsil edildiğini göstermiştir [3]. Diğeri ise herhangi bir grubun, 

yarı grubun veya monoidin üzerinde elemanları yardımı ile bir graf yapısı oluşturmaktır. 

Bu graf yapılarından bazıları Cayley grafları, Petersen grafları ve bu çalışmanın temelini 

oluşturan power graflardır. 

 

Power graf kavramı ilk olarak 2000 yılında Kelarev ve Quinn tarafından sonlu yarı 

grupların yönlü power grafı olarak tanımlanmıştır [4]. Daha sonra gruplar için yönlü power 

graf kavramı tanımlanmış, yarı gruplar ve gruplar üzerindeki yönlü power graflar için 

çeşitli çalışmalar yapılmıştır [5-7]. Chakrabarty ve diğerleri bu çalışmalardan esinlenerek 

2009 yılında yaptığı çalışma ile yönsüz power graf kavramını matematik literatürüne 

kazandırmıştır [8]. Ayrıca bu çalışmada power grafın tamlığı, grubun yapısı ve mertebesi 

arasındaki ilişkiyi göstermiştir. Daha sonra Cameron ve diğerleri yönsüz power graf 
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kavramını kısaltarak power graf olarak adlandırmıştır [9-10] ve bu ad matematik 

literatürüne geçerek bundan sonra yönsüz power graflar için yapılan çalışmalar power graf 

adı altında yayınlanmıştır. 

 

Power grafın, spektral graf teori bazında çalışılmasına yön veren diğer bir isim ise 

Chattopadhyay’dır. Chattopadhyay ve diğerlerinin 2018 yılında yaptığı çalışmada sonlu 

devirli gruplar ve sonlu dihedral grupların power grafları üzerinde komşuluk matrisi 

kavramı yeniden tanımlanmış, sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power 

graflarının komşuluk matrislerinin en büyük özdeğerleri için sınırlar elde edilmiştir [11]. 

 

Bu tezde, Chattopadhyay ve diğerlerinin [11] makalesinden esinlenerek spektral graf 

teoride önemli yere sahip olan Laplacian matris, distance matris gibi kavramlar, power graf 

yapısına uygun şekilde sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power grafları 

için tekrar tanımlanmıştır. Ayrıca Gutman’ın teorik kimyadaki çalışmalardan ilham alarak 

matematik literatürüne kazandırdığı grafın enerjisi [12], Laplacian enerjisi [13] ve distance 

enerjisi [14] kavramlarını baz alarak sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların 

power grafları için enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramları tanımlanmış ve bu 

kavramlar için alt ve üst sınırlar elde edilmiştir. Daha sonra devirli grup ve dihedral grup 

yapıları yardımıyla söz konusu grupların power graflarının enerjilerinin ve distance 

enerjilerinin karşılaştırıldığı sonuçlar verilmiştir. Ayrıca grubun yapısı ve power grafın 

tamlığı arasındaki ilişki göz önüne alınarak elde edilen sınırlar yardımıyla da devirli 

grubun power grafının tam olduğu durumlar için sonuçlar verilmiştir. 

 

Bu tez verilen bilgiler doğrultusunda yedi bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde çalışma 

boyunca kullanılacak lineer cebir ve graf teori ile ilgili temel kavramlar ve özellikler 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, öncelikle gruplar ile ilgili tez boyunca kullanacağımız temel tanımlar ve 

gruplar üzerinde tanımlı yönlü ve yönsüz power graf kavramları verilmiştir. Daha sonra 

sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının komşuluk matrisi, 

Laplacian matrisi ve distance matrisi kavramları tanımlanmış ve bu matrisler yardımıyla 

söz konusu power graflar için enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramları 

verilmiştir. 
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Dördüncü bölümde sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının 

enerjileri için sınırlar elde edilmiştir. Daha sonra grup yapıları ve bulunan sınırlar 

yardımıyla enerjilerin karşılaştırıldığı sonuçlar verilmiştir. Ayrıca devirli grubun power 

grafının tam oldu durumlar için sonuçlar bulunmuştur. 

 

Beşinci bölümde sonlu devirli grupların power graflarının Laplacian enerjisi için sınırlar 

elde edilmiştir. 

 

Altıncı bölümde öncelikle sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power 

graflarının distance enerjileri için alt ve üst sınırlar elde edilmiş, daha sonra devirli grup ve 

dihedral grup yapıları yardımı ile söz konusu grupların power graflarının distance enerjileri 

karşılaştırılmıştır. Ayrıca sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power 

graflarının en büyük özdeğerleri için sınırlar elde edilmiştir. 

 

Yedinci bölümde sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupaların power graflarının 

enerjileri, Laplacian enerjileri ve distance enerjileri için sınır eşitlik durumları ve sınır 

karşılaştırmaları hakkında sonuçlar verilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 

 

 

 

 

 



5 

 
 

2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak lineer cebir ve graf teori ile ilgili temel kavramlar ve 

özellikler verilecektir.  

 

2.1. Genel Bilgiler 

 

2.1.1. Tanım 

 

𝐹 bir cisim, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐹) ve 𝑥 ≠ 0, 𝑛 × 1 tipinde bir sütun vektörü olmak üzere, 

 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                     (2.1) 

 

olacak biçimde 𝜆 ∈ 𝐹 skaleri olsun. Eş. 2.1, 𝐼 𝑛 × 𝑛 tipinde birim matris olmak üzere 

 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0    

 

şeklinde yazılabilir. (𝐴 − 𝜆𝐼) matrisine 𝐴 nın karakteristik matrisi denir ve bu matrisin 

determinantının hesaplanması sonucu 𝜆 ya bağlı 𝑛-inci dereceden monik bir polinom elde 

edilir. Bu polinoma 𝐴 matrisinin karakteristik polinomu denir ve 𝐾𝐴(𝜆) şeklinde gösterilir. 

Yani, 

 

𝐾𝐴(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼)  

 

dir. 𝐾𝐴(𝜆) = 0 denklemine 𝐴 matrisinin karakteristik denklemi ve bu karakteristik 

denklemin köklerine de 𝐴 matrisinin özdeğerleri denir. 

 

𝐾𝐴(𝜆) = 0, 𝑛 −inci dereceden bir denklem olduğundan tam olarak 𝑛 tane köke sahiptir ve 

bunların hepsi birbirinden farklı olmak zorunda değildir. 

 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 veya (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 

 

denkleminin sıfır olmayan 𝑥 çözümlerine 𝐴 matrisinin 𝜆 özdeğerlerine karşılık gelen 
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özvektörleri denir. Bu tanım doğrultusunda özdeğer ve özvektörler için 

 

𝐴𝑥𝑖 = 𝜆𝑥𝑖 (𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛) 

 

temel formülü elde edilir [15]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

𝐹 bir cisim, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐹) matrisinin tüm özdeğerlerinin kümesine 𝐴 nın spektrumu denir ve 

𝜎(𝐴) ile gösterilir [16]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

𝐹 bir cisim, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐹) matrisinin tüm özdeğerleri içinde mutlak değerce en büyük olanına 

spektral yarıçap denir ve 𝜌(𝐴) ile gösterilir. Yani 

 

𝜌(𝐴) = 𝑚𝑎𝑥{|𝜆𝑖|: 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜆𝑖 ∈ 𝜎(𝐴)}  

 

dir [16]. 

 

2.1.4. Tanım 

 

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) matrisi elemanları kompleks sayılar olan bir kare matris olmak üzere, 

 

𝐴𝑇 = 𝐴  

 

şartı sağlanıyorsa, o zaman 𝐴 matrisine simetrik matris denir [15]. 

 

2.1.5. Tanım 

 

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) matrisi elemanları kompleks sayılar olan bir kare matris olmak üzere, 

 

𝐴𝑇 = 𝐴̅  
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şartı sağlanıyorsa, o zaman 𝐴 matrisine hermityen matris denir [15]. 

 

2.1.6. Tanım 

 

𝐴, 𝑛 × 𝑛 tipinde bir hermityen matris, 𝑥 ∈ ℂ𝑛 sıfırdan farklı kompleks bir vektör ve 𝑥∗, 𝑥 

in eşlenik transpozu olmak üzere, 

 

𝑥∗𝐴𝑥 > 0  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝐴 matrisine pozitif tanımlı; 

 

𝑥∗𝐴𝑥 ≥ 0  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝐴 matrisine yarı pozitif tanımlıdır denir [17]. 

 

2.1.7. Tanım 

 

𝐴, 𝑛 × 𝑛 tipinde bir matris olsun. 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 − 1 için  

 

[

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘
⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘1 ⋯ 𝑎𝑘𝑘

]  

 

matrislerine 𝐴 nın temel alt matrisleri denir [18]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

𝐴, 𝑛 × 𝑛 tipinde bir matris olmak üzere 𝐴 nın herhangi bir temel alt matrisinin 

determinantına 𝐴 nın bir temel minörü denir. Yani 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 − 1 için 𝐴 nın temel 

minörleri; 

 

𝑑𝑒𝑡 [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘
⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘1 ⋯ 𝑎𝑘𝑘

]  
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dır [18]. 

 

2.1.9. Tanım 

 

𝐴, 𝑛 × 𝑛 tipinde bir kare matris olmak üzere 𝐴 nın izi 

 

𝑡𝑟(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑖 = 𝑎11 + 𝑎22+. . . +𝑎𝑛𝑛
𝑛
𝑖=1   

 

şeklinde tanımlıdır. [18]. 

 

2.1.1. Teorem (Cauchy Interlace Teorem) 

 

𝐴, mertebesi 𝑛 olan bir hermityen matris ve 𝐵 de mertebesi 𝑛 − 1 olan 𝐴 nın bir temel alt 

matrisi olsun. Eğer 𝜆𝑛 ≤ 𝜆𝑛−1 ≤. . . ≤ 𝜆1, 𝐴 nın özdeğerleri ve 𝜇𝑛 ≤ 𝜇𝑛−1 ≤. . . ≤ 𝜇2, 𝐵 nin 

özdeğerleri ise 

 

𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛 ≤ 𝜆𝑛−1 ≤ 𝜇𝑛−1 ≤. . . ≤ 𝜆2 ≤ 𝜇2 ≤ 𝜆1  

 

dir [19]. 

 

2.1.2. Teorem (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği) 

 

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ve 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 ler birer reel sayı olmak üzere 

 

(∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 )(∑ 𝑏𝑖
2𝑛

𝑖=1 ) ≥ (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 )2,  

 

yani  

 

(𝑎1
2 + 𝑎2

2+. . . +𝑎𝑛
2)(𝑏1

2 + 𝑏2
2+. . . +𝑏𝑛

2) ≥ (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2+. . . +𝑎𝑛𝑏𝑛)
2  

 

dir. Eşitlik durumunun olması için gerek ve yeter koşul (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) ve (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) 

dizilerinin orantılı olmasıdır. Yani; 
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𝑎1

𝑏1
=
𝑎2

𝑏2
=. . . =

𝑎𝑛

𝑏𝑛
  

 

olmasıdır [20]. 

 

2.2. Graf Teoride Bazı Temel Tanım ve Kavramlar 

 

2.2.1. Tanım 

 

Graf, elemanları nokta olarak adlandırılan sonlu, boş olmayan 𝑉 noktalar kümesi ve 

elemanları kenar olarak adlandırılan sonlu 𝐸 kenarlar kümesinden oluşan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ikili 

yapısına denir. Burada 

 

𝐸 = {{𝑣𝑖 , 𝑣𝑗}: 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉}  

 

olup 𝐸 nin elemanları 𝑒𝑘 lar ile gösterilir. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.1. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

 

Şekil 2.1 ile verilen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının noktalar ve kenarlar kümesi sırası ile 

 

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6} 

 

dır. 
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2.2.2. Tanım 

 

Bir grafın 𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  noktaları arasında en az bir kenar bulunuyorsa 𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  noktalarına 

komşudur denir ve 𝑣𝑖~𝑣𝑗  ile gösterilir. Bir 𝑣𝑖 noktasına komşu olan tüm noktaların 

kümesine 𝑣𝑖 nin komşuluklar kümesi denir ve 𝑁𝑣𝑖 ile gösterilir. Yani 

 

𝑁𝑣𝑖 = {𝑣𝑗: 𝑣𝑖~𝑣𝑗 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉}  

 

dir [21]. 

 

2.2.3. Tanım 

 

Bir grafın herhangi bir 𝑣𝑖 noktasına bağlı kenar sayısına 𝑣𝑖  nin derecesi denir ve 𝑑𝑣𝑖 veya 

𝑑(𝑣𝑖) ile gösterilir [22]. 

 

Şekil 2.1 de verilen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı için nokta komşulukları sıra farkı gözetmeksizin  

 

𝑣1~𝑣2, 𝑣1~𝑣4, 𝑣1~𝑣5, 𝑣2~𝑣3  

 

ve her bir noktanın derecesi 

 

𝑑𝑣1 = 5, 𝑑𝑣2 = 3, 𝑑𝑣3 = 1, 𝑑𝑣4 = 2, 𝑑𝑣5 = 1  

 

dir. 

 

2.2.4. Tanım 

 

Bir 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının minimum ve maksimum dereceleri sırası ile 

 

𝛿(𝐺) = min{𝑑𝑣𝑖: 𝑣𝑖 ∈ 𝑉}, 

 

∆(𝐺) = max{𝑑𝑣𝑖: 𝑣𝑖 ∈ 𝑉}  
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şeklinde tanımlanır. Ayrıca 

 

𝑑(𝐺) =
1

|𝑉|
∑ 𝑑𝑣𝑖𝑣𝑖∈𝑉

  

 

sayısına 𝐺 nin ortalama derecesi denir. Burada |𝑉|, 𝑉 noktalar kümesinin kardinalitesi yani 

eleman sayısıdır. Bu tanıma göre 

 

𝛿(𝐺) ≤ 𝑑(𝐺) ≤ ∆(𝐺)  

 

dir. Ayrıca |𝐸| kenarlar kümesinin kardinalitesi 

 

|𝐸| =
1

2
∑ 𝑑𝑣𝑖 =

1

2
𝑑(𝐺)|𝑉|𝑣𝑖∈𝑉

  

 

dir [22]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.2. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

 

Şekil 2.2 ile verilen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı için 𝑑𝑣1 = 2, 𝑑𝑣2 = 3, 𝑑𝑣3 = 1, 𝑑𝑣4 = 2 olup 𝐺 nin 

sırası ile maksimum, minimum ve ortalama derecesi; 

 

∆(𝐺) = max{𝑑𝑣𝑖: 𝑣𝑖 ∈ 𝑉} = 3  

 

𝛿(𝐺) = min{𝑑𝑣𝑖: 𝑣𝑖 ∈ 𝑉} = 1  
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𝑑(𝐺) =
1

|𝑉|
∑ 𝑑𝑣𝑖𝑣𝑖∈𝑉

=
1

4
(2 + 3 + 1 + 2) = 2  

 

olarak bulunur. 

 

2.2.5. Tanım 

 

Bir grafın herhangi iki noktası arasında birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katlı 

kenarlar denir [22]. 

 

2.2.6. Tanım 

 

Başlangıç ve bitiş noktası aynı olan kenara ilmek denir [22]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.3. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

 

Şekil 2.3 de verilen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı için 𝑒1 ve 𝑒2 birer katlı kenar, 𝑒4 bir ilmekdir. 

 

2.2.7. Tanım 

 

Bir grafın derecesi sıfır olan noktasına izole nokta, dercesi bir olan noktasına pendant 

nokta denir [21]. 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 2.4. 𝐺 grafı 

 

Şekil 2.4 de verilen 𝐺 grafı için 𝑑𝑣1 = 0, 𝑑𝑣2 = 2, 𝑑𝑣3 = 2, 𝑑𝑣4 = 1 olduğundan 𝑣1 bir 

izole nokta ve 𝑣4 bir pendant noktadır. 

 

2.3. Bazı Özel Graflar 

 

2.3.1. Tanım 

 

Katlı kenar ve ilmek içermeyen grafa basit graf denir [21]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.5. Basit graf 

 

Şekil 2.5 ile verilen 𝐺1 ve 𝐺2 grafları katlı kenar ve ilmek içermediğinden basit graflardır. 
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2.3.2. Tanım 

 

Bir grafın sonlu sayıda, birbiriyle bağlantılı noktalarından ve kenarlarından oluşan dizisine 

yürüme denir ve 𝑊 ile gösterilir. Her bir kenarın ve noktanın en fazla bir kez kullanıldığı 

yürümeye yol denir ve 𝑃 ile gösterilir. Özel olarak başlangıç ve bitiş noktası aynı olan yola 

kapalı yol denir [21]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.6. 𝐺 grafı 

 

Şekil 2.6’da verilen 𝐺 grafı için 𝑣2𝑒2𝑣3𝑒5𝑣4𝑒3𝑣2𝑒1𝑣1 bir yürüme, 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒4𝑣5𝑒6𝑣4𝑒5𝑣3 bir 

yol, 𝑣2𝑒2𝑣3𝑒5𝑣4𝑒6𝑣5𝑒4𝑣2 bir kapalı yoldur. 

 

2.3.3. Tanım 

 

Herhangi iki noktası arasında bir yol bulunan grafa bağlantılı graf denir [22]. 

 

Şekil 2.6’da verilen 𝐺 grafı bağlantılı bir grafdır. 

 

2.3.4. Tanım 

 

Basit bir grafın herhangi iki noktası arasında bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta çifti 

arasında komşuluk varsa bu grafa tam graf denir ve n noktalı bir tam graf 𝐾𝑛 ile gösterilir. 

 

𝐾𝑛 tam grafının kenar sayısı 𝐶 (
𝑛
2
) =

𝑛(𝑛−1)

2
 dir [21]. 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 2.7. 𝐾4 ve 𝐾5 tam grafları 

 

Şekil 2.7’de verilen 𝐾4 ve 𝐾5 grafları sırası ile 4 nokta ve 5 nokta içeren tam graflardır. 

 

2.3.5. Tanım 

 

Her bir noktası aynı dereceye sahip olan grafa regüler graf denir. Özel olarak her bir 

noktası 𝑟 −derceye sahip olan grafa r-regüler graf denir [21]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.8. Regüler graf 

 

Şekil 2.8’de verilen 𝐺1 ve 𝐺2 grafları 2-dereceli regüler graflardır. 

 

2.3.6. Tanım 

 

Her bir kenarına yön verilerek oluşturulan grafa yönlü graf denir. Yönlü grafta yön, 

kenarın başlangıç noktasından bitim noktasına doğru verilir ve kenarlar özel olarak yay ile 

adlandırılır [21]. 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 2.9. Yönlü graf 

 

Şekil 2.9’da verilen 𝐺1 ve 𝐺2 grafları yönlü graflardır. 

 

2.4. Basit Grafların İlgili Matrisleri ve Spektrumları 

 

2.4.1. Tanım 

 

𝐺, noktalar kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛} ve |𝐸(𝐺)| = 𝑚 olmak üzere kenarlar kümesi 

𝐸(𝐺) olan basit bir graf olsun. 𝐺 nin komşuluk matrisi, 𝐴(𝐺) = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 ile gösterilir ve 

elemanları 

 

𝑎𝑖𝑗 = {
1, 𝑣𝑖~𝑣𝑗  

0, aksi durumlarda
  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Komşuluk matrisi reel, simetrik bir matris olduğundan tüm özdeğerleri reeldir,                

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için özdeğerler 𝜆𝑖 ler ile gösterilir ve özdeğerler arasında 

 

𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥. . . ≥ 𝜆𝑛  

 

eşitsizliği vardır. Burada 𝜆1 özdeğerine en büyük özdeğer ve i= 1,2, . . . , 𝑛 için en büyük 

|𝜆𝑖| değerine de spektral yarıçap denir [23]. 
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2.4.2. Tanım 

 

𝐺, basit bir graf olsun. 𝐺 nin komşuluk matrisinin özdeğerlerinin ve katlılıklarının 

oluşturduğu kümeye 𝐺 nin spektrumu denir [23]. 

 

2.4.1. Not 

 

Basit bir grafın komşuluk matrisinin her bir satır ve sütunundaki elemanların toplamı o 

satır ve sütuna karşılık gelen noktanın derecesini verir. Ayrıca komşuluk matrisinin 

özdeğerlerinin toplamı sıfırdır. Yani 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜆𝑖 ler komşuluk matrisinin 

özdeğerleri olmak üzere 

 

∑  𝜆𝑖 = 0
𝑛
𝑖=1   

 

dır.  

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.10. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.10 ile verilen 𝐺 grafı basit bir graf olup bu grafa ait komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝐺) =























01100

10101

11001

00001

01110
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ve özdeğerleri 

 

𝜆1 = 2,6411, 𝜆2 = 0,7237, 𝜆3 = −0,5892, 𝜆4 = −1, 𝜆5 = −1,7757  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin spektrumu (2,6411, 0,7237, −0,5892,−1,−1,7757) 

olup spektral yarıçapı 2,6411 dir. 

 

2.4.3. Tanım 

 

𝐺, noktalar kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛} ve |𝐸(𝐺)| = 𝑚 olmak üzere kenarlar kümesi 

𝐸(𝐺) olan basit bir graf olsun. 𝐺 nin Laplacian matrisi, 𝐿(𝐺) = (𝑙𝑖𝑗)𝑛×𝑛 ile gösterilir ve 

elemanları 

 

𝑙𝑖𝑗 = {

𝑑𝑣𝑖  , 𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗
−1  , 𝑣𝑖~𝑣𝑗
0  , aksi durumlarda

  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Laplacian matrisi reel, simetrik bir matris olduğundan tüm özdeğerleri reeldir,                

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için özdeğerler 𝜇𝑖 ler ile gösterilir ve özdeğerler arasında 

 

0 = 𝜇1 ≤ 𝜇2 ≤. . . ≤ 𝜇𝑛  

 

eşitsizliği vardır. Burada 𝜇𝑛 özdeğerine en büyük Laplacian özdeğer ve i= 1,2, . . . , 𝑛 için 

en büyük |𝜇𝑖| değerine de Laplacian spektral yarıçap denir. Ayrıca Laplacian matrisi için 

 

𝐿(𝐺) = 𝐷(𝐺) − 𝐴(𝐺)  

 

eşitliği vardır. Burada 𝐷(𝐺) = 𝑘öş(𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑛) yani 𝐺 nin nokta derecelerinin 

oluşturduğu köşegen matristir [23]. 

 

 

 



19 

 
 

2.4.2. Not 

 

Basit bir grafın Laplacian matrisinin her bir satır ve sütunundaki elemanların toplamı 

sıfırdır. Ayrıca Laplacian matrisinin özdeğerlerinin toplamı kenar sayısının iki katına 

eşittir. Yani; 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜇𝑖 ler Laplacian matrisinin özdeğerleri olmak üzere 

 

∑ 𝜇𝑖  = 2|𝐸|
𝑛
𝑖=1 = 2𝑚  

 

dir.  

 

2.4.4. Tanım 

 

𝐺, basit bir graf olsun. 𝐺 nin Laplacian matrisinin özdeğerlerinin ve katlılıklarının 

oluşturduğu kümeye 𝐺 nin Laplacian spektrumu denir [23]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.11. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝐺) =























−−

−−

−

−−−−

−

21010

12010

00110

11141

00011

  

 

ve Laplacian özdeğerleri 
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𝜇1 = 0, 𝜇2 = 1, 𝜇3 = 1, 𝜇4 = 3, 𝜇5 = 5  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin Laplacian spektrumu (5, 3, 1, 1, 0) olup Laplacian spektral 

yarıçapı 5 dir. 

 

2.4.5. Tanım 

 

𝐺, noktalar kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛} ve |𝐸(𝐺)| = 𝑚 olmak üzere kenarlar kümesi 

𝐸(𝐺) olan basit bir graf olsun. 𝐺 nin distance matrisi, 𝒟(𝐺) = (𝑑𝑖𝑗)𝑛×𝑛 ile gösterilir ve 

elemanları 

 

𝑑𝑖𝑗 = {
0, 𝑣𝑖 = 𝑣𝑗   

𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗), aksi durumlarda
  

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗), 𝑣𝑖 ile 𝑣𝑗  noktaları arasındaki en kısa yolun 

uzunluğudur. Distance matrisi reel, simetrik bir matris olduğundan tüm özdeğerleri reeldir, 

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için özdeğerler 𝜕𝑖 ler ile gösterilir ve özdeğerler arasında 

 

𝜕1 ≥ 𝜕2 ≥. . . ≥ 𝜕𝑛  

 

eşitsizliği vardır. Burada 𝜕1 özdeğerine en büyük distance özdeğeri ve i= 1,2, . . . , 𝑛 için en 

büyük |𝜕𝑖| değerine de distance spektral yarıçapı denir [23]. 

 

2.4.6. Tanım 

 

𝐺, basit bir graf olsun. 𝐺 nin distance matrisinin özdeğerlerinin ve katlılıklarının 

oluşturduğu kümeye 𝐺 nin distance spektrumu denir [23]. 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 2.12. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.12 de verilen 𝐺 grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝐺) =























01210

10110

21010

11100

00000

  

 

olup distance özdeğerleri 

 

𝜕1 = 3,5615, 𝜕2 = 0, 𝜕3 = −0,5615, 𝜕4 = −1, 𝜕5 = −2  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin distance spektrumu (3,5615, 0, −0,5615, −1,−2) olup 

Laplacian spektral yarıçapı 3,5615 dir. 

 

2.5. Basit Grafların Enerjileri, Laplacian Enerjileri ve Distance Enerjileri 

 

2.5.1. Tanım 

 

𝐺, 𝑛 noktalı ve 𝑚 kenarlı basit bir graf olsun. 𝐺 nin enerjisi, ℇ(𝐺) ile gösterilir ve 𝐴(𝐺) 

komşuluk matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerce toplamı şeklinde tanımlanır. Yani 

 

ℇ(𝐺) = ∑ |𝜆𝑖|
𝑛
𝑖=1   
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dir [12]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.13. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.13 ile verile 𝐺 grafının komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝐺) =























01000

10101

01001

00001

01110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜆1 = 2,3027, 𝜆2 = 0,618, 𝜆3 = 0, 𝜆4 = −1,3027, 𝜆5 = −1,618  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin enerjisi 

 

ℇ(𝐺) = ∑ |𝜆𝑖| =
5
𝑖=1 2,3027 + 0,618 + 0 + 1,3027 + 1,618 = 5,8414  

 

olarak hesaplanır. 
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2.5.2. Tanım 

 

𝐺, 𝑛 noktalı ve 𝑚 kenarlı basit bir graf olsun. 𝐺 nin Laplacian enerjisi, 𝐿ℇ(𝐺) ile gösterilir 

ve 𝐿(𝐺) Laplacian matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerce toplamı şeklinde tanımlanır. 

Yani 

 

𝐿ℇ(𝐺) = ∑ |𝜇𝑖 −
2𝑚

𝑛
|𝑛

𝑖=1   

 

dir [13]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.14. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.14 ile verilen 𝐺 grafının Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝐺) =



















−−

−−

−

−−−

2101

1201

0011

1113

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜇1 = 0, 𝜇2 = 1, 𝜇3 = 3, 𝜇4 = 4  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin Laplacian enerjisi 
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𝐿ℇ(𝐺) = ∑ |𝜇𝑖 −
8

4
| =4

𝑖=1 |0 − 2| + |1 − 2| + |3 − 2| + |4 − 2| = 2 + 1 + 1 + 2 = 6  

 

olarak hesaplanır. 

 

2.5.3. Tanım 

 

𝐺, 𝑛 noktalı ve 𝑚 kenarlı basit bir graf olsun. 𝐺 nin distance enerjisi, 𝒟ℇ(𝐺) ile gösterilir 

ve 𝒟(𝐺) distance matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerce toplamı şeklinde tanımlanır. 

Yani 

 

𝒟ℇ(𝐺) = ∑ |𝜕𝑖|
𝑛
𝑖=1   

 

dir [14]. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 2.15. Basit bağlantılı graf 

 

Şekil 2.15 ile verile 𝐺 grafının distance matrisi 
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𝒟(𝐺) =























02112

20111

11021

11201

21110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜕1 = 5,2238, 𝜕2 = 0,1605, 𝜕3 = −1, 𝜕4 = −2, 𝜕5 = −2,3844  

 

olarak bulunur. Buna göre 𝐺 nin distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝐺) = ∑ |𝜕𝑖| =
5
𝑖=1 5,2238 + 0,16058 + 1 + 2 + 2,3844 = 10,7687  

 

olarak hesaplanır. 
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3. SONLU     DEVİRLİ     GRUPLARIN     VE     SONLU     DİHEDRAL  

    GRUPLARIN POWER GRAFLARI 

 

Power graf kavramı ilk olarak Kelarev ve Quinn tarafından sonlu yarı grupların yönlü 

power grafı şeklinde tanıtılmış [4] daha sonra Chakrabarty ve diğerleri tarafından yönsüz 

power graf kavramı literatüre kazandırılmıştır [8]. 

 

Bu bölümde, öncelikle gruplar ve power graflar ile ilgili tez boyunca kullanılacak temel 

kavramlar verilecek ve daha sonra çalışmanın temelini oluşturan sonlu devirli grupların ve 

sonlu dihedral grupların power graflarının komşuluk matrisi, Laplacian matrisi ve distance 

matrisi kavramları verilecektir. Ayrıca bu matrislerin spektrumları yardımı ile sonlu devirli 

grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının enerjisi, Laplacian enerjisi ve 

distance enerjisi kavramları tanımlanacaktır. 

 

3.1. Gruplar ve Gruplar Üzerindeki Power Graflar 

 

3.1.1. Tanım 

 

𝐺 boştan farklı bir küme olsun. Eğer 

 

𝐺 × 𝐺 ⟶ 𝐺  

 

bir fonksiyon ise bu fonksiyona ikili işlem denir. Bu ikili işlem altında (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐺 × 𝐺 nin 

görüntüsü için birkaç notasyon kullanırız. Bunlardan en yaygın kullanılanları; 

 

• 𝑎. 𝑏 (çarpma notasyonu) 

 

• 𝑎 + 𝑏 (toplama notasyonu) 

 

dır [24]. 
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3.1.2. Tanım 

 

𝐺 boştan farklı bir küme ve 𝐺 üzerinde bir ikili işlem verilsin. Eğer 

 

1. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 için (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) özelliği varsa 𝐺 ye bir yarıgrup, 

 

2. 𝐺 bir yarıgrup olmak üzere ∀𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 = 𝑎 olacak biçimde 𝑒 ∈ 𝐺 varsa 𝐺 ye    

    monoid, 

 

3. 𝐺 bir monoid olmak üzere ∀𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 𝑒 olacak biçimde 𝑎−1 ∈ 𝐺 varsa  

    𝐺 ye grup 

 

denir [24]. 

 

3.1.3. Tanım 

 

𝐺 bir grup olmak üzere 𝐺 nin eleman sayısına 𝐺 nin kardinalitesi denir ve |𝐺| ile gösterilir. 

Eğer 𝐺 sonlu sayıda elemandan oluşuyorsa 𝐺 ye sonlu grup denir [24]. 

 

3.1.4. Tanım 

 

𝐺 bir grup ve ∅ ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺 olmak üzere 𝐻, 𝐺 nin grup işlemiyle bir grup yapısı 

oluşturuyorsa 𝐻 ye 𝐺 nin bir alt grubu denir ve 𝐻 ≤ 𝐺 ile gösterilir [24]. 

 

3.1.5. Tanım 

 

𝐺 bir grup ve 𝑥 ∈ 𝐺 olmak üzere 

 

𝐺 = {𝑥𝑛: 𝑛 ∈ ℤ} = 〈𝑥〉  

 

oluyorsa 𝐺 ye 𝑥 elemanı tarafından üretilen devirli grup ve 𝑥 e 𝐺 nin üreteci denir. Özel 

olarak 𝐺 = 〈𝑥: 𝑥𝑛 = 𝑒〉 ise 𝐺 ye n-inci mertebeden devirli grup denir ve 𝐶𝑛 ile gösterilir 

[24]. 
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3.1.6. Tanım 

 

Düzgün bir çokgenin bütün dönme yansımalarının oluşturduğu küme, fonksiyon bileşke 

işlemine göre bir grup yapısı oluşturur. Bu gruba 2𝑛 −inci mertebeden dihedral grup denir 

ve 𝐷2𝑛 ile gösterilir. Ayrıca düzgün bir çokgendeki herhangi bir köşegenden geçen 

doğruya göre yansımayı 𝑏 ve saat yönündeki (veya saat yönünün tersi yönündeki) 
2𝜋

𝑛
 

dönmesini 𝑎 ile gösterecek olursak dihedral grup; 

 

𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏: 𝑎
𝑛 = 𝑏2 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎−1𝑏 = 𝑎𝑛−1𝑏〉  

 

şeklinde ifade edilir [24]. 

 

3.1.7. Tanım 

 

𝐺 bir grup (veya yarıgrup) olmak üzere 𝐺 nin yönlü power grafı 𝒫⃗ (𝐺) ile gösterilir ve 

noktaları 𝐺 nin elemanları ile temsil edilen ve noktalar arasındaki komşulukları 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve 

𝑚 ∈ ℤ+ olmak üzere 

 

𝑥~𝑦(𝑥 den 𝑦 ye bir yay) ⟺ 𝑥 ≠ 𝑦  ve  𝑦 = 𝑥𝑚 (çarpımsal gruplar için) 

 

𝑥~𝑦(𝑥 den 𝑦 ye bir yay) ⟺ 𝑥 ≠ 𝑦  ve  𝑦 = 𝑚𝑥 (toplamsal gruplar için) 

 

şeklinde tanımlanır [25]. 

 

Örnek 

 

ℤ6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} devirli grubunun 𝒫⃗ (ℤ6) yönlü power grafının noktalar kümesi 

 

𝑉 (𝒫⃗ (ℤ6)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}  

 

ve noktalar arası komşulukları; 
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0̅ = 6 × 1̅, 0̅ = 3 × 2̅, 0̅ = 2 × 3̅, 0̅ = 3 × 4̅, 0̅ = 6 × 5̅  

 

olduğundan  

 

1̅~0̅, 2̅~0̅, 3̅~0̅, 4̅~0̅, 5̅~0̅  

 

dir. Benzer düşünce ile 

 

1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 2̅~4̅, 4̅~2̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅  

 

komşulukları vardır. Buna göre 𝒫⃗ (ℤ6) yönlü power grafı; 

 

 
 

Şekil 3.1. 𝒫⃗ (ℤ6) yönlü power grafı 

 

dir. 

 

3.1.8. Tanım 

 

𝐺 bir grup olmak üzere 𝐺 nin yönsüz power grafı veya kısaca power grafı 𝒫(𝐺) ile 

gösterilir ve noktaları 𝐺 nin elemanları ile temsil edilen ve noktalar arasındaki 

komşulukları 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve 𝑚 ∈ ℤ+ olmak üzere 

 

𝑥~𝑦 ⟺ 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑥 = 𝑦𝑚 ve  𝑦 = 𝑥𝑚 (çarpımsal gruplar için) 

 

𝑥~𝑦 ⟺ 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑥 = 𝑚𝑦 ve  𝑦 = 𝑚𝑥 (toplamsal gruplar için) 
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şeklinde tanımlanır [25]. 

 

Örnek 

 

𝑆3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)} simetrik grubunun 𝒫(𝑆3) power grafının 

noktalar kümesi 

 

𝑉(𝒫(𝑆3)) = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}  

 

ve noktalar arası komşulukları; 

 

(1) = (12)(12) olduğundan (1)~(12), 

 

(1) = (13)(13) olduğundan (1)~(13), 

 

(1) = (23)(23) olduğundan (1)~(23), 

 

(1) = (123)(123)(123) olduğundan (1)~(123), 

 

(1) = (132)(132)(132) olduğundan (1)~(132), 

 

dir. Ayrıca  

 

(123) = (132)(132) olduğundan (123)~(132) 

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(𝑆3) power grafı; 
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Şekil 3.2. 𝒫(𝑆3) power grafı 

 

dir. 

 

Örnek 

 

𝐴4 alterne grubunun 𝒫(𝐴4) power grafının noktalar kümesi 

 

𝑉(𝒫(𝐴4)) = {(1), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243),  

 

                           (12)(34), (13)(24), (14)(23)}  

 

ve noktalar arası komşulukları; 

 

(1) = (123)(123)(123) olduğundan (1)~(123), 

 

(1) = (132)(132)(132) olduğundan (1)~(132), 

 

ve benzer şekilde 

 

(1)~(124), (1)~(142), (1)~(134), (1)~(143), (1)~(234),  

 

(1)~(243), (1)~(12)(34), (1)~(13)(24), (1)~(14)(23)  
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dir. Ayrıca  

 

(123) = (132)(132) olduğundan (123)~(132), 

 

(124) = (142)(142) olduğundan (124)~(142), 

 

(134) = (143)(143) olduğundan (134)~(143), 

 

(234) = (243)(243) olduğundan (234)~(243) 

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(𝐴4) power grafı; 

 

 
 

Şekil 3.3. 𝒫(𝐴4) power grafı 

 

dir. 

 

3.1.1. Teorem 

 

𝐺, sonlu bir grup ve 𝑃(𝐺), 𝐺 nin power grafı olsun. 𝑃(𝐺) nin tam graf olabilmesi için 

gerek ve yeter koşul 𝐺 nin mertebesi 1 veya 𝑝𝑚 olan bir devirli grup olmasıdır. Burada 𝑝 

bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır [8]. 
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3.2.  Sonlu    Devrli   Grupların   ve   Sonlu   Dihedral   Grupların   Power Graflarının 

       Komşuluk Matrisleri, Laplacian Matrisleri ve Distance Matrisleri 

 

Bölüm boyunca 𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu küme 

𝑉1, geri kalan noktalarının oluşturduğu küme 𝑉2 ile gösterilecek ve |𝑉1| = ℓ alınacaktır. 

 

Dihedral grup 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉, 2𝑛 −inci mertebeden bir grup olup 𝜊(𝑎) = 𝑛 olduğundan        

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉 devirli grubu 𝐷2𝑛 nin 𝑛 −inci mertebeden bir alt grubudur. Dolayısıyla 𝒫(𝐶𝑛) 

power grafı 𝒫(𝐷2𝑛) nin bağlantılı bir alt grafıdır. 

 

 
 

Şekil 3.4. 𝒫(𝐷2𝑛) power grafı 

 

3.2.1. Sonlu   devirli  grupların   power  graflarının   komşuluk  matrisleri,  Laplacian  

          matrisleri ve distance matrisleri 

 

3.2.1.1. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) nin komşuluk matrisi 

𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) ile gösterilir ve 

 

𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) = (
𝐽ℓ×ℓ − 𝐼ℓ×ℓ 𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)

𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ 𝐴(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
)  

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝐴(𝒫(𝑉2)), 𝑉2 ye ait noktaların karakterize ettiği komşuluk 

matrisidir. Ayrıca 𝐼 ve 𝐽 sırası ile birim matris ve tüm elemanları 1 olan matristir. 𝒫(𝐶𝑛) 

power grafının komşuluk matrisinin özdeğerleri 

 



35 

 
 

𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))  

 

ile gösterilir ve 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) komşuluk matrisi reel simetrik bir matris olduğundan tüm 

özdeğerleri reeldir ve özdeğerler arasında 

 

𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 𝜆2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥. . . ≥ 𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))  

 

eşitsizliği vardır [11]. 

 

Örnek 

 

ℤ6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} devirli grubunun 𝒫(ℤ6) power grafının noktalar kümesi 

 

𝑉(𝒫(ℤ6)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}  

 

ve noktalar arası komşulukları; 

 

0̅ = 6 × 1̅, 0̅ = 3 × 2̅, 0̅ = 2 × 3̅, 0̅ = 3 × 4̅, 0̅ = 6 × 5̅  

 

olduğundan  

 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅  

 

dir. Benzer düşünce ile (6, 𝑘) = 1 olacak biçimdeki 𝑘̅ için 𝑠 = 0,1,2, . . . ,5 olmak üzere 

𝑘̅~𝑠̅ dir. Buna göre 

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅  

 

komşulukları vardır. Ayrıca 

 

4̅ = 2 × 2̅  olduğundan  2̅~4̅  

 

dir. Buna göre 𝒫(ℤ6) power grafı; 
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Şekil 3.5. 𝒫(ℤ6) power grafı 

 

dir. Ayrıca ℤ6 nın birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu küme 𝑉1 = {0̅, 1̅, 5̅} ve 

geri kalan elemanlarının oluşturduğu küme 𝑉2 = {2̅, 3̅, 4̅} dir. Buna göre | 𝑉1| = ℓ = 3 ve 

𝑉2 nin elemanlarının karakterize ettiği 𝐴(𝒫(𝑉2)) komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(𝑉2)) =
2̅
3̅
4̅

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)  

 

olup 𝐴(𝒫(ℤ6)) komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(ℤ6)) = (
𝐽3×3 − 𝐼3×3 𝐽3×3
𝐽3×3 𝐴(𝒫(𝑉2))3×3

) =



























001111

000111

100111

111011

111101

111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(ℤ6)) = 4,4278, 𝜆2(𝒫(ℤ6)) = 0,3756,   

 

𝜆3(𝒫(ℤ6)) = 𝜆4(𝒫(ℤ6)) = 𝜆5(𝒫(ℤ6)) = −1, 𝜆6(𝒫(ℤ6)) = −1,8035  

 

olarak bulunur. 
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3.2.1.2. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian matrisi 

𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) ile gösterilir ve 

 

𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) = (
𝑛𝐼ℓ×ℓ − 𝐽ℓ×ℓ −𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)

−𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ 𝐿(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
)  

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝐿(𝒫(𝑉2)), 𝑉2 ye ait noktaların karakterize ettiği Laplacian 

matristir. Ayrıca 𝐼 ve 𝐽 sırası ile birim matris ve tüm elemanları 1 olan matristir. 𝒫(𝐶𝑛) 

power grafının Laplacian matrisinin özdeğerleri 

 

𝜇1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜇2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜇𝑛(𝒫(𝐶𝑛))  

 

ile gösterilir ve 𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) Laplacian matrisi reel simetrik bir matris olduğundan tüm 

özdeğerleri reeldir ve özdeğerler arasında 

 

𝜇𝑛(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 𝜇𝑛−1(𝒫(𝐶𝑛)) ≥. . . ≥ 𝜇1(𝒫(𝐶𝑛)) = 0  

 

eşitsizliği vardır. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.5 ile verilen 𝒫(ℤ6) power grafı için ℤ6 nın birim elemanının ve üreteçlerinin 

oluşturduğu küme 𝑉1 = {0̅, 1̅, 5̅} ve geri kalan elemanlarının oluşturduğu küme                    

𝑉2 = {2̅, 3̅, 4̅} dir. Buna göre | 𝑉1| = ℓ = 3 ve 𝑉2 nin elemanlarının karakterize ettiği 

𝐿(𝒫(𝑉2)) Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝒫(𝑉2)) =
2̅
3̅
4̅

(
   4 0 −1
   0 3    0
−1 0    4

)  

 

dir. O halde 𝐿(𝒫(ℤ6)) Laplacian matrisi 
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𝐿(𝒫(ℤ6)) = (
3𝐼3×3 − 𝐽3×3 −𝐽3×3
−𝐽3×3 𝐿(𝒫(𝑉2))3×3

) =



























−−−−

−−−

−−−−

−−−−−

−−−−−

−−−−−

401111

030111

104111

111511

111151

111115

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜇1(𝒫(ℤ6)) = 0, 𝜇2(𝒫(ℤ6)) = 3, 𝜇3(𝒫(ℤ6)) = 5,  

 

𝜇4(𝒫(ℤ6)) = 𝜇5(𝒫(ℤ6)) = 𝜇6(𝒫(ℤ6)) = 6  

 

olarak bulunur. 

 

3.2.1.3. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) nin distance matrisi 

𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) ile gösterilir ve 

 

𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) = (
𝐽ℓ×ℓ − 𝐼ℓ×ℓ 𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)

𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ 𝒟(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
)  

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 𝒟(𝒫(𝑉2)), 𝑉2 ye ait noktaların karakterize ettiği distance 

matrisidir. Ayrıca 𝐼 ve 𝐽 sırası ile birim matris ve tüm elemanları 1 olan matristir. 𝒫(𝐶𝑛) 

power grafının distance matrisinin özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜕2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜕𝑛(𝒫(𝐶𝑛))  

 

ile gösterilir ve 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) Laplacian matrisi reel simetrik bir matris olduğundan tüm 

özdeğerleri reeldir ve özdeğerler arasında 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 𝜕2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥. . . ≥ 𝜕𝑛(𝒫(𝐶𝑛))  
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eşitsizliği vardır. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.5 ile verilen 𝒫(ℤ6) power grafı için ℤ6 nın birim elemanının ve üreteçlerinin 

oluşturduğu küme 𝑉1 = {0̅, 1̅, 5̅} ve geri kalan elemanlarının oluşturduğu küme                    

𝑉2 = {2̅, 3̅, 4̅} dir. Buna göre | 𝑉1| = ℓ = 3 ve 𝑉2 nin elemanlarının karakterize ettiği 

𝒟(𝒫(𝑉2)) distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝑉2)) =
2̅
3̅
4̅

(
0 2 1
2 0 2
1 2 0

)  

 

dir. O halde 𝒟(𝒫(ℤ6)) distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(ℤ6)) = (
𝐽3×3 − 𝐼3×3 𝐽3×3
𝐽3×3 𝒟(𝒫(𝑉2))3×3

) =



























021111

202111

120111

111011

111101

111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(ℤ6)) = 5,7565, 𝜕2(𝒫(ℤ6)) = −0,3628,   

 

𝜕3(𝒫(ℤ6)) = 𝜕4(𝒫(ℤ6)) = 𝜕5(𝒫(ℤ6)) = −1, 𝜕6(𝒫(ℤ6)) = −2,3937  

 

olarak bulunur. 
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3.2.2. Sonlu  dihedral  grupların  power graflarının  komşuluk  matrisleri ve  distance  

          Matrisleri 

 

3.2.2.1. Tanım 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 sonlu dihedral grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐷2𝑛) nin komşuluk 

matrisi 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) ile gösterilir ve 

 

𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) 𝐸𝑛

𝐸𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 

 

𝐸𝑛 =





















000

000

111









  

 

dir. Ayrıca 𝒫(𝐷2𝑛) power grafının komşuluk matrisinin özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)), . . . , 𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

ile gösterilir. Ayrıca 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) komşuluk matrisi reel simetrik bir matris olduğundan tüm 

özdeğerleri reeldir ve özdeğerler arasında 

 

𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥. . . ≥ 𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

eşitsizliği vardır [11]. 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 3.6. Kare 

 

Karenin simetri grubu 𝐷8 = {𝑅0, 𝑅90, 𝑅180, 𝑅270, 𝑇𝑚, 𝑇𝑛, 𝑇{1,3}, 𝑇{2,4}} dir. Burada 𝑅0, 𝑂 

merkezli saat yönünde 0° lik dönme, 𝑅90, 𝑂 merkezli saat yönünde 90° lik dönme, 𝑅180, 𝑂 

merkezli saat yönünde 180° lik dönme, 𝑅270, 𝑂 merkezli saat yönünde 270° lik dönme, 

𝑇𝑚, 𝑇𝑛, 𝑇{1,3}, 𝑇{2,4} sırası ile 𝑚, 𝑛, {1,3}, {2,4} doğrularına göre yansımadır. Her simetri 

köşeleri köşelere götürdüğünden 1, 2, 3, 4 üzerinde bir permütasyon tanımlar ve karenin 

her simetrisi bir permütasyon ile temsil edilir. Buna göre aşağıdaki eşlemeler vardır. 

 

𝑅0 ⟶ (1), 𝑅90 ⟶ (1234), 𝑅180⟶ (13)(24), 𝑅270⟶ (1432),  

 

𝑇𝑚 ⟶ (12)(34), 𝑇𝑛 ⟶ (14)(23), 𝑇{1,3}⟶ (24), 𝑇{2,4} ⟶ (13)  

 

dir. Üstelik 𝐷8 in ve 𝑆4 ün ikili işlemleri aynı olduğundan yukarıdaki permütasyonların 

ürettiği grup 𝐷8 ile eş yapılıdır. Bu durumda 

 

𝐷8 = {(1), (13), (24), (1234), (1432), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}  

 

dir. Buna göre 𝐷8 dihedral grubunun 𝒫(𝐷8) power grafının noktalar kümesi 

 

𝑉(𝒫(𝐷8)) = {(1), (13), (24), (1234), (1432), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}  

 

ve noktalar arası komşulukları; 
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(1) = (13)(13) olduğundan (1)~(13), 

 

(1) = (1234)(1234)(1234)(1234) olduğundan (1)~(1234), 

 

(1) = (12)(34)(12)(34) olduğundan (1)~(12)(34), 

 

benzer şekilde (1)~(24), (1)~(1432), (1)~(13)(24), (1)~(14)(23)  dir. Ayrıca  

 

(1234)(1234) = (13)(24) olduğundan (1234)~(13)(24) 

 

(1234)(1234)(1234) = (1432) olduğundan (1234)~(1432) 

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(𝐷8) power grafı; 

 

 
 

Şekil 3.7. 𝒫(𝐷8) power grafı 

 

dir. Ayrıca 𝐴(𝒫(𝐶4)) komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(𝐶4)) =

( )

( )

( )( )

( ) 

















0111

1011

1101

1110

1432

2413

1234

1

  

 

olup 𝒫(𝐷8) power grafının 𝐴(𝒫(𝐷8)) komşuluk matrisi 
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𝐴(𝒫(𝐷8)) = (
𝐴(𝒫(𝐶4)) 𝐸4

𝐸4
𝑇 04

) =

































00000001

00000001

00000001

00000001

00000111

00001011

00001101

11111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(𝐷8)) = 3,3722, 𝜆2(𝒫(𝐷8)) = 1, 𝜆3(𝒫(𝐷8)) = 𝜆4(𝒫(𝐷8)) = 𝜆5(𝒫(𝐷8)) = 0  

 

𝜆6(𝒫(𝐷8)) = 𝜆7(𝒫(𝐷8)) = −1, 𝜆8(𝒫(𝐷8)) = −2,3722  

 

olarak bulunur. 

 

3.2.2.2. Tanım 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 sonlu dihedral grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance 

matrisi 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) ile gösterilir ve 

 

𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 𝑀𝑛
𝑀𝑛
𝑇 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

)  

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 

 

𝑀𝑛 =





















222

222

111









  

 

dir. Ayrıca 𝒫(𝐷2𝑛) power grafının distance matrisinin özdeğerleri 
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𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛)), . . . , 𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

ile gösterilir ve 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) distance matrisi reel simetrik bir matris olduğundan tüm 

özdeğerleri reeldir ve özdeğerler arasında 

 

𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥. . . ≥ 𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

eşitsizliği vardır. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.7 ile verilen 𝒫(𝐷8) power grafı için 

 

𝒟(𝒫(𝐶4)) =

( )

( )

( )

( )( ) 



















0111

1011

1101

1110

2413

1432

1234

1

  

 

olup 𝒫(𝐷8) in distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷8)) = (
𝒟(𝒫(𝐶4)) 𝑀4

𝑀4
𝑇 2(𝐽 − 𝐼)4

) =

































02222221

20222221

22022221

22202221

22220111

22221011

22221101

11111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷8)) = 11,8015, 𝜕2(𝒫(𝐷8)) = −0,5783, 𝜕3(𝒫(𝐷8)) = 𝜕4(𝒫(𝐷8)) = −1  

 

𝜕5(𝒫(𝐷8)) = 𝜕6(𝒫(𝐷8)) = 𝜕7(𝒫(𝐷8)) = −2, 𝜕8(𝒫(𝐷8)) = −3,2231  
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olarak bulunur. 

 

3.3. Sonlu   Devirli   Grupların   ve   Sonlu   Dihedral   Grupların   Power  Graflarının  

       Enerjileri, Laplacian Enerjileri ve Distance Enerjileri 

 

3.3.1. Sonlu  devirli  grupların  power  graflarının  enerjileri,  Laplacian  enerjileri  ve  

          distance enerjileri 

 

3.3.1.1. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) 

ile gösterilir ve 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerce toplamı 

şeklinde tanımlanır. Yani 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1   

 

dir. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.5 ile verilen 𝒫(ℤ6) power grafının komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(ℤ6)) =



























001111

000111

100111

111011

111101

111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(ℤ6)) = 4,4278, 𝜆2(𝒫(ℤ6)) = 0,3756,   

 

𝜆3(𝒫(ℤ6)) = 𝜆4(𝒫(ℤ6)) = 𝜆5(𝒫(ℤ6)) = −1, 𝜆6(𝒫(ℤ6)) = −1,8035  
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dir. Dolayısıyla 𝒫(ℤ6) nın enerjisi 

 

ℇ(𝒫(ℤ6)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(ℤ6))| =
6
𝑖=1 4,4278 + 0,3756 + 1 + 1 + 1 + 1,8035 = 9,6069  

 

olarak hesaplanır. 

 

3.3.1.2. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı, 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) lar 𝒫(𝐶𝑛) 

nin Laplacian özdeğerleri olmak üzere, 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1   

 

şeklinde tanımlıdır. Burada 

 

𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
, 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.5 ile verilen 𝒫(ℤ6) power grafının Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝒫(ℤ6)) =



























−−−−

−−−

−−−−

−−−−−

−−−−−

−−−−−

401111

030111

104111

111511

111151

111115

  

 

olup özdeğerleri 



47 

 
 

𝜇1(𝒫(ℤ6)) = 0, 𝜇2(𝒫(ℤ6)) = 3, 𝜇3(𝒫(ℤ6)) = 5,  

 

𝜇4(𝒫(ℤ6)) = 𝜇5(𝒫(ℤ6)) = 𝜇6(𝒫(ℤ6)) = 6  

 

dir. Ayrıca 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 3(12 − 3 − 1) − 2(−1) = 26  

 

𝛾1(𝒫(ℤ6)) = 0 −
26

6
= −

13

3
, 

 

𝛾2(𝒫(ℤ6)) = 3 −
26

6
= −

4

3
, 

 

𝛾3(𝒫(ℤ6)) = 5 −
26

6
=
2

3
, 

 

𝛾4(𝒫(ℤ6)) = 𝛾5(𝒫(ℤ6)) = 𝛾6(𝒫(ℤ6)) = 6 −
26

6
=
5

3
  

 

olup  

 

𝐿ℇ(𝒫(ℤ6)) = ∑ |𝛾𝑘(𝒫(ℤ6))| =
13

3
+
4

3
+
2

3
+
5

3
+
5

3
+
5

3
=
34

3

6
𝑘=1   

 

bulunur. 

 

3.3.1.3. Tanım 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 sonlu devirli grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ile gösterilir ve 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) distance matrisinin özdeğerlerinin mutlak değerce 

toplamı şeklinde tanımlanır. Yani 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1   

 

dir. 
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Örnek 

 

Şekil 3.5 ile verilen 𝒫(ℤ6) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(ℤ6)) =



























021111

202111

120111

111011

111101

111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(ℤ6)) = 5,7565, 𝜕2(𝒫(ℤ6)) = −0,3628,   

 

𝜕3(𝒫(ℤ6)) = 𝜕4(𝒫(ℤ6)) = 𝜕5(𝒫(ℤ6)) = −1, 𝜕6(𝒫(ℤ6)) = −2,3937  

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(ℤ6) power grafının distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(ℤ6)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(ℤ6))| = 5,7565 + 0,3628 + 1 + 1 + 1 + 2,3937 = 11,513
6
𝑖=1   

 

olarak hesaplanır. 

 

3.3.2. Sonlu dihedral grupların power graflarının enerjileri ve distance enerjileri 

 

3.3.2.1. Tanım 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 sonlu dihedral grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐷2𝑛) nin enerjisi 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ile gösterilir ve 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerlerinin mutlak 

değerce toplamı şeklinde tanımlanır. Yani 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1   
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dir. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.7 ile verilen 𝒫(𝐷8) power grafının 𝐴(𝒫(𝐷8)) komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(𝐷8)) =

































00000001

00000001

00000001

00000001

00000111

00001011

00001101

11111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(𝐷8)) = 3,3722, 𝜆2(𝒫(𝐷8)) = 1, 𝜆3(𝒫(𝐷8)) = 𝜆4(𝒫(𝐷8)) = 𝜆5(𝒫(𝐷8)) = 0  

 

𝜆6(𝒫(𝐷8)) = 𝜆7(𝒫(𝐷8)) = −1, 𝜆8(𝒫(𝐷8)) = −2,3722  

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(𝐷8)′in enerjisi 

 

ℇ(𝒫(𝐷8)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷8))| = 3,3722 + 1 + 0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 2,3722 = 8,7444
8
𝑖=1   

 

olarak hesaplanır. 

 

3.3.2.2. Tanım 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 sonlu dihedral grubunun power grafı olmak üzere 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance 

enerjisi 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ile gösterilir ve 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) distance matrisinin özdeğerlerinin 

mutlak değerce toplamı şeklinde tanımlanır. Yani 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1   

 

dir. 

 

Örnek 

 

Şekil 3.7 ile verilen 𝒫(𝐷8) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷8)) =

































02222221

20222221

22022221

22202221

22220111

22221011

22221101

11111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷8)) = 11,8015, 𝜕2(𝒫(𝐷8)) = −0,5783, 𝜕3(𝒫(𝐷8)) = 𝜕4(𝒫(𝐷8)) = −1  

 

𝜕5(𝒫(𝐷8)) = 𝜕6(𝒫(𝐷8)) = 𝜕7(𝒫(𝐷8)) = −2, 𝜕8(𝒫(𝐷8)) = −3,2231  

 

dir. Dolayısıyla 𝒫(𝐷8) power grafının distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷8)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷8))| = 11,8015 + 0,5783 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 3,2231
8
𝑖=1   

 

                                                     = 23,6029  

 

olarak hesaplanır. 
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4. SONLU     DEVİRLİ     GRUPLARIN     VE     SONLU     DİHEDRAL  

    GRUPLARIN     POWER     GRAFLARININ     ENERJİLERİ     İÇİN     

    SINIRLAR 

 

Bu bölümde öncelikle sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının 

enerjileri için alt ve üst sınırlar elde edilmiştir. Daha sonra grup yapısı yardımı ile devirli 

grupların ve dihedral grupların power graflarının enerjileri karşılaştırılmıştır. 

 

Bölüm boyunca 𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu küme 

𝑉1, geri kalan noktalarının oluşturduğu küme 𝑉2 ile gösterilecek ve |𝑉1| = ℓ alınacaktır. 

Bölüm 3 de verildiği üzere 𝒫(𝐶𝑛) power grafının enerjisi,  

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1   

 

şeklinde tanımlı olup burada i= 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) ler 𝒫(𝐶𝑛) nin özdeğerleridir. 

Diğer taraftan dihedral grup 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉, 2𝑛 −inci mertebeden bir grup olup 𝜊(𝑎) = 𝑛 

olduğundan 𝐶𝑛 = 〈𝑎〉 devirli grubu 𝐷2𝑛 nin 𝑛 −inci mertebeden bir alt grubudur. 

Dolayısıyla 𝒫(𝐶𝑛) power grafı 𝒫(𝐷2𝑛) nin bağlantılı bir alt grafıdır. Ayrıca 𝒫(𝐷2𝑛) power 

grafının enerjisi; 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1   

 

şeklinde tanımlı olup burada i= 1,2, . . . ,2𝑛 için 𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) ler 𝒫(𝐷2𝑛) nin özdeğerleridir. 

 

4.1. Sonlu Devirli Grupların Power Graflarının Enerjileri İçin Sınırlar 

 

4.1.1. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin komşuluk matrisi ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 

 

∑ 𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) = 0
𝑛
𝑖=1   
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∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜆𝑖 ler 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerleridir. 

 

İspat 

 

İz’in tanımından 

 

∑ 𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐴(𝒫(𝐶𝑛))] = 0
𝑛
𝑖=1   

 

dir. Diğer taraftan 

 

𝐴2(𝒫(𝐶𝑛)) =

(

 
 𝐽ℓ×ℓ − 𝐼ℓ×ℓ⏞      

𝐴11

𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)⏞    
𝐴12

𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ⏞    
𝐴21

𝐴(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
⏞            

𝐴22

)

 
 

2

  

 

                       = (
𝐴11
2 + 𝐴12𝐴21 𝐴11𝐴12 + 𝐴12𝐴22

𝐴21𝐴11 + 𝐴22𝐴21 𝐴22
2 + 𝐴21𝐴12

)  

 

dir. Bu durumda 

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟

𝑛
𝑖=1 [𝐴2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑡𝑟(𝐴11

2 ) + 𝑡𝑟(𝐴12𝐴21) + 𝑡𝑟(𝐴22
2 ) + 𝑡𝑟(𝐴21𝐴12)  

 

                               = ℓ(ℓ − 1) + ℓ(𝑛 − ℓ) + ℓ(𝑛 − ℓ) + 𝑡𝑟[𝐴2(𝒫(𝑉2))]  

 

olup  

 

𝑡𝑟[𝐴2(𝒫(𝑉2))] = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗
2𝑛

𝑗=ℓ+1
𝑗≠𝑖

𝑛
𝑖=ℓ+1 = 2∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

olduğundan  

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   
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bulunur. 

 

4.1.2. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑛(𝑛 − 1)

𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı bir tam graftır. Dolayısıyla 

𝐴2(𝒫(𝐶𝑛)) matrisinin esas köşegen üzerindeki elemanları 𝑛 − 1 dir. Buna göre 

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐴

2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑛(𝑛 − 1)
𝑛
𝑖=1   

 

olarak elde edilir. 

 

4.1.3. Lemma 

 

𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ ve 0 < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏 olsun. Bu durumda 

 

√𝑥𝑦

𝑥+𝑦
≥

√𝑎𝑏

𝑎+𝑏
  

 

dir [26]. 
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4.1.1. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak 

üzere 

 

√ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≤ ℇ(𝒫(𝐶𝑛))  

 

ve 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

İspat 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 𝑛∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1   

 

                   = 𝑛[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

olup  

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1   

 

ve Lemma 4.1.1’den 
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= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

olup  

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.1.1. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 

olmak üzere 

 

√𝑛(𝑛 − 1) ≤ ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Lemma 4.1.2 ve Cauchy-Schwarz 

eşitsizliğinden 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 𝑛∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1 = 𝑛2(𝑛 − 1)  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  

 

bulunur. Diğer taraftan Lemma 4.1.2’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑛(𝑛 − 1)
𝑛
𝑖=1   
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ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

4.1.2. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak 

üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)) + √(𝑛 − 1)[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2(𝒫(𝐶𝑛))]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Enerjinin tanımından 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2   

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 4.1.1’den 

 

(ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)))
2

= (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2 )

2
  

 

                                                    ≤ (𝑛 − 1)∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑖=2   

 

                                                     = (𝑛 − 1)(∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1 )  

 

                                                     = (𝑛 − 1)[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2(𝒫(𝐶𝑛))]  

 

bulunur. Dolayısıyla 
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ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)) + √(𝑛 − 1)[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2(𝒫(𝐶𝑛))]  

 

elde edilir. 

 

4.1.2. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 

olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup spektrumu {𝑛 − 1,−1,−1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} dir. 

Enerjinin tanımından 

 

(ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)))
2

= (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2 )

2
  

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve tam grafın spektrumundan 

 

(∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2 )

2
= (𝑛 − 1)∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=2   

 

dir. Bu durumda 

 

(ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)))
2

=(𝑛 − 1)∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑖=2  

 

ve Lemma 4.1.2’den 
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= (𝑛 − 1)[𝑛(𝑛 − 1) − (𝑛 − 1)2]  

 

= (𝑛 − 1)2  

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)) = ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1) = 𝑛 − 1  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

4.1.3. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak 

üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡𝐴(𝒫(𝐶𝑛))

2

𝑛
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

İspat 

 

Enerjinin tanımından 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
= (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑖=1 )

2
  

 

                   = ∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) + 2∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   

 

olup Lemma 4.1.1’den  
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= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 +∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛            (4.1) 

 

dir. Negatif olmayan sayıların geometrik ortalaması, aritmetik ortalamasından küçük veya 

eşit olduğundan  

 

1

𝑛(𝑛−1)
∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗 ≥ (∏ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗 )

1

𝑛(𝑛−1)  

 

                                                                  = (∏ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
2(𝑛−1)𝑛

𝑖=1 )

1

𝑛(𝑛−1)
  

 

                                                                  = ∏ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
2

𝑛𝑛
𝑖=1                (4.2) 

 

dir. Diğer taraftan  

 

∏ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| = 𝑑𝑒𝑡𝐴(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1                  (4.3) 

 

dir. O halde Eş. 4.1, Eş. 4.2 ve Eş. 4.3’den  

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡𝐴(𝒫(𝐶𝑛))

2

𝑛
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

olarak elde edilir. 

 

4.1.3. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 

olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 
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İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup spectrumu {𝑛 − 1,−1, −1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} dir. 

Teorem 4.1.3 ve Lemma 4.1.2’den 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
≥ ∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛)) + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡𝐴(𝒫(𝐶𝑛))
2

𝑛𝑛
𝑖=1   

 

                   = 𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛(𝑛 − 1)[(𝑛 − 1)(−1)𝑛−1]
2

𝑛  

 

                   = 𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

bulunur. 

 

4.1.4. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, |𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆2(𝒫(𝐶𝑛))| ≥. . . ≥

|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) 

komşuluk matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +𝑛|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

dir. 
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İspat 

 

𝐶𝑛 devirli bir grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 

için |𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| alalım. Bu durumda  

 

(|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|)(|𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|) ≥ 0           (4.4) 

 

dir. Diğer taraftan gösterim açısından kolaylık olması amacı ile 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 

𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) leri 𝜆𝑖 şeklinde alacak olursak 

 

(|𝜆1| − |𝜆𝑖|)(|𝜆𝑖| − |𝜆𝑛|) = |𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆𝑛|) − (𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆𝑛|)           (4.5) 

 

dir. Bu durumda Eş. 4.4 ve Eş. 4.5’den 

 

|𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆𝑛|) ≥ 𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆𝑛|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝜆1| + |𝜆2|+. . . +|𝜆𝑛|)(|𝜆1| + |𝜆𝑛|) ≥ (𝜆1
2 + 𝜆2

2+. . . +𝜆𝑛
2) + 𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
∑ 𝜆𝑖

2+𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|
𝑛
𝑖=1

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
  

 

ve Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 
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4.1.4. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 

olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup spectrumu {𝑛 − 1,−1, −1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} dir.  

𝑖 = 2,3, . . . , 𝑛 için  

 

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| = |𝜆2(𝒫(𝐶𝑛))| =. . . = |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|  

 

olduğundan  

 

(|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|)(|𝜆𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|) = 0  

 

dir. O halde Teorem 4.1.4 ve Lemma 4.1.2’den 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) =
∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))+𝑛|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

                     =
𝑛(𝑛−1)+𝑛(𝑛−1)

1+𝑛−1
  

 

                     = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 
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4.1.5. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, |𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆2(𝒫(𝐶𝑛))| ≥. . . ≥

|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| > 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) 

komşuluk matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
2√|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|√𝑛ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝐶𝑛 devirli bir grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Teorem 4.1.4’den 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))+𝑛|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
                         (4.6) 

 

dir. Diğer taraftan 𝑎, 𝑏 ≥ 0 olmak üzere 

 

𝑎 + 𝑏 ≥ 2√𝑎𝑏  

 

olduğundan  

 

∑ 𝜆𝑖
2 + 𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|

𝑛
𝑖=1 ≥ 2√|𝜆1||𝜆𝑛|√𝑛∑ 𝜆𝑖

2𝑛
𝑖=1               (4.7) 

 

dir. Buna göre Eş. 4.6, Eş. 4.7 ve Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
2√|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|√𝑛∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
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=
2√|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|√𝑛ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

4.1.6. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, |𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝜆2(𝒫(𝐶𝑛))| ≥. . . ≥ |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| 

olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐶𝑛)), . . . , 𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) komşuluk matrisinin 

özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olsun. Eğer |𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ 1 ise 

 

ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 2√
𝑛−1

𝑛
[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

dir. 

 

İspat 

 

∆(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin en büyük derecesi olduğundan 

 

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))| ≤ ∆(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛 − 1  

 

eşitsizliği vardır. Diğer taraftan 

 

|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ 1  

 

olduğundan Lemma 4.1.3’den 

 

√|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
≥
√𝑛−1 

𝑛
  

 

ve Teorem 4.1.5’den 
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ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
2√|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))||𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|√𝑛ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝜆𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

                  ≥ 2√ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 √
𝑛−1

𝑛
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 4.1. 𝒫(ℤ10) power grafı 

 

ℤ10 devirli grubunun birim elemanı 0̅ ve üreteçleri 1̅, 3̅, 7̅ ve 9̅ dir. Buna göre 

 

𝑉1 = {0̅, 1̅, 3̅, 7̅, 9̅} ve |𝑉1| = ℓ = 5 

 

ve  

 

𝑉2 = ℤ10 − 𝑉1 = {2̅, 4̅, 5̅, 6̅, 8̅}  

 

olup  
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𝐴(𝒫(𝑉2)) =























01011

10011

00000

11001

11010

8

6

5

4

2

  

 

dir. O halde 𝐴(𝒫(ℤ10)) komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(ℤ10)) = (
𝐽5×5 − 𝐼5×5 𝐽5×5
𝐽5×5 𝐴(𝒫(𝑉2))5×5

) =







































0101111111

1001111111

0000011111

1100111111

1101011111

1111101111

1111110111

1111111011

1111111101

1111111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(ℤ10)) = 8,3427, 𝜆2(𝒫(ℤ10)) = 0,8282,  λ3(𝒫(ℤ10)) = λ4(𝒫(ℤ10)) = −1 

 

𝜆5(𝒫(ℤ10)) = 𝜆6(𝒫(ℤ10)) = 𝜆7(𝒫(ℤ10)) = 𝜆8(𝒫(ℤ10)) = 𝜆9(𝒫(ℤ10)) = −1,   

 

𝜆10(𝒫(ℤ10)) = −2,1709  

 

olarak elde edilir. Buna göre 𝒫(ℤ10) un enerjisi 

 

ℇ(𝒫(ℤ10)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(ℤ10))| = 18,3418
10
𝑖=1   

 

dir. Diğer taraftan 

 

ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 5(20 − 5 − 1) + 2(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1) = 82  
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dir. Şimdi yukarıda verilen teoremlerdeki sınırları bulup 𝒫(ℤ10) un enerjisi ile 

karşılaştıralım. 

 

Teorem 4.1.1’deki sınırlar:  

 

√ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = √82 = 9,0553 < 18,3418 = ℇ(𝒫(ℤ10))  

 

ve  

 

√𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = √820 = 28,6356 > 18,3418 = ℇ(𝒫(ℤ10))  

 

dir. Teorem 4.1.2’deki üst sınır: 

 

𝜆1 +√(𝑛 − 1)[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2] = 8,3427 + √9[82 − 8,34272]  

 

                                                                                                        = 8,3427 + 10,5639 = 18,906  

 

olup 

 

ℇ(𝒫(ℤ10)) < 𝜆1 +√(𝑛 − 1)[ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

dir. Teorem 4.1.3’deki alt sınır: 

 

√ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡𝐴(𝒫(𝐶𝑛))

2

𝑛
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = √82 + 90 × 15

2

10  

 

                                                                                                       = 15,3845< ℇ(𝒫(ℤ10)) 

 

dir. Teorem 4.1.4’deki alt sınır: 

 

|𝜆1(𝒫(ℤ10))| ≥ |𝜆2(𝒫(ℤ10))| ≥. . . ≥ |𝜆10(𝒫(ℤ10))|  
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olacak biçimde özdeğerleri düzenlersek 𝜆1 = 8,3427, 𝜆2 = −2,1709,  

 

𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 𝜆6 = 𝜆7 = 𝜆8 = 𝜆9 = −1 ve 𝜆10 = 0,8282 olup  

 

ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 +𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
=
82+10(8,3427)(0,8282)

8,3427+0,8282 
= 16,4753  

 

ve buradan 

 

ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗
2 +𝑛|𝜆1||𝜆𝑛|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
<  ℇ(𝒫(ℤ10))  

 

bulunur. Teorem 4.1.5’deki alt sınır: 

 

|𝜆1(𝒫(ℤ10))| ≥ |𝜆2(𝒫(ℤ10))| ≥. . . ≥ |𝜆10(𝒫(ℤ10))|  

 

olacak biçimde özdeğerleri düzenlersek 𝜆1 = 8,3427, 𝜆2 = −2,1709,  

 

𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 𝜆6 = 𝜆7 = 𝜆8 = 𝜆9 = −1 ve 𝜆10 = 0,8282 olup  

 

2√|𝜆1||𝜆𝑛|√𝑛ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
=
2√(8,3427)(0,8282)√820

8,3427+0,8282
  

 

                                                           =
2(2,6285)(28,6356)

9,1709
  

  

                                                                   = 16,4146  

 

ve buradan  

 

2√|𝜆1||𝜆𝑛|√𝑛ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛|
< ℇ(𝒫(ℤ10))  

 

bulunur. 
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𝒫(ℤ10)’un enerjisi için elde ettiğimiz tüm sınırları aşağıdaki tablo ile özetleyebiliriz. 

 

Çizelge 4.1. 𝒫(ℤ10)’un enerjisi için sınırlar 

 

ℇ(𝒫(ℤ10)) 

=18,3418 
Teorem 4.1.1 Teorem 4.1.2 Teorem 4.1.3 Teorem 4.1.4 Teorem 4.1.5 

Alt sınır 9,0553 − 15,3845 16,4753 16,4146 

Üst sınır 28,6356 18,906 − − − 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 4.2. 𝒫(ℤ5) power grafı 

 

𝒫(ℤ5) power grafı bir tam graf olup 𝒫(ℤ5)’in komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(ℤ5)) =























01111

10111

11011

11101

11110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(ℤ5)) = 4, 𝜆2(𝒫(ℤ5)) = 𝜆3(𝒫(ℤ5)) = 𝜆4(𝒫(ℤ5)) = 𝜆5(𝒫(ℤ5)) = −1  

 

dir. Buna göre 𝒫(ℤ5)’in enerjisi 
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ℇ(𝒫(ℤ5)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(ℤ5))| = 8
5
𝑖=1   

 

bulunur. O halde yukarıda verilen teoremlerdeki sınırlar doğrultusunda 𝒫(ℤ5)’in enerjisi 

için aşağıdaki tabloyu verebiliriz. 

 

Çizelge 4.2. 𝒫(ℤ5)’in enerjisi için sınırlar 

 

ℇ(𝒫(ℤ5))=8 Sonuç 4.1.1 Sonuç 4.1.2 Sonuç 4.1.3 Sonuç 4.1.4 

Alt sınır 4,4721 − 7,4041 8 

Üst sınır 10 8 − − 

 

4.2. Sonlu Dihedral Grupların Power Graflarının Enerjileri İçin Sınırlar 

 

4.2.1. Lemma 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin komşuluk matrisi ve 

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

∑ 𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) = 0
2𝑛
𝑖=1   

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) = 2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

2𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 için 𝜆𝑖 ler 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerleridir. 

 

İspat 

 

İz’in tanımından 

 

∑ 𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐴(𝒫(𝐷2𝑛))] = 0
2𝑛
𝑖=1   

 

dir. Şimdi 
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𝐴2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) 𝐸𝑛

𝐸𝑛
𝑇 0𝑛

)

2

  

 

matrisini göz önüne alalım. Bu durumda 

 

∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐴

2(𝒫(𝐷2𝑛))] = 𝑡𝑟
2𝑛
𝑖=1 [𝐴2(𝒫(𝐶𝑛))] + 𝑡𝑟[𝐸𝑛𝐸𝑛

𝑇] + 𝑡𝑟[𝐸𝑛
𝑇𝐸𝑛]  

 

olup Lemma 4.1.1’den 

 

= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 + 2𝑛  

 

bulunur. 

 

4.2.1. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 

 

√2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≤ ℇ(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

ve  

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √4𝑛2 + 2𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 4𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

İspat 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 4.2.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 2𝑛∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐷2𝑛))
2𝑛
𝑖=1   
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= 2𝑛[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

olup  

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √4𝑛2 + 2𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 4𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜆𝑖

2(𝒫(𝐷2𝑛))
2𝑛
𝑖=1   

 

olup Lemma 4.2.1’den 

 

= 2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.2.1. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

1

√𝑛
√ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) + 2𝑛2 ≤ ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √2𝑛ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) + 4𝑛2  

 

dir. 
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İspat 

 

Teorem 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛              (4.8) 

 

ve Teorem 4.2.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]            (4.9) 

 

dir. Eş. 4.8 ve Eş. 4.9’dan 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛[2𝑛 + ℇ
2(𝒫(𝐶𝑛))]  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √2𝑛ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) + 4𝑛2  

 

bulunur. Diğer taraftan Teorem 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛            (4.10) 

 

ve Teorem 4.2.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛                (4.11) 

 

dir. Eş. 4.10 ve Eş. 4.11’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛 +
ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
  

 

ve buradan 
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ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
1

√𝑛
√ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) + 2𝑛2  

 

bulunur. 

 

4.2.2. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

√𝑛(𝑛 + 1) ≤ ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝑛√2𝑛 + 2  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

Teorem 4.2.1, Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

                      = 2𝑛[2𝑛 + ∑ 𝜆𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))]  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 4.1.2 den 

 

= 2𝑛[2𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1)]  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝑛√2𝑛 + 2  

 

bulunur. Diğer taraftan Teorem 4.2.1, Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   
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= 2𝑛 + ∑ 𝜆𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 4.1.2’den 

 

= 2𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1)  

 

olup buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 + 1)  

 

bulunur. 

 

4.2.2. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1 +√(2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Enerjinin tanımından 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=2   

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 4.2.1’den 

 

(ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

= (∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=2 )

2
  

 

                                                         ≤ (2𝑛 − 1)∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛))

2𝑛
𝑖=2   
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= (2𝑛 − 1)(∑ 𝜆𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1

22𝑛
𝑖=1 )  

 

= (2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1 +√(2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.2.3. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

ve Teorem 4.2.2’den 

 

(ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

dir. Bu durumda 

 



77 

 
 

(ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

bulunur. 

 

4.2.4. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[𝑛(𝑛 + 1) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

Teorem 4.2.2, Lemma 4.1.1’den 

 

(ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛 + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜆1
2]  

 

                                                  = (2𝑛 − 1)[2𝑛 + ∑ 𝜆𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 4.1.2’ den 

 

= (2𝑛 − 1)[2𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

ve buradan 
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ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[𝑛(𝑛 + 1) − 𝜆1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

bulunur. 

 

4.2.3. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, |𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥

|𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)), . . . , 𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) 

komşuluk matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +2𝑛(|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|+1)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))|+|𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|
  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝐷2𝑛 dihedral grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐷2𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 

için  

 

|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|  

 

alalım. Bu durumda  

 

(|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| − |𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|)(|𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))| − |𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|) ≥ 0        (4.12) 

 

dir. Diğer taraftan gösterim açısından kolaylık olması amacı ile 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 için 

𝜆𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) leri 𝜆𝑖 şeklinde alacak olursak 

 

(|𝜆1| − |𝜆𝑖|)(|𝜆𝑖| − |𝜆2𝑛|) = |𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆2𝑛|) − (𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆2𝑛|)        (4.13) 
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dir. Bu durumda Eş. 4.12 ve Eş. 4.13’den 

 

|𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆2𝑛|) ≥ 𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆2𝑛|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝜆1| + |𝜆2|+. . . +|𝜆2𝑛|)(|𝜆1| + |𝜆2𝑛|) ≥ (𝜆1
2 + 𝜆2

2+. . . +𝜆2𝑛
2 ) + 2𝑛|𝜆1||𝜆2𝑛|  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
∑ 𝜆𝑖

2+2𝑛|𝜆1||𝜆2𝑛|
2𝑛
𝑖=1

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
  

 

ve Lemma 4.2.1’den 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +2𝑛(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.2.5. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, |𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥

|𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥ |𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)),…, 

𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛

2(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)

𝑛(|𝜆1|+|𝜆2𝑛|)
  

 

dir. 
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İspat 

 

Teorem 4.1.1’den 

 

ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑎𝑖𝑗
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛            (4.14) 

 

ve Teorem 4.2.3’den 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +2𝑛(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
                (4.15) 

 

dir. Eş. 4.14 ve Eş. 4.15’den 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 
ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛

2(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)

𝑛(|𝜆1|+|𝜆2𝑛|)
 

 

bulunur. 

 

4.2.6. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, |𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥

|𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥ |𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)),…, 

𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) komşuluk matrisinin özdeğerleri, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak 

üzere 

 

ℇ(𝒫(D2n)) ≥
n[n−1+2(|λ1||λ2n|+1)]

|λ1|+|λ2n|
  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 
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İspat 

 

Teorem 4.2.3 ve Lemma 4.1.1’den 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +2𝑛(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
  

 

                    =
∑ 𝜆𝑖

2𝑛
𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 4.1.2’den 

 

=
𝑛(𝑛−1)+2𝑛(|𝜆1||𝜆2𝑛|+1)

|𝜆1|+|𝜆2𝑛|
  

 

olup buradan 

 

ℇ(𝒫(D2n)) ≥
n[n−1+2(|λ1||λ2n|+1)]

|λ1|+|λ2n|
  

 

bulunur. 

 

4.2.1. Not 

 

𝒫(D2n) power grafının komşuluk matrisi 

 

𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝐴(𝒫(𝐶𝑛)) 𝐸𝑛

𝐸𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

olup bu matrisin 𝑛 tane satırı eşit olduğundan 𝑛 − 1 tane özdeğeri sıfırdır.  

 

Yukarıdaki nota bağlı olarak Teorem 4.2.3 için aşağıdaki sonucu verebiliriz. 
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4.2.7. Sonuç 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, |𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥

|𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜆2(𝒫(𝐷2𝑛)), . . . , 𝜆2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) 

komşuluk matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
2𝑛+ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +(𝑛+1)|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜆𝑛+1(𝒫(𝐷2𝑛))|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1(𝒫(𝐷2𝑛))|+|𝜆𝑛+1(𝒫(𝐷2𝑛))|
  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝐷2𝑛 dihedral grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐷2𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Ayrıca 𝐴(𝒫(𝐷2𝑛)) nin 

𝑛 tane satırı eşit olduğundan 𝑛 − 1 tane özdeğeri sıfırdır. O halde 

 

|𝜆1| ≥ |𝜆2| ≥. . . ≥ |𝜆𝑛+1| ≥ |𝜆𝑛+2| = |𝜆𝑛+3| =. . . = |𝜆2𝑛| = 0  

 

dir. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 + 1 için  

 

|𝜆1| ≥ |𝜆𝑖| ≥ |𝜆𝑛+1|  

 

alalım. Bu durumda  

 

(|𝜆1| − |𝜆𝑖|)(|𝜆𝑖| − |𝜆𝑛+1|) ≥ 0             (4.16) 

 

dir. Diğer taraftan 

 

(|𝜆1| − |𝜆𝑖|)(|𝜆𝑖| − |𝜆𝑛+1|) = |𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆𝑛+1|) − (𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆𝑛+1|)        (4.17) 

 

dir. Bu durumda Eş. 4.16 ve Eş. 4.17’den 
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|𝜆𝑖|(|𝜆1| + |𝜆𝑛+1|) ≥ 𝜆𝑖
2 + |𝜆1||𝜆𝑛+1|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝜆1| + |𝜆2|+. . . +|𝜆𝑛+1|)(|𝜆1| + |𝜆𝑛+1|) ≥ (𝜆1
2 + 𝜆2

2+. . . +𝜆𝑛+1
2 ) + (𝑛 + 1)|𝜆1||𝜆𝑛+1|  

 

ve buradan 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
∑ 𝜆𝑖

2+(𝑛+1)|𝜆1||𝜆𝑛+1|
2𝑛
𝑖=1

|𝜆1|+|𝜆𝑛+1|
  

 

ve Lemma 4.2.1’den 

 

ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
2𝑛+ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑎𝑖𝑗

2 +(𝑛+1)|𝜆1||𝜆𝑛+1|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜆1|+|𝜆𝑛+1|
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 4.3. 𝒫(𝐷6) power grafı 

 

𝒫(𝐷6) power grafının komşuluk matrisi 
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𝐴(𝒫(𝐷6)) =



























000001

000001

000001

000011

000101

111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(𝐷6)) = 2,5141, 𝜆2(𝒫(𝐷6)) = 0,5719, 𝜆3(𝒫(𝐷6)) = 𝜆4(𝒫(𝐷6)) = 0  

 

𝜆5(𝒫(𝐷6)) = −1, 𝜆6(𝒫(𝐷6)) = −2,0861  

 

dir. Buna göre 𝒫(𝐷6) nın enerjisi 

 

ℇ(𝒫(𝐷6)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷6))| = 6,1721
6
𝑖=1   

  

dir. Diğer taraftan 𝒫(𝐷6) için yukarıdaki teoremlerde verilen sınırları hesaplayarak 𝒫(𝐷6) 

nın enerjisi için aşağıdaki tabloyu verebiliriz. 

 

Çizelge 4.3. 𝒫(𝐷6)’nın enerjisi için sınırlar 

 

ℇ(𝒫(𝐷6))=6,1721 Teorem 4.2.1 Teorem 4.2.2 Teorem 4.2.3 Sonuç 4.2.7 

Alt sınır 6,1721 − 4,77 5,7521 

Üst sınır 8,4852 7,8429 − − 

 

Örnek 

 

Şekil 3.7 ile verilen 𝒫(𝐷8) power grafının 𝐴(𝒫(𝐷8)) komşuluk matrisi 
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𝐴(𝒫(𝐷8)) = (
𝐴(𝒫(𝐶4)) 𝐸4

𝐸4
𝑇 04

) =

































00000001

00000001

00000001

00000001

00000111

00001011

00001101

11111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜆1(𝒫(𝐷8)) = 3,3722, 𝜆2(𝒫(𝐷8)) = 1, 𝜆3(𝒫(𝐷8)) = 𝜆4(𝒫(𝐷8)) = 𝜆5(𝒫(𝐷8)) = 0  

 

𝜆6(𝒫(𝐷8)) = 𝜆7(𝒫(𝐷8)) = −1, 𝜆8(𝒫(𝐷8)) = −2,3722  

 

dir. Buna göre 𝒫(𝐷8) in enerjisi 

 

ℇ(𝒫(𝐷8)) = ∑ |𝜆𝑖(𝒫(𝐷8))| = 3,3722 + 1 + 0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 2,3722 = 8,7444
8
𝑖=1   

 

bulunur. Diğer taraftan 𝐶4 devirli grubunun 𝒫(𝐶4 ) power grafı tam graf olup 𝒫(𝐷8)’in alt 

grafıdır. Buna göre 𝒫(𝐷8) için yukarıdaki sonuçlarda verilen sınırları hesaplayarak 

ℇ(𝒫(𝐷8)) enerjisi için aşağıdaki tabloyu elde ederiz. 

 

Çizelge 4.4. 𝒫(𝐷8)’in enerjisi için sınırlar 

 

ℇ(𝒫(𝐷8))=8,7444 Sonuç 4.2.2 Sonuç 4.2.4 Sonuç 4.2.6 

Alt sınır 4,4721 − 5,9308 

Üst sınır 12,6488 11,1432 − 
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5. SONLU      DEVİRLİ     GRUPLARIN      POWER     GRAFLARININ  

    LAPLACIAN ENERJİLERİ İÇİN SINIRLAR 
 

Bu bölümde sonlu devirli grupların power graflarının Laplacian enerjileri için alt ve üst 

sınırlar elde edilmiştir. 

 

Bölüm boyunca 𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu küme 

𝑉1, geri kalan noktalarının oluşturduğu küme 𝑉2 ile gösterilecek ve |𝑉1| = ℓ alınacaktır. 

Ayrıca Bölüm 3 de verildiği üzere 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) lar 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian 

özdeğerleri olmak üzere 𝒫(𝐶𝑛) power grafının Laplacian enerjisi, 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1   

 

şeklinde tanımlı olup burada  

 

𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
, 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. Şimdi Laplacian enerji ile ilgili teoremlerin ispatlarında kullanılacak temel lemmalar 

verilecektir. 

 

5.1. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian matrisi ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 

 

∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 𝑠𝑛
𝑘=1   

 

∑ 𝜇𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑠 + ℓ(𝑛 − 1)

2 + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1

𝑛
𝑘=1   

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 
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İspat 

 

İz’in tanımından 

 

∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐿(𝒫(𝐶𝑛))]
𝑛
𝑘=1   

 

                                 = ℓ(𝑛 − 1) + ∑ 𝑑(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                 = ℓ(𝑛 − 1) + ∑ (−∑ 𝑙𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖

)𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                 = ℓ(𝑛 − 1) − ∑ (∑ 𝑙𝑖𝑗
ℓ
𝑗=1
𝑗≠𝑖

+ ∑ 𝑙𝑖𝑗
𝑛
𝑗=ℓ+1
𝑗≠𝑖

)𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                 = ℓ(𝑛 − 1) − ∑ (−ℓ + ∑ 𝑙𝑖𝑗
𝑛
𝑗=ℓ+1
𝑗≠𝑖

)𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                 = ℓ(𝑛 − 1) + ℓ(𝑛 − ℓ) − ∑ ∑ 𝑙𝑖𝑗
𝑛
𝑗=ℓ+1
𝑗≠𝑖

𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

𝐿2(𝒫(𝐶𝑛)) =

(

 
 𝑛𝐼ℓ×ℓ − 𝐽ℓ×ℓ⏞        

𝐴11

−𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)⏞    
𝐴12

− 𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ⏞    
𝐴21

𝐿(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
⏞            

𝐴22

)

 
 

2

  

 

                     = (
𝐴11
2 + 𝐴12𝐴21 𝐴11𝐴12 + 𝐴12𝐴22

𝐴21𝐴11 + 𝐴22𝐴21 𝐴22
2 + 𝐴21𝐴12

)  

 

dir. Bu durumda 

 



89 

 
 

∑ 𝜇𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟

𝑛
𝑘=1 [𝐿2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑡𝑟(𝐴11

2 ) + 𝑡𝑟(𝐴12𝐴21) + 𝑡𝑟(𝐴22
2 ) + 𝑡𝑟(𝐴21𝐴12)  

 

                                = ℓ((𝑛 − 1)2 + ℓ − 1) + 2ℓ(𝑛 − ℓ) + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1 − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

                                = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗 +ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ℓ(𝑛 − 1)2  + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

                                = 𝑠 + ℓ(𝑛 − 1)2  + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1   

 

bulunur. 

 

5.2. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

∑ 𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 0
𝑛
𝑘=1   

 

∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑘=1   

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 

 

İspat 

 

𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) nin tanımı ve Lemma 5.1’den 

 

∑ 𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) =
𝑛
𝑘=1 ∑ (𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
)𝑛

𝑘=1   

 

                             = −𝑠 + ∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 0
𝑛
𝑘=1   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ (𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑘=1   
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= ∑ (𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −
ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
)
2

𝑛
𝑘=1   

 

= ∑ 𝜇𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) − 2

𝑛
𝑘=1

ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑘=1   

 

                                 +
(ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 )

2

𝑛
  

 

olup Lemma 5.1’den 

 

= ℓ(2n − ℓ − 1)  − 2∑ lij + ℓ(n − 1)
2 + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖) 

𝑛
𝑖=ℓ+1ℓ+1≤i<j≤n   

 

                                    −
(ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 )

2

𝑛
  

 

= 𝑛2ℓ − ℓ2 − 2∑ 𝑙𝑖𝑗 + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖) −
(ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 )

2

𝑛
 𝑛

𝑖=ℓ+1ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

= ∑ 𝑑2(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=ℓ+1 + 𝑛2ℓ − 𝑛ℓ + ∑ 𝑑2(𝑣𝑖) −

(ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 )
2

𝑛
 𝑛

𝑖=ℓ+1   

 

= ℓ(2n − ℓ − 1)  − 2∑ lij + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
ℓ(2n−ℓ−1)−2∑ lijℓ+1≤i<j≤n

n
)
2

n
i=1ℓ+1≤i<j≤n   

 

= 𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

5.3. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) =

𝑛
𝑘=1 𝑛(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 



91 

 
 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı bir tam graftır. Dolayısıyla 

𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) matrisinin esas köşegen üzerindeki elemanları 𝑛 − 1 dir. Buna göre 

 

∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝐿(𝒫(𝐶𝑛))]
𝑛
𝑘=1 = 𝑛(𝑛 − 1)              (5.1) 

 

ve  

 

∑ 𝜇𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟

𝑛
𝑘=1 [𝐿2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑛

2(𝑛 − 1)                 (5.2) 

 

dir. Diğer taraftan |𝑉1| = ℓ = 𝑛 ve |𝑉2| = 0 olduğundan 

 

𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −
ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
  

 

                    = 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑛(2𝑛−𝑛−1)

𝑛
 

 

                    = 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1)                  (5.3) 

 

dir. Eş. 5.1, Eş. 5.2, Eş. 5.3’den 

 

∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) =

𝑛
𝑘=1 ∑ (𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1))

2
𝑛
𝑘=1   

 

= ∑ 𝜇𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) − 2(𝑛 − 1)∑ 𝜇𝑘(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1 + 𝑛(𝑛 − 1)2𝑛

𝑘=1   

 

= 𝑛2(𝑛 − 1) − 2𝑛(𝑛 − 1)2 + 𝑛(𝑛 − 1)2  

 

= 𝑛(𝑛 − 1)  

 

bulunur. 
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5.1. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi ve       

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

√𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 ≤ ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛𝑠 + 𝑛∑ (𝑑(𝑣𝑖) −

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 

 

İspat 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 5.2’den 

 

𝐿ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1 )

2
  

 

                     ≤ 𝑛∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1   

 

                       = 𝑛 [𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 ]  

 

olup  

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛𝑠 + 𝑛∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

𝐿ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1 )

2
  

 

                      ≥ ∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1   

 

ve Lemma 5.2’den 
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= 𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

olup  

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

5.1. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

√𝑛(𝑛 − 1) ≤ 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Lemma 5.3 ve Cauchy-Schwarz 

eşitsizliğinden 

 

𝐿ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1 )

2
  

 

                         ≤ 𝑛 ∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1   

 

                         = 𝑛2(𝑛 − 1)  

 

ve buradan 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  
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bulunur. Diğer taraftan Lemma 5.3’den 

 

𝐿ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=1 )

2
  

 

                      ≥ ∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1   

 

                        = 𝑛(𝑛 − 1)  

 

ve buradan 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

5.2. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi ve       

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤
𝑠

𝑛
+√(𝑛 − 1) [𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 −

𝑠2

𝑛2
]  

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 

 

İspat 

 

Laplacian enerjinin tanımından 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) =
𝑠

𝑛
+ ∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑘=2   

 

olup  
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(𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
)
2

= (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=2 )

2
  

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 5.2’den 

 

≤ (𝑛 − 1)∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=2   

 

= (𝑛 − 1) (∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1 −

𝑠2

𝑛2
)  

 

= (𝑛 − 1) [𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 −

𝑠2

𝑛2
]  

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤
𝑠

𝑛
+√(𝑛 − 1) [𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 −

𝑠2

𝑛2
]  

 

elde edilir. 

 

5.2. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Laplacian spektrumu {0, 𝑛, 𝑛, . . . , 𝑛⏟      

𝑛−1

} dir. 

Laplacian enerjinin tanımından 
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(𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
)
2

= (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=2 )

2
  

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve tam grafın Laplacian spektrumundan 

 

(∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑘=2 )

2
= (𝑛 − 1)∑ 𝛾𝑘

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑘=2   

 

dir. Bu durumda 

 

(𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
)
2

=(𝑛 − 1)∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=2  

 

                                   = (𝑛 − 1) (∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
𝑘=1 −

𝑠2

𝑛2
)  

 

ve Lemma 5.3’den 

 

= (𝑛 − 1) [𝑛(𝑛 − 1) −
(ℓ(2𝑛−ℓ−1)−2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 )

2

𝑛2
]  

 

= (𝑛 − 1) [𝑛(𝑛 − 1) −
(𝑛(𝑛−1))

2

𝑛2
]  

 

= (𝑛 − 1)2  

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

(𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
)
2

= (𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1))
2

= (𝑛 − 1)2  

 

ve buradan 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 



97 

 
 

5.3. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi ve       

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
  

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 

 

İspat 

 

Laplacian enerjinin tanımından 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
= (∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑘=1 )

2
  

 

                      = ∑ 𝛾𝑘
2(𝒫(𝐶𝑛)) + 2∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑟(𝒫(𝐶𝑛))|1≤𝑘<𝑟≤𝑛

𝑛
𝑘=1   

 

olup Lemma 5.2’den  

 

= 𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 + ∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑟(𝒫(𝐶𝑛))|𝑘≠𝑟             (5.4) 

 

dir. Negatif olmayan sayıların geometrik ortalaması, aritmetik ortalamasından küçük veya 

eşit olduğundan  

 

1

𝑛(𝑛−1)
∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑟(𝒫(𝐶𝑛))|𝑘≠𝑟 ≥ (∏ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑟(𝒫(𝐶𝑛))|𝑘≠𝑟 )

1

𝑛(𝑛−1)  

 

                                                                    = (∏ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
2(𝑛−1)𝑛

𝑘=1 )

1

𝑛(𝑛−1)
  

 

                                                                    = ∏ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))|
2

𝑛𝑛
𝑘=1               (5.5) 
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dir. Diğer taraftan  

 

∏ |𝛾𝑘(𝒫(𝐶𝑛))| = 𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
𝐼)𝑛

𝑘=1                (5.6) 

 

dir. O halde Eş. 5.4, Eş. 5.5 ve Eş. 5.6’dan  

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
  

 

olarak elde edilir. 

 

5.3. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Laplacian spektrumu {0, 𝑛, 𝑛, . . . , 𝑛⏟      

𝑛−1

} dir. 

Teorem 5.3 ve Lemma 5.3’den 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
≥ ∑ 𝛾𝑘

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑘=1 +  𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
  

 

                      = 𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛(𝑛 − 1)𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
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= 𝑛(𝑛 − 1) [1 + 𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
]  

 

dir. Diğer taraftan 

 

𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −
𝑠

𝑛
𝐼) = 𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑛(𝑛−1)

𝑛
𝐼)  

 

                                     = 𝑑𝑒𝑡(𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1)𝐼)  

 

                                     = 𝑑𝑒𝑡 (−𝐴(𝒫(𝐶𝑛)))  

 

                                     = (−1)𝑛𝑑𝑒𝑡 (𝐴(𝒫(𝐶𝑛)))  

 

                                     = 1 − 𝑛   

 

olup  

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
≥ 𝑛(𝑛 − 1) [1 + 𝑑𝑒𝑡 (𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) −

𝑠

𝑛
𝐼)

2

𝑛
]  

 

                      = 𝑛(𝑛 − 1) [1 + (1 − 𝑛  )
2

𝑛]  

 

ve buradan 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

bulunur. 
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5.4. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, |𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝛾2(𝒫(𝐶𝑛))| ≥. . . ≥

|𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ 0 ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
𝑠+∑ (𝑑(𝑣𝑖)−

𝑠

𝑛
)
2

𝑛
𝑖=1 +𝑛|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|

|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝑑(𝑣𝑖) ler 𝑣𝑖 noktalarının dereceleridir. 

 

İspat 

 

𝐶𝑛 devirli bir grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝐿(𝒫(𝐶𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için  

|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝛾𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| alalım. Bu durumda  

 

(|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝛾𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|)(|𝛾𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| − |𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|) ≥ 0           (5.7) 

 

dir. Diğer taraftan gösterim açısından kolaylık olması amacı ile 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 

𝛾𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) leri 𝛾𝑖 şeklinde alacak olursak 

 

(|𝛾1| − |𝛾𝑖|)(|𝛾𝑖| − |𝛾𝑛|) = |𝛾𝑖|(|𝛾1| + |𝛾𝑛|) − (𝛾𝑖
2 + |𝛾1||𝛾𝑛|)           (5.8) 

 

dir. Bu durumda Eş. 5.7 ve Eş. 5.8’den 

 

|𝛾𝑖|(|𝛾1| + |𝛾𝑛|) ≥ 𝛾𝑖
2 + |𝛾1||𝛾𝑛|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝛾1| + |𝛾2|+. . . +|𝛾𝑛|)(|𝛾1| + |𝛾𝑛|) ≥ (𝛾1
2 + 𝛾2

2+. . . +𝛾𝑛
2) + 𝑛|𝛾1||𝛾𝑛|  

 

ve buradan 
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𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
∑ 𝛾𝑖

2+𝑛|𝛾1||𝛾𝑛|
𝑛
𝑖=1

|𝛾1|+|𝛾𝑛|
  

 

ve Lemma 5.2’den 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
𝑠+∑ (𝑑(𝑣𝑖)−

𝑠

𝑛
)
2
+𝑛

𝑖=1 𝑛|𝛾1||𝛾𝑛|

|𝛾1|+|𝛾𝑛|
  

   

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

5.4. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin Laplacian enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Laplacian spkctrumu {0, 𝑛, 𝑛, . . . , 𝑛⏟      

𝑛−1

} dir. 

Ayrıca 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 𝑛(2𝑛 − 𝑛 − 1) = 𝑛(𝑛 − 1)  

 

olup 𝑖 = 2,3, . . . , 𝑛 için  

 

|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ |𝛾2(𝒫(𝐶𝑛))| ≥. . . ≥ |𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))| ≥ 0   

 

olacak biçimdeki 𝛾𝑖 = 𝜇𝑖 −
𝑠

𝑛
 ler 
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𝛾1(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑛 − 1, 𝛾2(𝒫(𝐶𝑛)) =. . . = 𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛)) = 1  

 

dir. O halde Teorem 5.4 ve Lemma 5.3’den 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) =
∑ 𝛾𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))+𝑛|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))||𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1

|𝛾1(𝒫(𝐶𝑛))|+|𝛾𝑛(𝒫(𝐶𝑛))|
  

 

                     =
𝑛(𝑛−1)+𝑛(𝑛−1)

𝑛−1+1
  

 

                     = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 5.1. 𝒫(ℤ11
∗ ) power grafı 

 

ℤ11
∗  çarpımsal devirli grubunun birim elemanı 1̅ ve üreteçleri 2̅, 6̅, 7̅ ve 8̅ dir. Buna göre 

 

𝑉1 = {1̅, 2̅, 6̅, 7̅, 8̅} ve |𝑉1| = ℓ = 5 

 

ve  

 

𝑉2 = ℤ11
∗ − 𝑉1 = {3̅, 4̅, 5̅, 9̅, 10̅̅̅̅ }  
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olup  

 

𝐿(𝒫(𝑉2)) =























−−−

−−−

−−−

−−−

50000

08111

01811

01181

01118

10

9

5

4

3

  

 

dir. O halde 𝐿(𝒫(ℤ11
∗ )) Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝒫(ℤ11
∗ )) =







































−−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

5000011111

0811111111

0181111111

0118111111

0111811111

1111191111

1111119111

1111111911

1111111191

1111111119

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜇1(𝒫(ℤ11
∗ )) = 0, 𝜇2(𝒫(ℤ11

∗ )) = 5,  𝜇3(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝜇4(𝒫(ℤ11

∗ )) = 𝜇5(𝒫(ℤ11
∗ )) = 9, 

 

𝜇6(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝜇7(𝒫(ℤ11

∗ )) = 𝜇8(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝜇9(𝒫(ℤ11

∗ )) = 𝜇10(𝒫(ℤ11
∗ )) = 10   

 

dir. Diğer taraftan 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 5(20 − 5 − 1) − 2(−6) = 82  

 

olup buradan 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝛾𝑘(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝜇𝑘(𝒫(ℤ11

∗ )) −
𝑠

𝑛
 ler 

 

𝛾1(𝒫(ℤ11
∗ )) = 0 −

82

10
= −8,2  
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𝛾2(𝒫(ℤ11
∗ )) = 5 −

82

10
= −3,2  

 

𝛾3(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝛾4(𝒫(ℤ11

∗ )) = 𝛾5(𝒫(ℤ11
∗ )) = 9 −

82

10
= 0,8  

 

𝛾6(𝒫(ℤ11
∗ )) = 𝛾7(𝒫(ℤ11

∗ )) =. . . = 𝛾10(𝒫(ℤ11
∗ )) = 10 −

82

10
= 1,8  

 

bulunur. O halde 𝒫(ℤ11
∗ )’in Laplacian enerjisi 

 

𝐿ℇ(𝒫(ℤ11
∗ )) = ∑ |𝛾𝑘(𝒫(ℤ11

∗ ))| = 22,810
𝑘=1   

 

dir. Ayrıca 

 

𝑑(𝑣1) = 𝑑(𝑣2) = 𝑑(𝑣6) = 𝑑(𝑣7) = 𝑑(𝑣8) = 9  

 

𝑑(𝑣3) = 𝑑(𝑣4) = 𝑑(𝑣5) = 𝑑(𝑣9) = 8, 𝑑(𝑣10) = 5  

 

ve buradan 

 

𝑠 + ∑ (𝑑(𝑣𝑖) −
𝑠

𝑛
)
2

= 82 + 5 (9 −
82

10
)
2

+ 4(8 −
82

10
)
2

+ (5 −
82

10
)
2

𝑛
𝑖=1   

 

                                      = 82 + 3,2 + 0,16 + 10,24 = 95,6  

 

dir. Bu durumda 𝒫(ℤ11
∗ )’ın Laplacian enerjisi için verilen sınırları yukarıdaki değerler 

yardımı ile hesaplarsak Laplacian enerji için aşağıdaki sınır tablosunu elde ederiz. 

 

Çizelge 5.1. 𝒫(ℤ11
∗ )’ın Laplacian enerjisi için sınırlar 

 

𝐿ℇ(𝒫(ℤ11
∗ )) = 22,8 Teorem 5.1 Teorem 5.2 Teorem 5.3 Teorem 5.4 

Alt sınır 9,777 − 19,1824 17,9111 

Üst sınır 30,919 24,1762 − − 
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Örnek 

 

 
 

Şekil 5.2. 𝒫(𝑋) power grafı 

 

𝑋 = {−1,1, −𝑖, 𝑖} = 〈𝑖〉 çarpımsal devirli grubunun birim elemanı 1 ve üreteçleri −𝑖 ve 𝑖 

dir. Buna göre 

 

𝑉1 = {1,−𝑖, 𝑖} ve |𝑉1| = ℓ = 3 

 

ve  

 

𝑉2 = 𝑋 − 𝑉1 = {−1}  

 

olup  

 

𝐿(𝒫(𝑉2)) = 3  

 

dir. O halde 𝐿(𝒫(𝑋)) Laplacian matrisi 

 

𝐿(𝒫(𝑋)) =



















−−−

−−−

−−−

−−−

3111

1311

1131

1113

  

 

ve özdeğerleri 
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𝜇1(𝒫(𝑋)) = 0, 𝜇2(𝒫(𝑋)) = 𝜇3(𝒫(𝑋)) = 𝜇4(𝒫(𝑋)) = 4   

 

dir. Diğer taraftan 

 

𝑠 = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) − 2∑ 𝑙𝑖𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 3(8 − 3 − 1) − 2(0) = 12  

 

olup buradan 𝑘 = 1,2,3,4 için 𝛾𝑘(𝒫(𝑋)) = 𝜇𝑘(𝒫(𝑋)) −
𝑠

𝑛
 ler 

 

𝛾1(𝒫(𝑋)) = 0 −
12

4
= −3  

 

𝛾2(𝒫(𝑋)) = 𝛾3(𝒫(𝑋)) = 𝛾4(𝒫(𝑋)) = 4 −
12

4
= 1  

 

bulunur. O halde 𝒫(𝑋)’in Laplacian enerjisi 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝑋)) = ∑ |𝛾𝑘(𝒫(𝑋))| = 6
4
𝑘=1   

 

dir. Bu durumda 𝒫(𝑋)’in Laplacian enerjisi için verilen sınırları bularak aşağıdaki sınır 

tablosunu elde ederiz. 

 

Çizelge 5.2. 𝒫(𝑋)’in Laplacian enerjisi için sınırlar 

 

𝐿ℇ(𝒫(𝑋)) = 6 Sonuç 5.1 Sonuç 5.2 Sonuç 5.3 Sonuç 5.4 

Alt sınır 3,4641 − 5,7257 6 

Üst sınır 6,9282 6 − − 

 

 

 



107 

 
 

6. SONLU     DEVİRLİ     GRUPLARIN     VE     SONLU     DİHEDRAL                              

    GRUPLARIN  POWER  GRAFLARININ  DISTANCE  ENERJİLERİ       

    VE EN BÜYÜK DISTANCE ÖZDEĞERLERİ İÇİN SINIRLAR 
 

Bu bölümde öncelikle sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının 

distance enerjileri için alt ve üst sınırlar elde edilmiştir. Daha sonra grup yapısı yardımı ile 

devirli grupların ve dihedral grupların power graflarının distance enerjileri 

karşılaştırılmıştır. Ayrıca devirli grupların ve dihedral grupların power graflarının en 

büyük özdeğerleri için sınırlar elde edilmiştir. 

 

Bölüm boyunca 𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu küme 

𝑉1, geri kalan noktalarının oluşturduğu küme 𝑉2 ile gösterilecek ve |𝑉1| = ℓ alınacaktır. 

Bölüm 3 de verildiği üzere 𝒫(𝐶𝑛) power grafının distance enerjisi,  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1   

 

şeklinde tanımlı olup burada i= 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) ler 𝒫(𝐶𝑛) nin distance 

özdeğerleridir. Diğer taraftan dihedral grup 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉, 2𝑛 −inci mertebeden bir grup 

olup 𝜊(𝑎) = 𝑛 olduğundan 𝐶𝑛 = 〈𝑎〉 devirli grubu 𝐷2𝑛 nin 𝑛 −inci mertebeden bir alt 

grubudur. Dolayısıyla 𝒫(𝐶𝑛) power grafı 𝒫(𝐷2𝑛) nin bağlantılı bir alt grafıdır. Ayrıca 

𝒫(𝐷2𝑛) power grafının distance enerjisi; 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1   

 

şeklinde tanımlı olup burada i= 1,2, . . . ,2𝑛 için 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) ler 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance 

özdeğerleridir. 

 

6.1. Sonlu Devirli Grupların Power Graflarının Distance Enerjileri İçin Sınırlar 

 

6.1.1. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance matrisi ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 
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∑ 𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) = 0
𝑛
𝑖=1   

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑖, 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛 ve 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗) ler 𝑣𝑖 ve 𝑣𝑗  noktaları arasındaki 

uzaklıktır. 

 

İspat 

 

İz’in tanımından 

 

∑ 𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝒟(𝒫(𝐶𝑛))] = 0
𝑛
𝑖=1   

 

dir. Diğer taraftan 

 

𝒟2(𝒫(𝐶𝑛)) =

(

 
 𝐽ℓ×ℓ − 𝐼ℓ×ℓ⏞      

𝐴11

𝐽ℓ×(𝑛−ℓ)⏞    
𝐴12

𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ⏞    
𝐴21

𝒟(𝒫(𝑉2))(𝑛−ℓ)×(𝑛−ℓ)
⏞            

𝐴22

)

 
 

2

  

 

                       = (
𝐴11
2 + 𝐴12𝐴21 𝐴11𝐴12 + 𝐴12𝐴22

𝐴21𝐴11 + 𝐴22𝐴21 𝐴22
2 + 𝐴21𝐴12

)  

 

dir. Bu durumda 

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟

𝑛
𝑖=1 [𝒟2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑡𝑟(𝐴11

2 ) + 𝑡𝑟(𝐴12𝐴21) + 𝑡𝑟(𝐴22
2 ) + 𝑡𝑟(𝐴21𝐴12)  

 

                               = ℓ(ℓ − 1) + ℓ(𝑛 − ℓ) + ℓ(𝑛 − ℓ) + 𝑡𝑟[𝒟2(𝒫(𝑉2))]  

 

olup  

 

𝑡𝑟[𝒟2(𝒫(𝑉2))] = ∑ ∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2𝑛

𝑗=ℓ+1
𝑗≠𝑖

𝑛
𝑖=ℓ+1 = 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   
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olduğundan  

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   

 

bulunur. 

 

6.1.2. Lemma 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑛(𝑛 − 1)

𝑛
𝑖=1   

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı bir tam graftır. Dolayısıyla 

𝒟2(𝒫(𝐶𝑛)) matrisinin esas köşegen üzerindeki elemanları 𝑛 − 1 dir. Buna göre 

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑡𝑟[𝒟

2(𝒫(𝐶𝑛))] = 𝑛(𝑛 − 1)
𝑛
𝑖=1   

 

olarak elde edilir. 

 

6.1.1. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi ve     

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

√ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛))  

 

ve  
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𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

İspat 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 𝑛∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1   

 

                                                                     = 𝑛 [ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

olup  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ √𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1   

 

ve Lemma 6.1.1’den 

 

= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

olup  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 
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6.1.1. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

√𝑛(𝑛 − 1) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup Lemma 6.1.2 ve Cauchy-Schwarz 

eşitsizliğinden 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 𝑛∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=1 = 𝑛2(𝑛 − 1)  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛√𝑛 − 1  

 

bulunur. Diğer taraftan Lemma 6.1.2’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛)) = 𝑛(𝑛 − 1)
𝑛
𝑖=1   

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 
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6.1.2. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi ve     

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜕1 + √(𝑛 − 1) [ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Distance enerjinin tanımından 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1 = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2   

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 6.1.1’den 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1)
2
= (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑖=2 )

2
≤ (𝑛 − 1)∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=2   

 

                                       ≤ (𝑛 − 1)(∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1

2𝑛
𝑖=1 )  

 

                                       = (𝑛 − 1) [ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]  

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜕1 + √(𝑛 − 1) [ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]  

 

elde edilir. 
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6.1.2. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup distance spektrumu {𝑛 − 1, −1,−1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} 

dir. Distance enerjinin tanımından 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1)
2
= (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑖=2 )

2
  

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve tam grafın distance spektrumundan 

 

(∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=2 )

2
= (𝑛 − 1)∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=2   

 

dir. Bu durumda 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1)
2
=(𝑛 − 1)∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛))
𝑛
𝑖=2  

 

ve Lemma 6.1.2’den 

 

= (𝑛 − 1)[𝑛(𝑛 − 1) − (𝑛 − 1)2]  

 

= (𝑛 − 1)2  

 

bulunur. Dolayısıyla 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1 = 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − 1) = 𝑛 − 1  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

6.1.3. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi ve     

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2
+ 𝑛(𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐶𝑛))|

2

𝑛
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

dir. 

 

İspat 

 

Distance enerjinin tanımından 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
= (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|

𝑛
𝑖=1 )

2
  

 

                      = ∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐶𝑛)) + 2∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑛
𝑖=1   

 

olup Lemma 6.1.1’den  

 

= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2
+ ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛           (6.1) 

 

dir. Negatif olmayan sayıların geometrik ortalaması, aritmetik ortalamasından küçük veya 

eşit olduğundan  
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1

𝑛(𝑛−1)
∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗 ≥ (∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐶𝑛))|𝑖≠𝑗 )

1

𝑛(𝑛−1)  

 

                                                                  = (∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
2(𝑛−1)𝑛

𝑖=1 )

1

𝑛(𝑛−1)
  

 

                                                                  = ∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))|
2

𝑛𝑛
𝑖=1                (6.2) 

 

dir. Diğer taraftan  

 

∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛))| = |𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐶𝑛))|
𝑛
𝑖=1                 (6.3) 

 

dir. O halde Eş. 6.1, Eş. 6.2 ve Eş. 6.3’den  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2
+ 𝑛(𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐶𝑛))|

2

𝑛
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

olarak elde edilir. 

 

6.1.3. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup distance spectrumu {𝑛 − 1,−1,−1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} 

dir. Teorem 6.1.3 ve Lemma 6.1.2’den 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛))
2
≥ ∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐶𝑛)) + 𝑛(𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐶𝑛))|
2

𝑛𝑛
𝑖=1   

 

                      = 𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛(𝑛 − 1)[(𝑛 − 1)(−1)𝑛−1]
2

𝑛  

 

                      = 𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ √𝑛(𝑛 − 1) [1 + (𝑛 − 1)
2

𝑛]  

 

bulunur. 

 

6.1.4. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, |𝜕1| ≥ |𝜕2| ≥. . . ≥ |𝜕𝑛| ≥ 0 olmak üzere 

𝜕1, 𝜕2, . . . , 𝜕𝑛, 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) distance matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+𝑛|𝜕1||𝜕𝑛|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕1|+|𝜕𝑛|
  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝐶𝑛 devirli bir grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 

için |𝜕1| ≥ |𝜕𝑖| ≥ |𝜕𝑛| alalım. Bu durumda  

 

(|𝜕1| − |𝜕𝑖|)(|𝜕𝑖| − |𝜕𝑛|) ≥ 0                 (6.4) 

 

dir. Diğer taraftan 
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(|𝜕1| − |𝜕𝑖|)(|𝜕𝑖| − |𝜕𝑛|) = |𝜕𝑖|(|𝜕1| + |𝜕𝑛|) − (𝜕𝑖
2 + |𝜕1||𝜕𝑛|)           (6.5) 

 

dir. Bu durumda Eş. 6.4 ve Eş. 6.5’den 

 

|𝜕𝑖|(|𝜕1| + |𝜕𝑛|) ≥ 𝜕𝑖
2 + |𝜕1||𝜕𝑛|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝜕1| + |𝜕2|+. . . +|𝜕𝑛|)(|𝜕1| + |𝜕𝑛|) ≥ (𝜕1
2 + 𝜕2

2+. . . +𝜕𝑛
2) + 𝑛|𝜕1||𝜕𝑛|  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
∑ 𝜕𝑖

2+𝑛|𝜕1||𝜕𝑛|
𝑛
𝑖=1

|𝜕1|+|𝜕𝑛|
  

 

ve Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+𝑛|𝜕1||𝜕𝑛|ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕|+|𝜕𝑛|
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

6.1.4. Sonuç 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒫(𝐶𝑛) nin distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 

ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 
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İspat 

 

|𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graf olup distance spektrumu {𝑛 − 1, −1,−1, . . . , −1⏟        

𝑛−1

} 

dir. 𝑖 = 2,3, . . . , 𝑛 için  

 

|𝜕1| ≥ |𝜕𝑖| = |𝜕2| =. . . = |𝜕𝑛|  

 

olduğundan  

 

(|𝜕1| − |𝜕𝑖|)(|𝜕𝑖| − |𝜕𝑛|) = 0  

 

dir. O halde Teorem 6.1.4 ve Lemma 6.1.2'den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) =
∑ 𝜕𝑖

2+𝑛|𝜕1||𝜕𝑛|
𝑛
𝑖=1

|𝜕1|+|𝜕𝑛|
  

 

                       =
𝑛(𝑛−1)+𝑛(𝑛−1)

1+𝑛−1
  

 

                       = 2(𝑛 − 1)  

 

olarak elde edilir. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 6.1. 𝒫(ℤ7
∗) power grafı 
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ℤ7
∗  çarpımsal devirli grubunun birim elemanı 1̅ ve üreteçleri 3̅ ve 5̅ dir. Buna göre 

 

𝑉1 = {1̅, 3̅, 5̅} ve |𝑉1| = ℓ = 3 

 

ve  

 

𝑉2 = ℤ7
∗ − 𝑉1 = {2̅, 4̅, 6̅}  

 

olup  

 

𝒟(𝒫(𝑉2)) =
2̅
4̅
6̅

[
0 1 2
1 0 2
2 2 0

]  

 

dir. O halde 𝒟(𝒫(ℤ7
∗)) distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(ℤ7
∗)) = (

𝐽3×3 − 𝐼3×3 𝐽3×3
𝐽3×3 𝒟(𝒫(𝑉2))3×3

) =



























022111

201111

210111

111011

111101

111110

  

 

ve özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(ℤ7
∗)) = 5,7565,  𝜕2(𝒫(ℤ7

∗)) = −0,3628,       

 

𝜕3(𝒫(ℤ7
∗)) = 𝜕4(𝒫(ℤ7

∗)) = 𝜕5(𝒫(ℤ7
∗)) = −1,  𝜕6(𝒫(ℤ7

∗)) = −2,3937  

 

olarak elde edilir. Buna göre 𝒫(ℤ7
∗)’ın distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(ℤ7
∗)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(ℤ7

∗))| = 11,5136
𝑖=1   

 

dir. Diğer taraftan 
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ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 = 3(12 − 3 − 1) + 2(1 + 4 + 4) = 42  

 

dir. Bu durumda 𝒫(ℤ7
∗)’ın distance enerjisi için verilen sınırları yukarıdaki değerler 

yardımı ile hesaplarsak distance enerji için aşağıdaki sınır tablosunu elde ederiz. 

 

Çizelge 6.1. 𝒫(ℤ7
∗)‘ın distance enerjisi için sınırlar 

 

𝒟ℇ(𝒫(ℤ7
∗)) = 11,513 Teorem 6.1.1 Teorem 6.1.2 Teorem 6.1.3 Teorem 6.1.4 

Alt sınır 6,4807 − 9,659 8,9112 

Üst sınır 15,8745 12,4133 − − 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 6.2. 𝒫(ℤ10
∗ ) power grafı 

 

ℤ10
∗ = {1̅, 3̅, 7̅, 9̅} çarpımsal devirli grubunun birim elemanı 1̅ ve üreteçleri 3̅ ve 7̅ dir. Buna 

göre 

 

𝑉1 = {1̅, 3̅, 7̅} ve |𝑉1| = ℓ = 3 

 

ve  

 

𝑉2 = ℤ10
∗ − 𝑉1 = {9̅}  
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olup 𝒟(𝒫(ℤ10
∗ )) distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(ℤ10
∗ )) =



















0111

1011

1101

1110

  

 

ve özdeğerleri 𝜕1(𝒫(ℤ10
∗ )) = 3, 𝜕2(𝒫(ℤ10

∗ )) = 𝜕3(𝒫(ℤ10
∗ )) = 𝜕4(𝒫(ℤ10

∗ )) = −1  dir. O 

halde 𝒫(ℤ10
∗ )’ın distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(ℤ10
∗ )) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(ℤ10

∗ ))| = 64
𝑖=1   

 

bulunur. Bu durumda 𝒫(ℤ10
∗ )’ ın distance enerjisi için verilen sınırları hesaplayarak 

distance enerji için aşağıdaki sınır tablosunu elde ederiz. 

 

Çizelge 6.2. 𝒫(ℤ10
∗ )’ın distance enerjisi için sınırlar 

 

𝒟ℇ(𝒫(ℤ10
∗ )) = 6 Sonuç 6.1.1 Sonuç 6.1.2 Sonuç 6.1.3 Sonuç 6.1.4 

Alt sınır 3,4641 − 5,7257 6 

Üst sınır 6,9282 6 − − 

 

6.2. Sonlu Dihedral Grupların Power Graflarının Distance Enerjileri İçin Sınırlar 

 

6.2.1. Lemma 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance matrisi ve 

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

∑ 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) = 0
2𝑛
𝑖=1   

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) = 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

2
ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

2𝑛
𝑖=1   
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dir. Burada 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 için 𝜕𝑖 ler 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) distance matrisinin özdeğerleridir. 

 

İspat 

 

İz’in tanımından 

 

∑ 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) = 𝑡𝑟[𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))] = 0
2𝑛
𝑖=1   

 

dir. Şimdi 

 

𝒟2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 𝑀𝑛
𝑀𝑛
𝑇 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

)

2

  

 

matrisini göz önüne alalım. Burada 𝐼 birim matris, 𝐽 tüm elemanları bir olan matris ve 

 

𝑀𝑛 =



















222

222

111









  

 

dir. Bu durumda 

 

∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) = 𝑡𝑟[𝒟

2(𝒫(𝐷2𝑛))] = 𝑡𝑟
2𝑛
𝑖=1 [𝒟2(𝒫(𝐶𝑛))] + 𝑡𝑟[𝑀𝑛𝑀𝑛

𝑇] + 𝑡𝑟[𝑀𝑛
𝑇𝑀𝑛]  

 

                                         +𝑡𝑟[4(𝐽 − 𝐼)2]  

 

olup Lemma 6.1.1’den 

 

= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 + 4𝑛2 − 3𝑛 + 4𝑛2 − 3𝑛 + 4(𝑛2 − 𝑛)   

 

= ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 + 2𝑛(6𝑛 − 5)  

 

bulunur. 
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6.2.1. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance enerjisi 

ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

√2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

ve  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √2𝑛 [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 6.2.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1 )

2
≤ 2𝑛∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐷2𝑛))
2𝑛
𝑖=1   

 

                            = 2𝑛 [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

olup  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √2𝑛 [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) = (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1 )

2
≥ ∑ 𝜕𝑖

2(𝒫(𝐷2𝑛))
2𝑛
𝑖=1   

 

olup Lemma 6.2.1’den 
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= 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

ve buradan 

 

√2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

6.2.1. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

1

√𝑛
√2𝑛2(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √4𝑛2(6𝑛 − 5) + 2𝑛𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))  

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛             (6.6) 

 

ve Teorem 6.2.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛 [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]          (6.7) 

 

dir. Eş. 6.6 ve Eş. 6.7’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ
2(𝒫(𝐶𝑛))]  
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ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ √2𝑛[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))]  

 

bulunur. Diğer taraftan Teorem 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛             (6.8) 

 

ve Teorem 6.2.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛                (6.9) 

 

dir. Eş. 6.8 ve Eş. 6.9’dan 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) +
𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
1

√𝑛
√2𝑛2(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))  

 

bulunur. 

 

6.2.2. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

√𝑛(13𝑛 − 11) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝑛√26𝑛 − 22  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 
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İspat 

 

Teorem 6.2.1, Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 2𝑛 [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]        

 

                         = 2𝑛[2𝑛(6𝑛 − 5) + ∑ 𝜕𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))]  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 6.1.2’ den 

 

= 2𝑛[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝑛(𝑛 − 1)]  

 

= 2𝑛[13𝑛2 − 11𝑛]  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝑛√26𝑛 − 22  

 

bulunur. Diğer taraftan Teorem 6.2.1, Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

                           = 2𝑛(6𝑛 − 5) + ∑ 𝜕𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 6.1.2’den 

 

= 2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝑛(𝑛 − 1)  

 

= 13𝑛2 − 11𝑛  

 

olup buradan 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √𝑛(13𝑛 − 11)  

 

bulunur. 

 

6.2.2. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance enerjisi 

ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1 +√

(2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1)

                              +2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]

  

 

dir. 

 

İspat 

 

Distance enerjinin tanımından 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=2   

 

olup Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve Lemma 6.2.1’den 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

= (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=2 )

2
  

 

                                                            ≤ (2𝑛 − 1)∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛))

2𝑛
𝑖=2   

 

                                                     = (2𝑛 − 1)(∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1

22𝑛
𝑖=1 )  

 

= (2𝑛 − 1) [2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]  

 

bulunur. Dolayısıyla 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1 +√

(2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1)

                              +2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 − 𝜕1
2]

  

 

dir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

6.2.3. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

ve Teorem 6.2.2’den 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1)  

 

                                                                         +2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2
− 𝜕1

2(𝒫(𝐷2𝑛))ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

dir. Bu durumda 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  
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ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

bulunur. 

 

6.2.4. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[𝑛(13𝑛 − 11) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

Teorem 6.2.2, Lemma 6.1.1’den 

 

(𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) − 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)))
2

≤ (2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1)  

 

                                                                         +2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2
− 𝜕1

2(𝒫(𝐷2𝑛))ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛 ]  

 

= (2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + ∑ 𝜕𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛)) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 6.1.2’den 

 

= (2𝑛 − 1)[2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝑛(𝑛 − 1) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

ve buradan 
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𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) + √(2𝑛 − 1)[𝑛(13𝑛 − 11) − 𝜕1
2(𝒫(𝐷2𝑛))]  

 

bulunur. 

 

6.2.3. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, |𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥

|𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛)), . . . , 𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) 

distance matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+2𝑛(|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|+6𝑛−5)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))|+|𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|
  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝐷2𝑛 dihedral grup ve 𝑛 ≥ 3 olduğundan 𝒫(𝐷2𝑛) power grafı en az iki kenara sahiptir. 

Dolayısıyla 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) nin sıfırdan farklı en az bir özdeğeri vardır. Şimdi 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 

için  

 

|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ |𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|  

 

alalım. Bu durumda  

 

(|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))| − |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|)(|𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))| − |𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|) ≥ 0        (6.10) 

 

dir. Diğer taraftan gösterim açısından kolaylık olması amacı ile 𝑖 = 1,2, . . . ,2𝑛 için 

𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) leri 𝜕𝑖 şeklinde alacak olursak 

 

(|𝜕1| − |𝜕𝑖|)(|𝜕𝑖| − |𝜕2𝑛|) = |𝜕𝑖|(|𝜕1| + |𝜕2𝑛|) − (𝜕𝑖
2 + |𝜕1||𝜕2𝑛|)        (6.11) 
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dir. Bu durumda Eş. 6.10 ve Eş. 6.11’den 

 

|𝜕𝑖|(|𝜕1| + |𝜕2𝑛|) ≥ 𝜕𝑖
2 + |𝜕1||𝜕2𝑛|  

 

dir. 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 olmak üzere her 𝑖 değeri için bu işlem yapılırsa 

 

(|𝜕1| + |𝜕2|+. . . +|𝜕2𝑛|)(|𝜕1| + |𝜕2𝑛|) ≥ (𝜕1
2 + 𝜕2

2+. . . +𝜕2𝑛
2 ) + 2𝑛|𝜕1||𝜕2𝑛|  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
∑ 𝜕𝑖

2+2𝑛|𝜕1||𝜕2𝑛|
2𝑛
𝑖=1

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
  

 

ve Lemma 6.2.1’den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+2𝑛(|𝜕1||𝜕2𝑛|+6𝑛−5)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

6.2.5. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, |𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥

|𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥ |𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛)),…, 

𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) distance matrisinin özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 
𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛

2(|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|+6𝑛−5)

𝑛(|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))|+|𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|)
 

 

dir. 

 

 

 

 



132 

İspat 

 

Teorem 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛           (6.12) 

 

ve Teorem 6.2.3’den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+2𝑛(|𝜕1||𝜕2𝑛|+6𝑛−5)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
              (6.13) 

 

dir. Eş. 6.12 ve Eş. 6.13’den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 
𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛

2(|𝜕1||𝜕2𝑛|+6𝑛−5)

𝑛(|𝜕1|+|𝜕2𝑛|)
 

 

bulunur. 

 

6.2.6. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, |𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥

|𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥. . . ≥ |𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))| ≥ 0 olmak üzere 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝜕2(𝒫(𝐷2𝑛)),…, 

𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) distance matrisinin özdeğerleri, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(D2n)) ≥
n[13n−11+2|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|]

|𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛))|+|𝜕2𝑛(𝒫(𝐷2𝑛))|
  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

Teorem 6.2.3 ve Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
ℓ(2𝑛−ℓ−1)+2∑ 𝑑(𝑣𝑖,𝑣𝑗)

2
+2𝑛(|𝜕1||𝜕2𝑛|+6𝑛−5)ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
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=
∑ 𝜕𝑖

2𝑛
𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛))+2𝑛(|𝜕1||𝜕2𝑛|+6𝑛−5)

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 6.1.2’den 

 

=
𝑛(13𝑛−11)+2𝑛|𝜕1||𝜕2𝑛|

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
  

 

olup buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(D2n)) ≥
n[13n−11+2|𝜕1||𝜕2𝑛|]

|𝜕1|+|𝜕2𝑛|
  

 

bulunur. 

 

6.2.4. Teorem 

 

𝒫(𝐷2𝑛), 𝐷2𝑛 dihedral grubunun power grafı, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin distance enerjisi 

ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √

2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

+2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛

  

 

dir. 

 

İspat 

 

Distance enerjinin tanımından 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛))
2
= (∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|

2𝑛
𝑖=1 )

2
  

 

                           = ∑ 𝜕𝑖
2(𝒫(𝐷2𝑛)) + 2∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐷2𝑛))|1≤𝑖<𝑗≤2𝑛

2𝑛
𝑖=1   
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olup Lemma 6.2.1’den  

 

= 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

             +∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐷2𝑛))|𝑖≠𝑗              (6.14) 

 

dir. Negatif olmayan sayıların geometrik ortalaması, aritmetik ortalamasından küçük veya 

eşit olduğundan  

 

1

2𝑛(2𝑛−1)
∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐷2𝑛))|𝑖≠𝑗 ≥ (∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))||𝜕𝑗(𝒫(𝐷2𝑛))|𝑖≠𝑗 )

1

2𝑛(2𝑛−1)  

 

                                                                           = (∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
2(2𝑛−1)2𝑛

𝑖=1 )

1

2𝑛(2𝑛−1)
  

 

                                                                           = ∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛2𝑛
𝑖=1                      (6.15) 

 

dir. Diğer taraftan  

 

∏ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))| = |𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
2𝑛
𝑖=1               (6.16) 

 

dir. O halde Eş. 6.14, Eş. 6.15 ve Eş. 6.16’dan  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √

2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛

+2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛

  

 

olarak elde edilir. 
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6.2.7. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
1

√𝑛
√2𝑛2 [6𝑛 − 5 + (2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|

1

𝑛] + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))  

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝑛ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2𝑛∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

ve Teorem 6.2.4’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

                               +2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛  

 

dir. Bu durumda 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) +
𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))

𝑛
+ 2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|

1

𝑛  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥
1

√𝑛
√2𝑛2 [6𝑛 − 5 + (2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|

1

𝑛] + 𝒟ℇ2(𝒫(𝐶𝑛))  
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bulunur. 

 

6.2.8. Sonuç 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)), 𝒫(𝐷2𝑛) nin 

distance enerjisi, 𝑛 ≥ 3 ve 𝑛 = 𝑝𝑚 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √𝑛 [13𝑛 − 11 + (4𝑛 − 2)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛]  

 

dir. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑚 ∈ ℤ+ dır. 

 

İspat 

 

Teorem 6.2.4, Lemma 6.1.1’den 

 

𝒟ℇ2(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ 2𝑛(6𝑛 − 5) + ℓ(2𝑛 − ℓ − 1) + 2∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
2

ℓ+1≤𝑖<𝑗≤𝑛   

 

                               +2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛  

 

                            = 2𝑛(6𝑛 − 5) + ∑ 𝜕𝑖
2𝑛

𝑖=1 (𝒫(𝐶𝑛)) + 2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛  

 

dir. |𝐶𝑛| = 𝑝
𝑚 olduğundan 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Buna göre Lemma 6.1.2’den 

 

= 2𝑛(6𝑛 − 5) + 𝑛(𝑛 − 1) + 2𝑛(2𝑛 − 1)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛  

 

ve buradan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≥ √𝑛 [13𝑛 − 11 + (4𝑛 − 2)|𝑑𝑒𝑡𝒟(𝒫(𝐷2𝑛))|
1

𝑛]  
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bulunur. 

 

Örnek 

 

 
 

Şekil 6.3. 𝒫(𝐷12) power grafı 

 

𝒫(𝐷12) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷12)) =













































022222222221

202222222221

220222222221

222022222221

222202222221

222220222221

222222021111

222222202111

222222120111

222222111011

222222111101

111111111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷12)) = 19,2386, 𝜕2(𝒫(𝐷12)) = −0,3368, 𝜕3(𝒫(𝐷12)) = −0,5584  
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𝜕4(𝒫(𝐷12)) = 𝜕5(𝒫(𝐷12)) = −1  

 

𝜕6(𝒫(𝐷12)) = 𝜕7(𝒫(𝐷12)) = 𝜕8(𝒫(𝐷12)) = 𝜕9(𝒫(𝐷12)) = 𝜕10(𝒫(𝐷12)) = −2  

 

𝜕11(𝒫(𝐷12)) = −2,3557, 𝜕12(𝒫(𝐷12)) = −3,9875  

 

dir. Buna göre 𝒫(𝐷12)’nin distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷12)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷12))| = 38,477
12
𝑖=1   

  

bulunur. Diğer taraftan 𝒫(𝐷12) için yukarıdaki teoremlerde verilen sınırları hesaplayacak 

olursak 𝒫(𝐷12)’nin distance enerjisi için aşağıdaki tabloyu elde ederiz. 

 

Çizelge 6.3. 𝒫(𝐷12)’nin distance enerjisi için sınırlar 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷12))=38,477 Teorem 6.2.1 Teorem 6.2.2 Teorem 6.2.3 Teorem 6.2.4 

Alt sınır 20,3469 − 25,121 28,9365 

Üst sınır 70,484 41,2076 − − 

 

Örnek 

 

Şekil 4.3 ile verilen 𝒫(𝐷6) power grafının 𝒟(𝒫(𝐷6)) distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷6)) =


























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202221

220221

222011

222101
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olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷6)) = 8,2297, 𝜕2(𝒫(𝐷6)) = −0,6008, 𝜕3(𝒫(𝐷6)) = −1   
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𝜕4(𝒫(𝐷6)) = 𝜕5(𝒫(𝐷6)) = −2, 𝜕6(𝒫(𝐷6)) = −2,6288   

 

bulunur. Buna göre 𝒫(𝐷6)’nın distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷6)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷6))| = 16,4593
6
𝑖=1   

 

bulunur. Diğer taraftan 𝐶3 devirli grubunun 𝒫(𝐶3 ) power grafı tam graf olup 𝒫(𝐷6)’nın 

alt grafıdır. Buna göre 𝒫(𝐷6) için yukarıdaki sonuçlarda verilen sınırları hesaplayarak 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷6)) distance enerjisi için aşağıdaki tabloyu elde ederiz. 

 

Çizelge 6.4. 𝒫(𝐷6)’nın distance enerjisi için sınırlar 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷6))=16,4593 Sonuç 6.2.2 Sonuç 6.2.4 Sonuç 6.2.6 Sonuç 6.2.8 

Alt sınır 9,1651 − 12,8717 13,9991 

Üst sınır 22,4499 17,2497 − − 

 

6.2.5. Teorem 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ve 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) 

sırası ile 𝒫(𝐶𝑛) ve 𝒫(𝐷2𝑛) power graflarının distance enerjileri ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) + 4(𝑛 − 1) + 2√𝑛(1 + 2√𝑛 − 1)  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝒟(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) nin temel alt matrisi olup Cauchy karşılaştırma teoreminden      

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) dir. Dolayısıyla 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛))  

 

dir. Diğer taraftan 
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𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 𝑀𝑛
𝑀𝑛
𝑇 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

)  

 

                       = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
) + (

0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) + (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

) + (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

şeklinde yazabiliriz. Burada  

 

𝑀𝑛 =
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
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





  

 

dir. Bir matrisin temel minörleri ve karakteristik polinomunun katsayıları arasındaki 

ilişkiden (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

) matrisinin karakteristik polinomunu 

 

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − 4𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2  

 

dir. Dolayısıyla 

 

∑ 𝜕𝑖 (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)2𝑛
𝑖=1 = 4√𝑛(𝑛 − 1)  

 

bulunur. Ayrıca (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

), (
0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) matrislerinin distance özdeğerlerinin mutlak 

değerce toplamı sırası ile 2√𝑛 ve 4(𝑛 − 1) dir. Diğer taraftan   

 

(
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
) , (

0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) , (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

) ve (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

simetrik matrislerdir. Bu durumda 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷2𝑛)) = ∑ 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛))
2𝑛
𝑖=1   
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≤ ∑ 𝜕𝑖 (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
)2𝑛

𝑖=1 + ∑ 𝜕𝑖 (
0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

)2𝑛
𝑖=1   

 

                                  +∑ 𝜕𝑖 (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

)2𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝜕𝑖 (

0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)2𝑛
𝑖=1   

 

= 𝒟ℇ(𝒫(𝐶𝑛)) + 4(𝑛 − 1) + 2√𝑛(1 + 2√𝑛 − 1)  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Örnek 

 

Şekil 6.3 ile verilen 𝒫(𝐷12) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷12)) =


















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
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






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
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222022222221

222202222221

222220222221

222222021111

222222202111

222222120111

222222111011

222222111101

111111111110

  

 

olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷12)) = 19,2386, 𝜕2(𝒫(𝐷12)) = −0,3368, 𝜕3(𝒫(𝐷12)) = −0,5584  

 

𝜕4(𝒫(𝐷12)) = 𝜕5(𝒫(𝐷12)) = −1  

 

𝜕6(𝒫(𝐷12)) = 𝜕7(𝒫(𝐷12)) = 𝜕8(𝒫(𝐷12)) = 𝜕9(𝒫(𝐷12)) = 𝜕10(𝒫(𝐷12)) = −2  
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𝜕11(𝒫(𝐷12)) = −2,3557, 𝜕12(𝒫(𝐷12)) = −3,9875  

 

dir. Buna göre 𝒫(𝐷12)’nin distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷12)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐷12))| = 38,477
12
𝑖=1   

  

bulunur. Diğer taraftan 𝒫(𝐶6) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐶6)) =









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



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olup özdeğerleri 

 

𝜕1(𝒫(𝐶6)) = 5,7565, 𝜕2(𝒫(𝐶6)) = −0,3628,   

 

𝜕3(𝒫(𝐶6)) = 𝜕4(𝒫(𝐶6)) = 𝜕5(𝒫(𝐶6)) = −1, 𝜕6(𝒫(𝐶6)) = −2,3937  

 

dir. Buna göre 𝒫(𝐶6)’nın distance enerjisi 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶6)) = ∑ |𝜕𝑖(𝒫(𝐶6))| = 11,513
6
𝑖=1   

  

bulunur. Bu durumda 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶6)) = 11,513 < 38,477 = 𝒟ℇ(𝒫(𝐷12))  

 

olduğu açıktır. Diğer taraftan 

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐶6)) + 4(𝑛 − 1) + 2√𝑛(1 + 2√𝑛 − 1) = 58,3202   
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olup  

 

𝒟ℇ(𝒫(𝐷12)) = 38,477 < 58,3202 = 𝒟ℇ(𝒫(𝐶6)) + 4(𝑛 − 1) + 2√𝑛(1 + 2√𝑛 − 1)  

 

olduğu görülür. 

 

6.3. Sonlu  Devirli  Grupların  ve  Sonlu  Dihedral  Grupların  Power  Graflarının  En  

       Büyük Distance Özdeğerleri İçin Sınırlar 

 

6.3.1. Teorem 

 

𝒫(𝐶𝑛), 𝐶𝑛 devirli grubunun power grafı, 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) nin en büyük özdeğeri ve 

𝑛 ≥ 3 olmak üzere 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 𝑛 − 1                (6.17) 

 

ve  

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≤
2𝑛−ℓ−3+√(2𝑛−(2ℓ+1))

2
+ℓ(ℓ+2)

2
             (6.18) 

 

dir. Burada ℓ, 𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu kümenin 

kardinalitesidir. Ayrıca Eş. 6.17 ve Eş. 6.18’deki eşitlik durumlarının olması için gerek ve 

yeter koşul 𝐶𝑛 nin mertebesinin bir asalın kuvveti olmasıdır. 

 

İspat 

 

𝐶𝑛 devirli grubunun birim elemanının ve üreteçlerinin oluşturduğu kümeyi 

 

𝑉1 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣ℓ}  

 

ve geri kalan noktalarının kümesini 

 

𝑉2 = 𝐶𝑛 − 𝑉1 = {𝑣ℓ+1, 𝑣ℓ+2, . . . , 𝑣𝑛}  
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ile gösterelim. Bu durumda |𝑉1| = ℓ ve |𝑉2| = 𝑛 − ℓ dir. Ayrıca 𝐽ℓ×ℓ − 𝐼ℓ×ℓ, 𝐽ℓ×(𝑛−ℓ) ve 

𝐽(𝑛−ℓ)×ℓ matrislerinin herhangi bir satır veya sütundaki elemanlarının toplamı sırası ile        

ℓ − 1, 𝑛 − ℓ ve ℓ dir. Şimdi 𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) matrisinin 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) en büyük özdeğerine karşılık 

gelen Perron özvektörü 

 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇, 

 

ve  

 

𝑥𝑖 = min
𝑣𝑘∈𝑉1

𝑥𝑘 ve 𝑥𝑗 = min
𝑣𝑘∈𝑉2

𝑥𝑘             (6.19) 

 

alalım. Özdeğer eşitliğinden 

 

𝒟(𝒫(𝐶𝑛))𝑥 = 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛))𝑥               (6.20) 

 

yazılabilir. Eş. 6.19’dan ve Eş. 6.20’nin i-inci teriminden 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛))𝑥𝑖 = ∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑘)𝑥𝑘 + ∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑘)𝑥𝑘𝑣𝑘∈𝑉2
𝑣𝑘≠𝑣𝑖

𝑣𝑘∈𝑉1
𝑣𝑘≠𝑣𝑖

  

 

                      ≥ ∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑘)𝑥𝑖 + ∑ 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑘)𝑥𝑗𝑣𝑘∈𝑉2
𝑣𝑘≠𝑣𝑖

𝑣𝑘∈𝑉1
𝑣𝑘≠𝑣𝑖

  

 

                      = (ℓ − 1)𝑥𝑖 + (𝑛 − ℓ)𝑥𝑗 

 

olup buradan 

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − ℓ + 1)𝑥𝑖 ≥ (𝑛 − ℓ)𝑥𝑗             (6.21) 

  

bulunur. Benzer şekilde Eş. 6.19’dan ve Eş. 6.20’nin j-inci teriminden ve 

min
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)} ≥ 1 eşitsizliğinden yararlanarak 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛))𝑥𝑗 = ∑ 𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)𝑥𝑘 + ∑ 𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)𝑥𝑘𝑣𝑘∈𝑉2
𝑣𝑘≠𝑣𝑗

𝑣𝑘∈𝑉1
𝑣𝑘≠𝑣𝑗
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≥ ∑ 𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)𝑥𝑖 + ∑ 𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)𝑥𝑗𝑣𝑘∈𝑉2
𝑣𝑘≠𝑣𝑗

𝑣𝑘∈𝑉1
𝑣𝑘≠𝑣𝑗

  

 

= ℓ𝑥𝑖 + min
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)} 𝑥𝑗  

 

= ℓ𝑥𝑖 + (𝑛 − ℓ − 1)𝑥𝑗  

 

olup buradan 

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − ℓ − 1)) 𝑥𝑗 ≥ ℓ𝑥𝑖             (6.22) 

  

bulunur. Eş. 6.21 ve Eş. 6.22’den  

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − ℓ + 1) (𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − (𝑛 − ℓ − 1)) 𝑥𝑖𝑥𝑗 − ℓ(𝑛 − ℓ)𝑥𝑖𝑥𝑗 ≥ 0  

 

ve buradan 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≥ 𝑛 − 1  

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

𝑥𝑟 = min
𝑣𝑘∈𝑉1

𝑥𝑘 ve 𝑥𝑠 = min
𝑣𝑘∈𝑉2

𝑥𝑘   

 

alıp yukarıdaki benzer işlemleri uygulayarak ve max
𝑣𝑠≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑠, 𝑣𝑘)} ≤ 2 eşitsizliğinden 

yararlanarak 

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − ℓ + 1)𝑥𝑟 ≥ (𝑛 − ℓ)𝑥𝑠             (6.23) 

 

ve  

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − 2(𝑛 − ℓ − 1)) 𝑥𝑠 ≥ ℓ𝑥𝑟             (6.24) 
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bulunur. 𝑥𝑟 ve 𝑥𝑠 pozitif olup Eş. 6.23 ve Eş. 6.24’den 

 

(𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − ℓ + 1) (𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) − 2(𝑛 − ℓ − 1)) − ℓ(𝑛 − ℓ) ≤ 0  

 

ve buradan 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≤
2𝑛−ℓ−3+√(2𝑛−(2ℓ+1))

2
+ℓ(ℓ+2)

2
  

 

elde edilir. Şimdi eşitlik durumunu inceleyelim. 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) için Eş. 6.17 ve Eş. 6.18’deki 

eşitlikler olsun. O halde 

 

max
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)} = min
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)}  

 

olup 𝒫(𝐶𝑛) tam graftır. Bu durumda 𝐶𝑛 devirli grubunun mertebesi bir asalın kuvvetidir. 

Diğer taraftan eğer 𝐶𝑛 devirli grubunun mertebesi bir asalın kuvveti ise 𝒫(𝐶𝑛) bir tam graf 

olup 

 

max
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)} = min
𝑣𝑗≠𝑣𝑘∈𝑉2

{𝑑(𝑣𝑗 , 𝑣𝑘)}  

 

dir. Dolayısıyla 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) en büyük özdeğeri için verilen sınırlardaki eşitlikler vardır. Bu 

da ispatı tamamlar. 

 

Örnek 

 

Şekil 6.1 ile verilen 𝒫(ℤ7
∗) power grafının en büyük distance özdeğeri                    

𝜕1(𝒫(ℤ7
∗) ) = 5,7565 dir. Bu durumda 

 

𝑛 − 1 = 6 − 1 = 5 < 5,7565 = 𝜕1(𝒫(ℤ7
∗) )  

 

dir. Diğer taratan 
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2𝑛−ℓ−3+√(2𝑛−(2ℓ+1))
2
+ℓ(ℓ+2)

2
=
12−3−3+√(12−7)2+3(3+2)

2
  

 

                                              =
6+√25+15

2
= 6,1622  

olup  

 

2𝑛−ℓ−3+√(2𝑛−(2ℓ+1))
2
+ℓ(ℓ+2)

2
= 6,1622 > 5,7565 = 𝜕1(𝒫(ℤ7

∗) )  

 

olduğu görülür. 

 

6.3.2. Teorem 

 

𝐶𝑛 = 〈𝑎〉, 𝐷2𝑛 = 〈𝑎, 𝑏〉 dihedral grubunun devirli alt grubu, 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ve 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) 

sırası ile 𝒫(𝐶𝑛) ve 𝒫(𝐷2𝑛) power graflarının en büyük distance özdeğerleri ve 𝑛 ≥ 3 

olmak üzere 

 

𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) + √𝑛 + 2√𝑛 − 1(√𝑛 + √𝑛 − 1)  

 

dir. 

 

İspat 

 

𝒟(𝒫(𝐶𝑛)), 𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) nin temel alt matrisi olup Cauchy Interlace teoreminden                    

𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 için 𝜕𝑖(𝒫(𝐶𝑛)) ≤ 𝜕𝑖(𝒫(𝐷2𝑛)) dir. Diğer taraftan 

 

𝒟(𝒫(𝐷2𝑛)) = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 𝑀𝑛
𝑀𝑛
𝑇 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

)  

 

                       = (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
) + (

0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) + (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

) + (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

şeklinde yazabiliriz. Burada  
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𝑀𝑛 =


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
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, 𝐿𝑛 =
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













222

222
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


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

  

 

dir. Bir matrisin temel minörleri ve karakteristik polinomunun katsayıları arasındaki 

ilişkiden (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

) matrisinin karakteristik polinomunu 

 

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − 4𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2  

 

dir. Dolayısıyla 

 

𝜕1 (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

) = 2√𝑛(𝑛 − 1)  

 

bulunur. (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

) matrisinin en büyük distance özdeğeri √𝑛 dir. Ayrıca 

(
0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) matrisinin en büyük distance özdeğeri 

 

𝜕1 (
0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) = 𝜕1(2(𝐽 − 𝐼)𝑛) = 2(𝜕1(𝐽) − 𝜕1(𝐼)) = 2(𝑛 − 1)  

 

dir. Diğer taraftan   

 

(
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
) , (

0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) , (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

) ve (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

simetrik matrislerdir. Bu durumda 

 

𝜕1(𝒫(𝐷2𝑛)) ≤ 𝜕1 (
𝒟(𝒫(𝐶𝑛)) 0𝑛

0𝑛 0𝑛
) + 𝜕1  (

0𝑛 0𝑛
0𝑛 2(𝐽 − 𝐼)𝑛

) + 𝜕1 (
0𝑛 𝐾𝑛
𝐾𝑛
𝑇 0𝑛

)  

 

                                     +𝜕1 (
0𝑛 𝐿𝑛
𝐿𝑛
𝑇 0𝑛

)  
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= 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) + 2(𝑛 − 1) + √𝑛 + 2√𝑛(𝑛 − 1)  

 

= 𝜕1(𝒫(𝐶𝑛)) + √𝑛 + 2√𝑛 − 1(√𝑛 + √𝑛 − 1)  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Örnek 

 

Şekil 6.3 ile verilen 𝒫(𝐷12) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐷12)) =


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222222111011

222222111101

111111111110

  

 

olup en büyük özdeğeri 

 

𝜕1(𝒫(𝐷12)) = 19,2386  

 

dir. Diğer taraftan 𝒫(𝐶6) power grafının distance matrisi 

 

𝒟(𝒫(𝐶6)) =



























021111
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120111

111011

111101

111110
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olup en büyük özdeğeri 

 

𝜕1(𝒫(𝐶6)) = 5,7565  

 

dir. Bu durumda 

 

𝜕1(𝒫(𝐶6)) = 5,7565 < 19,2386 = 𝜕1(𝒫(𝐷12))   

 

olduğu açıktır. Diğer taraftan 

 

𝜕1(𝒫(𝐶6)) + √𝑛 + 2√𝑛 − 1(√𝑛 + √𝑛 − 1) = 5,7565 + √6 + 2√5(√6 + √5)  

 

  = 39,1584  

 

olup  

 

𝜕1(𝒫(𝐷12)) = 19,2386 < 39,1584 = 𝜕1(𝒫(𝐶6)) + √𝑛 + 2√𝑛 − 1(√𝑛 + √𝑛 − 1)  

 

olarak bulunur. 
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7. SONUÇ 
 

Bu çalışmada spektral graf teorideki temel matris kavramları, devirli grup ve dihedral grup 

yapıları göz önüne alınarak sonlu devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power 

grafları için Laplacian matris, distance matris ve bu matrisler yardımıyla da enerji, 

Laplacian enerji ve distance enerji kavramları yeniden tanımlanmıştır. Daha sonra sonlu 

devirli grupların ve sonlu dihedral grupların power graflarının enerjileri, Laplacian 

enerjileri, distance enerjileri ve en büyük distance özdeğerleri için sınır çalışmaları 

yapılmıştır. Bulunan sınırlardan bazıları değere daha yakın sonuçlar vermektedir fakat graf 

yapısı değiştikçe sınırların yaklaşımları da değişeceğinden sınır karşılaştırması yapmak her 

zaman mümkün olmayacaktır. Ayrıca verilen teoremler ve sonuçlardaki sınırların eşitlik 

durumları, Cauchy-Schwarz eşitsizliğinin eşitlik durumu göz önüne alınarak 

incelendiğinde verilen pekçok sınır için power grafların özdeğerlerinin, Laplacian 

özdeğerlerinin ve distance özdeğerlerinin kendi aralarında eşit olması gerektiği görülür ki 

bu devirli grupların ve dihedral grupların power graf yapıları için mümkün değildir. Bu 

sebeple söz konusu teoremler ve sonuçlar için sınır değerlerinde sadece eşitsizlik durumu 

görülmektedir. Diğer taraftan Sonuç 4.1.2, Sonuç 4.1.4, Sonuç 5.2, Sonuç 5.4, Sonuç 6.1.2 

ve Sonuç 6.1.4 de verilen sınırların değere eşit olması için sonlu devirli grupların power 

graflarının tam olması yeterlidir. 
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