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OZET

Bu caligmada spektral graf teorideki temel matris kavramlari, devirli grup ve dihedral grup
yapilar1 g6z Oniine alinarak sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power
graflar1 i¢in Laplacian matris, distance matris ve bu matrislerin 6zdegerlerini kullanarak
enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramlari yeniden tanimlanmistir. Daha sonra
sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin enerjileri, Laplacian
enerjileri, distance enerjileri ve en biilyiik distance 6zdegerleri i¢in bazi alt ve iist sinirlar
elde edilmistir. Ayrica devirli grubun mertebesi ve power grafin tamlig1 arasindaki iligki
gdz Oniine alinarak sonlu devirli gruplarin power graflarinin tam oldugu durumlar igin
sonuglar verilmistir. Daha sonra devirli grup ve dihedral grup yapilar1 yardimiyla da sonlu
devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin enerjileri ve distance
enerjileri i¢in karsilastirma sonuglar elde edilmistir.
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1. GIRIS

Giiniimiizde fen bilimleri, kriptoloji, veri tabanlari, elektronik devreler gibi pek ¢ok alanda
kullanilan cebirsel graf teori, cebirsel yontemlerin graf ile ilgili problemlere uygulandigi
graf teorinin bir alt alanidir. Cebirsel graf teori, ii¢ temel alanda incelenir. Bu alanlar; grup

teorisi, lineer cebir ve graf degismezleridir.

Cebirsel graf teori, lineer cebir anlaminda incelendiginde bir alt alan1 olan spektral graf
teori karsimiza ¢ikar. Spektral graf teori, herhangi bir grafin ilgili matrislerinin 6zdegerleri
ve Ozvektorlerini kullanarak graf yapisi hakkinda bilgi edinmemizi saglar. Spektral graf
teorinin temeli 1931 yilinda Hiickel’in kuantum kimyasinda yaptig1 bir ¢alismaya dayanir
[1]. Bu caligmada elektron enerji seviyelerini temsil etmekte graf 6zdegerlerini kullandig:
bilinmektedir. Ayrica iyi bilinen Matris-Aga¢ teoreminin spektral graf teorinin bir sonucu
oldugu 1940 da Brooks ve digerleri tarafindan ispatlanmistir [2]. Daha sonra 1950’li
yillarda regiiler graflarin komsuluk matrisi iizerinde yapilan spektral ¢alismalar ile spektral

graf teori matematik literatiiriinde sik kullanilir hale gelmistir.

Cebirsel graf teori, grup teorisi anlaminda incelendiginde otomorfizm gruplar1 ve
geometrik grup teorisi ile baglantili graflar karsimiza ¢ikar. Bu alanin iki temel odagi
bulunmaktadir. Bunlardan ilki simetrik graf aileleri ve bu aileler arasindaki baglantiliga
dayanan grup yapilar1 olusturmaktir. Bu anlamda Frucht, tiim gruplarin baglantili bir grafin
otomorfizim grubu olarak temsil edildigini gostermistir [3]. Digeri ise herhangi bir grubun,
yar1 grubun veya monoidin lizerinde elemanlar1 yardimi ile bir graf yapisi olusturmaktir.
Bu graf yapilarindan bazilar1 Cayley graflari, Petersen graflari ve bu ¢alismanin temelini

olusturan power graflardir.

Power graf kavrami ilk olarak 2000 yilinda Kelarev ve Quinn tarafindan sonlu yari
gruplarin yonlii power grafi olarak tanimlanmistir [4]. Daha sonra gruplar i¢in yonlii power
graf kavrami tanimlanmis, yar1 gruplar ve gruplar iizerindeki yonlii power graflar icin
cesitli caligmalar yapilmistir [5-7]. Chakrabarty ve digerleri bu calismalardan esinlenerek
2009 yilinda yaptig1 calisma ile yonsiiz power graf kavramini matematik literatiiriine
kazandirmistir [8]. Ayrica bu ¢alismada power grafin tamligi, grubun yapisi ve mertebesi

arasindaki iliskiyi gostermistir. Daha sonra Cameron ve digerleri yonsiiz power graf



kavramini  kisaltarak power graf olarak adlandirmistir [9-10] ve bu ad matematik
literatiiriine gecerek bundan sonra yonsiiz power graflar i¢in yapilan ¢alismalar power graf

adi altinda yayinlanmistir.

Power grafin, spektral graf teori bazinda calisilmasina yon veren diger bir isim ise
Chattopadhyay’dir. Chattopadhyay ve digerlerinin 2018 yilinda yaptig1 calismada sonlu
devirli gruplar ve sonlu dihedral gruplarin power graflar1 ilizerinde komsuluk matrisi
kavrami yeniden tanimlanmis, sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power

graflarinin komsuluk matrislerinin en biiyiik 6zdegerleri i¢in sinirlar elde edilmistir [11].

Bu tezde, Chattopadhyay ve digerlerinin [11] makalesinden esinlenerek spektral graf
teoride 6nemli yere sahip olan Laplacian matris, distance matris gibi kavramlar, power graf
yapisina uygun sekilde sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflari
icin tekrar tanimlanmistir. Ayrica Gutman’in teorik kimyadaki calismalardan ilham alarak
matematik literatiiriine kazandirdig1 grafin enerjisi [12], Laplacian enerjisi [13] ve distance
enerjisi [14] kavramlarini baz alarak sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin
power graflari icin enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramlari tanimlanmis ve bu
kavramlar icin alt ve iist sinirlar elde edilmistir. Daha sonra devirli grup ve dihedral grup
yapilart yardimiyla s6z konusu gruplarin power graflarmmin enerjilerinin ve distance
enerjilerinin karsilastirildigi sonuglar verilmistir. Ayrica grubun yapist ve power grafin
tamlig1 arasindaki iligki goz oOniline alinarak elde edilen sinirlar yardimiyla da devirli

grubun power grafinin tam oldugu durumlar i¢in sonuglar verilmistir.

Bu tez verilen bilgiler dogrultusunda yedi boliimden olusmaktadir. ikinci béliimde calisma
boyunca kullanilacak lineer cebir ve graf teori ile ilgili temel kavramlar ve ozellikler

verilmistir.

Ucgiincii boliimde, dncelikle gruplar ile ilgili tez boyunca kullanacagimiz temel tanimlar ve
gruplar iizerinde tanimli yonlii ve yonsiiz power graf kavramlar1 verilmistir. Daha sonra
sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin komsuluk matrisi,
Laplacian matrisi ve distance matrisi kavramlar1 tanimlanmis ve bu matrisler yardimiyla
s6z konusu power graflar igin enerji, Laplacian enerji ve distance enerji kavramlar

verilmistir.



Dordiincii boliimde sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin
enerjileri ic¢in sinirlar elde edilmistir. Daha sonra grup yapilart ve bulunan simirlar
yardimiyla enerjilerin karsilastirildigi sonuglar verilmistir. Ayrica devirli grubun power

grafinin tam oldu durumlar i¢in sonuglar bulunmustur.

Besinci boliimde sonlu devirli gruplarin power graflarinin Laplacian enerjisi i¢in sinirlar

elde edilmistir.

Altinct boliimde oncelikle sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power
graflarinin distance enerjileri i¢in alt ve iist sinirlar elde edilmis, daha sonra devirli grup ve
dihedral grup yapilar1 yardimi ile s6z konusu gruplarin power graflarinin distance enerjileri
karsilastirilmigtir. Ayrica sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power

graflarinin en biiylik 6zdegerleri i¢in sinirlar elde edilmistir.

Yedinci boliimde sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral grupalarin power graflarinin
enerjileri, Laplacian enerjileri ve distance enerjileri i¢in sinir esitlik durumlart ve sinir

karsilagtirmalar1 hakkinda sonuglar verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLERI

Bu béliimde tez boyunca kullanilacak lineer cebir ve graf teori ile ilgili temel kavramlar ve

ozellikler verilecektir.

2.1. Genel Bilgiler

2.1.1. Tanim

F bir cisim, A € M,,(F) ve x # 0,n X 1 tipinde bir siitun vektorii olmak iizere,

Ax = Ax (2.1)
olacak bigimde A € F skaleri olsun. Es. 2.1, I n X n tipinde birim matris olmak tizere
(A-=2ADx=0

seklinde yazilabilir. (A — AI) matrisine A nin karakteristik matrisi denir ve bu matrisin
determinantinin hesaplanmasi sonucu A ya bagli n-inci dereceden monik bir polinom elde
edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik polinomu denir ve K, (1) seklinde gosterilir.
Yani,

K1) = det(A — Al

dir. K,(1) =0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi ve bu Kkarakteristik

denklemin koklerine de A matrisinin 6zdegerleri denir.

K,(4) = 0,n —inci dereceden bir denklem oldugundan tam olarak n tane koke sahiptir ve

bunlarimn hepsi birbirinden farkli olmak zorunda degildir.

Ax =Axveya(A—ADx =0

denkleminin sifir olmayan x ¢6ziimlerine A matrisinin A 6zdegerlerine karsilik gelen



Ozvektorleri denir. Bu tanim dogrultusunda 6zdeger ve 6zvektorler icin
Ax; = Ax; (i=1,2,...,n)

temel formiilii elde edilir [15].

2.1.2. Tanim

F bir cisim, A € M,,(F) matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine A nin spektrumu denir ve

o(A) ile gosterilir [16].
2.1.3. Tanim

F bir cisim, A € M,,(F) matrisinin tiim 6zdegerleri i¢inde mutlak degerce en biiyiik olanina

spektral yarigap denir ve p(A) ile gosterilir. Yani

p(A) = max{|A;]:i =1,2,...,nicin A; € d(4)}

dir [16].

2.1.4. Tanim

A= (ai j) matrisi elemanlar1 kompleks sayilar olan bir kare matris olmak iizere,
AT =4

sart1 saglantyorsa, o zaman A matrisine simetrik matris denir [15].

2.1.5. Tanim

A= (al- j) matrisi elemanlar1 kompleks sayilar olan bir kare matris olmak iizere,

AT =4



sart1 saglaniyorsa, o zaman A matrisine hermityen matris denir [15].

2.1.6. Tanim

A, n x n tipinde bir hermityen matris, x € C™ sifirdan farkli kompleks bir vektor ve x*, x

in eslenik transpozu olmak iizere,

x*Ax >0

esitsizligi saglaniyorsa A matrisine pozitif tanimli;

x*Ax = 0

esitsizligi saglaniyorsa A matrisine yar1 pozitif tanimlidir denir [17].
2.1.7. Tanim

A, n X n tipinde bir matris olsun. k = 1,2,...,n — 1 igin

[an alk]
g1 Agg

matrislerine A nin temel alt matrisleri denir [18].

2.1.8. Tanim

A, nXxXn tipinde bir matris olmak ilizere A nin herhangi bir temel alt matrisinin

determinantina A nin bir temel minérii denir. Yani k = 1,2,...,n — 1 i¢in A nmin temel

minorleri;
a1 o Qeg
det| i = i
Ar1 Ak



dir [18].

2.1.9. Tanim

A, n X n tipinde bir kare matris olmak iizere A nin izi

tr(A) = Yiz1a; = agq + azgt... tag,

seklinde tanimlidir. [18].

2.1.1. Teorem (Cauchy Interlace Teorem)

A, mertebesi n olan bir hermityen matris ve B de mertebesi n — 1 olan A nin bir temel alt
matrisi olsun. Eger 1, < 4,_1 <...< A4, A nin 6zdegerleri ve u, < U1 <...< Uy, B nin
Ozdegerleri ise

M S U S A1 SpUp 1 S S S pu <A

dir [19].

2.1.2. Teorem (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)

a,,ay,...,a, Ve by, by, ..., b, ler birer reel say1 olmak iizere

Qe a) @iy b)) = (Eikq aiby)?,

yani

(a? + a3+...+a2)(b? + b3+...+b2) = (a1by + azby+... +a,by)?

dir. Esitlik durumunun olmas igin gerek ve yeter kosul (a4, a,,...,a,) ve (by, by, ..., by)

dizilerinin orantili olmasidir. Yani;



a az __ __Qan
by b, by

olmasidir [20].

2.2. Graf Teoride Bazi Temel Tanim ve Kavramlar

2.2.1. Tanim

Graf, elemanlar1 nokta olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan V noktalar kiimesi ve

elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu E kenarlar kiimesinden olusan G = (V, E) ikili

yapisina denir. Burada
E = {{Ui, Uj}lvi, Uj € V}
olup E nin elemanlar1 e, lar ile gosterilir.

Ornek

G =(V.E)

Sekil 2.1. G = (V, E) grafi

Sekil 2.1 ile verilen G = (V, E) grafinin noktalar ve kenarlar kiimesi sirast ile

V= {v1; V2, V3, Vs, US} Ve E = {elr €2, €3,€y,¢Es, 66}

dir.
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2.2.2. Tanim

Bir grafin v; ve v; noktalari arasinda en az bir kenar bulunuyorsa v; ve v; noktalarina
komgudur denir ve v;~v; ile gosterilir. Bir v; noktasina komsu olan tiim noktalarin

kiimesine v; nin komsuluklar kiimesi denir ve N,,, ile gosterilir. Yani
Ny, = {vj: vi~v;, v € V}

dir [21].

2.2.3. Tanim

Bir grafin herhangi bir v; noktasina bagl kenar sayisina v; nin derecesi denir ve d,, veya

d(v;) ile gosterilir [22].

Sekil 2.1 de verilen G = (V, E) grafi i¢in nokta komsuluklari sira farki gézetmeksizin
V1~Vy, V1 ~Vy, V1 ~Vs, Uy ~V3

ve her bir noktanin derecesi

d, =5.dy, =3,d,, = 1,d,, = 2,d,, = 1

2.2.4. Tanim
Bir G = (V, E) grafinin minimum ve maksimum dereceleri sirast ile

6(G) = min{dvi: v; € V},

A(G) = max{dvi: v; € V}
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seklinde tanimlanir. Ayrica

1
vl

d(G) =

ZU,:EV dvi

sayisina G nin ortalama derecesi denir. Burada |V|, V noktalar kiimesinin kardinalitesi yani

eleman sayisidir. Bu tanima gore
5(G) <d(G) < AG)

dir. Ayrica |E| kenarlar kiimesinin kardinalitesi

IE| = ev dy, = 5d(G)IV]

dir [22].
Ornek
vy vy
vy Ve
G =(V,E)

Sekil 2.2. G = (V,E) grafi

Sekil 2.2 ile verilen G = (V,E) grafi i¢in d,,, = 2,d,, = 3,d,, = 1,d,, = 2 olup G nin

siras1 ile maksimum, minimum ve ortalama derecesi;

A(G) = max{d,,i: v; € V} =3

6(G) = min{dvi:vi € V} =1
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1 1
d(G) = mzvievdvi = 2(2 +3+1+2)=2
olarak bulunur.

2.2.5. Tanim

Bir grafin herhangi iki noktasi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katl

kenarlar denir [22].
2.2.6. Tanim
Baslangic ve bitis noktas1 ayni olan kenara ilmek denir [22].

Ornek

G =(V.E)

Sekil 2.3. G = (V,E) grafi

Sekil 2.3 de verilen G = (V, E) grafi igin e; Ve e, birer kath kenar, e, bir ilmekdir.

2.2.7. Tanim

Bir grafin derecesi sifir olan noktasina izole nokta, dercesi bir olan noktasina pendant

nokta denir [21].



Ornek

Sekil 2.4. G grafi

Sekil 2.4 de verilen G grafi i¢in d,, = 0,d,,

izole nokta ve v, bir pendant noktadir.

2.3. Baz1 Ozel Graflar

2.3.1. Tanim

13

=2,d,, = 2,d,, =1 oldugundan v; bir

Katl kenar ve ilmek icermeyen grafa basit graf denir [21].

Ornek

Gy

Sekil 2.5. Basit graf

Sekil 2.5 ile verilen G, ve G, graflar1 katli kenar ve ilmek icermediginden basit graflardir.
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2.3.2. Tanim
Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve kenarlarindan olusan dizisine

yuriime denir ve W ile gosterilir. Her bir kenarin ve noktanin en fazla bir kez kullanildigi

yiiriimeye yol denir ve P ile gosterilir. Ozel olarak baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan yola

kapali yol denir [21].
Ornek
! ey L'
.
£z
€4
Uy
€g
Vg g Uy
&

Sekil 2.6. G grafi

Sekil 2.6’da verilen G grafi i¢in vye,v3e5v,€3V,€, V4 bir yiiriime, v, e,v,e,VseqV,e5v5 bir

yol, v,e,v3esv,e4vse, 0, bir kapali yoldur.

2.3.3. Tanim

Herhangi iki noktasi arasinda bir yol bulunan grafa baglantili graf denir [22].

Sekil 2.6’da verilen G grafi baglantili bir grafdir.

2.3.4. Tanim

Basit bir grafin herhangi iki noktas1 arasinda bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta ¢ifti

arasinda komsuluk varsa bu grafa tam graf denir ve n noktal1 bir tam graf K,, ile gosterilir.

K, tam grafinin kenar sayis1 C (721) = n(nz_l) dir [21].
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Ornek

JT":'I' JI'L,E
Sekil 2.7. K, ve K5 tam graflar

Sekil 2.7°de verilen K, ve Kz graflari sirasi ile 4 nokta ve 5 nokta igeren tam graflardir.

2.3.5. Tanim

Her bir noktas: ayni dereceye sahip olan grafa regiiler graf denir. Ozel olarak her bir

noktasi r —derceye sahip olan grafa r-regiiler graf denir [21].

Ornek

G1 Gﬂ

Sekil 2.8. Regiiler graf

Sekil 2.8°de verilen G, ve G, graflar1 2-dereceli regiiler graflardir.

2.3.6. Tanim

Her bir kenarina yon verilerek olusturulan grafa yonlii graf denir. Yonli grafta yon,

kenarin baslangi¢ noktasindan bitim noktasina dogru verilir ve kenarlar 6zel olarak yay ile

adlandirlir [21].
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Ornek

-

.
G1 G:

Sekil 2.9. Yonli graf

Sekil 2.9°da verilen G, ve G, graflar1 yonlii graflardir.

2.4. Basit Graflarin Ilgili Matrisleri ve Spektrumlar:

2.4.1. Tanim

G, noktalar kiimesi V(G) = {vq,v,,...,v,} Ve |E(G)| = m olmak lizere kenarlar kiimesi

E(G) olan basit bir graf olsun. G nin komsuluk matrisi, A(G) = (aij)nxn ile gosterilir ve

elemanlar
Ai: = {1, viij
Y (0, aksidurumlarda

seklinde tanimlanir.

Komguluk matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir,

i =1,2,...,nicin 6zdegerler A; ler ile gosterilir ve 6zdegerler arasinda

L= =2,

esitsizligi vardir. Burada A; 6zdegerine en biiyiikk 6zdeger ve i= 1,2,...,n i¢in en biiyiik

|A;| degerine de spektral yarigap denir [23].
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2.4.2. Tanim

G, basit bir graf olsun. G nin komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin ve Kkatliliklarinin

olusturdugu kiimeye G nin spektrumu denir [23].

2.4.1. Not

Basit bir grafin komsuluk matrisinin her bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami o
satir ve siituna karsilik gelen noktanin derecesini verir. Ayrica komsuluk matrisinin
0zdegerlerinin toplami sifirdir. Yani i =1,2,...,n icin A; ler komsuluk matrisinin

0zdegerleri olmak tizere

n _
i=1 A4 =0
dir.
Ornek
L1
v V3
Ug
Vg
&

Sekil 2.10. Basit baglantili graf

Sekil 2.10 ile verilen G grafi basit bir graf olup bu grafa ait komsuluk matrisi

A(G) =

= =)
o O O o -
N ==
O kB O K
o B -k O O
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ve O0zdegerleri
A =2,6411,1, = 0,7237,A3 = —0,5892,1, = —1,15 = —1,7757

olarak bulunur. Buna gére G nin spektrumu (2,6411,0,7237,—0,5892,—1,—1,7757)
olup spektral yarigap1 2,6411 dir.

2.4.3. Tanim

G, noktalar kiimesi V(G) = {vy,v,,...,v,} Ve |E(G)| = m olmak tizere kenarlar kiimesi

E(G) olan basit bir graf olsun. G nin Laplacian matrisi, L(G) = (lif)nxn ile gosterilir ve

elemanlari
dvi , Vi * vj
lij =<—-1 B viNUj
0, aksi durumlarda

seklinde tanimlanir.

Laplacian matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim o&zdegerleri reeldir,

i =1,2,...,ni¢in 6zdegerler y; ler ile gosterilir ve 6zdegerler arasinda

esitsizligi vardir. Burada u,, 6zdegerine en biiyiik Laplacian 6zdeger ve i= 1,2,...,n igin

en bliyiik |y;| degerine de Laplacian spektral yarigap denir. Ayrica Laplacian matrisi i¢in

L(G) =D(G) — A(G)

esitligi vardir. Burada D(G) = kos(d,y,dy,...,d,) yani G nin nokta derecelerinin

olusturdugu késegen matristir [23].
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2.4.2. Not

Basit bir grafin Laplacian matrisinin her bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami
sifirdir. Ayrica Laplacian matrisinin 6zdegerlerinin toplami kenar sayisinin iki katina

esittir. Yani; i = 1,2,...,n i¢in y; ler Laplacian matrisinin 6zdegerleri olmak {izere

im i = 2|E| =2m

dir.

2.4.4. Tanim

G, basit bir graf olsun. G nin Laplacian matrisinin 6zdegerlerinin ve katliliklarinin

olusturdugu kiimeye G nin Laplacian spektrumu denir [23].

Ornek

1y -

U3

Vg
G

Sekil 2.11. Basit baglantili graf

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin Laplacian matrisi

1 -1 0 0 O]
-1 4 -1 -1 -1
L= 0 -1 1 0 O
0 -1 0 2 -1
0 -1 0 -1 2

ve Laplacian 6zdegerleri
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t=0,p =Lus=1u, =3, ps =5

olarak bulunur. Buna gore G nin Laplacian spektrumu (5, 3,1, 1, 0) olup Laplacian spektral

yarigap1 5 dir.
2.4.5. Tanim

G, noktalar kiimesi V(G) = {vq,v,,...,v,} Ve |E(G)| = m olmak lizere kenarlar kiimesi

E(G) olan basit bir graf olsun. G nin distance matrisi, D(G) = (d;;) _ile gosterilir ve

elemanlari

d 0, VU = Uj
b d(v;,v;), aksidurumlarda

seklinde tanimlanir. Burada d(v;, vj), v; ile v; noktalari arasindaki en kisa yolun
uzunlugudur. Distance matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir,
i =1,2,...,ni¢in 6zdegerler 0; ler ile gosterilir ve 6zdegerler arasinda

0,>0,>...>0,

esitsizligi vardir. Burada d; 6zdegerine en biiyiik distance 6zdegeri ve i= 1,2,...,n igin en

biiyiik |9;| degerine de distance spektral yaricapi denir [23].
2.4.6. Tanim

G, basit bir graf olsun. G nin distance matrisinin 6zdegerlerinin ve katliliklarinin

olusturdugu kiimeye G nin distance spektrumu denir [23].
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Ornek

3

" &
Usg

Uy
G

Sekil 2.12. Basit baglantili graf

Sekil 2.12 de verilen G grafinin distance matrisi

00000
00111
D=0 1 0 1 2
01101
01 2 1 0]

olup distance 6zdegerleri

61 = 3,5615, 62 = 0, 63 = _0,5615, 64 = _1, 65 =-2

olarak bulunur. Buna gore G nin distance spektrumu (3,5615,0,—0,5615,—1,—2) olup
Laplacian spektral yarigapr 3,5615 dir.

2.5. Basit Graflarin Enerjileri, Laplacian Enerjileri ve Distance Enerjileri

2.5.1. Tanim

G, n noktali ve m kenarl basit bir graf olsun. G nin enerjisi, E(G) ile gosterilir ve A(G)

komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce toplami seklinde tanimlanir. Yani
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dir [12].

Ornek

"y a

g vy

Vg
G

Sekil 2.13. Basit baglantili graf

Sekil 2.13 ile verile G grafinin komsuluk matrisi

01 1 1 0]
10000
AG=]|1 0010
10101
0 0010

olup 6zdegerleri

A =2,3027,4, = 0,618,143 = 0,4, = —1,3027,1; = —1,618

olarak bulunur. Buna gore G nin enerjisi

£(6) =¥7_,14;1 =2,3027 + 0,618 + 0 + 1,3027 + 1,618 = 5,8414

olarak hesaplanir.
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2.5.2. Tanim

G, n noktali ve m kenarl1 basit bir graf olsun. G nin Laplacian enerjisi, LE(G) ile gosterilir
ve L(G) Laplacian matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce toplami seklinde tanimlanir.

Yani

LEG) = X, | — ==
dir [13].
Ornek
"y L
Uy Uy
G

Sekil 2.14. Basit baglantili graf

Sekil 2.14 ile verilen G grafinin Laplacian matrisi

3 -1 -1 -1
-1 1 0 O
L(G) =
(@) -1 0 2 -1
-1 0 -1 2

olup 6zdegerleri

t=0,p =1 us =3, us =4

olarak bulunur. Buna gére G nin Laplacian enerjisi
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LEG) = Xy

ui—§| =10-2[+|1-2|+[3-2|+]4-2|=2+1+1+2=6
olarak hesaplanir.

2.5.3. Tanim

G, n noktali ve m kenarli basit bir graf olsun. G nin distance enerjisi, DE(G) ile gosterilir
ve D(G) distance matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce toplami seklinde tanimlanir.

Yani

DE(G) = Xi4l0:]

dir [14].
Ornek
'
Vs (5}
Vg
G

Sekil 2.15. Basit baglantili graf

Sekil 2.15 ile verile G grafinin distance matrisi



01112
10211
pG)=(1 2 011
1110 2

211 2 0]

olup 6zdegerleri

al = 5,2238, 62 = 0,1605, 63 = _1, 64 = _2, 65 = —2,384‘4‘

olarak bulunur. Buna gore G nin distance enerjisi

DE(G) = ¥7_,19;| =5,2238 + 0,16058 + 1 + 2 + 2,3844 = 10,7687

olarak hesaplanir.
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3.SONLU DEVIRLI GRUPLARIN VE SONLU DIHEDRAL
GRUPLARIN POWER GRAFLARI

Power graf kavrami ilk olarak Kelarev ve Quinn tarafindan sonlu yar1 gruplarin yonlii
power grafi seklinde tanitilmis [4] daha sonra Chakrabarty ve digerleri tarafindan yonsiiz
power graf kavrami literatiire kazandirilmistir [8].

Bu boliimde, oncelikle gruplar ve power graflar ile ilgili tez boyunca kullanilacak temel
kavramlar verilecek ve daha sonra ¢aligmanin temelini olusturan sonlu devirli gruplarin ve
sonlu dihedral gruplarin power graflarinin komguluk matrisi, Laplacian matrisi ve distance
matrisi kavramlar verilecektir. Ayrica bu matrislerin spektrumlar1 yardimi ile sonlu devirli
gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin enerjisi, Laplacian enerjisi ve
distance enerjisi kavramlari tanimlanacaktir.

3.1. Gruplar ve Gruplar Uzerindeki Power Graflar

3.1.1. Tanim

G bostan farkli bir kiime olsun. Eger

GXG—G

bir fonksiyon ise bu fonksiyona ikili islem denir. Bu ikili islem altinda (a,b) € G X G nin

goriintiisii i¢in birka¢ notasyon kullaniriz. Bunlardan en yaygin kullanilanlari;

. a. b (¢arpma notasyonu)

o a + b (toplama notasyonu)

dir [24].
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3.1.2. Tanim

G bostan farkli bir kiime ve G {izerinde bir ikili islem verilsin. Eger

1.Va,b,c € G igin (ab)c = a(bc) 6zelligi varsa G ye bir yarigrup,

2. G bir yarigrup olmak iizere Va € G igin ae = ea = a olacak bigimde e € G varsa G ye

monoid,

1

3. G bir monoid olmak iizere Va € G icin aa™! = a~'a = e olacak bi¢cimde a™! € G varsa

G ye grup

denir [24].

3.1.3. Tanim

G bir grup olmak {izere G nin eleman sayisina G nin kardinalitesi denir ve |G| ile gosterilir.

Eger G sonlu sayida elemandan olusuyorsa G ye sonlu grup denir [24].

3.1.4. Tanim

G bir grup ve @ # H S G olmak lizere H, G nin grup islemiyle bir grup yapisi

olusturuyorsa H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir [24].

3.1.5. Tanim

G bir grup ve x € G olmak iizere

G={x"n€ezZ}=(x)

oluyorsa G ye x eleman tarafindan iiretilen devirli grup ve x € G nin iireteci denir. Ozel

olarak G = (x:x™ = e) ise G ye n-inci mertebeden devirli grup denir ve C, ile gosterilir
[24].
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3.1.6. Tanim

Diizgiin bir ¢okgenin biitiin donme yansimalarinin olusturdugu kiime, fonksiyon bileske
islemine goére bir grup yapisi olusturur. Bu gruba 2n —inci mertebeden dihedral grup denir
ve D,, ile gosterilir. Ayrica diizgiin bir ¢okgendeki herhangi bir kosegenden gecen
dogruya gore yansimayt b ve saat yoOniindeki (veya saat yoniiniin tersi yoniindeki) 27”

donmesini a ile gosterecek olursak dihedral grup;
Dy, ={a,b:a™ = b?> = 1,ba = a~ b = a™ 1b)
seklinde ifade edilir [24].

3.1.7. Tanim

G bir grup (veya yarigrup) olmak iizere G nin yonlii power grafi P(G) ile gosterilir ve
noktalar1 G nin elemanlari ile temsil edilen ve noktalar arasindaki komsuluklar1 x,y € G ve
m € Z* olmak lizere

x~y(x den y ye biryay) & x #y ve y = x™ (¢arpimsal gruplar igin)

x~y(x den y ye bir yay) & x # y ve y = mx (toplamsal gruplar igin)

seklinde tanimlanir [25].

Ornek

ve noktalar aras1 komsuluklari;



komguluklar1 vardir. Buna gore P (Z¢) yonlii power grafi;

P(Ze)

Sekil 3.1. P (Z¢) yonli power grafi

dir.

3.1.8. Tanim

G bir grup olmak lizere G nin yonsiiz power grafi veya kisaca power grafi P(G) ile
gosterilir ve noktalart ¢ nin elemanlar1 ile temsil edilen ve noktalar arasindaki
komsuluklar1 x,y € G ve m € Z* olmak lizere

x~y & x#+y, x=y"ve y =x™ (¢arpimsal gruplar igin)

X~y & x #y, x = myve y = mx (toplamsal gruplar i¢in)



31

seklinde tanimlanir [25].
Ornek

S; ={(1),(12),(13),(23),(123),(132)} simetrik grubunun P(S;) power grafinin

noktalar kiimesi

V(P(S3)) = {(1),(12),(13), (23), (123), (132)}
ve noktalar arasi komsuluklarr;

(1) = (12)(12) oldugundan (1)~(12),

(1) = (13)(13) oldugundan (1)~(13),

(1) = (23)(23) oldugundan (1)~(23),

(1) = (123)(123)(123) oldugundan (1)~(123),
(1) = (132)(132)(132) oldugundan (1)~(132),
dir. Ayrica

(123) = (132)(132) oldugundan (123)~(132)

dir. Dolayisiyla P (S3) power grafi;
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(123) (132)
(1)
(12) (23)
(13)
P(S3)

Sekil 3.2. P(S3) power grafi

dir.

Ornek

A, alterne grubunun P (A,) power grafinin noktalar kiimesi

V(IP(A4)) ={(1),(123),(132),(124),(142),(134), (143),(234), (243),

(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ve noktalar arasi komsuluklars;

(1) = (123)(123)(123) oldugundan (1)~(123),

(1) = (132)(132)(132) oldugundan (1)~(132),

ve benzer sekilde

(1)~(124), (1)~(142), (D~(134), (1)~(143), (D)~(234),

(D~(243), (D~(12)(34), (1~(13)(24), (1)~(14)(23)
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dir. Ayrica

(123) = (132)(132) oldugundan (123)~(132),

(124) = (142)(142) oldugundan (124)~(142),

(134) = (143)(143) oldugundan (134)~(143),

(234) = (243)(243) oldugundan (234)~(243)

dir. Dolayisiyla P(A,) power grafi;

(123) (132) (124) (142)
(12)(34)
(13)(24)8— (1)
(14)(23)

(134) (143) (234) (243)

P(As)
Sekil 3.3. P(A,) power grafi
dir.
3.1.1. Teorem
G, sonlu bir grup ve P(G), G nin power grafi olsun. P(G) nin tam graf olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul G nin mertebesi 1 veya p™ olan bir devirli grup olmasidir. Burada p

bir asal say1 ve m € Z* dir [8].
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3.2. Sonlu Devrli Gruplarmm ve Sonlu Dihedral Gruplarin Power Graflarimin
Komsuluk Matrisleri, Laplacian Matrisleri ve Distance Matrisleri

Bolim boyunca C,, devirli grubunun birim elemaninin ve iireteclerinin olusturdugu kiime

V1, geri kalan noktalarinin olusturdugu kiime V;, ile gosterilecek ve |V;| = £ alinacaktir.
Dihedral grup D,, = {(a,b), 2n —inci mertebeden bir grup olup o(a) = n oldugundan

C, = (a) devirli grubu D,,, nin n —inci mertebeden bir alt grubudur. Dolayisiyla P(C,,)

power grafit P (D,,) nin baglantil bir alt grafidir.

PGy

P{DZR]
Sekil 3.4. P(D,,,) power grafi

3.2.1. Sonlu devirli gruplarin power graflarinin komsuluk matrisleri, Laplacian
matrisleri ve distance matrisleri

3.2.1.1. Tanim

P(C,), C, sonlu devirli grubunun power grafi olmak tizere P(C,,) nin komsuluk matrisi

A(?(Cn)) ile gosterilir ve

A(P(C _ Joxe — Loxe ]{’x(n—{’)
( ( n)) _< ](n_g)xf A(“P(VZ))(n—{’)X(n—f)>

seklinde tanimlidir. Burada A(IP(VZ)), V, ye ait noktalarin karakterize ettigi komsuluk
matrisidir. Ayrica I ve J sirasi ile birim matris ve tiim elemanlar1 1 olan matristir. P(C,,)

power grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerleri
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L(P(CY), 22(P(C), ..., 1 (P(C)

ile gosterilir ve A(P(C,)) komsuluk matrisi reel simetrik bir matris oldugundan tiim

Ozdegerleri reeldir ve 6zdegerler arasinda
L(P(CY) = 2,(P(Cr)) =...= 1,(P(CY)
esitsizligi vardir [11].

Ornek

ve noktalar aras1 komsuluklari;

wi
ol
Il
w
X
EN
ol
I
o
X
&

0=6%x1,0=3%x20=2x%

oldugundan

dir. Benzer diisiince ile (6,k) = 1 olacak bi¢imdeki k i¢in s = 0,1,2,...,5 olmak iizere

k~5 dir. Buna gore

komsuluklar1 vardir. Ayrica

4 = 2 x 2 oldugundan 2~4

dir. Buna gore P (Zg) power grafi;
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P(Ze)

Sekil 3.5. P(Zg) power grafi

dir. Ayrica Zg nin birim elemaninin ve iireteclerinin olusturdugu kiime V; = {6, 1, §} ve
geri kalan elemanlarinin olusturdugu kiime V, = {2, 3,4} dir. Buna gore | V;| = £ = 3 ve

V, nin elemanlarinin karakterize ettigi A(? (Vz)) komsuluk matrisi

2/0 0 1
A(P(Vz))=§(0 0 0)

4\1 0 0

olup A(iP (Zs)) komsuluk matrisi

J3x3 — Izx3 Jax3
A(?(Z6)) B < J3x3 A(?(VZ))3><3> )

e = = O )
e e T
Y = T s S Y

(N o T e R N S
O O O R R R
©C O R R R R

ve 0zdegerleri

M (P(Zg)) = 44278, 1,(P(Zg)) = 0,3756,

23(P(Zo)) = (P (Zo)) = 25(P(Zg)) = —1,26(P(Zg)) = —1,8035

olarak bulunur.
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3.2.1.2. Tanim

P(C,), C,, sonlu devirli grubunun power grafi olmak tizere P(C,,) nin Laplacian matrisi

L(SD(Cn)) ile gosterilir ve

(P Nlpxe — Joxe —Jex(n-#)
(P(C) —< ~J -yt L(?(Vz))(n_z)x(n—e)>

seklinde tanimlidir. Burada L(:P(Vz)), V, ye ait noktalarin karakterize ettigi Laplacian
matristir. Ayrica I ve J sirasi ile birim matris ve tiim elemanlar1 1 olan matristir. P(C,,)

power grafinin Laplacian matrisinin 6zdegerleri

1 (PCY) 12 (PCD)), s it (P(CR))

ile gosterilir ve L(P(Cn)) Laplacian matrisi reel simetrik bir matris oldugundan tiim

0zdegerleri reeldir ve 6zdegerler arasinda

#n(?(cn)) = .un—l(:P(Cn)) 2.2 .ul(:P(Cn)) =0
esitsizligi vardir.
Ornek

Sekil 3.5 ile verilen P(Zy) power grafi i¢in Zg nin birim elemaninin ve ireteglerinin
olusturdugu kiime V; ={0,1,5} ve geri kalan elemanlarmm olusturdugu kiime
V, ={2,3,4} dir. Buna gore |V;| = ¢ =3 ve V, nin elemanlarm karakterize ettigi

L(P(V;)) Laplacian matrisi

2/ 4 0 -1
L(?(Vz))=§< 0 3 0)

4\-1 0 4

dir. O halde L(P(Z)) Laplacian matrisi
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5 -1 -1 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1 -1
L(P(Z )):<313x3_]3><3 —J3x3 >: -1 -1 5 -1 -1 -1

6 ~Jaxs LPOR),.) -1 -1 -1 4 0 -1
-1 -1 -1 0 3 0
-1 -1 -1 -1 0 4

ve ozdegerleri

u1(P(Zg)) = 0,12 (P(Zo)) = 3, 13(P(Ze)) = 5,
ua(P(Ze)) = us(P(Zo)) = 116(P(Zs)) = 6
olarak bulunur.

3.2.1.3. Tanim

P(C,), C, sonlu devirli grubunun power grafi olmak tizere P(C,) nin distance matrisi

D(P(Cy)) ile gosterilir ve

o(P(C _ Joxe — Loxe Jexn-0)
(PC) _< Jn—e)xe D(?(VZ))(n—f)X(”‘f)

seklinde tanimlidir. Burada D(?(Vz)), V, ye ait noktalarin karakterize ettigi distance
matrisidir. Ayrica I ve J sirasi ile birim matris ve tiim elemanlar1 1 olan matristir. P(C,,)

power grafinin distance matrisinin 6zdegerleri
01(P(C)), 0(P(C)).., 0 (P(Cn))

ile gosterilir ve D(?(Cn)) Laplacian matrisi reel simetrik bir matris oldugundan tiim

0zdegerleri reeldir ve 6zdegerler arasinda

0, (P(C) = 0,(P(C) =...= 0,(P(Cp))
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esitsizligi vardir.
Ornek

Sekil 3.5 ile verilen P(Zg) power grafi i¢in Zg nin birim elemaninin ve ireteglerinin
olusturdugu kiime V; ={0,1,5} ve geri kalan elemanlarmmn olusturdugu kiime
V, ={2,3,4} dir. Buna gore |V;| =¢ =3 ve V, nin elemanlarinin karakterize ettigi

D(P(V,)) distance matrisi

2/0 2 1
D(P(VZ))=§<2 0 2)

4\1 2 0

dir. O halde D(P(Z,)) distance matrisi

]3><3 - I3><3 ]3x3
D(P(2s)) = ( Jaxa D(?(Vz))m) =

O = O )
e
S Y e T = S Y

L =T N T
N ON R R
O N R R

ve Ozdegerleri
0,(P(Zg)) = 5,7565,0,(P(Zs)) = —0,3628,
03(P(Zg)) = 0,(P(Zg)) = 35(P(Zs)) = —1,06(P(Zs)) = —2,3937

olarak bulunur.
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3.2.2. Sonlu dihedral gruplarin power graflarinin komsuluk matrisleri ve distance
Matrisleri

3.2.2.1. Tanim

P(Dy,,), Dy, sonlu dihedral grubunun power grafi olmak tizere P(D,,) nin komsuluk

matrisi A(?3 (DZn)) ile gosterilir ve

e (1) )

Ep 0y

seklinde tanimlidir. Burada

Lo R

dir. Ayrica P(D,,) power grafinin komsuluk matrisinin 6zdegerleri

Al(P(DZn))rlz(‘rp(DZn))'---'AZn(?(DZn))

ile gosterilir. Ayrica A(?J (DZn)) komsuluk matrisi reel simetrik bir matris oldugundan tiim

0zdegerleri reeldir ve 6zdegerler arasinda

M (P(D2n)) = 2,(P(D2)) =... = 220 (P(D2))

esitsizligi vardir [11].
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Ornek

Im

AN
/

Sekil 3.6. Kare

Karenin simetri grubu Dg = {Rg, Roo, Rig0, R270, Tyn» Tns T1.3), Tiz,ay} dir. Burada R, 0
merkezli saat yoniinde 0° lik donme, Rqg, O merkezli saat yoniinde 90° lik donme, R;gg, O
merkezli saat yoniinde 180° lik dénme, R,-, 0 merkezli saat yoniinde 270" lik donme,
T Tny T1 33, Ta,ay sirastile m, n,{1,3},{2,4} dogrularina gore yansimadir. Her simetri
koseleri koselere gotiirdiigiinden 1, 2, 3,4 ilizerinde bir permiitasyon tanimlar ve karenin

her simetrisi bir permiitasyon ile temsil edilir. Buna gore asagidaki eslemeler vardir.
Ry — (1),Rgg — (1234), R1go — (13)(24), Ry79 — (1432),
T — (12)(34), T, — (14)(23), Tu.5) — (24), Tzy — (13)

dir. Ustelik Dg in ve S, iin ikili islemleri aym oldugundan yukaridaki permiitasyonlarin

tirettigi grup Dg ile es yapilidir. Bu durumda

Dg = {(1),(13),(24),(1234),(1432),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

dir. Buna gore Dg dihedral grubunun P (Dg) power grafinin noktalar kiimesi
V(ZP(DS)) = {(1), (13),(24),(1234),(1432),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

ve noktalar aras1 komsuluklari;
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(1) = (13)(13) oldugundan (1)~(13),

(1) = (1234)(1234)(1234)(1234) oldugundan (1)~(1234),

(1) = (12)(34)(12)(34) oldugundan (1)~(12)(34),

benzer sekilde (1)~(24), (1)~(1432), (1)~(13)(24), (1)~(14)(23) dir. Ayrica

(1234)(1234) = (13)(24) oldugundan (1234)~(13)(24)

(1234)(1234)(1234) = (1432) oldugundan (1234)~(1432)

dir. Dolayisiyla P (Dg) power grafi;

P(Dg)

Sekil 3.7. P(Dg) power grafi

dir. Ayrica A (? (c 4)) komsuluk matrisi

1) [o 111

_ (1234)|1 0 1 1
A(?(C"‘))_(13)(24)1 101
(1432)[1 1 1 0

olup P(Dg) power grafinin A(P (Dg)) komsuluk matrisi
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A(P(CY) E4> _

A(P(Dg)) = ( e 0
4 4

o = U Sy S

O O 0 O R R O R
©C O O O R O R R
©C O O O O R R R
©C ©O o oo o o R
©C ©O o o o o o R
© ©O o o o o o R
© O 0o o o o o R

ve 6zdegerleri

M (P(Dg)) =3,3722,2,(P(Dg)) = 1,23(P(Dg)) = 2,(P(Dg)) = 25(P(Dg)) = 0
26(P(Dg)) = 2,(P(Dg)) = —1,25(P(Dg)) = —2,3722

olarak bulunur,

3.2.2.2. Tamim

P(D,,), D,, sonlu dihedral grubunun power grafi olmak tizere P(D,,) nin distance

matrisi D(? (DZn)) ile gosterilir ve

Do) = (PO M)

MZ; 2(]_])11

seklinde tanimlidir. Burada

dir. Ayrica P (D,,) power grafinin distance matrisinin 6zdegerleri
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01(P(D21)), 02(P(D21)), - ., 020 (P (D2))

ile gosterilir ve D(?(DZn)) distance matrisi reel simetrik bir matris oldugundan tiim

Ozdegerleri reeldir ve 6zdegerler arasinda
01(P(Dyn)) = 0,(P(D2)) =...= 0 (P(D21))
esitsizligi vardir.

Ornek

Sekil 3.7 ile verilen P (Dg) power grafi i¢in

@ (0111
(23411011
D(P(En) = (1432)|1 1 0 1
(@3)24) 1 1 1 0

olup P (Dg) in distance matrisi

(ro0) = (20 )

Mi 20 =D,

O S S N = O )

NNNN R RO R
NN NN R O R R
NN NN O R R R
NNN O NN N R
NNO NN NN R
NONNN NN R
oONNNN NN R

ve 6zdegerleri
9,(P(Dg)) = 11,8015,9,(P(Dg)) = —0,5783,95(P(Dg)) = 04,(P(Dg)) = —1

95(P(Dg)) = 06(P(Dg)) = 3,(P(Dg)) = —2,05(P(Dg)) = —3,2231
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olarak bulunur.

3.3.Sonlu Devirli Gruplarin ve Sonlu Dihedral Gruplarin Power Graflarinin
Enerjileri, Laplacian Enerjileri ve Distance Enerjileri

3.3.1. Sonlu devirli gruplarin power graflarnmn enerjileri, Laplacian enerjileri ve
distance enerjileri

3.3.1.1. Tanim

P(Cy), C, sonlu devirli grubunun power grafi olmak iizere P(C,) nin enerjisi E(P(C,))
ile gosterilir ve A(iP(Cn)) komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce toplami

seklinde tamimlanir. Yani
E(P(Cw) = Zialu(P(C)|
dir.

Ornek

Sekil 3.5 ile verilen P (Z¢) power grafinin komsuluk matrisi

A(P(Zo)) =

O = )
e T
S O T = S Y

== el e
(=R = R SN SIS
©C O R R R

olup 6zdegerleri
M (P(Zg)) = 44278, 2,(P(Zg)) = 0,3756,

23(P(Zo)) = 24(P(Zo)) = 25(P(Zg)) = —1,26(P(Zg)) = —1,8035



46

dir. Dolayisiyla P (Zg) nin enerjisi

E(P(Z)) = X8_1|4:(P(Z6))| =4/4278 40,3756 + 1 + 1 + 1 + 1,8035 = 9,6069
olarak hesaplanir.

3.3.1.2. Tanim

P(Cy), Cp sonlu devirli grubunun power grafi, k = 1,2,...,n igin ;. (P(C,)) lar P(Cy)

nin Laplacian 6zdegerleri olmak tizere, P(C,) nin Laplacian enerjisi
LE(P(Co)) = Btz |v(P(Co))|

seklinde tanimlidir. Burada

Ye(P(CY) = m(P(CY) — %,

s=40@2n—4—1) = 2 Y rs1<icj<n Lij

dir.

Ornek

Sekil 3.5 ile verilen P (Z¢) power grafinin Laplacian matrisi

L(P(Ze)) =

olup 6zdegerleri
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u(P(Ze)) = 0,12 (P(Zo)) = 3,u3(P(Zg)) = 5,

1a(P(Ze)) = us(P(Zo)) = p16(P(Zs)) = 6

dir. Ayrica

s=4C2n—*4—-1) = 2¥p11cicjenlij = 3(12 -3 - 1) —2(-1) = 26

13

V1(P(Ze)) =0 —2?6: Y

VZ(P(Ze)) =3 —2?6 = —g,
v:(P(Ze) =5-2=1

Va(P(Zo)) = v5(P(Ze)) = v6(P(Z)) = 6 — 2?6 = g

olup

LE(P(Ze)) = Soa|vi(P@e)| = 242+ 2 42434522

bulunur.

3.3.1.3. Tanim

P(C,), Cy sonlu devirli grubunun power grafi olmak tizere P (C,) nin distance enerjisi
DS(?(Cn)) ile gosterilir ve D(?—’(Cn)) distance matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce

toplam1 seklinde tanimlanir. Yani

DE(P(Cr)) = Xik4|8:(P(C)))]

dir.
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Ornek

Sekil 3.5 ile verilen P(Z¢) power grafinin distance matrisi

D(P(Ze)) =

[ N )
S N = T
N = N = T == Gy S\

_ N O R R
N O N R
O N R B R R

olup 6zdegerleri

0,(P(Zs)) = 5,7565,8,(P(Zs)) = —0,3628,

03(P(Zo)) = 0,(P(Zg)) = 05(P(Zs)) = —1,05(P(Z6)) = —2,3937

dir. Dolayisiyla P (Zg) power grafinin distance enerjisi

DE(P(Ze)) = X-1|0:(P(Zs))| = 57565 + 0,3628 + 1 + 1 + 1 + 2,3937 = 11,513
olarak hesaplanir.

3.3.2. Sonlu dihedral gruplarin power graflarinin enerjileri ve distance enerjileri
3.3.2.1. Tanim

P(Dyp), D,y sonlu dihedral grubunun power grafi olmak tizere P(D,,) nin enerjisi
E(P(Dyy)) ile gosterilic ve A(P(D,,)) komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin mutlak

degerce toplami1 seklinde tanimlanir. Yani

E(:P(DZn)) = 1-221|/1i(3’(02n))|
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dir.
Ornek

Sekil 3.7 ile verilen P (Dg) power grafinin A(P(Dg)) komsuluk matrisi

A(P(Dg)) =

S =

S O O O kR, O K
S O O O kR O Rk
S O O O O Rk R, =
S O O O O O O m
S O O O O O O m
O O O O O O O M
O O O O O O O

olup 6zdegerleri

2 (P(Dg)) = 3,3722,2,(P(Dg)) = 1,23(P(Dg)) = 2(P(Dg)) = A5(P(Dg)) = 0
26(P(Dg)) = 2,(P(Dg)) = —1,25(P(Dg)) = —2,3722

dir. Dolayisiyla P (Dg)’in enerjisi

E(P(Dg)) = XL |1i(P(Dg))| =33722+1+0+0+0+1+1+ 23722 = 8,7444
olarak hesaplanir.

3.3.2.2. Tamim

P(D3p), Dyy sonlu dihedral grubunun power grafi olmak tizere P(D,,) nin distance

enerjisi DE(P(D,y,)) ile gosterilir ve D(P(Dy,)) distance matrisinin 6zdegerlerinin

mutlak degerce toplami seklinde tanimlanir. Yani
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DS(?(DZn)) = 212:1|ai(:P(D2n))|
dir.
Ornek

Sekil 3.7 ile verilen P (Dg) power grafinin distance matrisi

D(P(Dg)) =

g T Y
NN DNNRR O R
N NDNNR O R R

N NN N O R R R
NN N O NN DN R
NN O NN NN R
N O NN DNDNDN R
ONNNNNN R

olup 6zdegerleri

9,(P(Dg)) = 11,8015,9,(P(Dg)) = —0,5783,95(P(Dg)) = 0,(P(Dg)) = —1

05(P(Dg)) = 06(P(Dg)) = 0,(P(Dg)) = —2,05(P(Dg)) = —3,2231

dir. Dolayistyla P (Dg) power grafinin distance enerjisi

DE(P(Dg)) = X&,|0:(P(Dg))| = 11,8015+ 0,5783 + 1+ 1+ 2 + 2 + 2 + 3,2231
= 23,6029

olarak hesaplanir.
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4.SONLU DEVIRLI GRUPLARIN VE SONLU DIiHEDRAL

GRUPLARIN POWER GRAFLARININ ENERJILERI iCIN
SINIRLAR

Bu boéliimde oncelikle sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin
enerjileri i¢in alt ve tist siirlar elde edilmistir. Daha sonra grup yapisi yardimi ile devirli

gruplarin ve dihedral gruplarin power graflarinin enerjileri karsilastirtlmistir.

Boliim boyunca C,, devirli grubunun birim elemaninin ve iireteclerinin olusturdugu kiime
V,, geri kalan noktalarinin olusturdugu kiime V, ile gosterilecek ve |V;| = £ alinacaktir.

Boliim 3 de verildigi tizere P(C,) power grafinin enerjisi,

E(:P(Cn)) = Z?:llli(?(cn))l

seklinde tanimli olup burada i= 1,2,...,n igin Ai(P(Cn)) ler P(C,) nin 6zdegerleridir.
Diger taraftan dihedral grup D,, = (a, b), 2n —inci mertebeden bir grup olup o(a) =n
oldugundan C, = (a) devirli grubu D,, nin n —inci mertebeden bir alt grubudur.

Dolayisiyla P (C,) power grafi P(D,,) nin baglantili bir alt grafidir. Ayrica P(D,,,) power

grafinin enerjisi;

E(?(DZH)) = 1‘221|/1i(?(D2n))|

seklinde tanimli olup burada i= 1,2,...,2n i¢in A; (? (DZn)) ler P(D,,,) nin 6zdegerleridir.
4.1. Sonlu Devirli Gruplarin Power Graflarimin Enerjileri icin Sinirlar

4.1.1. Lemma

P(Cy), Cp devirli grubunun power grafi, A(P(C,)), P(Cy,) nin komsuluk matrisi ve n > 3

olmak lzere

?zlﬂ'i(?(cn)) =0
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Y 2 (P(C)) = £@2n— £ — 1) + 2 X ps1cicjen a5
dir. Buradai = 1,2,...,n igin A; ler A(?(Cn)) komsuluk matrisinin 6zdegerleridir.
fspat
[z’in tanimindan
L Aa(PC) = or[A(P(C)] =0

dir. Diger taraftan

/ A1 Agz \2
—— —_——
]t’x{’ - I{’xt’ ]{’x(n—t’)

A2(P(Cy) = k

Ayy Azz
Jn—e)xe A(? (Vz))(n—t’)x(n—f)

_ < A%+ ApAy A11417 + A12A22>
Az1A11 + AzrAzq A%, + Ay Ay,

dir. Bu durumda
LLA2(P(CY) = tr [AH(P(C)] = tr(A%) + tr(A1A51) + tr(43,) + tr(Az141,)
= —1)+¢(n—2) +t(n—£) + tr[A%(P (V)]
olup

tr[Az(?(VZ))] = Yttt Z?=£+1 aizj = 22€+1si<j5n aizj
JE

oldugundan

P Z(P(C) =€@n—£€—1) + 2 p11cicjen Of
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bulunur.

4.1.2. Lemma

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, n > 3 ve n = p™ olmak tizere
Y A (PC)) =n(n—1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|Cp] = p™ oldugundan C, devirli grubunun power grafi bir tam graftir. Dolayisiyla

A? (P(Cn)) matrisinin esas kosegen iizerindeki elemanlar1 n — 1 dir. Buna gore
LA (P(C) = tr[A2(P(C))] = n(n—1)

olarak elde edilir.

4.1.3. Lemma

a,b,x,y € R*ve 0 < a <x <y < bolsun. Bu durumda

Q
+
(s

g
v
E

dir [26].
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4.1.1. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, E(S"(Cn)), P(C,) nin enerjisi ve n = 3 olmak

luzere

Jf(Zn — = 1)+ 2 D psrzicjn @ < E(P(C)

Ve

g(P(Cy) < \/n{’(Zn — 4= 1)+ 2n Ypi1<icjsn A

dir.

fspat

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 4.1.1’den

€2(P(Cy) = (Tl (PC))” < nEy 2(P(C)
= n[{’(Zn — =1 +2¥11<icj<n aizj]

olup

g(P(Ccy) < \/nﬁ(Zn — =1 +2n¥si1cicjcn al-zj
bulunur. Diger taraftan

£2(P(Cy) = (B, (PC)])’ = Iy 2(P(C)

ve Lemma 4.1.1°den
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=¢{C2n—-¢—-1)+ 22£’+1si<jsn ag;

i

olup

£(P(C) = \/f(Zn — =D+ 2T 1c1jen @,

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.
4.1.1. Sonug

P(C,), Cy devirli grubunun power grafi, E(?(Cn)), P(C,) nin enerjisi, n >3 ven =p™

olmak iizere

Jnn—1) < €(P(C) <nvn—1

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fspat

|C,] =p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Lemma 4.1.2 ve Cauchy-Schwarz

esitsizliginden
£2(P(C) = (B |4(PC))])* < nZi, (P(CY) = n*(n - 1)
ve buradan

E(P(C) <nn—1

bulunur. Diger taraftan Lemma 4.1.2°den

82(?(Cn)) = (Z?=1|Ai(P(Cn))D2 = 2?:1/112(?(671)) =n(n—1)
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ve buradan

E(P(C) = n(n—1)
olarak elde edilir.

4.1.2. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, 8(?(Cn)), P(C,,) nin enerjisi ve n = 3 olmak

uzere

E(P(C) < 4 (P(C)) + [(n = DIE@n = £~ 1)+ 2 Zesraiconah — H(P(C))
dir.
Ispat
Enerjinin tanimindan
E(P(C) — 4(P(CY) = X, | (P(CY)]
olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 4.1.1°den
(e(P(€0) - m(PC)) = (Eralt(PE)))’
< (n - DI, 2(P(C)
= (n— DL 2 (PC) - K(P(C))
= (- D[ECn—£—1) + 2T p1sicjen @l — B(P(C)]

bulunur. Dolayisiyla
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E(P(C) < 4(P(C) + J(n —D[@n—4 =1 +2Fp1zicjsn af; — B (PC)]

elde edilir.

4.1.2. Sonug

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, S(S"(Cn)), P(C,) nin enerjisi,n =3 ven =p™

olmak tzere

g(P(C))=2(n-1)
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|Cn] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup spektrumu {n—l,—l,—l,...,—l} dir.
n-—1

Enerjinin tanimimdan

(e(P(cw) - Al(?(cn)))z = (TL (@)’

olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve tam grafin spektrumundan
(B la(PCE)))’ = (v - D B, 2(P(C)
dir. Bu durumda
2
(e(P(C) - (P(CY)) =(n — 1) B, 2(P(C))

ve Lemma 4.1.2°den
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=m-Dnnr-1) - (n-1)?

=(n-1)?

bulunur. Dolayistyla

E(P(C) —1(P(C) =€(P(C))-(n—1)=n-1
ve buradan

E(P(C) =2(n-1)

olarak elde edilir.

4.1.3. Teorem

P(Cy), Cp devirli grubunun power grafi, £(P(C,)), P(C,) nin enerjisi ve n > 3 olmak

uzere

g(P(cy) = \/i’(Zn — €= 1) +2Ypi1<icjsn 0l +n(n — 1)detA(1P(Cn))%
dir.
Ispat
Enerjinin tanimindan
E(P(C)” = (ELlu@E)N)’
= X1 2 (P(CR) + 2 Tisicjzn| 2:(P(C)|[2:(P ()|

olup Lemma 4.1.1’den



59

=220 — £ — 1) + 2 ¥ ps1cicjen a5 + 2ixj| L (PC))] |4, (P(CY)] (4.1)

dir. Negatif olmayan sayilarin geometrik ortalamasi, aritmetik ortalamasindan kiigiik veya

esit oldugundan

—— T L (PE) AP CD)] = (Miw 1 (P )3 (P ) ) D

n(n-1)

1

(n-1)\nr-1)
= (I, (@) 7)™

2

= [T u(P )| (4.2)
dir. Diger taraftan
L@ E))| = detA(P(C) (4.3)

dir. O halde Es. 4.1, Es. 4.2 ve Es. 4.3°den

2
E(P(Cy) = J#(Zn — € — 1) + 2 11<icjzn af + n(n — DdetA(P(Cy))"
olarak elde edilir.
4.1.3. Sonug

P(Cy), Cy, devirli grubunun power grafi, E(P(C,)), P(C,) nin enerjisi, n = 3 ve n = p™

olmak lizere

E(P(Cn)) > Jn(n -1) [1 +(n—- 1)%]

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
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fspat
|Cy] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup spectrumu {n—l,—l,—l,...,—l} dir.
n—1

Teorem 4.1.3 ve Lemma 4.1.2°den

E(P(C)" = T, Z(P(C) + n(n — 1)detA(:P(Cn))%
=n(n—1) +n(n - D - D)D"
=n(n-1)[1+{n- 1)%]

ve buradan

£(P(Cy) = \/n(n ~1) [1 +(n— 1)%]
bulunur.

4.1.4. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, |/11(?(Cn))|2|AZ(?(CH))|2...2
|4 (P(C))[ =0 olmak iizere 2A,(P(Cn)), A2(P(Cr)),..., 2(P(C), A(P(CY))

komsuluk matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak lizere

£2n=0-1D42 S s 1cicjan 85114 () |2 (PCo)|

E(P(Cn)) = |21 (P(C))|+]An(P(CR))]

dir.
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fspat

C,, devirli bir grup ve n = 3 oldugundan P(C,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla A(SD(Cn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Simdi i = 1,2,...,n
icin |4, (P(CY)| = |4:(P(CY)| = [2.(P(C)| alalim. Bu durumda

(I (PE)]| = (P )N (AP C)] = [n(PEI)]) 2 0 (44)

dir. Diger taraftan gosterim agisindan kolaylik olmasi amaci ile i =1,2,...,n igin

Ai(P (Cn)) leri A; seklinde alacak olursak

U] = 12D AL = 12,0 = 141U+ 12,0 — (AF + 12411251 (4.5)
dir. Bu durumda Es. 4.4 ve Es. 4.5°den

2] + (2D = A7 + 441125,

dir. 1 < i < n olmak tizere her i degeri igin bu islem yapilirsa

(2] + [ 22l+. .+ A DU+ [2,]) = (AT + 23+ +27) + nlA ][4,

ve buradan

i1 Af4nld||2n]
[21]+]2n |

g(P(Ccy) =

ve Lemma 4.1.1°den

£(2n—£-1)+2 T pp12i<jsn agj 1l A2l
[21]+12n]

g(P(Cy) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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4.1.4. Sonug

P(C,), Cy, devirli grubunun power grafi, S(S"(Cn)), P(C,) nin enerjisi,n >3 ven =p™

olmak Uzere

E(P(C) =2(n—-1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|Cn] = p™ oldugundan P (C,,) tam graf olup spectrumu {n -1,-1,—-1,..., —1} dir
n-—1

i=23,...,nigin

1 (PCD)] = [4(PC)] = [A2(PC)] =... = |1 (P(C)]

oldugundan
(|4 (P = [1(PE) NP EC)| - [ (PCD)]) = 0
dir. O halde Teorem 4.1.4 ve Lemma 4.1.2’den

Ty A (P(C)+n| A1 (P(C) |4 (P(C))]
|21 (P(c))[+|An (P (cn))]|

g(P(Cy) =

_ n(n-1)+n(n-1)
- 1+n—-1

=2(n—1)

olarak elde edilir.
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4.1.5. Teorem

P(Cy), C, devirli grubunun power grafi, [1,(P(Cp))| = [ (P(CY)|=...=
|4 (P(C))| >0 olmak iizere 2A1(P(Cn)), (P (Cr)),.... 2 (P(C), A(P(CY))

komsuluk matrisinin 6zdegerleri ve n = 3 olmak iizere

2\/|/11(P(Cn))||An(P(Cn))|\/n[(Zn—[—l)+2nZg.,_lskjsn af;
|21 (P (C)|+[An(P(C))]

g(P(Cy) =
dir.
fspat

C,, devirli bir grup ve n = 3 oldugundan P(C,) power grafi en az iki kenara sahiptir.

Dolayisiyla A(?(Cn)) nin sifirdan farkl en az bir 6zdegeri vardir. Teorem 4.1.4’den

Sy 22 () +n 1 (PCo) [ An(P(C)|
E(?(Cn)) = |21 (P(C) |+ A (P(Cn))] o

dir. Diger taraftan a, b > 0 olmak tlizere

a+b=2Vab

oldugundan

=1 A7+ Al 14n] 2 24124112, /nZ?zl/lf (4.7)

dir. Buna gore Es. 4.6, Es. 4.7 ve Lemma 4.1.1°den

2 I (PC)lln(Pen)] [nEi, (P )
AP P ED)]

g(P(Cy) =
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2 J|/11(7>(cn))||/1n(3>(cn))| \/nt’(Zn—{’—l)+2n2g+1si<J~snaizj
B |21 (P (c)|+|2n (P (C)|

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
4.1.6. Teorem

P(Cy), Cy devirli grubunun power grafi, |4, (P(C))| = |2.(P(C))] =... = [4.(P(CY)|
olmak tizere A, (P(Cn)),/lz (iP(Cn)), . ..,An(P(Cn)), A(iP(Cn)) komsuluk matrisinin
dzdegerleri ve n = 3 olsun. Eger [1,(P(Cy))| = 1 ise

g(P(Cy) = 2\/”7_1 [6(2n — € — 1) + 24 12icjsn aF]
dir.

fspat

A(P(C,), P(Cy,) nin en biiyiik derecesi oldugundan
IL(PE))| <a(PC))<n-1

esitsizligi vardir. Diger taraftan

| (PC))| =1

oldugundan Lemma 4.1.3’den

JEE)lEe) =
[ (PED)|+[(PE))| — n

ve Teorem 4.1.5°den



2 \/|/11(P(Cn))||/1n(?(cn))| \/n{’(Zn—{’—l)+2nZ€+1si< jen @,
|21 (P () [+ (P(C)|

E(P(Cy) =

n-1

> 2\/{’(271 —f{—-1)+ 22€+1si<j5nai2j \/_

n

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

Ornek

Sekil 4.1. P(Z,,) power grafi

Z1o devirli grubunun birim eleman1 0 ve iiretecleri 1, 3,7 ve 9 dir. Buna gore

Vl :{GIEI§;7;§}V6 |V1| :‘BZ 5
Ve

olup

65
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20 1. 0 1 1
410011
A(P(V))=5/0 0 0 0 0
6/1 1 0 0 1
g1 101 0]

dir. O halde A(S"(Zlo)) komsuluk matrisi

Jsxs = Isxs Joxs
A(P(Zy)) = < Jsxs A(:P(VZ))5><5> B

O S )
R R R R R R R RO R
R R R R R R RO R R
S Y = T Y S ey
O N = G = N = W S Gy SE Y
R OR OR R R R R
R RO O R R R R R R
O O 0O O O R R,k R R R
(SRS < T < T S S G S U = S Y
O R O R R R R R R R

ve 6zdegerleri

M (P(Z10)) = 8,3427,2,(P(Z10)) = 0,8282, A3(P(Zy10)) = Ma(P(Z40)) = -1
25(P(Z10)) = 26(P(Z10)) = 27(P(Z10)) = 26(P(Z10)) = 26(P(Z10)) = -1,
A0(P(Z40)) = —2,1709

olarak elde edilir. Buna gore P (Z,,) un enerjisi

E(P(Zy)) = T2 |0(P(Z10))| = 18,3418

dir. Diger taraftan

22— = 1) +2 Y p415icjen @’ =520 -5-1) +2(1+1+1+1+1+1) =82
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dir. Simdi yukarida verilen teoremlerdeki smirlart bulup P(Z;,) un enerjisi ile

karsilastiralim.

Teorem 4.1.1°deki simirlar:

\/{’(Zn — € — 1) + 2 Yp115icjen @ = V82 = 9,0553 < 18,3418 = €(P(Z,,))

ve

\/ne(Zn — € — 1)+ 2n Y p11<i<jen aF = V820 = 28,6356 > 18,3418 = £(P(Z;,))

dir. Teorem 4.1.2’deki ust sinir:

A+ J(n —D[£@n— € —1) + 2 ps15icjn a?; — 23] = 8,3427 + /9[82 — 8,34277]

= 8,3427 + 10,5639 = 18,906

olup

E(P@0) <4 + (1= D[E@n— = 1) + 2 ernsicjon s — 4]

dir. Teorem 4.1.3’deki alt sinir:

2 2
\/{’(Zn — € — 1) + 2 Ypr1sicjn aF; + n(n — DdetA(P(C,))" = \/82 490 x 157
= 15,3845< £(P(Z40))
dir. Teorem 4.1.4°deki alt sinir:

|2:(P(Z10))| = [22(P(Z40))] =... = |A10(P(Z40))]
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olacak bi¢imde 6zdegerleri diizenlersek 4; = 8,3427,4, = —2,1709,
13 = /14_ = 15 = /16 = A7 = 18 = Ag =—1ve AIO = 0,8282 O|Up

22n—L-1)+2 T p115i<jsn @fj+1lA1 A0l 82+10(8,3427)(0,8282)
= = 16,4753
[21]+12n] 8,3427+0,8282

ve buradan

2(2n—0—-1)+2 T pr12icjen A |An]

|11+ 2] < £(P(Zu)

bulunur. Teorem 4.1.5’deki alt sinir:
|A1(P(Z10))| = |12(?(Z10))| 2.2 |A1o(?(Z1o))|
olacak bi¢imde 6zdegerleri diizenlersek A; = 8,3427,4, = —2,1709,

23 = /14 = 15 = /16 = /17 = 18 = /19 = _1 ve AlO = 0,8282 O|Up

2\/ |Al||An|\/n€(2n_€_1)+2nZ{’+1Si<anaizj 2 /(8,3427)(0,8282)‘/820

[A11+]4n] 8,3427+0,8282

2(2,6285)(28,6356)
9,1709

= 16,4146

ve buradan

2,/ |/11|Mnl\/n{’(Zn—{’—l)+2nZ[+1si<j5n aizj
[A1]+]2n]

< &(P(Z40))

bulunur.
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P(Z1y) un enerjisi i¢in elde ettigimiz tim sinirlar1 asagidaki tablo ile 6zetleyebiliriz.

Cizelge 4.1. P(Z,,) un enerjisi igin sinirlar

E(P(Z40))
Teorem 4.1.1 | Teorem 4.1.2 | Teorem 4.1.3 | Teorem 4.1.4 |Teorem 4.1.5
=18,3418
Alt siir 9,0553 - 15,3845 16,4753 16,4146
Ust simir 28,6356 18,906 - — —
Ornek

P(Z;)

Sekil 4.2. P(Zs) power grafi

P(Zs) power grafi bir tam graf olup P (Zs)’in komsuluk matrisi

A(P(Zs)) =

ve 0zdegerleri

/11(?(25)) =4, Az(?(zs)) = 13(7)@5)) = /14(?(25)) = /15(?(25)) =-1

O = O S
[ T = I Y
[ S U = I S G S
[ e J T S S GG

e Y S G U G SN W

dir. Buna gore P (Zs)’in enerjisi
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E(P(Zs)) = iz 1i(P(Zs))| = 8

bulunur. O halde yukarida verilen teoremlerdeki sinirlar dogrultusunda P (Zs)’in enerjisi

icin agagidaki tabloyu verebiliriz.

Cizelge 4.2. P(Zs)’in enerjisi i¢in sinirlar

€(P(Zs))=8 | Sonug4.1.1 | Sonug4.1.2 | Sonug4.1.3 Sonug 4.1.4
Alt sinir 44721 — 17,4041 8
Ust sinir 10 8 — —

4.2. Sonlu Dihedral Gruplarin Power Graflarimin Enerjileri icin Simirlar

4.2.1. Lemma

P(D3p), D,y dihedral grubunun power grafi, A(? (DZn)), P(D,,) nin komsuluk matrisi ve

n = 3 olmak lizere
2 L(P(Dzn) =0
A (PDa)) =2+ £(2n— £ — 1) + 2 ¥ p1cicjzn A5
dir. Burada i = 1,2,...,2n i¢in A; ler A(? (DZn)) komsuluk matrisinin 6zdegerleridir.
fspat
[z’in tanimindan
21 4i(P(Dzn) = tr[A(P(D;n))] = 0

dir. Simdi



71

(oo = (A 5

ET 0,

matrisini g6z oniine alalim. Bu durumda

X 2 (P(D2n) = tr[A2(P(Dyn)] = tr [4%(P(C))] + trlEnEx] + tr[EL E,]
olup Lemma 4.1.1°den

=22n—£— 1) + 2 p15icjen @i + 20

bulunur.

4.2.1. Teorem

P(Dyn), Dypn dihedral grubunun power grafi, E(P(Dyy)), P(D2y,) nin enerjisi ve n > 3

olmak tzere

(2@ = 2= D+ 2 scicyen ) < EPD2)

ve

£(P (Do) < \/zmz 2820 — £ — 1) + 41 Npsrzicjen &,

dir.
fSpat

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 4.2.1°den

E2(P(Dyn)) = (Z24|0:(P(D2)])” < 20 T2 22(P (D)
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= Zn[Zn +2C@2n—€ 1)+ 2 s11<icjzn aizj]

olup

E(P(Dzy)) < \/4n2 +2nf@2n— £ — 1)+ 4nYpi1<icjen aizj

bulunur. Diger taraftan

€2(P(Dyn)) = (R 0 (PD.))])° = T2, 2(P(D,0))
olup Lemma 4.2.1’den
=2n4+22n—4€—1) + 2 ¥ pi15icjen 4

ve buradan

E(P(D)) = [2n+4@2n =€~ 1)+ 2 Zevssicjon
bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

4.2.1. Sonug

Cn ={a), Dy, =(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, €(P(D,,)), P(Ds,) nin

enerjisi ve n > 3 olmak iizere

\/iﬁ\/EZ(?(Cn)) +2n2 < €(P(Dy)) < \/anz@(cn)) a2

dir.



fspat
Teorem 4.1.1°den
82(?(Cn)) >t@2n—4—1)+ 2% s41<i<jen aizj

ve Teorem 4.2.1°den

E2(P(Dyn)) < 2n2n+£(2n— € — 1) + 2 ¥pra<icjsn aizj]

dir. Es. 4.8 ve Es. 4.9’dan
€2(P(Dyn)) < 2n[2n + €2(P(Cy))]

ve buradan

E(P(Dy) < J 2n€2(P(C,)) + 4n?

bulunur. Diger taraftan Teorem 4.1.1°den

E2(P(C) <nb(2n—£—1) + 2nTpsrcicjon A

ve Teorem 4.2.1°den

E2(P(Dyn)) Z 2n+£(2n — € — 1) + 2 X pi1<icjen AF

dir. Es. 4.10 ve Es. 4.11°den

e2(P(cy)
€2(P(Dsn)) = 2n + %

ve buradan

73

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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E(P(D2n) = = \/ €2(P(Cy)) + 2n2
bulunur.
4.2.2. Sonug

Cn ={a), Dy, =(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, €(P(D,,)), P(Ds,) nin

enerjisi, n = 3 ve n = p™ olmak iizere

Jnn+1) < €(P(Dyn) < nV2n+2

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

Teorem 4.2.1, Lemma 4.1.1’den

E2(P(Dan)) < 2n2n+ €(2n— € — 1) + 2 Lpi1sicjsn a5
=2n[2n+ XL, A2 (P(Co)]

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 4.1.2 den

=2n[2n+n(n —1)]

ve buradan

E(P(D2n)) < mV2n+2

bulunur. Diger taraftan Teorem 4.2.1, Lemma 4.1.1’den

82(?(D2n)) =22n+42n—4—1) + 2 Yri1<icjsn aizj
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= 2n+ XL, 22 (P(C)

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 4.1.2’den
=2n+nn-1)

olup buradan

E(P(Dyn)) Z Yn(n + 1)

bulunur.

4.2.2. Teorem

P(Dyn), Dyp dihedral grubunun power grafi, E(P(Dyy)), P(D2,) nin enerjisi ve n > 3

olmak tzere

E(PD)) <A + J(Zn —D[2n+£@2n—£€—1) + 2 Y pi1<icjn aF — A

dir.
fspat
Enerjinin tanimidan

E(P(D2n)) = M (P(D2n) = ZEo|2:(P(D20)))]
olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 4.2.1°den
(E@D) - 1(PD:)) = E2 @@’

< 2n -1 X2, A2 (P(D2n))
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= (Zn — 1)(21221 A?(P(DZn)) - A%)
= @2n—-D[2n+£@2n—£ — 1) + 2 Tps1zicjen afy — 4]

bulunur. Dolayisiyla

E(PDy)) <A + \/ (2n—D[2n+£(2n — £ — 1) + 2 p41<i<jen afj — 4]
dir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.3. Sonug

Cn ={a), Dy, =(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, €(P(D,,)), P(Dsy) nin

enerjisi ve n > 3 olmak iizere

E(P(Dzn)) < A1(P(D2)) + \/ (2n — D[2n + €2(P(C,)) — (P (D2))]

dir.

Ispat

Teorem 4.1.1°den

EX(P(C) =2(2n— € — 1) + 2 Xpi1cicjcn a5

ve Teorem 4.2.2°den

(8(?(D2n)) - /11(;P(D2n)))2 < @n-D[2n+€@n—£—1) + 2 Tps1zicjen @ — 4]

dir. Bu durumda
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(e(PD2m)) = 1 (33(02,1)))2 < @n—D[2n+€X(P(C) — 2(P(D2m))]

ve buradan

E(P(D2n)) < 4 (P(Dy) + \/ (2n—1D)[2n+ €2(P(C,)) — 22(P(D2n))]
bulunur.
4.2.4. Sonug

Cn ={a), Dy, =(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, €(P(D,,)), P(Dsy) nin

enerjisi, n = 3 ve n = p™ olmak iizere

(P (D)) < 1(P(D,0) + [(@n = Dlntn + 1) — (P (Dy))]

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

Teorem 4.2.2, Lemma 4.1.1’den

(E@D) ~ (P(D)) < @n—D[2n+£2n - €~ 1) +2Tps1sicsenal — £]
= @2n—D[2n + XL, 47 (P(G) = (P (D2n)]

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 4.1.2” den

= (2n—D[2n+n(n—1) — 22(P(Dz))]

ve buradan
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E(P(D2n)) < 1 (P(Dy) + \/ 2n—D[nn+1) — 22(P(D,)]

bulunur.

4.2.3. Teorem

P(Dyp), Dy, dihedral grubunun power grafi, |/11(1P(D2n))| > |/12 (?(DZn))| >, >
|220(P(D2,))| = 0 olmak iizere 1;(P(D2r)), A2(P(D2n)), - o) Aon (P (D2n)), A(P(D2r))

komsuluk matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak iizere

t2n—4-1)+2 ¥, 15i<jsn a?j+2n(lll (P(D2)|[22n(P(D20))|+1)
|21 (P (D2)) |+ 220 (P (D21))|

E(P(Dy) =
dir.
fspat

D,,, dihedral grup ve n = 3 oldugundan P(D,,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla A(IP (DZn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Simdi i = 1,2,...,2n

icin
211(PD2n))| = [4:(P (D2n))| = [A2n (P (D20))]

alalim. Bu durumda

([ (PD2)] = [4:(PD2)) ) (|2:(P(D2))| = |A2n (P (D2))]) = 0 (4.12)

dir. Diger taraftan gosterim acisindan kolaylik olmasi amaci ile i = 1,2,...,2n igin

2i(P (D)) leri 4; seklinde alacak olursak

Ul = 1D AAL = 1220]) = 1121 + 122D = (AF + 12111220 ]) (4.13)



dir. Bu durumda Es. 4.12 ve Es. 4.13°den

124 + 220 ]) 2 27 + [A1]1224]

dir. 1 < i < 2n olmak iizere her i degeri igin bu islem yapilirsa

U22] + 1221+ 41220 D UA ] + 220 ]) = (A + 23+ +43,) + 21|24 ][ A2y
ve buradan

?:'1 A%"'Zan“Aan

2
S(P(Dzn)) = [211+122n]

ve Lemma 4.2.1°den

t2n—£-1)+2Yp11<icjsn ai2j+2n(|l1||/12n|+1)

S(P(DZn)) = [A1]+[A2n]

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

4.2.5. Sonug

Cpn={a), Dy, ={(ab) dihedral grubunun devirli alt grubu, |A,(P(Ds))]

|22(P(D2)| = .. 2 |22 (P(D2))| = 0 olmak iizere A4 (P(D2n)), 2A2(P(D2n))..

Aon(P(D2y)), A(P(D2y)) komsuluk matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak iizere

EZ(P(Cn))‘anz(l/lll [A2n]+1)
n(|A1|+[A2n1)

E(P(Dy) =

dir.

79

=

cey



80

fspat

Teorem 4.1.1°’den

E2(P(Cy)) S nf(2n— £ — 1) + 2n Y py1<icjen 05 (4.14)
ve Teorem 4.2.3’den

£2n—4-1)+2 L pp15icjzn afj+2n( 21112201 +1)
211+ 227

E(P(Dy) = (4.15)

dir. Es. 4.14 ve Es. 4.15’den

€2(P(Cn))+2n2 (14111220 |+1)
n(|A1 |+ 22n])

E(P(Dy)) =
bulunur.
4.2.6. Sonug

C,={a), D,y ={(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, |4;(P(Dy))|=
|22(P(D2))| ... = |20 (P(D2n))| = 0 olmak iizere A, (P(D2n)), A2(P(Dan))s...,
AZn(?(DZn)), A(?(DZn)) komsuluk matrisinin 6zdegerleri, n >3 ve n = p™ olmak

uzere

n—1+2(|A1||1Azn]+1)]

n[
E(P(DZn)) 2 A1l+Aznl

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
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fspat

Teorem 4.2.3 ve Lemma 4.1.1’den

2n—€-1)+2% 1 1<icjsn ai2j+2n(|ll||/12n|+1)
|11+ 22|

E(P(Dy)) =

_ I, A (Pew)+2n(12 1220 +1)
|21+ 22n]

dir. [C,| = p™ oldugundan P(C,) tam graftir. Buna gére Lemma 4.1.2’den

_ n(n-1)+2n(|11||A25|+1)
[A1]+[ 224

olup buradan

n[n-1+2(|124||A2n(+1)]

E(P(Dyy)) = A1+ A2n]

bulunur.
4.2.1. Not
P(D,,) power grafinin komsuluk matrisi

) =(1CE) )

Ep %
olup bu matrisin n tane satir1 esit oldugundan n — 1 tane 6zdegeri sifirdir.

Yukaridaki nota bagli olarak Teorem 4.2.3 i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.
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4.2.7. Sonug

P(Dyn), Dyn dihedral grubunun power grafi, |[11(P(Ds))| = |22(P(D))| =... =
|220(P(D2,))| = 0 olmak iizere 11(P(D2r)), A2(P(D2n)), - o) Aan (P (D2n)), A(P (D))

komsuluk matrisinin 6zdegerleri ve n = 3 olmak iizere

2n+£2n—0-1)+2 Yoy 1<icjzn afj+(+ D[ (P(D20)) [ A4 1(P (D2n))|
|21 (P(D2))|+|An+1(P(D21))]

E(P(Dy) =

dir.

fspat

D,,, dihedral grup ve n = 3 oldugundan P(D,,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla A(fP (Dzn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Ayrica A(? (DZn)) nin

n tane satir esit oldugundan n — 1 tane 6zdegeri sifirdir. O halde

|/11| = Mz| 2.2 |/1n+1| = |/1n+2| = |)1n+3| == |/12n| =0

dir. Simdii = 1,2,...,n+ 1 i¢cin

1211 = 14i] = |44l

alalim. Bu durumda

(2] = 14D U] = 12411) 2 0 (4.16)
dir. Diger taraftan

(2] = 14D AL = Ang1]) = 121U + 1241 ]) = (AF + 1211 241D (4.17)

dir. Bu durumda Es. 4.16 ve Es. 4.17°den
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1214 ] + 1241 D) 2 A7 + 124 ]| Apa|

dir. 1 < i <n + 1 olmak iizere her i degeri i¢in bu islem yapilirsa

(2] + 12+ A DU+ (A1) = (A + 23+ +22,1) + (n+ DA An44]

ve buradan

T A2+ (DA 1 An44]
[A1]+]|An41]

E(P(Dy) =

ve Lemma 4.2.1°den

2n+£2n—t—1)+2 Tpp15icjsn A+ M+ DA A7 41

>
S(P(DZn)) = [A11+] A 41]

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek
(123) (132)
(1)
(12) (23)
(13)
P(Dg)

Sekil 4.3. P(Dg) power grafi

P(Dg) power grafinin komsuluk matrisi
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A(P(Dg)) =

O = O

S O O r O Bk
S O O O - B
S O O O O Bk
S O O O O Bk
S O O © O Bk

ve 6zdegerleri

4 (P(Dg)) = 2,5141,2,(P(Dg)) = 0,5719,23(P(Dg)) = 24(P(Ds)) = 0
25(P(Dg)) = —1,26(P(Dg)) = —2,0861

dir. Buna gore P(Dg) nin enerjisi

E(P(De) =T | i(P(De))| = 6,1721

dir. Diger taraftan P (D) i¢in yukaridaki teoremlerde verilen sinirlar1 hesaplayarak P (Dg)

nin enerjisi i¢in asagidaki tabloyu verebiliriz.

Cizelge 4.3. P(Dg) ’nin enerjisi i¢in sinirlar

€(P(De))=6,1721 | Teorem 4.2.1 | Teorem 4.2.2 | Teorem 4.2.3 | Sonug 4.2.7

Alt siir 6,1721 - 4,77 5,7521
Ust siir 8,4852 7,8429 - -
Ornek

Sekil 3.7 ile verilen P(Dg) power grafinin A(? (DS)) komsuluk matrisi



A(P(Dg)) = (

ve Ozdegerleri

M (P(Dg)) =3,3722,2,(P(Dg)) = 1,23(P(Dg)) = 2,(P(Dg)) = 25(P(Dg)) = 0

26(P(Dg)) = 2,(P(Dg)) = —1,24(P(Dg)) = —2,3722

A(P(Cy) E,

Ef

)"

o = U Sy S

dir. Buna gore P (Dg) in enerjisi

E(P(Dg)) = XL |1(P(Dg))| =33722+1+0+0+0+1+1+ 23722 = 8,7444

S O O O Rk = O

©C O O O R O R R
©C O O O O R R R
©C ©O o oo o o R
©C ©O o o o o o R

S O O ©O O O O BB

S O O ©O O O O BB
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bulunur. Diger taraftan C, devirli grubunun P(C, ) power grafi tam graf olup P (Dg)’in alt

grafidir. Buna gore P(Dg) igin yukaridaki sonuglarda verilen sinirlari hesaplayarak

E(? (DS)) enerjisi i¢in asagidaki tabloyu elde ederiz.

Cizelge 4.4. P(Dg)’in enerjisi igin sinirlar

€(P(Dg))=8,7444 Sonug 4.2.2 Sonug 4.2.4  Sonug 4.2.6
Alt stnir 4.4721 — 5,9308
Ust sinir 12,6488 11,1432 —
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5.SONLU DEVIRLI GRUPLARIN POWER GRAFLARININ
LAPLACIAN ENERJILERI ICIN SINIRLAR

Bu boliimde sonlu devirli gruplarin power graflarinin Laplacian enerjileri igin alt ve {ist

sinirlar elde edilmistir.

Boliim boyunca C,, devirli grubunun birim elemaninin ve iireteclerinin olusturdugu kiime
V,, geri kalan noktalarinin olusturdugu kiime V, ile gosterilecek ve |V;| = £ alinacaktir.
Ayrica Boliim 3 de verildigi tizere k = 1,2,...,n igin ,uk(?(Cn)) lar P(C,,) nin Laplacian

ozdegerleri olmak tizere P (C,,) power grafinin Laplacian enerjisi,
LE(P(C) = Ek=aly(P(C)]

seklinde taniml1 olup burada

Ye(P(C) = m(P(CY) — %,

s=42n—*€—1) = 2 Ypr1<icjsn lij

dir. Simdi Laplacian enerji ile ilgili teoremlerin ispatlarinda kullanilacak temel lemmalar

verilecektir.
5.1. Lemma

P(Cy), Cy devirli grubunun power grafi, L(P(C,)), P(Cy) nin Laplacian matrisi ve n > 3

olmak lzere
Yhoam(PC))=22n—¢—1) = 2T 41cicjenlij =S
rer i (P(C)) =s+ € —1D? + X1y, d*(v)

dir. Burada i = 1,2,...,n i¢in d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
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fspat
[z’in tanimindan
Y11 (P(Co)) = tr[L(P(C))]

=4(n—1) + X1 dWy)

=t -1+ X <— L= lij)

J#i

=f(m—1)—Yis4q <2f=1 lij + X1 lij)

Jj#i JE

=t(n—1)—XLsq (-l’ + Y=o+ lij)

JE!

=tm—D+2M =) = X1 Xi=rr1 lij

Jj#i
=0@2n—42—1) =2 1<icjen lij

bulunur. Diger taraftan

A11 A1z
Npxe — Joxe — Jexn—e)
L? (?(Cn)) = Agy A2z

—Jm-oxe L(:P(VZ))(n—f)X(n—f)

_ ( A%+ ApAy A4, + A12A22>
Az1A11 + AzrAzg A%, + Ay Ay,

dir. Bu durumda
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Ei=1 1 (P(CR) = tr [L2(P(C)] = tr(A%)) + tr(Ar2451) + tr(A3,) + tr(A21412)
=t((n—1D*+L =D+ 20 =)+ X1 d° (W) = 2 X pv1<icjen i
=02n—4—1) = 2 Y ps1cicjen lij +( — 1)? + X,y d*(v)
=s+f(m—1)% + Y ,.,d*(v;)

bulunur.

5.2. Lemma

P(C,), C, devirli grubunun power grafi ve n > 3 olmak iizere
k=1 Yk(:P(Cn)) =0

R (D) = s + 50y (dw) —2)
dir. Burada i = 1,2,...,n i¢in d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
fspat
Vi (P(Cn)) nin tanimi ve Lemma 5.1°den
Tt Ve(P(Cw)) = it (e (P(C)) = 2)

= =5+ Xi=1 i (P(C)) = 0

bulunur. Diger taraftan

Dk=1 )/;f (P(Cn)) = Yk=1 (Hk(:P(Cn)) - %)2
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2

2(2n—4-1)-2¥,41<i<j<n lij)
n

= Tt (me(P(C) -

22n—2-1)-2¥pr1<i<j<n lij
= Yro uE(P(Cy) — 2—————m=ismd g 1 (P(CY)

2
n (¢(zn—¢-1)-2 Ye+1si<jsn lij)
n

olup Lemma 5.1’den
=02n—+£—-1) = 2% ,11cicjenly + €= D? + XL, d*(vy)

2
_ (t(2n—-1)-2Yps1<icj<n lij)
n

(6@2n—0-1)-2p41<icienlij)
=n?*f — 4% — 2 Yorasicjsn lij + Xizesn d*(v) — nHl e

2
(t2n—£-1)-2Fp41<icjzn lij)
n

= Z?:fﬂ dz(Ui) +n*f —nt + 2?:{41 dz(vi) -

(2n—£-1)-2 ¥4 1<i<j=n 1iJ')2
n

=2(2n—£-1) = 2 Yeisienly + Xy (d(v) —

2
=s+ 30, (dw) -+

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
5.3. Lemma

P(C,), C,, devirli grubunun power grafi, n > 3 ve n = p™ olmak tizere

v VE(P(CY) =n(n—1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
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|C,| = p™ oldugundan C, devirli grubunun power grafi bir tam graftir. Dolayisiyla

L(SD(Cn)) matrisinin esas kosegen iizerindeki elemanlar1 n — 1 dir. Buna gore

Yi-1 i (P(CR) = tr[L(P(C))] = n(n - 1)
ve
Fo iR (P(C) = tr [A(P(C)] = n*(n— 1)
dir. Diger taraftan |V;| = € = n ve |V,| = 0 oldugundan

VR(P(Cn)) = .“k(SD(Cn)) _ fentr "2V evsicjsn

n
n(2n-n-1)

= (P(CY) —

= (PC))-(m—1)

dir. Es. 5.1, Es. 5.2, Es. 5.3’den

S VR (PC) = Zies (e(PC)) — (= D))’

= Yo 12 (P(C) —2(n = 1) Tiey e (P(C)) + n(n — 1)?
=n’(n—1) - 2n(n—-1)? + n(n — 1)?

=nn-—1)

bulunur.

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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5.1. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, LE(:P(Cn)), P(C,) nin Laplacian enerjisi ve

n = 3 olmak tizere

2 2
Js +30, (dw) —2) < g(P(C) < Jns +n3l, (dw) -2)
dir. Buradai = 1,2,...,n igin d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
fspat

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 5.2°den

LE(P(C,) = (Spailre(PC)])

< n Yo, vie(P(C)
= s+ 2 (dw) - i)z]

olup

LE(P(Cy) < Jns +nyr, (d(vi) — %)2
bulunur. Diger taraftan
LEX(P(Cy) = (Zpoalrie(PC)))

> Y1 Vi (?(Cn))

ve Lemma 5.2°den
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=s+yh, (d(vi) — %)2

olup

2
LE(P(CY) = \/s +3Yn (d(vi) — %)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
5.1. Sonug

P(Cy), Cy, devirli grubunun power grafi, LE(P(C,)), P(Cy,) nin Laplacian enerjisi, n > 3

ve n = p™ olmak iizere

Jnm—1) < LE(P(C,)) < mvn—1
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fspat

|C,] =p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Lemma 5.3 ve Cauchy-Schwarz

esitsizliginden

LE*(P(C) = (Thoa|ve(PC)])’
<nYpovE(P(CY)
=n?(n—1)

ve buradan

LE(P(Cy)) <nVn-—1
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bulunur. Diger taraftan Lemma 5.3’den

LE(P(C) = (Shaalre(P(C))*
=17k (P(C)
=nn-1)
ve buradan
LE(P(CY) = Jn(n-1)
olarak elde edilir.

5.2. Teorem

P(Cp), Cp devirli grubunun power grafi, LE(P(C,)), P(C,) nin Laplacian enerjisi ve

n = 3 olmak tlizere

LE(PE) <2+ Jn-Ds+ 31, (a0 -2) -3
dir. Burada i = 1,2,...,n i¢in d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
fSpat

Laplacian enerjinin tanimindan

LE(P(C)) =2+ Ipalve(P(Cw))|

olup
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2
(Le(PC) -32) = (Zroalve(PE)D)
Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 5.2’den
< (n=1) Xk v (P(C)

= (-1 (S V2 (PC) - )

—(n—1) [s +3, (dwp -2 -2

n2

bulunur. Dolayisiyla

s2

LE(P(C))) <=+ \/(n —1) [s + 31, (dwp - %)z s

n2
elde edilir.
5.2. Sonug

P(Cp), Cp devirli grubunun power grafi, LE(P(C,)), P(Cy,) nin Laplacian enerjisi, n > 3

ve n = p™ olmak iizere
LE(P(C)) =2(n—-1)
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fSpat

|Cn] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Laplacian spektrumu {O, n, nn} dir.

n—-1

Laplacian enerjinin tanimindan
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(Le(PC) ~ ) = (Shoalre(PE))])’

olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve tam grafin Laplacian spektrumundan

(R re(PE))) = (n = 1) TP, v2(P(CY)

dir. Bu durumda
(LE(PE) —2) =t~ D) Sy V(P (C)

= (- 1) (BB (P D) - )
ve Lemma 5.3’den

2
_ (t2n—t-1)-2Fp41<icjzn lij)
n2

—n-1nm-1

—(n-1) _n(n—1)—(”(’j+))2]

= (n—1)?

bulunur. Dolayisiyla

(LE(?(Cn)) - %)2 (LS(?(Cn)) —(n- 1))2 = (n—1)?
ve buradan

LE(P(Cy)) =2(n—1)

olarak elde edilir.
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5.3. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, LE(iP(Cn)), P(C,) nin Laplacian enerjisi ve

n = 3 olmak tizere

LE(P(Cy)) = Js +30, (dwy) - %)2 +n(n — Ddet (L(P(C,)) - %1)%

dir. Buradai = 1,2,..., n i¢in d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
Ispat
Laplacian enerjinin tanimindan
LE(P(C) = (Zhaalre(PC)))
V=1V (P(CR)) + 2 Ti<karsn| Vi (PCY) ||y (P(C)]
olup Lemma 5.2’den
= s+ 28, (A0 = 2) + Sewrlr(PE) (P C)) (5.4)

dir. Negatif olmayan sayilarin geometrik ortalamasi, aritmetik ortalamasindan kiigiik veya

esit oldugundan

——— Vieer [V (PCD) |7 (P(CD)| = (T [ v (PCD) ||y (P(C)) [ )mD

n(n 1)

1
Z(n—l))m

= (H2=1|Yk (:P(Cn))l

= [Tica [y (PCCD)|" (5.5)
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dir. Diger taraftan

Mioaye(P(C)| = det (L(P(C) —31) (5.6)

dir. O halde Es. 5.4, Es. 5.5 ve Es. 5.6’dan

2

LE(P(Cy) = js +30, (dwy) - %)2 +n(n - Ddet (L(P(C)) = 21)"

olarak elde edilir.
5.3. Sonug

P(C,), Cy devirli grubunun power grafi, LS(P(Cn)), P(C,) nin Laplacian enerjisi, n > 3

ve n = p™ olmak lizere

2
LE(P(Cy) = Jn(n — D [1+ (- 1]
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|C,] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Laplacian spektrumu {Onnn} dir.

n-1

Teorem 5.3 ve Lemma 5.3’den

LE(P(C))" 2 Tiey (P (Cw) + nln — Ddet (L(P(C)) - 21)"

N

=n(n—1) +n(n - 1det (L(P(C,)) —1)"



2

=n(n—-1) [1 + det (L(?(Cn)) - %1)5

e

dir. Diger taraftan

det (L(P(C) —21) = det (L(P(C,)) - *=21)
= det(L(P(Cy)) — (n— DI)
= det (—A(P(Cy))
= (-1)"det (A(P(Cy)))

=1-—n

olup
LE(P(C)) = n(n—1) [1 + det (L(?(Cn)) - %1)51

=n(n-1)[1+-n )%]

ve buradan

LS(?(Cn)) > \/n(n -1 [1 +(n - 1)%]

bulunur.

99
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5.4. Teorem

P(Cy), C, devirli grubunun power grafi, |y (P(C))|= |r2(P(C)|=...=
|Vn(?(Cn))| > 0 ve n = 3 olmak lizere

SEI (4w -2) +nly (PC) lyn(PCa)

LE(?(Cn)) = [v1 (P |+ |y (P(ch)|

dir. Buradai = 1,2,...,n igin d(v;) ler v; noktalarinin dereceleridir.
fspat

C,, devirli bir grup ve n > 3 oldugundan P(C,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla L(S"(Cn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Simdi i = 1,2,...,n i¢in
|]/1(P(Cn))| > |]/i(?(Cn))| > |)/n(?(Cn))| alalim. Bu durumda

([ (PEC)| = (P €DV (PEC)| = [ (PED)]) = 0 (5.7)

dir. Diger taraftan gosterim agisindan kolaylik olmasi amaci ile i =1,2,...,n igin

¥vi(P(C,)) leri y; seklinde alacak olursak
yal = D Avil = 1y = vl Aval + 1) = G + IyallvaD (5.8)

dir. Bu durumda Es. 5.7 ve Es. 5.8’den

Vil (yal + [val) = vZ + lyallyal

dir. 1 < i < n olmak {izere her i degeri i¢in bu islem yapilirsa

Ural + lval+. .+l DUral + 1) = GF +v3+... +vd) + nlyallyal

ve buradan
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S vE+nlyillval
> Zi=1ri TRIVlrnl
LE(P(Cw) = == T

ve Lemma 5.2°den

n s\2
s+37 (dw)—2) +niyallyal
[V1l+lynl

LE(P(CY) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.
5.4. Sonug

P(C,), Cp devirli grubunun power grafi, LS(P(Cn)), P(C,,) nin Laplacian enerjisi, n = 3

ve n = p™ olmak lizere
LE(P(Cy) =2(n—1)
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|Cn] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Laplacian spkctrumu {0, n, n,...,n} dir.

n—-1

Ayrica
s=202n—4—1) =2 pcicjenly =n@2n—n—1) = n(n—1)
olupi =23,...,ni¢in

[y (PCD)| = [r2(PC))| =... = |y (P(CD))| = 0

olacak bicimdeki y; = y; — % ler
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V1(P(C)) =n—1,7,(P(C) =..= ra(P(C) = 1
dir. O halde Teorem 5.4 ve Lemma 5.3’den

T vE(PC)+nlya (P(C)|lyn(P(Ch)]

>
LE(P(Cw) = (P )+ (P

_ n(n-1)+n(n-1)
- n—-1+1

=2(n—1)

olarak elde edilir.

Ornek

Sekil 5.1. P(Z7,) power grafi
Z;, carpmmsal devirli grubunun birim eleman: 1 ve iiretecleri 2, 6,7 ve 8 dir. Buna gore

Vl :{1,2,6,7,8}Ve |V1| :»f: 5

ve

Vv, =17, —V; ={3,4,5,9,10}
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olup
3[ 8 -1 -1 -1 0]
4/]-1 8 -1 -1 0
L(P(V))=5|-1 -1 8 -1 0
9/-1 -1 -1 8 0
1000 0 0 0 5

dir. O halde L(P(Z;,)) Laplacian matrisi

L(P(Z;)) =

ve Ozdegerleri
w (P(Z5) = 0,1, (P(Z3)) = 5, us(P(Z3)) = ma(P(Z3y)) = us(P(Z51)) = 9,

(P (Z11)) = ur(P(Z11)) = us(P(Z11)) = po(P(Z11)) = p10(P(Z11)) = 10
dir. Diger taraftan
S = #(Zn - — 1) - 22g+15i<]‘5n ll] = 5(20 —5-— 1) - 2(—6) = 82

olup buradan k = 1,2,..., 7 igin y,.(P(Z11)) = (P (Z11)) — = ler

V1(?(Z;1)) =0- % = —8,2
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v(P(Z) =5-==-32

v3(P(Zi)) = va(P(Z5)) = vs(P(Z5)) =9 - % =0,8

ve(P(Z1)) = v7(P(Zi1)) =... = v10(P(Z3,)) =10 - = = 1,8
bulunur. O halde P(Z;,)’in Laplacian enerjisi

LE(P(Z1)) = Tililvu(P(Z1D)| = 22,8

dir. Ayrica

d(vy) = d(v,) = d(ve) = d(vy) = d(vg) = 9

d(v5) = d(v,) = d(vs) = d(ve) = 8,d(vy,) = 5

ve buradan

S+Z?=1(d(vi)_%)2 :82"‘5(9—%)2+4<8—%)2+(5_%)2

=82+3,2+0,16 + 10,24 = 95,6

dir. Bu durumda P(Z7;)’1in Laplacian enerjisi i¢in verilen sinirlart yukaridaki degerler

yardimu ile hesaplarsak Laplacian enerji i¢in agsagidaki sinir tablosunu elde ederiz.

Cizelge 5.1. P(Z1,) 1n Laplacian enerjisi i¢in sinirlar

LE(P(Z;))) = 22,8 Teorem5.1 | Teorem5.2 | Teorem5.3 | Teorem 5.4

Alt sinir 9,777 — 19,1824 17,9111
Ust sinir 30,919 24,1762 — —
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Ornek

—i

P(X)

Sekil 5.2. P(X) power grafi

X ={-1,1,—i,i} = (i) carpimsal devirli grubunun birim eleman1 1 ve iiretegleri —i ve i

dir. Buna gore

v, ={1,-i,i}ve|V;|=¢=3
Ve

V,=X-V,={-1}

olup

L(P(V)) =3

dir. O halde L( (X)) Laplacian matrisi

3 -1 -1 -1
1 3 -1 -1
WP =1 1 5
1 -1 -1 3

ve 0zdegerleri
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u(POO) = 0,u:(PO) = u3(P)) = wa(PX)) = 4

dir. Diger taraftan

s=4@n—4—-1) = 2Yp15i<jsn lij =3(8 -3 —-1) —2(0) = 12
olup buradan k = 1,2,3,4 igin y, (P (X)) = (P (X)) — % ler
r(PX))=0-==-3

12(P0) = y3(PUD) =1 (PO) =4~ =1

bulunur. O halde P (X)’in Laplacian enerjisi

LE(P(X)) = Zi=a|ru(PCO)| = 6

dir. Bu durumda P (X)’in Laplacian enerjisi i¢in verilen sinirlar1 bularak asagidaki sinir

tablosunu elde ederiz.

Cizelge 5.2. P(X)’in Laplacian enerjisi i¢in sinirlar

LE(P(X)) =6 Sonug 5.1 Sonug 5.2 Sonug 5.3 Sonug 5.4

Alt siir 3,4641 — 5,7257 6
Ust sinir 6,9282 6 — —
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6. SONLU DEVIRLI GRUPLARIN VE SONLU DIiHEDRAL
GRUPLARIN POWER GRAFLARININ DISTANCE ENERJILERI
VE EN BUYUK DISTANCE OZDEGERLERI iCiN SINIRLAR

Bu boéliimde oncelikle sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin
distance enerjileri i¢in alt ve iist sinirlar elde edilmistir. Daha sonra grup yapisi yardimi ile
devirli gruplarin  ve dihedral gruplarin power graflarimin distance enerjileri
karsilastirilmistir. Ayrica devirli gruplarin ve dihedral gruplarin power graflarinin en

biiyiik 6zdegerleri i¢in sinirlar elde edilmistir.

Bolim boyunca C,, devirli grubunun birim elemaninin ve iireteclerinin olusturdugu kiime
V,, geri kalan noktalarinin olusturdugu kiime V, ile gosterilecek ve |V;| = £ alinacaktir.

Bolim 3 de verildigi tizere P (C,,) power grafinin distance enerjisi,

DE(P(C)) = Biea|0:(P(C)]

seklinde tanimli olup burada i=1,2,...,n igin 6i(?(Cn)) ler P(C,) nin distance
ozdegerleridir. Diger taraftan dihedral grup D,, = (a, b), 2n —inci mertebeden bir grup
olup o(a) = n oldugundan C, = (a) devirli grubu D,, nin n —inci mertebeden bir alt
grubudur. Dolayisiyla P(C,,) power grafi P(D,,) nin baglantili bir alt grafidir. Ayrica

P(D,,) power grafinin distance enerjisi;

DE(P(D2n)) = X24|0:(P(D21))|

seklinde tanimli olup burada i= 1,2,...,2n i¢in ai(P(DZn)) ler P(D,,) nin distance

0zdegerleridir.
6.1. Sonlu Devirli Gruplarin Power Graflarinin Distance Enerjileri i¢cin Simirlar

6.1.1. Lemma

P(C,), Cy, devirli grubunun power grafi, D(?(Cn)), P(C,,) nin distance matrisi ve n > 3

olmak uzere
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Yiz1 ai(P(Cn)) =0
Z?zlaiz(f]?(Cn)) =f2n—¢—-1)+ 22€+1si<and(vi'vj)2

dir. Burada i,j =1,2,...,n ve i #j icin d(v;,v;) ler v; ve v; noktalarn arasindaki

uzakliktir.

Ispat

[z’ in tanimidan

Y1 0:(P(Cy) = tr[D(P(C)] = 0

dir. Diger taraftan

A1 A1z z
——t ——t—
, Jexe — Lexe Jex(n—eo)
D2(P(Cy)) = ™ Az

Jin—e)xe D(? (VZ))(n—{’)X(n—f)

_ < At + Ay Andg + A12A22>
A21A11 + A22A21 A%Z + A21A12

dir. Bu durumda
it 02 (P(C)) = tr [DA(P(C))] = tr(AF) + tr(AszAzy) + tr(A3) + tr(Az )
=0 —1)+L(n— &) +£(n— &) + tr[D?(P (V)]

olup

tr[DZ(P(Vz))] = Yites1 Z;'l=£’+1 d(virvj)z = 2 Ypy1si<jsn d(vi' Vj)z

J#i
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oldugundan

Ny 0F(P(C) = €2n — £ = 1) + 2 Leszicjzn d(vi ;)

bulunur.

6.1.2. Lemma

P(C,), C,, devirli grubunun power grafi, n > 3 ve n = p™ olmak tizere
107 (P(C)) =n(n—1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat

|C,] = p™ oldugundan C, devirli grubunun power grafi bir tam graftir. Dolayisiyla

D? (P(Cn)) matrisinin esas kosegen iizerindeki elemanlar1 n — 1 dir. Buna gore
L1 07(P(C) = er[D*(P(C)] = n(n — 1)

olarak elde edilir.

6.1.1. Teorem

P(Cp), Cn devirli grubunun power grafi, DE(P(C,)), P(C,) nin distance enerjisi ve

n > 3 olmak tlizere

\/{’(Zn — 2= 1)+ 2% 1<icj<n d(vi, v,-)2 < DE(P(C)

ve
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2
DE(P(Cy) < Jne(Zn — 2= 1)+ 2nY41<icjen d(vi,v))
dir.
fspat

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 6.1.1°den
DE(P(C,)) = (Sa]i(P(C))])° < n Xy 92(P(C)
=n [f(Zn —f— 1) +2 Zt’+1si<jsn d(vi, Uj)z]

olup

DE(P(C) < Jn#(Zn —2—1)+2nY41<icjen d(vi, vj)z
bulunur. Diger taraftan

DEX(P(C) = (Ta]0(P(C)])” = Ty 02(P(C))

ve Lemma 6.1.1°den

2
=£(2n — £ — 1) + 2 ¥ ps1<icjen d(vi, 1))

olup

DE(P(C) = \/{(Zn —2—=1)+ 23 415i<jzn d(vy) vj)z

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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6.1.1. Sonug

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, DE(iP(Cn)), P(C,) nin distance enerjisi, n = 3

ve n = p™ olmak iizere

Jnn—1) < DE(P(C)) <nvn—1
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fspat

|C,] = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup Lemma 6.1.2 ve Cauchy-Schwarz

esitsizliginden

DE(P(C)) = (Za|0:(P(C)])” < n Ty 07(P(C)) = n2(n— 1)
ve buradan

DE(P(Cy)) <mn—1

bulunur. Diger taraftan Lemma 6.1.2°den

DEL(P(C,)) = (Ey]0:(PC))])’ = Ty 02(P(C)) = n(n — 1)
ve buradan

DE(P(C,)) = n(n—1)

olarak elde edilir.
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6.1.2. Teorem

P(Cp), Cp devirli grubunun power grafi, DE(P(C,)), P(C,) nin distance enerjisi ve

n = 3 olmak tizere

DE(P(C,)) < 0, + J (n—D[e@n—£-1)+2Teziciend(vi ;) — 0]

dir.

Ispat

Distance enerjinin tanimimdan

DE(P(Cp)) — 01 = X1,|0:(P(C)|

olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 6.1.1°den

(DE(P(C) — 8:)" = (B]ai(PE))])° < (n— D B, 02(P(C)
< (- DXL, 07 (P(C) - 37)
=(n-D[e@n—£-1) +2 Tz d(vov)” - 0]

bulunur. Dolayisiyla

DE(P(C,)) < 0y + J (n—1)[e@2n— £ 1) + 2 Nesrcicjand(vev)” - 02

elde edilir.
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6.1.2. Sonug

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, DE(iP(Cn)), P(C,) nin distance enerjisi, n = 3

ve n = p™ olmak iizere
DE(P(Cy)) =2(n—1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fspat
|C,] = p™ oldugundan P(C,,) tam graf olup distance spektrumu {n -1,-1,-1,..., —1}
n—-1

dir. Distance enerjinin tanimindan

(DE(PCD) - 1) = (Tila(PC)])

olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve tam grafin distance spektrumundan
(ZLo|a:(PC)])’ = (v — D B, 07 (P(C)

dir. Bu durumda

(DE(P(CY) - 81) =(n — 1) X1, 07 (P(C))

ve Lemma 6.1.2°den

= (- Dn@n-1) - (n-1)?]

= (n—1)?

bulunur. Dolayisiyla
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DE(P(Cy)) — 0, = DE(P(C)) —(n—1) =n—-1
ve buradan

DE(P(Cy)) =2(n—1)

olarak elde edilir.

6.1.3. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, DE(P(C,)), P(C,) nin distance enerjisi ve

n = 3 olmak lizere

DE(P(C,)) = J#(Zn — = 1) + 2 p1ciciend(vi )" + (0 — 1)|detD(?(Cn))|%
dir.
Ispat
Distance enerjinin tanimindan
DE(P(CY)’ = (Talai(PE)])’
= Y11 07 (P(C)) + 2 L1sicjzn| 9:(P(C))]|0;(P(C)|
olup Lemma 6.1.1°den
= 22N — £ —1) + 2 X pe1cicjen AV 1)) + Tins|0:(PCD)]|0,(P(C))] (6.1)

dir. Negatif olmayan sayilarin geometrik ortalamasi, aritmetik ortalamasindan kiigiik veya

esit oldugundan
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—— %120 (P8, (P(C)] = (Tixj]0:(P )10 (P (C)) )

n(n-1)

= (Mo (e 7)™

=T |0:(PCO)|" (6.2)
dir. Diger taraftan
e (@) = |detD(P(C)| (6.3)

dir. O halde Es. 6.1, Es. 6.2 ve Es. 6.3’den

z
DE(P(C,)) = J#(Zn — = 1) + 2 ps1ciciend(vi ;)" + n(n — 1)|detD(P(C))|"
olarak elde edilir.
6.1.3. Sonug

P(Cy), C, devirli grubunun power grafi, DE(P(C,)), P(C,) nin distance enerjisi, n > 3

ve n = p™ olmak iizere

DS(?(Cn)) > Jn(n -1) [1 +(n - 1)%]

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.

fSpat
|Cn| = p™ oldugundan P(C,) tam graf olup distance spectrumu {n -1,-1,-1,..., —1}
n-—1

dir. Teorem 6.1.3 ve Lemma 6.1.2’den
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DE(P(Cy))” = Ty 97 (P(CR)) +nln — 1)|detD(?(cn))|%

= n(n—1) +n(n - D[(n - (=)™

=nn-1) [1 +(n - 1)%]

ve buradan

DE(P(Cy)) = Jn(n -1+ (- 1)%]
bulunur.

6.1.4. Teorem

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, |9;| = [0,] =...>10,] =0 olmak iizere

01,04, ...,0,, D(P(C,)) distance matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak iizere

2
f(zn—f—1)+22{+15i<j5n d(Ui,Uj) +n|61||6n|
[01]+]0n]

DE(P(C,)) =

dir.

fspat

C,, devirli bir grup ve n = 3 oldugundan P(C,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla D(:P(Cn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Simdi i = 1,2,...,n

icin |0,| = |9;| = |9,| alalim. Bu durumda
(1911 =19;D(0;] = |0x1) = 0O (6.4)

dir. Diger taraftan
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(10,1 = 10:DU8:] = 18,1) = 18:1(181] + 18, ]) — (87 + 1941185 1) (6.5)

dir. Bu durumda Es. 6.4 ve Es. 6.5’den

1011011 +10,1) = 97 + 104110,

dir. 1 < i < n olmak {izere her i degeri i¢in bu islem yapilirsa

(1011 +1021+... +18,D(101] + 10,1) = (87 + 03 +...+07) + n|94110,|

ve buradan

Y 07+41|04]104]
181141871

DE(P(C,)) =

ve Lemma 6.1.1°den

2
f(zn—f—1)+22{+15i<j5n d(Ui,Uj) +n|61||6n|
[0]+[0n]

DE(P(C,)) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

6.1.4. Sonug

P(C,), C, devirli grubunun power grafi, DE(?(Cn)), P(C,) nin distance enerjisi, n = 3

ve n = p™ olmak iizere
DE(P(Cy)) =2(n—1)

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
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fspat
|Cn] = p™ oldugundan P(C,,) tam graf olup distance spektrumu {n -1,-1,-1,..., —1}
n—-1

dir.i =2,3,...,nigin

1011 = [0;] = 102] =...= |0y]

oldugundan

(1011 = 19;D (0] = 19,1) = 0

dir. O halde Teorem 6.1.4 ve Lemma 6.1.2'den

2
?:1 ai +1/01||0,]

DE(P(C,)) = : EAFEN

_ n(n-1)+n(n-1)
- 1+n-1

=2(n—1)

olarak elde edilir.

Ornek

P(Z3)

Sekil 6.1. P(Z3) power grafi
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7 carpimsal devirli grubunun birim elemani 1 ve iiretecleri 3 ve 5 dir. Buna gore
v, ={1,3,5}ve |V, =¢=3

ve

Vo, =75 -V, =1{2,4,6}

olup

200 1 2
D(P(VZ))=TL[1 0 2]

6l2 2 0

dir. O halde D(P(Z3)) distance matrisi

. Jax3 — I3x3 Jaxs
73(?(27)) = ( J3x3 D(:P(VZ))3X3> -

S N = Y )
N e
N < T = S Y

N R O R R R
N O R R R R
O NN R R, R

ve dzdegerleri

0,(P(Z3)) = 5,7565, d,(P(Z3)) = —0,3628,

03 (P(Z5)) = 8,(P(Z3)) = 85(P(Z3)) = —1, 9¢(P(Z3)) = —2,3937
olarak elde edilir. Buna gore P (Z3) 1n distance enerjisi

DE(P(Z3)) = ¥e_4|0:(P(Z3))| = 11,513

dir. Diger taraftan
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22n—£€—1) 4+ 2 Y p11cicjen d(vi, vj)z =3(12-3-1)+2(1+4+4) =42

dir. Bu durumda P(Z3)’in distance enerjisi i¢in verilen simirlar1 yukaridaki degerler

yardimu ile hesaplarsak distance enerji i¢in asagidaki sinir tablosunu elde ederiz.

Cizelge 6.1. P(Z3)“n distance enerjisi i¢in sinirlar

DE(P(Z3)) = 11,513 | Teorem6.1.1 | Teorem 6.1.2 | Teorem 6.1.3 | Teorem 6.1.4

Alt smir 6,4807 — 9,659 8,9112
Ust sinir 15,8745 12,4133 — —
Ornek
i
~ g
3
7
P(EL,)

Sekil 6.2. P(Z3,) power grafi

Z;, = {1,3,7,9} carpimsal devirli grubunun birim elemam 1 ve iiretegleri 3 ve 7 dir. Buna

gore

Vl ={i,§,7}VE|V1| :f: 3

Vo= Zio -V = {(5}
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olup D(P(Z3,)) distance matrisi

0111

i 1 011
D(P(Zm)) = 110 1
1110

ve dzdegerleri 01(P(Z3y)) = 3,0,(P(Z}y)) = 05(P(Z3y)) = 0,(P(Z;y)) = —1 dir. O

halde P(Z1,) 1n distance enerjisi

DE(P(Z3p)) = Tia|0:(P(Z50))| = 6

bulunur. Bu durumda P(Zj,)’ m distance enerjisi i¢in verilen sinirlar1 hesaplayarak

distance enerji i¢in asagidaki sinir tablosunu elde ederiz.

Cizelge 6.2. P(Z1,) 1n distance enerjisi i¢in sinirlar

DS(?(Z’{O)) =6 Sonug 6.1.1 Sonu¢ 6.1.2 | Sonug¢ 6.1.3 | Sonug 6.1.4
Alt smir 3,4641 — 5,7257 6
Ust siir 6,9282 6 — —

6.2. Sonlu Dihedral Gruplarin Power Graflarimin Distance Enerjileri i¢in Sinirlar
6.2.1. Lemma

P(Dyn), Day dihedral grubunun power grafi, D(P(Ds,,)), P(D;y,) nin distance matrisi ve

n > 3 olmak tlizere
21221 ai(?(DZn)) =0

2
2 07 (P(Dap)) = 2n(6n = 5) + £(2n — £ — 1) + 2 Tpr1<icjsn (Vi v))
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dir. Burada i = 1,2,...,2n icin 9; ler D(P(D,,)) distance matrisinin dzdegerleridir.
fspat

[z’in tanimindan

Y21 9;(P(Dyn)) = tr[D(P(D2n))] = 0

dir. Simdi

D(P(C)) M, >2

D2(P(Dyyp)) = ( e 20 -1

matrisini g6z 6niine alalim. Burada I birim matris, J tiim elemanlar1 bir olan matris ve

1 1
2 2 - 2

M, = )
2 2 - 2

dir. Bu durumda

S, 07(P(Don) = tr[D?(P(Do)] = tr [DX(P(C))] + er[MaM7] + tr[My M, ]
+tr[4(J — D?]

olup Lemma 6.1.1°den

=02n—€—1) + 2 Ypi1<i<jen d(vi,vj)z +4n? —3n+4n? - 3n + 4(n® —n)

= {’(Zn —{— 1) + 22g+15i<]‘5n d(Ui,Uj)Z + 2n(6n - 5)

bulunur.
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6.2.1. Teorem

P(Dyn), Dyp dihedral grubunun power grafi, DE(P (D)), P(D,y,) nin distance enerjisi

ve n > 3 olmak tlizere

J 2n(6n —5) + #(2n — € — 1) + 2 L pr1<icjcn (Vi) vj)z < DE(P(Dyn))

ve

DE(P(Dyy)) < \/Zn [2n(6n —5)+22n—t -1 +2Y1<icj<nd(vi, vj)z]

dir.
fspat

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 6.2.1’den
DEX(P(Dzn)) = (Z2410:(PD2))” < 20 T 03 (P (D))
2
=2n [2n(6n —=5)+€@2n—L—1)+ 2 ¥p11<i<j<n d(vl-,vj) ]

olup

2
DE(P(D,y)) < J 2n [2n(6n —5) +£2n—£—1) + 2 pr1zicien d(vi, V) ]
bulunur. Diger taraftan

DEX(P(Dyn)) = (374]0:(P(D2)])° = T2 02(P(Dy)

olup Lemma 6.2.1’den
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= 2n(6n - 5) + €(2n —{— 1) + 22€+15i<j5n d(Ui, Uj)z

ve buradan

2
\/ 2n(6n —5) +€2n — € — 1) + 2 ¥ p1cicjen d(vi, v;)” < DE(P(Dyy))
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
6.2.1. Sonug

Cn = {a), Doy = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P(D;y)), P(Dzy) Nin

distance enerjisi ve n > 3 olmak lizere

\/% \/ 2n2(6n — 5) + DE2(P(Cy)) < DE(P(Dqy)) < J4n2 (6n —5) + 2nDEZ(P(C,))
dir.

fspat

Teorem 6.1.1°den

DEX(P(Cy)) = €(2n — £ — 1) + 2 X pr1zicjzn d(vy, 1) (6.6)
ve Teorem 6.2.1°den

DE(P(Dzn)) < 2n[2n(6n — 5) + £(2n — £ — 1) + 2 Rpacicjen d(vs v,-)z] (6.7)
dir. Es. 6.6 ve Es. 6.7°den

DE(P(D2n)) < 2n[2n(6n —5) + DEX(P(C,))]
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ve buradan

DE(P(Dyp)) < J 2n[2n(6n — 5) + DE2(P(C)]

bulunur. Diger taraftan Teorem 6.1.1°den

DEX(P(C,)) < n(@n—£—1) + 2n Y pp1ciciend(vi 1)) (6.8)
ve Teorem 6.2.1°den

DEX(P(Dyy)) = 2n(6n — 5) + £(2n — £ — 1) + 2 X psacicjend(vi, 1)’ (6.9)
dir. Es. 6.8 ve Es. 6.9°dan

DEX(P(Dyy)) = 2n(6n —5) + —Dsz(i(cn))

ve buradan

DE(P(Dyp)) = \/iﬁ \/ 2n2(6n — 5) + DE(P(Cy))
bulunur.

6.2.2. Sonug

Cn = {a), Dy = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P(Dy,)), P(Dz,) Nin

distance enerjisi, n > 3 ve n = p™ olmak iizere

Jn(13n — 11) < DE(P(D;y)) < nv26n — 22

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
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fspat

Teorem 6.2.1, Lemma 6.1.1°’den

DE2(P(Dyy,)) < 21 [2n(6n —5)+4@2n—2—-1)+2Yp1cicjen d(vi, Vj)z]
= 2n[2n(6n —5) + X, 82 (P(C)]

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 6.1.2” den

= 2n[2n(6n —5) + n(n — 1)]

= 2n[13n? — 11n]

ve buradan

DE(P(Dyy)) < nv26n — 22

bulunur. Diger taraftan Teorem 6.2.1, Lemma 6.1.1°den

DE?(P(Dzn)) = 2n(6n—5) + £2n— £ — 1) + 2 Y p1cicjen d(vi, Vj)z
= 2n(6n — 5) + Xi, 07 (P(C)

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 6.1.2’den

=2n(6n—-5)+nn—1)

=13n% — 11n

olup buradan
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DE(P(D2y)) = /n(13n — 11)
bulunur.

6.2.2. Teorem

P(Dyp), Dy, dihedral grubunun power grafi, DS(SD(DZn)), P (D) nin distance enerjisi

ve n > 3 olmak lizere

2n—-1[2n(6n—-5)+¢2n—-4¢-1)
DE(P(Dyy)) < 04 + ,
+2 Zt’+1si<jsn d(vi'vj) - a12]

dir.
Ispat
Distance enerjinin tanimindan
DE(P(Dzn)) = 01(P(D2n)) = X%|0:(P(D20)))|
olup Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 6.2.1°den
(DE(P@20) - 0, (PD20)) = (Ti2ef0u(P D))
< 2n— 1) 3¥, 02(P(Dz2n))
= (2n - 1D)(Z 07 (P(D2n)) — 07)
= (2n - 1) [2n(6n — 5) + £(2n — £ — 1) + 2 L ps1cicjen (v, v;)” — 03]

bulunur. Dolayisiyla
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2n—-1[2n(6n—-5) +¢2n—4¢—-1)
DE(P(Dyp)) < 0y + ,
+2 Z€+1si<j5n d(vi: Vj) - a12]

dir. Boylece ispat tamamlanir.
6.2.3. Sonug

Cp ={(a), Dn = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P (D)), P(Dyy) nin

distance enerjisi ve n > 3 olmak iizere

DE(P(Dzn)) < 0,(P(Dyn)) + J (2n — 1)[2n(6n — 5) + DE2(P(C,)) — 82(P(Dan))]
dir.
fspat

Teorem 6.1.1’den
2
De? (P(Cn)) 2t(@2n—4—-1)+ 2% 11<icjsn d(vi, Uj)

ve Teorem 6.2.2°den
(DE(?(DZn)) - 61(?’(D2n)))2 < (2n-1)[2n(6n—"5) +£2n—£—1)

+2 Ypr1si<jsn d(vi, Uj)z — 03 (P(Do))]

dir. Bu durumda

(DE(P(D2n)) - 0, (7>(D2n)))2 < (2n— 1)[2n(6n — 5) + DE2(P(C,)) — 92(P(Da))]
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ve buradan

DE(P(Dyn)) < 0, (P(Dap)) + \/ (2n — 1)[2n(6n — 5) + DE2(P(C,)) — 02(P(Dan))]
bulunur.
6.2.4. Sonug

C, ={(a), Dn = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P (D)), P(Dyy) nin

distance enerjisi, n = 3 ve n = p™ olmak tizere

DE(P(Dzn)) < 0,(P(D3n)) + \/ (2n - 1)[n(13n - 11) — 02(P(D2n))]
dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fspat

Teorem 6.2.2, Lemma 6.1.1°den
(DE(?(DZn)) — 61(73(D2n)))2 <(@2n-1D[2n(6n—5)+£2n—-£—1)

+2 Y pr1sicjsn d(vi, Vj)z — 32(P(Dy))]
= (2n—1D[2n(6n —5) + T, 07 (P(Cy)) — 02(P(D2))]
dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,) tam graftir. Buna gére Lemma 6.1.2°den
= (2n—1[2n(6n —5) + n(n — 1) — 0Z(P(D,n))]

ve buradan
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DE(P(Dzn)) < 0,(P(Dyn)) + \/ (2n — 1)[n(13n - 11) — 02(P(D2n))]

bulunur.

6.2.3. Teorem

P(Dyp), Dy, dihedral grubunun power grafi, |61(1P(D2n))| > |62 (?(DZn))| >, >
|021(P(D2,))| = 0 olmak iizere 01 (P(D3r)), 82(P(D2n)), ..., 020 (P(D21)), D(P (D))

distance matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak iizere

2n—t-1)+2Yp41<icj<n d(vi,vj)z+2n(|61(?(D2n))| |820 (P (D21))|+6m-5)
|01(P(D27)[+]02n (P(D2n)|

DE(P(Dyy)) =

dir.
fspat

D,,, dihedral grup ve n = 3 oldugundan P(D,,) power grafi en az iki kenara sahiptir.
Dolayisiyla D(P (DZn)) nin sifirdan farkli en az bir 6zdegeri vardir. Simdi i = 1,2,...,2n

igin
101(P(D2))| = [0:(P (D2n))| = 020 (P (D20)))]

alalim. Bu durumda

(10:(PD2n))] = 18:(P D2n)) ) (|0: (P (D2n))| = |02 (P (D2n))]) = 0 (6.10)

dir. Diger taraftan gosterim acisindan kolaylik olmast amaci ile i = 1,2,...,2n igin

90;(P(D3y)) leri 9; seklinde alacak olursak

(1041 = 10:D10:] = 1820]) = 19:1(191] + 1025 ]) — (87 + 19411820 ]) (6.11)
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dir. Bu durumda Es. 6.10 ve Es. 6.11’den

10:1(101] + 1020]) = 07 + 10111024

dir. 1 < i < 2n olmak iizere her i degeri igin bu islem yapilirsa

(1011 + 1021+... +102,D(101] + [025]) = (87 + 05 +... +03,) + 2101 |0;0]
ve buradan

2:1 ai2'|'2"'l|61||32n|

2
DS(?(DZn)) = [91]+102nl

ve Lemma 6.2.1°den

2
22n—f-1)+2 Z€+1si<jsn d(vi,vj) +2n(]01]|02p|+6n-5)
[01]+102nl

DE(P(Dyp)) =

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

6.2.5. Sonug

Cp, ={(a), Dy, ={(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, |8;(P(D.))|=
102(P(D2)| =2 |020(P(D2))| = 0 olmak iizere 9, (P(D2n)), 92(P(D2n))s-..

E)Zn(? (DZn)), D(? (DZn)) distance matrisinin 6zdegerleri ve n > 3 olmak tlizere

DE2(P(Cp))+2n2%(|01(P(D21))||820 (P (D21))| +6m-5)
n(lal(?(DZH))l+|62n(P(D2n))|)

DE(P(Dyp)) =

dir.
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fspat

Teorem 6.1.1°’den

DEX(P(C,)) < nb(2n — £ — 1) + 20 Y psrcicjen d(vi,v;)° (6.12)
ve Teorem 6.2.3’den

2
2(2n—£-1)+2 Z€+1si<jsn d(vi,vj) +2n(]01]|02|+6n-5)
[01]+|02nl

DE(P(Dyp)) = (6.13)

dir. Es. 6.12 ve Es. 6.13’den

DE?(P(Cn))+2n%(181|18 20| +61-5)
n(|01]+[92nl)

DE(P(Dyy)) =

bulunur.
6.2.6. Sonug

Cp, ={(a), Dy, ={(a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, |8;(P(D.))|=
102(P(D2))| = = |020(P(D2))| = 0 olmak iizere 9, (P(D2n)), 92(P(D2n))s-..

020 (P(D21)), D(P(Dyy)) distance matrisinin dzdegerleri, n > 3 ve n = p™ olmak iizere

n[13n-11+2|91(P(D21))||02n(P(D21))|]
|01(P(D21))|+]02n (P(D2n)))|

DE(P(Dyn)) =

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fSpat
Teorem 6.2.3 ve Lemma 6.1.1°den

2
L2n—t-1)+2 Y p41<icjen (v v;) +2n(101]|02n|+6n-5)

DE(P(Dzn)) 2 1011+12n]
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3 07(P(Cp))+2n(]1011020]+6n-5)
181]+182n]

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 6.1.2’den

_ n(13n-11)+2n01]|92x|
[01]+192n]

olup buradan

n[13n-11+2|81]|92x]
[01]+]02nl

DE(P(Dyy)) =

bulunur.

6.2.4. Teorem

P(Dyn), Dyp dihedral grubunun power grafi, DE(P (D)), P(D,y,) nin distance enerjisi

ve n > 3 olmak lizere

27’1(671 - 5) + {’(Zn —f— 1) +2 Zf+1$i<j$n d(vi, Uj)z
DE(P(Dyp)) = )
+2n(2n — 1)|detD(P(D,n))|"

dir.

Ispat

Distance enerjinin tanimindan
DE(P(D;n))” = (Z24]0:(P(D2))])’

=22 02 (P(D2n)) + 2 T1cicjcan| 0:(P(D2))||0;(P (D)
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olup Lemma 6.2.1’den
= 2n(6n - 5) + f(Zn —f— 1) +2 Z£’+1si<jsn d(vi, Uj)z

+ Xi2j|0:(P(D2))]]0;(P(D2))| (6.14)

dir. Negatif olmayan sayilarin geometrik ortalamasi, aritmetik ortalamasindan kii¢iik veya

esit oldugundan

———3i[0:.(PD2))||8;(PD2))| = (i1 0: (P (D20))] |0 (P (D2)) | ) 77D

2n(2n-1)

1
2(2n—1))m

= (I122,|0:(P (D20))|

1
= [1721]9:(P (D20))|" (6.15)
dir. Diger taraftan
2410:(P(D2))| = |detD(P (Dyn))| (6.16)

dir. O halde Es. 6.14, Es. 6.15 ve Es. 6.16°dan

27’1(67’1 - 5) + 1?(2n —f— 1) +2 Zf+15i<j5n d(vi, Uj)z
DE(P(Dyp)) = )
+2n(2n — 1)|detD(P(D,n))|"

olarak elde edilir.
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6.2.7. Sonug

Cn = {a), Doy = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P(Dyy)), P(D2,) Nin

distance enerjisi ve n > 3 olmak lizere

DE(P(Dyp)) = Jiﬁ J 2n2 [6n -5+ (2n- 1)|detD(iP(D2n))|%] +DE2(P(C,))

dir.

fspat

Teorem 6.1.1°den

DEX(P(Cy)) < nb(2n — £ — 1) + 2n Y psrzicjen d(vi,vy)°
ve Teorem 6.2.4’den

DEX(P(Dyy)) = 2n(6n — 5) + £(2n — £ — 1) + 2 Y psrcicjend(vi, 1)’

+2n(2n — 1)|detD(?(D2n))|%

dir. Bu durumda

+2n(2n — 1)|det7.)(?(D2n))|%

DEX(P(Dyy)) = 2n(6n —5) + —Dsz(i(cn))

ve buradan

DE(P(Dyy)) = viﬁ J 2n? [6n -5+ (@2n- 1)|det7_)(P(D2n))|%] +DE2(P(C,))
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bulunur.
6.2.8. Sonug

Cn = {a), Dy = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P(D;y)), P(Dz,) Nin

distance enerjisi, n > 3 ve n = p™ olmak tizere

DE(P(Dyy)) = \/n [1371 — 11+ (4n — 2)|detD(?(D2n))|%]

dir. Burada p bir asal say1 ve m € Z* dir.
fspat

Teorem 6.2.4, Lemma 6.1.1’den
DEX(P(Dyy)) = 2n(6n — 5) + £(2n — £ — 1) + 2 X psrcicjend(vi, 1)’

+2n(2n — 1)|detD(1P(D2n))|%

1

=2n(6n —5) + X, 82 (P(Cy) + 2n(2n — 1)|detD(P (D)) |"

dir. |C,| = p™ oldugundan P(C,,) tam graftir. Buna gére Lemma 6.1.2’den

= 2n(6n —5) + n(n — 1) + 2n(2n — 1)|detD(?(D2n))|%

ve buradan

DE(P(Dyy)) = \/n [13n — 11+ (4n — 2)|detD(?(D2n))|%]
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bulunur.

Ornek

P(D,.)

Sekil 6.3. P(D;,) power grafi

P(D,,) power grafinin distance matrisi

D(P(Dyy)) =

e Y )
N NN DNNDNR R B 2B O R
NN DNNDNNRR RO R R
N NN DNDNDNRDNOG R 1 R
N NN DNDNDNDNOGINR 1 R
NN NDNNDNOONDN R = =
NNDNDNDNOONDNDNDNDN R
NN DNDNONDNDNDNDNDN R
NN DNODNDNDDNDNDNDNDN R
NN O DN DNDNDNDNDNDNDN R
N O NN DNDNDNDNDNIDNIDN R
ONNDNDNDNDNDNNNDN =

olup 6zdegerleri

0,(P(D12)) = 19,2386, 9,(P(D,,)) = —0,3368, 35(P(D,,)) = —0,5584
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0,(P(D12)) = 35(P(Dy2)) = -1

96(P(Dy12)) = 8;(P(Dy12)) = 95(P(Dy12)) = 89(P(D12)) = 810(P(Dy3)) = -2
0,1(P(D12)) = —2,3557, 01, (P(Dy3)) = —3,9875

dir. Buna gére P (Dy,)’nin distance enerjisi

DE(P(D12)) = 2i21|0:(P(D12))| = 38,477

bulunur. Diger taraftan P(D,,) i¢in yukaridaki teoremlerde verilen sinirlar1 hesaplayacak

olursak P (D;,)’nin distance enerjisi i¢in asagidaki tabloyu elde ederiz.

Cizelge 6.3. P(D;,) nin distance enerjisi i¢in sinirlar

DE(P(D,,))=38,477 | Teorem 6.2.1 | Teorem 6.2.2 | Teorem 6.2.3 | Teorem 6.2.4

Alt sinir 20,3469 — 25,121 28,9365
Ust sinir 70,484 41,2076 — —

Ornek

Sekil 4.3 ile verilen P(Dg) power grafinin D (P (D)) distance matrisi

D(P(Dy)) =

(ol e o R S e
N N N PR O -
N N N O kL -
N N O N N -
N O N N N -
S N N N DN -

olup 6zdegerleri

0, (P(Dg)) = 8,2297,0,(P (D)) = —0,6008,95(P(Dg)) = —1
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04(P(Dg)) = 85(P(Dg)) = —2,06(P(Dg)) = —2,6288
bulunur. Buna gore P (Dg) nin distance enerjisi
DE(P(Dy)) = X8_1|0:(P(Ds))| = 16,4593
bulunur. Diger taraftan C5 devirli grubunun P(C; ) power grafi tam graf olup P (Dg) ’nin
alt grafidir. Buna gore P(Dg) igin yukaridaki sonuglarda verilen simnirlar1 hesaplayarak

DE(P (D)) distance enerjisi igin asagidaki tabloyu elde ederiz.

Cizelge 6.4. P(Dg)’nin distance enerjisi igin sinirlar

DE(P(Dy))=16,4593 | Sonug 6.2.2 | Sonug6.2.4 | Sonug6.2.6 | Sonug6.2.8
Alt smir 9,1651 — 12,8717 13,9991
Ust sinir 22,4499 17,2497 — —
6.2.5. Teorem

C, = {(a), Dyn = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, DE(P(C,)) ve DE(P(D,y))

sirast ile P(C,) ve P(D,,) power graflarinin distance enerjileri ve n > 3 olmak {izere
DE(P(C,)) < DE(P(D2n)) < DE(P(CY)) + 4(n— 1) + 2vn(1 + 2vn — 1)

dir.

fSpat

D(?(Cn)), D(?(DZn)) nin temel alt matrisi olup Cauchy karsilagtirma teoreminden
i=1,2,...,ni¢in 0; (P(Cn)) < ai(P(DZn)) dir. Dolayisiyla

DE(P(C,)) < DE(P(Dy))

dir. Diger taraftan
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D(P(Cp)) M, >

D(?(Dm))=( MT o 20-D

_ <D(?(Cn)) 0n> N (on 0 ) N (on Kn) N <0n Ln>

n
On On On 2(] - I)n Kr{ On

seklinde yazabiliriz. Burada

dir. Bir matrisin temel mindrleri ve karakteristik polinomunun katsayilari arasindaki

0, L I i .
iliskiden (L’; O”) matrisinin karakteristik polinomunu
n n

p(x) = x™ — 4n(n — 1)x"2
dir. Dolayisiyla

0 L
Y 9, (L7T1 O”) =4 /n(n—-1)
n n

bul A (0” K")(O” On ) trislerinin dist dzdegerlerini tlak
ulunur. rica y martrisierinin distance ozdacgerierinin mutia
Y Kr{ On On 2(] - I)n £

degerce toplamu siras1 ile 2v/n ve 4(n — 1) dir. Diger taraftan

(D(if“” 8)(8 200 (ki o) o)

simetrik matrislerdir. Bu durumda

DS(?(DZn)) = 21221 ai(?(DZn))



, D(fP(Cn)) On n On On
= Z?:l % ( 0n On) i Zi2=1 0 (On 2(J - I)n>

0, K 0, L
ol o) eema(y o)

= DE(P(Cy) + 4(n—1) + 2vn(1 + 2vn —1)
bulunur. Bdylece ispat tamamlanur.
Ornek

Sekil 6.3 ile verilen P(D;,) power grafinin distance matrisi

D(P(Dyy)) =

S S
NNNDNNNRRR B2 O R
NN DNNDNNRRROR R,
NN DNNNDNRDNOR R -
NN DNNDNNDNOIDNR R =
NNNDNNNODNR R 1
NNNNNONNDNDNDNR
NNNNONDNDNDNDNIDN R
NN N ONDNDDNDNDNIDNNDN R
NN ONDNDDNDNDNDNDDNNDN R
N OO N NDNDNDNDNDNDDNIDN R
O N NNDNDDNDNDDNIDNIDNNDN -

olup 6zdegerleri

0,(P(D12)) = 19,2386, 9,(P(D,,)) = —0,3368, 35(P(D,,)) = —0,5584

0,(P(Dy12)) = 95(P(Dy2)) = -1

06(P(D12)) = 8,(P(D12)) = 0g(P(Dy2)) = 99(P(Dy13)) = 810(P(Dy2)) = -2

141
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611(?(D12)) = —2,3557, 012(?(D12)) = —3,9875
dir. Buna gore P (D;,)’nin distance enerjisi
DE(SD(DQ)) = i1=21|ai(?(D12))| = 38,477

bulunur. Diger taraftan P (Cy) power grafinin distance matrisi

D(P(Cy)) =

O S = O = )
[ e T
[ e T

[SEU G R S S G S G
N O N R R R
O N R R R R

olup 6zdegerleri

0,(P(Ce)) = 5,7565,0,(P(Cs)) = —0,3628,

93(P(Cs)) = 04(P(Ce)) = 35(P(Cs)) = —1,06(P(Cs)) = —2,3937
dir. Buna gore P (Cg) nin distance enerjisi

DE(P(Co)) = Xi_y|0:(P(Co))| = 11,513

bulunur. Bu durumda

DE(P(Ce)) = 11,513 < 38,477 = DE(P(Dy,))

oldugu aciktir. Diger taraftan

DE(P(Cy)) +4(n— 1) + 2/n(1 4+ 2vn — 1) = 58,3202
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olup
DE(P(Dyz)) = 38,477 < 58,3202 = DE(P(Cy)) + 4(n— 1) + 2vn(1 + 2vn— 1)
oldugu goriiliir.

6.3. Sonlu Devirli Gruplarin ve Sonlu Dihedral Gruplarin Power Graflarmmn En
Biiyiik Distance Ozdegerleri I¢in Simirlar

6.3.1. Teorem

P(Cy), Cy, devirli grubunun power grafi, d;(P(Cy,)), D(P(Cy)) nin en bilyiik 6zdegeri ve

n > 3 olmak tizere
0,(P(C)) =n—1 (6.17)

ve

2n—£-3 +J(2n—(2{’+1))2+{’({’+2)
2

0, (P(CY) < (6.18)

dir. Burada ¢, C,, devirli grubunun birim elemaninin ve {irete¢lerinin olusturdugu kiimenin
kardinalitesidir. Ayrica Es. 6.17 ve Es. 6.18°deki esitlik durumlarinin olmasi icin gerek ve
yeter kosul C,, nin mertebesinin bir asalin kuvveti olmasidir.

fSpat

C,, devirli grubunun birim elemaninin ve tireteglerinin olusturdugu kiimeyi

V1 = {vl, Uy, . ..,vg}

ve geri kalan noktalarinin kiimesini

Vo =0Cp— Vi ={Vps1,Vps2,--., Vn}
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ile gosterelim. Bu durumda [V;| = £ ve |V,| = n — £ dir. Ayrica Joup — Ipxe Joxn—r) V€

Jn—p)x¢ matrislerinin herhangi bir satir veya siitundaki elemanlarinin toplami siras: ile

¢ —1,n — ¢ ve ¢ dir. Simdi D(P(C,)) matrisinin 8, (P (C,)) en biiyiik 6zdegerine karsilik

gelen Perron 6zvektori
x = (xg, %0, )7,
ve

X; = min x, ve x; = min x
UkEV]_ UkEVz

alalim. Ozdeger esitliginden
D(P(Cp))x = 0,(P(Cr))x

yazilabilir. Es. 6.19’dan ve Es. 6.20’nin i-inci teriminden

61(?(611))3(:1 = kaevl d(vi, vk)xk + kaeV2 d(vi, vk)xk

Vi #V; Vi #V;

= kaEVl d(vi, Uk)xi + kaeV2 d(vi, Uk)Xj
Vi #V; Vi #V;

=({-Dx;+ (n—1)x;
olup buradan
(0.(P(CY) -2+ 1)x; = (n— O)x;

bulunur. Benzer sekilde Es. 6.19°dan ve Es. 6.20’nin j-inci

in 1d(v;, > 1 esitsizligi 1 k
ng};gévz{ (vj vk)} esitsizliginden yararlanara

01(P(C))xj = Yvrews d(V), vi )Xy + Dvev, d(v), vi ) %

Uki‘l.?j vk;tvj

(6.19)

(6.20)

(6.21)

teriminden ve
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> Yoper, d(V), vie)x; + Lo, d(v), v

vk;tv]- vk;tvj

={¢x; + min {d(vj,vk)}xj

Vj#£VKEV,
=4x;+ (n— £ — 1)x;
olup buradan
(0:(P(C)) - (n— - 1)) x; = #x, (6.22)
bulunur. Es. 6.21 ve Es. 6.22°den
(0:(P(C)) — £ +1) (0,(P(C)) — (n— £ = 1)) xix; — £(n = D)5 = 0
ve buradan
0,(P(C)) =n—1
bulunur. Diger taraftan

X, = min x; Ve X = min x
r 'UkEV]_ k s 'UkEVZ k

alip yukaridaki benzer islemleri uygulayarak ve max {d(vs,v4)} < 2 esitsizliginden
VsFVgEV2

yararlanarak
(0:(P(CY) =2+ 1)x, = (n— )xs (6.23)
ve

(0.(P(C)) —2(n— £ = 1)) x, = x, (6.24)
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bulunur. x, ve x, pozitif olup Es. 6.23 ve Es. 6.24’den

(0:(P(C)) - £+1) (0,(P(C)) —2(n— £ = 1)) — e(n—£) <0

ve buradan

2n—£-3 +J(2n—(2€+1))2+£(€+2)
2

9,(P(Cc) <

elde edilir. Simdi esitlik durumunu inceleyelim. 9, (P(C,)) i¢in Es. 6.17 ve Es. 6.18°deki
esitlikler olsun. O halde

max {d(v;,vx)} = min {d(vj,vy)}

Vj#VEEV; VjFVREV;
olup P(C,) tam graftir. Bu durumda C,, devirli grubunun mertebesi bir asalin kuvvetidir.

Diger taraftan eger C, devirli grubunun mertebesi bir asalin kuvveti ise P (C,,) bir tam graf

olup

max {d(v;,vx)} = min {d(vj,vy)}

Vj#FVEEV; VjFVREV;

dir. Dolayistyla 04 (33 (Cn)) en biiyiik 6zdegeri icin verilen sinirlardaki esitlikler vardir. Bu

da ispat1 tamamlar.
Ornek

Sekil 6.1 ile verilen P(Z;) power grafinin en biiyiik distance O6zdegeri

0,(P(Z3) ) = 5,7565 dir. Bu durumda
n—1=6-1=5<5,7565=0,(P(Z3))

dir. Diger taratan
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2n—€—3+\/(2n—(2€+1))2+{’({’+2) _ 12—3-3+ (12_7)2+3(3+2)

2 2

_ 6+v25+15 V225+15 =6,1622

olup

2n—£—3+\/(2n—(2€+1))2+{’({’+2)
2

= 6,1622 > 5,7565 = 0, (P(Z3))

oldugu goriiliir.

6.3.2. Teorem

Cp = {(a), Dy, = (a,b) dihedral grubunun devirli alt grubu, d,(P(C,)) ve 9;(P(Dsy))

sirast ile P(C,) ve P(D,,) power graflarinin en biiylik distance 6zdegerleri ve n > 3

olmak iizere

01(P(C) < 01(P(Dy) < 01(P(CY)) +Vn+ 2vn—1(Vn+Vn—1)
dir.

Ispat

D(P(Cn)), D(?(DZn)) nin temel alt matrisi olup Cauchy Interlace teoreminden
i=1,2,...,ni¢in 6i(P(Cn)) < ai(P(DZn)) dir. Diger taraftan

D(P(Dzn))=<b(?(cn)) M >

MZ; ZU_I)n

SSORI SRRV

seklinde yazabiliriz. Burada
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1 00 - 0
2 0 0 2 2 2
Mn: 'Kn: : an:
2 2 2 00 0 2 2 2

dir. Bir matrisin temel minodrleri ve karakteristik polinomunun katsayilar1 arasindaki

0, L . . .
iliskiden (LTTl O”) matrisinin karakteristik polinomunu
n n

p(x) = x™ — 4n(n — 1)x"2

dir. Dolayisiyla

0, L
0, (L;L On) =2ynn-1)
n n

0, Kn . - . o :
bulunur. ( KT 0 ) matrisinin en biliyllk distance 0zdegeri +n dir. Ayrica
n n

On n P o PR

<0n 2(] - I)n) matrisinin en biiyiik distance 6zdeger1

a<0n ” )=a(2(/—1))=2(0 (N —0:(D)=2(n—-1)
10, 2(-D, 1 n 1 1

dir. Diger taraftan

(PEGD ) (o (s e (G )

simetrik matrislerdir. Bu durumda

0, (P(Dy)) < 0, (D(?O(ncn)) 8:) +0, (g: 2(]0_” I)n> +0; (22 ’gz)
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= 0,(P(C) +2(n— 1) +Vn+2yn(n—1)
=8,(P(C) +Vn+2vn—1(Vn+Vn—1)
bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Ornek

Sekil 6.3 ile verilen P(D;,) power grafinin distance matrisi

01111111111 1]
101111222222
110111222222
111021222222
111202222222
1111202272222
DPOD)=| 5 5 32202222 2
122222202222
122222220222
122222222022
122222222202
122222222220
olup en biiyiik 6zdegeri

0,(P(D12)) = 19,2386

dir. Diger taraftan P (Cg) power grafinin distance matrisi

D(P(Cy)) =

N e = =)
A =
O Y = T = G Y
mRN O R R R
N ON R R R
ON R B 1R
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olup en biiyiik 6zdegeri
0,(P(Cs)) = 5,7565
dir. Bu durumda
9,(P(Cs)) = 5,7565 < 19,2386 = 9,(P(Dy3))
oldugu aciktir. Diger taraftan
01(P(Ce)) +Vn+ 2vn—1(vn+Vn—1) = 57565 + V6 + 2v/5(v/6 + V5)
= 39,1584
olup
91(P(Dy12)) = 19,2386 < 39,1584 = 9,(P(Ce)) +Vn+ 2vn —1(vVn+Vn—1)

olarak bulunur.
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7. SONUC

Bu calismada spektral graf teorideki temel matris kavramlari, devirli grup ve dihedral grup
yapilar1 goz Oniine alinarak sonlu devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power
graflar1 icin Laplacian matris, distance matris ve bu matrisler yardimiyla da enerji,
Laplacian enerji ve distance enerji kavramlari yeniden tanimlanmigtir. Daha sonra sonlu
devirli gruplarin ve sonlu dihedral gruplarin power graflarinin enerjileri, Laplacian
enerjileri, distance enerjileri ve en biiylik distance 6zdegerleri i¢in siir c¢aligmalari
yapilmistir. Bulunan sinirlardan bazilart degere daha yakin sonuglar vermektedir fakat graf
yapisi degistik¢e sinirlarin yaklagimlart da degiseceginden sinir karsilagtirmasi yapmak her
zaman mimkiin olmayacaktir. Ayrica verilen teoremler ve sonuglardaki sinirlarin esitlik
durumlari, Cauchy-Schwarz esitsizliginin  esitlik durumu g6z Oniine alinarak
incelendiginde verilen pekg¢ok smir i¢in power graflarin 6zdegerlerinin, Laplacian
0zdegerlerinin ve distance 6zdegerlerinin kendi aralarinda esit olmas1 gerektigi goriiliir ki
bu devirli gruplarin ve dihedral gruplarin power graf yapilari i¢in miimkiin degildir. Bu
sebeple s6z konusu teoremler ve sonuglar i¢in sinir degerlerinde sadece esitsizlik durumu
goriilmektedir. Diger taraftan Sonug 4.1.2, Sonug 4.1.4, Sonug 5.2, Sonug 5.4, Sonug 6.1.2
ve Sonug 6.1.4 de verilen sinirlarin degere esit olmasi i¢in sonlu devirli gruplarin power

graflarinin tam olmas: yeterlidir.
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