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SIMGELER VE KISALTMALAR
Bu ¢alismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Zz N = &6

Pozitif tam sayilar kiimesi

Z.
)

Negatif olmayan tam sayilar kiimesi
{hk:k € 7}
{¢%: k € 7}

~
N

P~
<

Zaman skalas1

[leri sigrama operatorii
Geri sigrama operatorii
Delta tiirev operatorii

Nabla tiirev operatorii

T 9 B> a H

Hilbert uzay1

~
~

I¢ carpim
Spektral parametre

b

u(t),v(t) Graniil fonksiyonlari
W.(y, 2) y ve z fonksiyonlarinin Wronskian’1

L* L operatoriiniin adjointi



1. GIRIS

Klasik analizde, bir fonksiyonun tiirev ve integrali reel sayilar kiimesinde veya onun bir

alt araliginda tanimlanir.

1990 yilinda Alman matematik¢iler Bernd Aulbach ve Stefan Hilger tanim kiimesi zaman
skalas1 olarak isimlendirilen fonksiyonlar i¢in tiirev kavramini tanimlamislardir. Bu tiirevi
klasik tiirevden farkli, delta tiirev olarak isimlendirmislerdir. Zaman salas1 T, reel sayilar
kiimesi R nin bos olmayan kapali bir alt kiimesi olarak tanimlanir. Bu analiz T = R
halinde klasik siirekli analizi ve T = Z halinde de klasik diskrit analizi vermektedir.
Calismalardan, genellikle zaman skalasi1 T kiimesi, R ve Z den farklidir. Fonksiyonun
bagli oldugu degisken zamani gosterdiginden T tanim kiimesine zaman skalasi adi

verilmistir.

IIk olarak analizin temel tanimlari verilmis, onemli teoremler 6rneklerle agiklanmustir.
Dinamik denklemin tirettigi operatoriin tanimi yapilip, bu operatoriin selfadjoint ve pozitif
oldugu ispatlanmigtir. Operatoriin Green fonksiyonu tanitilip, Parseval esitligi ifade
edilmistir [8]. Son olarak bir ¢ fonksiyonunun 6zfonksiyonlar cinsinden diizgiin yakinsak

acilimi elde edilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, zaman skalasinin bazi temel tanimlar1 ve onemli teoremleri ifade edildikten
sonra, sonlu zaman skalas1 iizerinde genel siir kosullu 2. mertebeden lineer dinamik

denklemin iirettigi operatdr incelenecektir.

2.1. Analizin Temel Tanimlari

2.1.1. Tanim

H, F cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. (,) : H X H — F fonksiyonu

1. (x+y,2)=(x,2) +(y,2)
2. {(ax,y) = a{x,y) (a €F)

3. (%y)=(y,x)
4, (x,x)=0;{(x,x)=0x=0
sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢arpim fonksiyonu) denir.

Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandigi vektdr uzayina i¢ carpim uzay1 denir.

I¢ carpim uzay1 (H, (, )) veya kisaca H ile gosterilir.

3. sarttaki ¢izgi kompleks eslenigi gosterdigine gore H reel lineer uzay ise yani F = R ise
(x,y) = (y,x) dir [1].

2.1.2. Tanim
H, bir lineer uzay olsun. ||.|| : H = R fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gosterelim.

Bu fonksiyon i¢in

L lixlz0;lxl=0=x=0

2. |lax|l = lalllx|l (a€F)
3. llx+yll < lxll + iyl (Uggen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna H de (veya H iizerinde ) norm denir. Normlu

uzaylar genellikle (H, || ||) ile gosterilir [1].

2.1.3. Tanim

H bir i¢ carpim uzayi ve || || i¢ ¢arpim normu olsun.

dx,y) = llx —yll = vx =y, x - )



olarak tanimlanirsa (H,d) bir metrik uzay olur. I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d

metrigine gore H i¢ carpim uzayi tam ise H ya Hilbert uzayi denir [1].

2.1.4. Tanim

L ve L' aymi bir F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. T: L — L’ operatorii her x,y € L,
a € F igin

Tx+y) =T +T)

ve

T(ax) = aT(x)

sartlarin1 sagliyorsa T ye lineer operator denir [1].

2.1.5. Tanim

L ve L'normlu uzay ve T:L — L' lineer bir operator olsun. Her x € L ve bir K > 0 reel
sayisl i¢in
ITCOIl < Kllx|l

oluyorsa T ye sinirlt lineer operator denir [1].

2.1.6. Tanim

H Hilbert uzay1 ve L bu uzayda lineer operatdr olmak {izere L nin tanim kiimesi D (L)
seklinde gosterilir. C kompleks sayilar kiimesi, X topolojik vektor uzayi, L(X), X de
tanimli lineer operatorlerin uzayi olsun.

L € L(X) ve Ay € Cigin (L — AgD)x = 0 denkleminin x = 0 asikar ¢dziimiinden baska bir
x # 0 ¢oziimii bulunursa, 4o € C sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, bu denklemin her bir

x # 0 ¢oziimiine ise L operatoriiniin Ay 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir [2].

2.1.7. Tanim

E bir vektor uzayi, ¢ E lizerinde reel veya kompleks bir yap1 olsun. &, E {izerindeki
cebirsel i1slemlere gore siirekli bir topoloji,

e X,y icin x + y siirekli fonksiyon



e A, x i¢in Ax siirekli fonksiyon
olmak {izere ¢ vektor uzayi, uygun bir topoloji ile birlikte topolojik vektdr uzayimn

olusturur [10].

2.1.8. Tanim

H Hilbert uzay1 ve L bu uzayda lineer operatér olmak iizere L nin tanim kiimesi D(L), H
Hilbert uzayinda yogun olsun. f € D(L) i¢in
(Lf,9)=A{f,L"g)

esitligini saglayan L™ operatoriine L nin adjoint operatorii denir [2].
2.1.9. Tanim
Eger L = L* ise L ye self-adjoint operator adi verilir [2].

2.1.10. Tanim

L operatoriiniin tanim kiimesi olan D (L) kiimesi D Hilbert uzayinda yogun bir alt kiime
olsun. Eger her f,g € D(L) igin
(Lf.9)=(f,Lg)

oluyorsa L lineer operatoriine simetrik operatdr denir [2].

2.1.11. Tanim

Her sinirli kiimeyi pre-kompakt kiimeye doniistiiren operatdre kompakt operatdr denir [2].

2.1.12. Tanim

H; ve H; Hilbert uzaylari ve L € L(H,,H,) olsun. Her x € Hy,y € H, igin
(Lx,y ) =(x,L"y)
olacak bicimde tanimli siirekli lineer L operatoriine Hilbert — Adjoint ( veya Hermit-

adjoint ) operat6rii adi verilir [2].



2.1.1. Teorem

H bir Hilbert uzay1 ve L:H — H bir kompakt lineer Hilbert-adjoint operatoér olsun. Bu
durumda her x € H i¢in Lx vektorii L operatoriiniin ortonormal 6zvektorleri sistemine gore

yakinsak Fourier serisi seklinde yazilabilir [2].
2.1.13. Tanim

X # {} kompleks normlu bir uzay L: D(L) € X — Y lineer bir operator olsun.A € C olmak

iizere Ry(L) = (L — /’II)_1 operatoriine L nin rezolvent operatorii ya da kisaca rezolventi

denir [2].
2.1.14. Tanim

R; (L) mevcut olmayacak sekilde A kompleks sayilarinin ciimlesine L operatdriiniin diskret

spektrumu ya da nokta spektrumu ad1 verilir [2].
2.1.15. Tanim

Bos olmayan bir X c R alt kiimesi verilsin.

a) Her x € X i¢in x < b olacak sekilde bir b € R sayisi varsa, X kiimesine tistten sinirhidir
denir ve b sayisina da X kiimesinin bir {ist sinir1 denir.

b) Her x € X igin a < x olacak sekilde bir a € R sayisi varsa, X kiimesine alttan sinirhidir
denir ve a sayisina da X kiimesinin bir alt sinir1 denir.

C) X hem alttan hem istten sinirli ise ( yani her x € X i¢in a < x < b olacak sekilde a ve
b sayilar1 varsa ) X e sinirli kiime denir.

d) Her x € X i¢in ve x < M olacak sekilde bir M € X eleman1 varsa, M ye X kiimesinin
maksimal ( veya en biiyiik ) eleman1 denir ve M = max{x: x € X} seklinde gosterilir.

e) Her x € X igin m < x olacak sekilde bir m € X eleman1 varsa, m ye X kiimesinin

minimal ( veya en kiigiik ) eleman1 denir ve m = min{x: x € X} seklinde gosterilir [3].



2.1.16. Tanim

a) X c R alt kiimesi tistten siirli ise B = {b € R : b, X in iist stniridir} kiimesinin tist
siirlarinin en kiigligline X kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 veya supremumu denir ve
supX (veya ekiis X ) ile gosterilir.

b) X c R alt kiimesi alttan sinirli ise A = {a € R : a,X in alt stniridir} kiimesinin alt
smirlarinin en biiyligline X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infumumu denir ve

infX(veya ebas X ) ile gosterilir [3].

2.2. Siirekli Analiz ve Diskrit Analiz

Stirekli analiz tanim kiimesi reel sayilar kiimesi R veya R nin bir araligi olan
fonksiyonlarin analizini (tiirevini, integralini vs. ), diskrit analiz de tanim kiimesi tam
sayilar kiimesi Z veya h > 0 bir reel say1 olmak tizere "h — sayilar" kiimesi

hZ = {hk:k € Z}

olan fonksiyonlarin analizini yapar.

Diger bir diskrit analiz de tanim kiimesi g > 1 bir reel say1 olmak lizere "q — sayilar”
kiimesi

qt ={q": ke Z}

olan fonksiyonlarin analizidir. Belirtelim ki hZ nin elemanlar1 bir aritmetik dizi, g% nin

elemanlar1 da bir geometrik dizi olusturmaktadir [4].

2.3. Zaman Skalasi

2.3.1. Tanim

R reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapali alt kiimesine bir zaman skalasi denir ve T ile
gosterilir. Bu kiime {izerindeki metrik R deki alisilmis metrik olarak alinacaktir.
Yani s, t € T i¢in

d(s,t) = |s —t|

olarak alinacaktir [6].
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Ornek

R,{a},Z [a, b], hZ,[1,4] U {6},[0,1] U [3,4], K, U {0}, N, N, kiimeleri kapal1 kiimelerdir.
Bu kiimeleri zaman skalalarina 6rnek olarak verebiliriz.

Q, (a, b], (a, b) zaman skalas1 olmayan kiimelerdir.

2.3.2. Tanim

T bir zaman skalasi olsun. t € T igin
o:T->T
t>o(t) =inf{s €T:s>t}veyaegersupT =t =0(t) =t

ile taniml1 o operatoriine ileri sigrama operatorii denir [6].

Ornek

T =17, g:7Z-7

n - o) =inf{s € Z:s > n}
=infiln+1,n+2,n+3,..}
=n+1

Ornek

T={k:k€Zvel<k<4}={1234}
oc(1) =inf{s € T:s > 1} = inf{2,3,4} = 2
0(2)=3,003) =4,0(4) =4

Ornek

T=R,t € Rigin

o(t) =inf{s € Ris > t}
= inf(t, 00)
=t



2.3.3. Tanim

T bir zaman skalasi, t € T i¢in
p:T->T
t > p(t) =sup{s € T:s <t}veyaegerinfT=t= p(t) =t

ile taniml1 p operatdriine geri sigrama operatorii denir [6].
Ornek
T=Zp:Z-Z

n — p(n) = sup{s € Z:s < n}
=sup{..,n—3,n—2,n—1}

n—1
Ornek

T={k:k €Zvel<k<4}={1,234}
p(4) =3,p3)=2,p(2)=1p(1) =1

Ornek

T = {3%, n e N} U {0} bir zaman skalasi olsun t € T i¢in en az birm € N vardir ve

t = — dir.
3m
. 1 1 3
1 1 1 1
p(t)=sup{s € T: s < t}, p(t)zp(g—m>=3m+1zmz_t

2.3.4. Tanim

Bir T zaman skalasi verildiginde bir t € T noktasinin karekterizasyonu soyledir;
e o(t) = tiset € T elemanina sag yogun denir.

e o(t) > tiset € T elemanina sag Sagilimli denir.
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o p(t) = tiset € T elemanina sol yogun denir.

e p(t) < tiset € T elemanina sol sagilimli denir.
e p(®)
o p(t) <t < o(t)iset € T elemanina izole denir [6].

t = o (t)iset €T elemanina yogun denir.

2.3.5. Tanim

w'T - RY := [0, )
t-ou(t) =o(t)—t
ve

v: T - R": = [0,00)
tov(®) =t—p(t)

ile taniml1 u ve v fonksiyonlarina graniil fonksiyonlart denir [6].

Ornek

Asagidaki dort durumu inceleyelim.
I.Eger T = R alinirsahert € Rigin
o(t) =inf{s € Ris >t}
=inf(t, o)
=t
Benzer sekilde
p(t) =sup{s € R:s <t}
= sup(—,t)
=t
olur. Burada her t € R noktast yogundur. Her t € T i¢in p ve v fonksiyonu p(t) = 0 ve
v(t) = 0 olarak bulunur.
2.Eger T = Z almirsa her t € Z i¢in
o(t) =inf{s €Z:s >t}
=inf(t+1L,t+2,t+3,..)
=t+1
Benzer sekilde
p(t) = sup{s € Z:s < t}
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=sup(...,t =3,t—2,t—1)
=t—1
olarak bulunur.
Burada her t € Z noktasi izole noktadir. Her t € T i¢in u ve v fonksiyonlari
ut)=t+1-t=1
v)=t—(t—-1) =1
olur.
3. T={3"neZ}uU{0} kimesini diisiinelim. Yigilma noktasi olan 0, kiimeye dahil
oldugu i¢in kapali kiimedir. t = 3™ olacak sekilde en az bir n € Z vardir. O halde
o(t) =c(3") =31 =3¢

1
p(©) =pB3M) =3"" =2t

dir. Burada her t € T noktasi izole noktadir. Her t € T i¢in u ve v fonksiyonlari
p(t) = 3t-t = 2t
© =t 1 . 2t
PEETEEET
olarak bulunur.
4. T = {\/n:n € Ny} olsun. t = v/n olacak sekilde en az bir n € N, vardir. O halde
ot)=Vvn+1 =4t2+1
n=0i¢in p(0) =0,n = 1igin p(t) =Vt? -1

olur.
2.3.6. Tanim

T zaman skalas1 verilmis olsun.

TX = {']I‘ \ {m}; eger supT = m ve m sol sagtlimli ise}
T; diger hallerde
To = {']I‘ \ {m}; eger infT = m ve m sag sactlimli ise} (6]
k= T; diger hallerde '
2.3.7. Tanim

T zaman skalasi t,,t € T olsun. Her ¢ > 0 igin n > N iken d(t,, t) < € olacak sekilde en

az bir N, = N dogal sayisi1 varsa t,, dizisi t noktasina yakinsaktir denir ve
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{tu}._, = tveyalim, ot, =t

bigciminde gosterilir [6].
2.3.8. Tanim

T zaman skalasi ve f,t, € T olsun. Her € > 0 igin her t € ug(ty) iken |f(t) —L| < €
olacak sekilde en az bir us(tg) ( en az bir § > 0 i¢cin u=((t—-6,t+6)rNT)
komsulugu varsa f fonksiyonunun t, € T noktasinda limiti vardir ve

lim £(t) = L

t—tp

biciminde gosterilir [6].
2.3.9. Tanim

Bir f: T — R fonksiyonu ve bir t € T noktasi verilsin. Her € > 0 igin her s € ug(t) iken
|f(t) — f(s)| < € olacak sekilde en az bir us(t) = (t — 6,t + 6); N T komsulugu varsa f

fonksiyonuna t € T noktasinda siireklidir denir [6].

2.4. Zaman Skalasinda Tiirev
2.4.1. Tanim

f:T > R fonksiyonu verilsin ve t € TX olsun. Her £ > 0 icin tnin en az bir ug(t)

komsulugu vardir dyle ki her s € ug(t) icin
[F(6®) = £()] = FA©).[(0(®) = ]| < e |o(®) — 5|

esitsizligi saglantyorsa fA (t) ye f nin t noktasindaki Delta tiirevi (Hilger tiirevi) denir [6].
2.4.1. Teorem

: T — R fonksiyonu ve t € TX verilmis olsun.
y

1.1, t de siirekli ve t sag sagilimli nokta ise f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

fle®) - f(®)
o(t)—t

i) =



13

_f (e(®) - f(®
u(t)

dir.
f®)—f(s)

—S

limiti mevcut ise

2. t sag yogun nokta ve lim_,;

A = tim,, LOLO

t—s
dir [6].
Ornek

Eger f:T —» R fonksiyonu her ¢t € T i¢in f(¢t) =a ise f2(t) =0 olur. Burada a €
R sabittir. Gergekten € > 0 ve s € T igin
[f(e®) = f()] —0(a(®) = )| =10-0] =0 < &|a(t) — |

olmasi sebebiyle dogrudur. Yani sabitin tiirevi 0 dir.

Ornek

Eger f: T — R fonksiyonu her ¢t € T igin f(t) = t ise f*(t) = 1 olur. Gergekten & > 0 ve
her s € T i¢in
[f(o®) = f)] = 1.0®) = )| = [o(t) = s = (@(©) = 3)]

=0<¢la(t) —s]|

olur.
Ornek

Eger f: T — R fonksiyonu her t € T igin f(t) = t? ise
£ = limf(ff(t)) —f(s)

s>t o(t)—s

- ]imw
s>t o(t)—s

= limg_;(o(t) + s)
=o(t)+t

T=Z=o(t)=t+1, (tZ)A=2t+1

T=R=o0(t) =t, (tz)A =2t
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2.4.2. Teorem

Kabul edelim ki f, g: T - R fonksiyonlar1 t € TX noktasinda tiireve sahip olsun. O zaman
asagidaki ifadeler gecerlidir.
i) f +g: T = R toplam1 t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
f + 9 =0 +g°®
dir.
i1) Keyfi bir a sabiti i¢in af: T — R ¢arpimi t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
@fr® = af*
dir.
iii) f.g: T — R garpimi1 t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
(-9 O = F©g® + f(o®)- g1
=f(®)g*® + fA(). g(a (1))
dir. Burada, f.g = g. f olduguna dikkat edilmelidir.

iv) f(t).f(a(t)) # 0 olmak iizere ]lc fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

AN 2
(7) O NGO
dir.

V) g(t).g(o(t)) # olmak iizere 5 fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

<£>A R CHORIIGYEO)
g 99 @)

olur [6].
2.4.2. Tanim

f: T - R fonksiyonu verilsin. t € Tx olsun. Her € > 0 igin t nin en az bir us(t)

komsulugu var ve her s € ug(t) icin

£ () = Flp@)] = 7). (s = p())| < .15 — p(D)]

esitsizligi saglaniyorsa f v (t) ye f nin t noktasindaki nabla tiirevi denir [6].
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2.4.3. Teorem

f:T — R fonksiyonu verilmis olsun. t € Ty verilmis olsun.
1. f, t noktasinda stirekli ve t sol sagilimli nokta ise f fonksiyonu t noktasinda

tirevlenebilirdir ve

_f® = fle®)

o=
_f® = fp®)
B v(t)

dir.

f)—=f(s)

t—s

2. t sol yogun nokta ve lim,_,, limiti mevcut ise

f@® —f(s)
t—s

f7® =lim

dir [6].
Ornek

T = Rise £'(t) = f (¢) dir.

T =7Zise
f%U:fui_ngn
_f®-fE-1)
t—(t—-1)
=f@®)—-f(t-1)
= Vf(t)

Burada 7 geri fark operatoridiir.
2.4.4. Teorem

Kabul edelim ki ; f,g: T — R fonksiyonlarn1 t € Ty noktasinda tiireve sahip olsunlar. O
zaman, asagidaki ifadeler gecerlidir:
i)f + g: T — R toplami1 t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

F+9®) =£® +g(t)
dir.
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ii) Keyfi bir a sabiti i¢in, af: T — R ¢arpimi1 t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

@nN’® = af" (®)
dir.
iii) f.g: T — R ¢arpimi t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

f- 'O = 1).9® + f(p®).g"(®)

=f(®).9"® + (). g(p(1)
dir. Burada, f.g = g. f olduguna da dikkat edilmelidir.

iv) f(t). fP(t) # 0 olmak iizere,% fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

N
<f> O="F0r®

dir.

V) g(t)g” (t) # 0 olmak iizere, 5 fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

<£>V ) = Fg® - F()g"®
9 9(®g* ()
olur [6].

2.5. Zaman Skalasinda Integral

2.5.1. Tanim

T bir zaman skalasi ve f: T — R bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu T nin tiim sag

yogun noktalarinda siirekli ve sol yogun noktalarinda sonlu bir sol limite sahip ise f

fonksiyonuna T {izerinde rd- siireklidir denir.

Benzer sekilde T nin tiim sol yogun noktalarinda stirekli ve sag yogun noktalarinda sonlu

bir sag limite sahip fonksiyonlara T iizerinde 1d-stireklidir denir [6].

2.5.1. Teorem

f:T - R rd-siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda D tiirevlenebilme bolgesinde tanimli

FA(t) = f(t) o6zelligine sahip bir F(t) fonksiyonu vardir.

Burada tanimlanan F (t) fonksiyonuna f (t) nin anti-tiirevi denir [6].
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2.5.2. Tanim

f:T — R bir fonksiyon ve F de f nin bir anti-tiirevi olsun. Bu durumda, ¢ keyfi bir sabit

olmak iizere,

f FOAt = F() + ¢

seklinde tanimlanan ifadeye f fonksiyonunun belirsiz delta integrali denir [6].

Ornek

T = Z zaman skalasi verilmig olsun. (at)A tiirevinin esiti nedir?
A = (@

=Af (1)

— gttl — gt

=a'(a—1)
i () e
O halde

at
fatAtz +c
a—1

olur.
Ornek

T = Z zaman skalas1 verilmis olsun.
- A

t+a®] =kt +a)* P

- A

t+“P] = e+ 1.+

[(t+ )V

A
] =it+a)® , kx-1

k+1
O halde
(k+1)
(k) _(t+a)
f(t+a) At——k_l_1 +c

olur.
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2.5.3. Tanim

Kabul edelim ki f:T — R fonksiyonunun her t,t, € T,r € T¥ icin F(t) = fttof(r)Ar

olacak sekilde F: T — R anti-tiirevi olsun. Bu durumda a, b € T olmak {izere f nin a dan

b ye belirli integrali

b
[ roae=r) - F@

olarak tanimlanir [6].
2.5.2 Teorem (A — Integralinin Ozellikleri)

a,b,ceT,a,f €ER,f,g:T - Rde A — integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda
Lf laf(®) + Bg(D)IAt=a [ f (DAt + B [, g ()AL
2.[) f(OAE= [ F@OAL+ [ f (£)AL

3.Kismi integrasyon Formiilii
b

b
j g = Fb) — (Fg) (@) — f F(o(D) g (®)At

a

b
= fb)g() — f(a)g(a) - J flo(®)g* (At

ve

b b
[ rogr e = g - For@ - [ Fogwar

b
= F(b)g(b) - f(@)g(a) - f FADgOAE

seklindedir.
4.Eger f(t) 2 0,t € [a,b)y ise [, f(£)At = 0 dr.
5.Eger f, A — integrallenebilir ise |f(t)| de A — integrallenebilirdir ve

fbf(t)At < fblf(t)mt

dir [6].
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2.5.3. Teorem

f: T — R herhangi bir fonksiyon olsun. Eger t € T ve a(t) > t ise
o(t)
| rems =rolo© -0

t

esitligi saglanir [6].
Ornek

T=7%Za,b€Za<bhb,ty, €ZVvety <aolsun.
t—-1

F©O =) f(0)
k=t0

olarak tanimlansin. f,F: T =7Z - R
FA(t) = AF(b)
=F({t+1)—F(t)

- Z £l - Z £
k=to k=to

=f(®)
dir. O halde

b
[ roac=rd) - F@
’ b—-1 a—1
D WICEDWIG
k=t, k=t,
b—1
=)
k=a
bulunur.
2.5.4. Teorem

f:T — R |ld-siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda D tiirevlenebilme bolgesinde taniml

F'(t) = f(t) 6zelligine sahip bir F(t) fonksiyonu vardir [6].
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2.5.4. Tanim

f:T — R bir fonksiyon ve F de f nin bir anti-tiirevi olsun. Bu durumda, ¢ keyfi bir sabit

olmak iizere,

f FOVE=F(@®) +c

seklinde tanimlanan ifadeye f fonksiyonunun belirsiz nabla integrali denir [6].

2.5.5. Tanim

Kabul edelim ki, f: T — R fonksiyonunun bir ¢, t, € T, r € Ty icin F' (t): = ftf)f(r)Vr

olacak sekilde F: T — R anti-tiirevi varolsun. Bu durumda a, b € T olmak iizere f nin a

dan b ye integrali alinirsa

b
[ rowe=rp) - F@

olarak tanimlanir [6].
2.5.5. Teorem (V — integralinin 6zellikleri )

a,b,ceT,a,f €ER,f,g:T - RdeV — integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu

durumda
b

b b
1.][af(t) + Lg(H)]Vt = an(t)Vt + ﬁjg(t)Vt

a

2.ff(t)Vt= ff(t)Vt+ff(t)Vt

3.Kismi Integrasyon Formiilii

b b
[ Fe@)g" @7 =t - For@ - [ Fgwve

b b
[ rog7@ve = Fo® - 9@ - [ FF©gCe@)ve

seklindedir [6].
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2.5.6. Tanim
f:T - R tanimli, sagdan yogun siirekli (rd-siirekli) fonksiyonlarin kiimesi

Crqg = Crqg(T) = Cry (T) ]R)
ile gosterilir [6].

2.5.7. Tanim

f: T — R tanimh diferansiyellenebilir ve tiirevi rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Crg = Cra(T) = Crq(T,R)
ile gosterilir [6].

2.6. Dinamik Denklem
2.6.1. Tanim

f: T x R? - R? olsun.

v =f(t,y,y%) (2.1)
diferensiyel denklemine birinci mertebeden dinamik denklem denir [6].

2.6.2. Tanim

f(t'yrya) = fl(t) +f2(t)

ve

f&y,y9) = i)y’ + f2(t)

olacak sekilde f, ve f, fonksiyonlar1 var ise Es. (2.1) denklemine lineer denklem adi
verilir [6].

2.6.3. Tanim

y: T - R fonksiyonu her ¢t € TX igin
YA = f (6y®,y(0(®))
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denklemini sagliyorsa y ye Es. (2.1) denkleminin bir ¢6zliimii denir. Es. (2.1) denkleminin

genel ¢oziimii, biitlin ¢éziimlerinin kiimesi olarak tanimlanir [6].
2.6.4. Tanim

to € T ve y, € Rolsun.

YE=fyy?), vt =y,
problemi baslangi¢ deger problemi olarak adlandirilir ve y, Es. (2.1) denkleminin

y(ty) = yo sartin1 saglayan ¢oziimii adin1 alir [6].

2.6.5. Tanim

YR (®) +p®yA ) + q(®Oy(©) = (1) (2.2.)
denklemine p, q, f € C,4 olmak lizere 2. mertebeden lineer dinamik denklem denir [6].

2.6.6. Tanim

L: Cfd - (C,q icin

Ly(t) = y*2(0) + p(©)y2(t) + q(£)y(t) olmak iizere

t € TX i¢in Es. (2.2.) denklemini Ly = f bigiminde yazabiliriz. y € C%, ve her t € TX
icin Ly(t) = f(t) ise y, Ly = f probleminin T de bir ¢6ziimiidiir.

Gergekten L bir lineer operator oldugu igin Es. (2.2.) denklemine bir lineer denklem adi

verilir.

Eger her t € TX” icin f(¢) = 0 ise Ly = 0 homogen dinamik denklemi elde edilir. Diger

durumlarda ise Ly = f bigiminde homogen olmayan dinamik denklem elde edilir [6].
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3. iKINCi MERTEBEDEN LIiNEER DINAMIK DENKLEMIN
URETTIGI OPERATOR

3.1. ikinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemin Urettigi Operatériin Tanim ve

Ozellikleri

—[y2®1" + [q(® + Aly(@®) = f(©), t € [a,b] (3.1)
y(a) —hy*(a) =0, y(b)+Hy*(b) =0 (3.2)

sinir deger problemi yardimiyla

b
L[a, b]: = {y: [a,b] - R| fyz(t)Vt < 00}

uzayinda liretilen L operatdriinli goz oniine alalim.

Asagidaki 3 sart1 saglayan biitiin y € H fonksiyonlarinin kiimesini de D ile gosterelim.
(D)y, [a,a(b)] tizerinde siireklidir.

(i)t € [a, b] i¢in Y2(t) tamimlidir ve

y(a) — hy?(a) =0, y(b) + Hy*(b) = 0 dur.

(iii)y2 (1), [a, b] de V — tiirevlenebilir ve [y2(£)]" € H dir.

Her y € D igin

L:DcH-H

Ly)(©):= -y @] +[q® +Ay@®) , t€[a,b]
dir.

Burada

(C1) q(t), [a,b] araliginda pargali-siirekli, h, H reel sayilar
(C2)t€[a,b]igcing(t) =0veh=>0,H = 0 dir.
H,b sola sacilmis iken y(b) =0 ve H = 0 olmak fiizere y:[a, b] = R biitiin reel V —

olgiilebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayim gostersin ve

b
(y,z) = f y(®)z(t)Vt

i¢ carpimi ve

b 1/2
Iyl = V{y,y) = {f yz(t)Vt}
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normu ile birlikte

b
fyz(t)Vt < o

dur [9].
3.1.1. Tanim

YOI +[q@® +y(©) =0 , t€[ab]

olmak {izere, y € D icin 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon varsa, A € C Es. (3.1) —
Es. (3.2) probleminin bir 6zdegeri olarak isimlendirilir. y fonksiyonu da A 6zdegerine
iliskin Es. (3.1) — Es. (3.2) probleminin 6zfonksiyonu olarak isimlendirilir.

Es. (3.1) — Es. (3.2) 6zdeger problemi

Ly =y =-[y*@®O" + [q®]y®) = f(®©) —dy , y€D, y*0 (3.3)
denklemine denktir.

3.1.1. Teorem
L operatorii lineerdir.
fspat

Herx,y € D,a,f € R, t € [a, b] i¢in
L(ax + By)(t) = —[(ax + By)* (O] + [q(t) + A](ax + By)(t)
= —[(ax® + By (®)]" + [q(©) + A](ax(t) + By (1))
= —[ax*®)]" = [By* O] + [q(t) + Aax(®) + [q(2) + 1By (t)
= a{=[x*(®O]" + [q(t) + Ax(O)} + B{=[Y*DO]" + [q(D) + A]y(t)}
= alLx(t) + BLy(t)
dir.

3.1.2. Teorem

(C1) sart1 altinda, her y,z € D igin
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(Ly,z) =(y,Lz) (3.4)
dir.

fspat

Her y,z € D igin
b

(Ly,2) = [ {-A©] +1a® + 2y} 20Vt

a
b b b

= MO0 | + j YOO D)AE + j [4(0) + Aly(®)z(6)Ve
a a a
b b b b
= A2 | + YO0 | - f YOOV + j [4(0) + Ay z(6)Ve
a a a a
b

= [ YO OF + 0@ + Az@)ve

a
= (y,Lz)
Burada y,z € D fonksiyonlar1 igin Es. (3.2) simr sartlart ile Es. (3.4) ifadesi L

operatoriiniin simetrik (self-adjoint) oldugunu gosterir.
3.1.3. Teorem

(C1) ve (C2) sart1 altinda, her y € D igin

(Ly,y)=0
dir.

fspat

b

Ly, = [ (-l @] + [a® + Ay O}y Ve

b b b
= Ay | + f Ot + [ [q(0) + Aly> @)Vt

a a a

= h[y*(@1? + Hy* ®)1? + [, " O1A¢ + [ [q(®) + A1y ()Ve (3.5)
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Es. (3.5) ifadesi her y € D,y # 0 igin (Ly,y) =0 oldugunu gosterir. Bu yiizden L

operatdriiniin tim 6zdegerleri reeldir, pozitiftir.
3.4.1. Teorem

KerL={y€eD:Ly=0}={0}
dir.

fspat

y € D ve Ly = 0 ise o zaman Es. (3.5) den ve (C2) sartindan t € [a, b] icin y2(t) = 0 dur.
Dolaysiyla [a, b] kapali araligi iizerinde y(t) sabittir. O zaman Es. (3.2) sinir sartlari
kullanilarak y(t) = 0 elde edilir. O halde L operatorii 1: 1 ve ortendir.

3.2. Dinamik Denklemin Urettigi Operatériin Green Fonksiyonu
3.2.1. Teorem

Es. (3.1) — (3.2) probleminin Green fonksiyonu G (t, s)

_(Gy(t,s), ImA<0
G(ts) = {Gz(t, s), ImA = 0

seklinde tanimlanir. Buna ilaveten Green fonksiyonu simetriktir, yani t, s i¢in
G(t,s) =G(s,t)
dir. ImA < 0 diizlemindeki G4 (¢, s)

i{ul(t)vl(s); t<s
w1 W (Sv(d), t=s

(3.6)

G1(t,s) = —

seklinde tanimlanir ve ImA > 0 diizlemindeki G, (¢, s)

i{uz(t)vz(s), t<s
wy W (S)va(t), t=s

G,(t,s) = —
seklinde tanimlanir. Burada uq(t) ve u,(t) sinir kosullarim saglayan Es. (3.1) in
¢Oztimleridir.

u(@) = h, uf(a) =1

v1(b) = H, v{(b) = -1

ve
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u(@) =h, 3@ =1

v,(b) = H, v5(b) = -1

dir ve sirasiyla wy ve w, asagidaki tanimlandigi gibi u ve v ¢éziimlerinin Wronskian’idir.
wi = we(ug, v1) = u (V) — g (V1 (t)

ve

Wz = WUz, v2) = U (V3 () — ug (H)va(t)

wy # 0vew, # 0 dir.

O zaman, herhangi bir f € H igin

(L)) = J G, 9)f (s)Vs, VfEH (3.7)
dir [8].

Simdi analizde iyi bilinen Hilbert-Schmidt teoremi kullanilarak L™* operatdriiniin
ozelliklerini belirtelim.

Es. (3.6) ve Es. (3.7) nolu esitlikler L™' in H Hilbert uzayinda tamamiyla siirekli
(kompakt) self-adjoint lineer bir operator oldugunu gosterir.

Ly =y = -[y*®1" + [q®]yt) =0, yeD,y#0 (3.3)
0zdeger problemi asagidaki 6zdeger problemi ile esdegerdir.

Bg=ug, geH, g#0

Burada,

B=Llveu=1

dir. Bagka bir ifadeyle, eger y € D ve A, L i¢in bir 6zfonksiyona iligkin bir 6zdeger ise o
zaman p = A7,y ile aym dzfonksiyona iliskin B deki bir 6zdegerdir.

Simdi Hilbert-Schmidt teoremini kullanalim. Bir H Hilbert uzayinda her tam olarak siirekli
self-adjoint lineer operatorii B igin {u,} (ux # 0) 6zdegerlerine iliskin 6zvektorlerin {¢, }

bir ortanormal sistemi vardir. Oyle ki, ¥ € kerB, yani By = 0 iken f € H
f= Z HkCrPr + 9
K

seklinde bir tek olarak yazilabilir. Ayrica

Bf = Z Uk Cr Py
k

ve {¢, } sistemi sonsuz ise 0 zaman
limp, =0 (k- )
dir.
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Hilbert-Schmidt teoreminin bir sonucu olarak eger B,H Hilbert uzayinda tamamiyla
stirekli self-adjoint lineer bir operator ise ve eger KerB = {0} ise 0 zaman B nin
Ozvektorleri H nin ortanormal bazlarini olusturur.

Hilbert-Schmidt teoreminin sonuglarmi B = L™ operatériine uygulayarak ve B nin
0zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 ve L nin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 arasinda tanimlanan

baglant1 kullanilarak asagidaki sonuca ulagilir [8].
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4. SONLU ZAMAN SKALASI ARALIGI UZERINDE
OZFONKSIYONLAR CINSINDEN ACILIM

4.1. Parseval Esitligi
4.1.1. Teorem

(C1) ve (C2) sartlann altinda Es. (3.1) — (3.2) 6zdeger problemi icin {A;} 6zdegerine
iligkin {(pk} ozfonksiyonlariin bir ortanormal sistemi vardir. Her A, 6zdegeri pozitiftir ve
basittir. {¢,} sistemi H Hilbert uzayr igin bir ortanormal baz olusturur. Bu yiizden
0zdegerlerinin sayis1t N = dimH ye esittir. Herhangi bir ¢ € H fonksiyonu asagidaki gibi

@, Ozfonksiyonuna genisletilebilir.

N
JOEDWANG (4D
k=1
Burada ¢,
b
o = [ §©p, (4.2)

seklinde tanimlanan ¢ nin Fourier katsayilaridir.
N = oo olmasi durumunda Es. (4.1) deki toplam bir seri olur ve o seri, H uzayindaki

metrige gore ¢ fonksiyonuna yakinsar. Yani
b n 2

lim t) — c t)] Vt=0 4.3
iy [5() kzl k9, )] (43)
dir.

b n 2 b n

j [f(t)—chwk(t)] vt = f Fove-) o

a = a k=1

oldugundan Es. (4.3) den asagidaki Parseval esitligi elde edilir [8].

N

f F@eve=) o (4.4)

k=1
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4.2. Ozfonksiyonlar Cinsinden Diizgiin Yakinsak Acilim
4.2.1. Teorem

&:[a,b] = R bir fonksiyon, (a,b) araligina ait sonlu tq,t,, ..., t,, noktalar1 hari¢ [a, b]
iizerinde her yerde bir &4(t), A — tiirevine sahip olsun. Ayrica ¢ nin asagidaki sinir

kosullarini sagladigi kabul edilir.
§(a) —hé*(a) =0, &(b)+HEX(D) =0

O zaman

i = [ §©9, OV (4.5)
iken “

i i, (6) (4.6)
=1

serisi [a, b] tizerinde ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsar [8].
fspat

¢ fonksiyonu [a, b] iizerinde her yerde A — tiirevlenebilir ve &*,[a, b] iizerinde siirekli
olsun.
Simdi,

b b
JO) = hly*(@)]* + HIy*(b)]* + j[yA(t)]ZAt + f[q(t) + Aly?(O)Vt

fonksiyonelini goz oniine alalim. J(y) = 0 dir. ¢, Es. (4.5) deki gibi tanimli iken

n

y =0 = ) p(®

k=1

esitligini /(y) de yerine koyarsak

] (f - Z qu)k(t)> =h [fA(a) - Z k@i (a)
k=1
fA - Z Ckfpﬁ

2

fA(b) Z ol

2 b

At + f[q(t) + 1]

a

n 12

f—zcldpk vt

k=1
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= h(£2@) +H(£2®)) —2 ) alhe (@@ + HE BD)pp(b)]
k=1
n b b
+ " alhot@at @ + HobG)pp®)] + [ 2200+ [ (a0 + Dg7ac
k=1 a a
b

b
f EbpAt + f (q(©) + DEgy vt

n

—Zch

k=1 |3
n b b
+ Z kG f PRPiAt + f (q(®) + Dy Vt (4.7)
k,l=1 a a
Simdi

b b
f{Aq)ﬁAt + f(q + D&, Vt
a a

formiiliine kism1 integrasyon uygulanirsa,

b b b b b
[ Lopae+ [@+ 0509t =500 | + [ £O(=0)) Ve + [ @+ Dio,Te
a a a a a

b
= EB)PR (D) — E@PE(@) + A f TRZ

= —HEA(D)ph (b) — hé2(a)ph(a) + Ak
elde edilir.
Simdi de

b b
j(pﬁ(pfAt + j(q + Do, oVt
a a

formiiliine kismi integrasyon uygulanirsa,

b b b b

v
[ ebotac+ [@+Do0Te= 0,000 | + [0, [(-o2) + @+ Doy ve
a a a a

b
= 0 (D)D) — (@l (@) + A, f A

a

= —hei ()¢ (a) — Hpi (b) i (b) + A8y
elde edilir. §;; Kronecker semboliidiir ve Es. (3.2) sinir sartlart kullanilir.

@, (@) —hoR(a) =0, ¢, (b)+Hpi(b) =0 (4.8)
ve denklem
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[ ®O] + (0 + Vi (® = 1 (t)
dir. Boylece Es. (4.7) den

J <€ - ckwk@) = higA @) + HIEA ()]

k=1
-2 > c[hE2 (@R (a) + HEA DR (D)] + Z ckcilhok (@or (@) + Hog () ol (b)]
k=1 k,l=1
b b

+[ae+ [+ Dg2ac -2 ) o~ @@ — HE GIR(b) + Axcr)
a a k=1

n
+ ) e —hoR@ep@ — Hpp(0)gp () + 4i8i)
kl=1

b n
— hE @ + HIE O + [ 6%+ (a + DEIAE = ) Ayt
a k=1

elde edilir.

Sol taraf negatif olmadigindan,

o0 b
Z et <h [EA(a)]Z +H [ng(b)]2 + f 64 + (¢ + D& At (4.9)
k=1 a

esitsizligi elde edilir.
Bu esitsilik Bessel esitsizligine benzer ve soldaki serinin yakinsakligini takip eder. A, > 0
oldugundan bu serinin biitiin terimleri pozitiftir.

Eger ¢ fonksiyonunun sadece teoremde belirtilen sartlari sagladigini varsayarsak Es. (4.9)

un ispat1 degismez. Gergekten, EA nin siirekli oldugu araliklar {izerinde integral almak
yeterlidir. Sonra biitiin integraller toplanir. (integrali alinan terimler Es. (3.2) ve Es. (4.8)
kullanilarak yok edilir. )
Simdi

n

D leo, ® (4.10)
k=1

serisinin [a, b] aralig1 lizerinde diizgiin yakinsak oldugu gosterilir.

b
0.(t) = A f G(t,5)p,(5)Vs

olmak tlizere

Es. (3.7) den ¢, = 4, L™ "¢, iken Es. (4.10) yeniden
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Z Aelcrg, (O] (4.11)
k=1

seklinde yazilabilir.

Burada

b
9,6 = f G(t,5)(, (5)Vs

s nin bir fonksiyonu olan G (t, s) nin Fourier katsayisi olarak kabul edilebilir.
Es. (4.9) kullanilarak,

i Mgl < h|G¥(, a)]2 +H|[G¥(, b)]2
k=1
b

+ f [G2512(t, s) + (q(s) + 1)G?(t,s)As (4.12)

a
yazilabilir. Burada GAS(t, s), s ye gore G(t,s) nin delta tiirevidir. integral isareti altinda

gortinen fonksiyon sinirlidir ve M bir sabit olmak tizere Es. (4.12) den

k=1

dir. Simdi VA, uygun sekilde A, yerine koyularak Es. (4.11) serisine Cauchy-Schwarz
esitsizligi uygulanir.

m+p m+p

> Mdewg, ] = ) Ve [Vig, @)
k=m k=m

m+p m+p

< Zlkci Zlkgli(t)
k=m k=m

ve bu esitsizlik, A,c? terimleri igeren serinin yakinsaklig1 ile birlikte ilk olarak Es. (4.11)
serisini olusturur ve bdylece Es. (4.10) serisi [a, b] aralig1 iizerinde diizgilin yakinsaktir.

Es. (4.6) serisinin toplami &, (t) olsun.

[ee]

HOEDWNAG (4.13)

k=1
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Es. (4.13) serisi [a, b] araliginda diizgiin yakinsak oldugundan Es. (4.13) iin her iki tarafi
@, (t) ile garpilir ve ardindan asagidaki denklemi elde etmek iizere terim-terim V — integre

edilir.

b
[ s o @ve=q

Boylece ¢, ve & nin Fourier katsayilart aym ve &, — & farkmin Fourier katsayilari sifirdir.
Parseval esitligini &, —¢ ye uygulamirsa §; —& =0 elde edilir. Bu yilizden Es. (4.6)

serisinin toplami & (t) ye esittir.
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6. SONUC VE ONERILER

Zaman skalasi {lizerinde operatorler igin spektral teori son zamanlarda gelismeye
baslamistir ve bu konuda az sayida caligmalar yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda, zaman
skalasinin temel kavramlar1 6grenilmis, sonlu zaman skalasi iizerinde Dinamik denklemin
irettigi operatoriin spektral Ozellikleri incelenmistir. Sonlu zaman skalast aralig
iizerindeki problemin 06zdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarmin varligimi gostermek ve
Ozfonksiyonlar1 cinsinden L, metrigine gore yakinsak agilim formiiliinii elde etmek igin
Hilbert uzay1 i¢inde kendine-eslenik tamamen siirekli operatorler i¢in bilinen Hilbert-

Schmidt teoremi uygulanmustir.

Son 20 yilin konusu olan bu konu orijinal caligmalara aciktir.
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