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OZET
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yeni bir tanimlamayla igeren ¢Oziim algoritmasi sunulmustur. Monte-Carlo yontemi
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

F o-cebri

F(t) t-zamanina bagl filtrasyon

R Reel sayilar kiimesi

U ad Kabul edilebilir kontrol kiimesi
L? Kare integrallenebilir
Kisaltmalar Aciklamalar

W, W(t) 1-boyutlu Brownian hareket
HJB Hamilton-Jacobi-Bellman

PMP Pontryagin Maksimum Ilkesi
SDE Stokastik Diferansiyel Denklem

SMP Stokastik Maksimum Ilkesi



1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi hem bilim hem de miihendislik alanlarinda sayisiz uygulamaya sahip
bir matematiksel optimizasyon yontemidir. Matematiksel programlama olarak da bilinen
optimizasyon terimi; reel bir fonksiyonu minimize ya da maksimize etmek amaci ile gercek
ya da tamsay1 degerlerini tanimli bir aralikta se¢ip fonksiyona yerlestirerek sistematik olarak
bir problemi incelemek ya da ¢6zmek islemlerini ifade eder. Optimal kontrol teorisi, belirli
bir sistemde belirli bir optimalite kriterine ulasilmasi i¢in kontrol yasas1 bulma problemi ile
ilgilenir. Varyasyonlar analizinin bir uzantisidir ve kontrol politikalarini tiiretmek i¢in
matematiksel bir optimizasyon yontemidir [1]. Bu yontem, Edward J. McShane'nin
varyasyon analizi ¢alismalarindan hareketle 1950'lerde Lev Pontryagin ve Richard Bellman
tarafindan gelistirilmistir [2]. Optimal kontrol, kontrol teorisinde bir kontrol stratejisi olarak

goriilebilir.

Bir optimal kontrol problemi, durum ve kontrol degiskenlerinin bir fonksiyonu olan maliyet
fonksiyonunu igerir. Optimal kontrol, maliyet fonksiyonunu en aza indiren kontrol
degiskenlerinin yollarin1 tanimlayan bir diferansiyel denklem setidir. Optimal kontrol,
Pontryagin maksimum ilkesi (Pontryagin minimum ilkesi veya basitce Pontryagin’in Ilkesi
olarak da bilinen gerekli bir kosul) [3], veya Hamilton-Jacobi-Bellman denklemini (yeterli

bir kosul) ¢ozerek elde edilebilir.

Optimal kontrol probleminde optimize edilecek parametreler sabit veya rasgele olarak
alinabilir. Stokastik optimal kontrol teorisi, optimal kontrol teorisinin bir alt dalidir ve
rassallik iceren bir matematiksel modeldir. Stokastik optimal kontrolde, kontrollii sistemler
stokastik diferansiyel denklemler (SDE'ler) ile tanimlanmaktadir ve kontrol edilen sistem bir

durum siireci, kontrol siireci ve bir fonksiyonel performans icermektedir.

Son zamanlarda, stokastik diferansiyel denklemler (SDE'ler) finansal matematik, aktiierya
bilimleri, fizik, biyoloji, jeoloji, mekanik, astronomi ve diger bilim ve miihendislik gibi
¢esitli alanlarda oldukga popiiler modeller haline gelmistir. Ornegin, finansal matematikte
dalgal1 hisse senedi fiyatlari, opsiyon fiyatlar1 ve portfdy optimizasyon modelleri SDE'ler
tarafindan modellenebilir [4-7], ya da fizikte, termal giiriltiiniin elektrik devrelerindeki

etkisini ve telekomiinikasyon sistemlerindeki sayisiz parazitleri modellemek icin kullanilir



[8,9] ve buna benzer ¢ogu miihendislik sistemleri uygulamalarinda 6rnekleri mevcuttur [10-

14].

Stokastik optimal kontrol teorisinin temelini olusturan rastgele olaylar, 1827'de Robert
Brown'in Brownian hareketinin kesfi ile modellenmeye basladi. Polen parcaciklarinin sivi
icerisinde hareket ettigini ve bu hareketlerin ¢cok hizli, olduk¢a diizensiz ve zigzag benzeri
bir hareket izledigini not etmistir. Daha sonraki zamanlarda parcacigin bu diizensiz
hareketine ¢ok kiiciik sivi molekiilleri ve polen pargacigi arasindaki ¢arpigmalarin sebep
oldugu kabul edilmistir. 1900 yilinda Fransiz matematik¢i Louis Bachelier “Spekiilasyon
Teorisi” adli doktora tezinde hisse senedi fiyatlari i¢in bir model olarak Brownian hareketi
kulanmigtir. Polen parcacigini hisse senedinin fiyati, molekiil pargaciklarin1 da hisse
senedinin fiyatin1 hareket ettiren yani piyasada alim satim yapan bireyler olarak
diisiinmiistiir. Piyasadaki alim satimlar, yani kiigiik hareketler, hisse senedinin fiyatini1 yukari
ve asagiya dogru hareket ettirir. Bachelier’in bu ¢aligmasi finans alaninda ileri matematigi
kullanan ilk makale oldugu icin, finansal matematik ve stokastik siirecler ¢alismalarinda
oncii olarak diisiiniilebilir. Norbert Wiener 1923’te Brownian hareketini stirekli zamanl1 bir
stokastik siire¢ olarak tanimladi. Bu siire¢ giinlimiizde (Standart) Brownian hareket veya
Wiener siireci olarak adlandirilmaktadir. Daha sonra Kolmogorov (1931) Brownian hareket

icin ileriye dogru ve geriye dogru denklemleri tiiretmistir [15].

Stokastik integral denklemlerinin modellenmesinde Brownian hareketine dayali bir problem
cikmaktadir. Brownian hareket, diizensiz yollarindan dolay1 higbir yerde tiirevlenemez. Bu
yiizden genel analiz kurallar1 ve formiilleri ile ¢6ziimlenemez. Fakat Kiyoshi 1t6 1951°de bu
kurallar1 ve formiilleri olagan hesaptan It6 integrali olarak adlandirilan stokastik siireglere
genigletmistir. Stokastik analiz lizerine birgok makale yayinlamistir [16,17]. Onun {inli

formiilii It6 Lemma [16], SDE’leri ¢6zmemize yardimci olmaktadir.

Genel olarak birgok stokastik integral, kapali form ¢oziimleriyle acikga ¢oziilemez. Bu
nedenle literatiirde stokastik optimal kontrol problemleri i¢in sayisiz sayisal yontem
onerilmistir. Stokastik optimal kontrolii ¢ozmek i¢in kullanilan niimerik yontemleri kabaca
dort sinifa ayirmak miimkiindiir. Bunlar, kontrol problemini sonlu boyutlu stokastik
programlamaya aktaranlar [18-22], Dinamik Programlama ilkesine (DPP) dayali olanlar
[23,24], burada 6zellikle geri bildirim ¢6ziimleri i¢in HIB denklemlerini ¢6zenler [25-28],
Martingale yontemine dayali olanlar [29-31] ve Stokastik Maksimum ilkesini (SMP) esas



alanlar [32] seklinde gruplandirilabilir. Bu ¢alismada stokastik optimal kontrol problemi,

iteratif semasi dayali Stokastik Maksimum ilkesi ile ¢oziilecektir.

Stokastik optimal kontrol, deterministik optimal kontrole kiyasla gercek uygulamalarla
gergeklestirilebilecek sayisal ¢oziimler elde etmek acisindan daha karmasiktir. Bunun
sebeplerinden biri cogu zaman optimal kontrol u(t) nin t zamanindaki degeri W’ ya baglidir
yani u(t,w) seklinde yazilabilir. Bu yiizden deterministik durumda oldugu gibi optimal
kontroliin niimerik ¢oziimlerini hesaplamak ve uygulamak ¢ok kullanigli degildir. Pratik
olarak kullanigh olmasi i¢in optimal durum ve optimal kontrol arasindaki bazi geribildirim
iligkilerinin Bellman Denkleminin yaklagiminda oldugu gibi niimerik olarak hesaplanmasi
gerekir. Aksi halde optimal kontroliin ger¢eklesmesi zordur. Bu ¢alismada stokastik optimal
kontrol i¢in daha hizli niimerik algoritmalarin gelistirilmesinde ilk adim olarak kontroliin
deterministik oldugu (ancak durumun hala stokastik oldugu) durum incelenecektir. Bu
durumda optimal kontrol dogrudan w e bagl degildir ama y(t) e baglhdir ve bu ylizden
optimal kontrolii sadece hesaplamak ve onu geribildirim yasalart olmadan uygulamak
anlamlidir. Bu calismada yakinsaklik analizi ile basit ama etkili niimerik algoritmalar elde
edilebilir. Daha da 6nemlisi bu algoritmalar optimal kontroliin stokastik oldugu durumlara

genigletilebilir.

Bu calismada SMP ve Monte Carlo simiilasyon yoriingesi kullanilacaktir. Gradyan1 verimli
bir sekilde hesaplamak i¢in eslenik durum denkleminden faydalanilacak ve sonrasinda
negatif gradyani kullanarak bir sonraki inis yoniinde arama yapilacaktir. Eglenik durum
denkleminin hesaplanmasi igin direkt olarak geriye doniik stokastik diferansiyel denklem
algoritmada kullanilmayip niimerik ¢6ziimleri hizli bir sekilde yapabilmek igin eslenik
durum denkleminin 6zel bir hali kullanilacaktir. Ayrica, bu yontemde herhangi bir PDE veya

DPP kullanilmasina gerek yoktur ve bu nedenle uygulanmasi daha basittir.

Bu galismanin plani su sekildedir: 2. bolimde, bu tezde kullanilacak olan bazi temel
kavramlar, optimal kontrol problemi ve ¢6ziim yontemleri ile stokastik optimal kontrol ve
¢oztim metodlar1 verilecektir. Daha sonra 3. boliimde stokastik kontrol probleminde ele
alinacak amag fonksiyonu ve algoritma tanitilarak yakinsakligi incelenecektir. 4. boliimde
ise algoritmay1 dogrulayacak finansal uygulama MATLAB programlama dili kullanilarak

ve Monte Carlo yonteminden faydalanilarak gercek ve niimerik ¢oziimler karsilastirilacaktir.



Son olarak 5. béliimde ise gradyan yonteminin bir¢ok stokastik kontrol problemin optimalite

kosullarinin elde edilisinde kolayliklar sagladigi {izerinde durulmustur.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE OPTIMAL KONTROL

Bu boliimde oncelikle optimal kontroliin ve stokastik optimal kontroliin tanimli oldugu
uzaylar kisa bir bilgilendirmeyle okuyucuya verilip sonrasinda tezde kullanilacak olan
maliyet fonksiyonunun ¢6ziimii igin gerekli olan yonli tiirev ve gesitleri tanimlanmustir.
Daha sonrasinda ise en basit haliyle matematiksel optimizasyon probleminin tanimi
yapilarak optimal kontrolii ¢6zen kisit denklemlerinin (diferansiyel denklem) gesitlerine
gore nasil smiflandirildigr gosterilmistir. Sonrasinda optimal kontrolii elde etmek i¢in basit
ornekler iizerinde Pontryagin Maksimum ilkesi ve Hamilton-Jacobi-Bellman yéntemleri
uygulanmistir. Daha sonra bu tezde kullanilacak olan stokastik optimal kontrol problemi
tanimina gecis yapilarak, Oncelikle stokastik siireci olusturan olasilik uzayi anlatilip
sonrasinda stokastik analizin temelini olusturan Brown Hareketi ve stokastik diferansiyel
denklemi ¢dzmemize yarayan Ito integrali anlatilmistir. Son olarak, stokastik optimal
kontrol problemini ¢dzmek ic¢in kullanilan ydntemlerden Hamilton-Jacobi-Bellman

denklemi ve Stokastik Pontryagin Maksimum Ilkesi tanimlar1 yapilmistir.

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Banach uzayi

Matematikte, 6zellikle fonksiyonel analizde, bir Banach uzayi tam bir normlu vektor
uzayidir. Boylece, bir Banach uzayi, vektorler arasindaki vektér uzunlugunun ve
mesafesinin hesaplanmasina izin veren ve vektorlerin bir Cauchy dizisinin daima uzayda
bulunan iyi tanimlanmis bir sinira yakinsadigi anlaminda tamamlanmis bir metrikli vektor

uzayidir.

X bir vektor uzay1 ve ||-||: X = R bir fonksiyon olsun. Eger,

i) Vx € Xi¢in ||x]| =0 x =0,
i) Vx € X, VA €K igin |[Ax]| = |A|l|x]],

i) vx,y € Xigin [|x + y|l < llx|l + llyll, (2.1)

sartlar1 saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X, ||-||)’e de normlu uzay denir.



X vektor uzay1 igerisindeki her Cauchy dizisi {x,} i¢in 6yle bir x € X vardir ki,

lim||x,, — x||x = 0, (2.2)
n—-oo

esitligini saglasin. O zaman (X, ||-||) normlu uzayma tam uzay veya Banach uzay1 denir.
2.1.2. Hilbert uzayr

Hilbert uzay1, Oklid uzay1 kavraminin genellestirilmesidir. Bir Hilbert uzay1, uzunluk ve
acinin Ol¢iilmesini saglayan i¢ carpim yapisina sahip olan soyut bir vektor uzayidir. Ayrica
uzayin iginde yeterli limitlerin varligini1 6ngoren bir 6zelligin kullanilabilir tekniklerine izin

vermek i¢in Hilbert uzay1 tam olmalidir ve pozitif skaler carpima sahiptir.

Bir Hilbert uzay1 H, bir reel veya karmasik i¢ garpim uzayidir. Bu da bir tam metrik uzayi ile
sirastyla uzunluk fonksiyonu ig¢-¢arpimi tarafindan uyarilir [33]. H i¢ ¢arpimin oldugu
kompleks bir vektor uzayidir ki burada H’nin her bir x, y ikili elemanlarinin i¢ ¢arpimi (x, y)

asagidaki 6zellikleri saglar;

1. I¢ carpimlar eslenik simetriktir:

2. a ve b biitiin karmasik sayilar i¢-carpimin dogrusal ilk bileseni i¢indedir.

(ax; + bxy,y) = a{xy,y) + b{x,,¥).

3. Bir elemanin kendisi ile i¢ ¢arpimi pozitif tanimlidir:

(x,x) =0

esitlik durumunun tam tuttugu (ortiistiigii) yer x = 0 dir.

Tam normlu uzay olarak Hilbert uzayi tanimi geregi de Banach uzayidir.



LP uzayi, sonlu boyutlu vektor uzayi i¢in p-normunun tanimli bir fonksiyon uzayidir. Bir

reel say1 p = 1 igin, x’in p-normu,

1
xlIP = (g [P + |22 [P A+ -+ [ P)P (2.3)
seklinde ifade edilir.

p = 2 ise L? uzayi, Hilbert uzayinmn bir sinifidir.
2.1.3. Gateaux tiirevi

Gateaux tiirevi Fransiz matematik¢i René Gateaux tarafindan Banach uzaylar1 gibi yerel
konveks topolojik vektor uzaylari arasindaki fonksiyonlar i¢in tanimlanmistir. Banach
uzayindaki Fréchet tlirevi gibi, Gateaux tiirevi genellikle varyasyonlar ve fizik hesaplarinda

yaygin olarak kullanilan fonksiyonel tiirevi resmilestirmek i¢in kullanilir.

X ve Y yerel konveks topolojik vektor uzaylart ve U € X agik kiime, F: X — Y olsun. F
fonksiyonunun u € U noktasindaki ¢ € X yoniindeki Gateaux diferansiyeli,

F(u+tp)—-F(u) _

dF (u; @) = lim ZFu+tp)| (2.4)
-0 dt =0

olarak tanimlanuir.

Eger Vo € X yoniinde limit varsa, 0 zaman F fonksiyonu u noktasinda Gateaux

tirevlenebilir.
2.1.4. Yonli tiirev

Matematikte verilmis bir X noktasindaki ve 0 noktadaki v vektorii boyunca ¢ok degiskenli
bir fonksiyonun yonlii tiirevi, fonksiyonun x noktasinda v vektorii boyunca anlik degisim
oranini temsil eder. Bu yiizden kismi tiirev fikrinin genellestirmesidir ¢iinkii kismi tlirevler
alinirken yon her zaman koordinat eksenlerine paralel olarak alinmaktadir. Yonlii tiirev,

Gateaux tirevinin 6zel bir durumudur.



f(X) = f(xq, x5, ..., x,) Skaler fonksiyonunun bir ¥ = (v, ..., v,) vektorii boyunca yonlii

tiirevi,

Vsf (%) = éi"&m 2.5)

limiti tarafindan verilen fonksiyondur.

v, yerine D, de kullanilmaktadir. Eger f fonksiyonu X te tiirevlenebilir ise, 0 zaman yonlii

tiirev herhangi bir ¥ vektorii boyunca vardir ve

Vsf(X) =Vf(x) v (2.6)
olur.

2.1.5. Frechet tiirevi

Frechet tiirevi Banach uzayinda tanimli bir tiirevdir. Genellikle tek degiskene bagl reel
degerli fonksiyonun tiirevini ¢ok degiskenli vektor degerli fonksiyona genellemek i¢in ve
varyasyon analizinde yaygin olarak kullanilan fonksiyonel tiirevi tanimlamada kullanilir.

Frechet tirevi Gateaux tiirevine zit olmalidir.

V ve W norm vektor uzaylari olsun ve U c V, V ‘nin agik alt kiimesi olsun. Eger, sinirh

lineer operator A:V - W,

AR~ F ) -Ahlly
||£z||—>0 llAlly =0 27)

esitligini sagliyorsa, f: U — W fonksiyonu x € U noktasinda Frechet tiirevlenebilir.

Buradaki limit, V ve W metrik uzaylarinda tanimli f fonksiyonunun limitidir.

2.2. Matematiksel Optimizasyon Problemi

Matematiksel bir optimizasyon problemi,



u (2.8)
uescluyu

inff(w)
of
seklinde ifade edilir. Burada
u: Karar degiskeni ve U uzay1 icerisinde tanimli bir S kiimesinin elemanidir.

f: Maliyet fonksiyonu

(P) probleminin ¢6ziimii, en diisiik maliyet olan f* in hesaplanmasidir. Yani f* = inf f (u)
UES

degerine (P) nin optimal degeri denir. Bu durumda Vu € S igin f(u) = f* esitsizligi
gecerlidir.

2.2.1. Optimal ¢oziim

(P) nin ¢6ziimii olan f* igin bir u* € S aranir. Yani f* = f(u") bigiminde ifade edilebilir.

Burada u*degerine optimal ¢6ziim denir.
2.2.2. Dighiikey kiime

Bir S € X kiimesi verilsin. Her 4 € (0,1), x € S ve y € S i¢in Ax + (1 — 1)y € S kosulu

saglaniyorsa bu kiimeye digbiikey (konveks) kiime denir.

2.2.3. Disbiikey fonksiyon

S digbiikey bir kiime olmak tizere f: S — R fonksiyonu Vx,y € S ve 1 € (0,1) i¢in,
fAx+ (A =Dy) =Af(x) + (1= Df () (2.9)
saglaniyorsa f fonksiyonuna digbiikey fonksiyon denir.

2.2.4. Jensen esitsizligi

f fonksiyonu digbiikey bir kiime {izerinde tanimlanmig digbiikey bir fonksiyon olsun. Bu
durumda va; = 0ve Y 4; = 1 igin,
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fEr A x) < Xioa Ai f (%) (2.10)

esitligi saglanir.

2.2.5. Dishiikeyligin gerek ve yeter kosullar:

1.Mertebeden Kosullar

f fonksiyonu digbiikey bir kiime olan S {izerinde tanimli ve f € C?* olsun. O zaman,

“f digsbiikeydir’e f(x) + V. f(x)(y —x) < f(y),Vx,y €S

olur.

2.Mertebeden Kosullar

f fonksiyonu digbiikey bir kiime olan S {izerinde tanimli ve f € C? olsun. O zaman,

“f disbiikeydir’e V2f(x) = 0,Vx €S

olur.

2.3. Optimal Kontrol Problemleri

Bir optimizasyon probleminde kisitlayici olarak bir diferansiyel denklem ele alinabilir. Bu
denklem adi diferansiyel denklem (ODE), kismi diferansiyel denklem (PDE) veya stokastik
diferansiyel denklem (SDE) olarak karsimiza ¢ikabilir. Optimal kontrol probleminde
optimizasyonu alinacak maliyet fonksiyonu hem bir karar degiskenine hem de bir durum

degiskenine bagl olur.

Optimal kontrol problemi,

7(';% J(y,w)
(P){ e(y,u) = 0 (2.11)

gly,u) =0
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seklinde tanimlanir. Burada,
u: Karar degiskeni (kontrol parametresi),
y: Durum degiskeni (state variable),

e(y,u) = 0 Adi diferansiyel denklem/ kismi diferansiyel denklem/ stokastik diferansiyel

denklem,
g(y,u) = 0 esitsizlikleri gosterir.
Baz1 optimal kontrol problemi 6rnekleri de sdyle siralanabilir:

(min J(x,u)
(xu)

P) J dx = f(x(©),u(t),t), = Adi Diferansiyel Denklemin Optimal Kontrol Problemi
l —1<u() <1,

x(0) = x,.

. 1
min J(y,w) = = lly — yall?> + = [[u?]],
u) 2 2

,

(P){ YVt — Yxx = Sinx +u, = Kismi Diferansiyel Denklem
y(0) =y =1,
0<u<l

. 1
Py | J,w) = E(J, y* + au?ds),
dy = (y +u)dt + AdW.

= Stokastik Optimal Kontrol Denklemi

dir.

2.3.1. Optimal kontrol problemlerinde gereklilik kosullar:

Bir (1, A) parametresi su sekilde tanimlansin;

(Ao, A) = (Mg A, Az, -+, Ayt [to, T] = R™HE (2.12)

Bu parametreye carpan parametresi (adjoint degiskeni) denir.
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Hamilton fonksiyonu,
H:[ty, T] X R™ x R¥ x R x R™ - R olmak iizere,
H(t,x,u, A9, 1) = Aof (t,x,u) + Ag(t, x,u) (2.13)

seklinde ifade edilir. O halde Hamilton fonksiyonu i¢in optimizasyon problemi,

T
max J(w) = ftof(t, x,u)dt + h(x,t),

(P)x = g(t, %,w), (2.14)
x(to) = x°.

bi¢iminde tanimlanir.

2.3.2. Pontryagin maksimum ilkesi

Bir (P) problemi i¢in f ve g siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun ve u* bir optimal
kontrol, x* da buna karsilik gelen yoriinge (trajectory) olsun. Bu durumda (Ay, A*) vardir.
Burada Aj, sabit olup A*: [to, T] = R™ de siireklidir. Ayrica her t € [t,, T] igin,

H(6,x" (0, u" (6), 2, X' (8) = maxH (6, x" (0),v, 4, 4" (1) (2.15)

olur ve eslenik (adjoint) denklemi,

OH _

) A= —=—VH (2.16)
i) A*(T) =0 (2.17)
i) 1%(0) =1 (2.18)

kosullarini saglar. Es. 2.5 ‘e denk gelen yoriinge (¢c6ziim),
x*=V,H (2.19)
esitligini saglar. Eger U = R¥ ise,

VoH=0 (2.20)
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olur.

Ornek 2.1

ueRrR
X=u
(P) gt x,u)=x (221
x(0)=2
x(to) = x°

[max fol(x —u?)dt

(P)’ yi Pontryagin maksimum ilkesini kullanarak ¢6zelim.
Hamilton fonksiyonunu yazarsak,
H(t,x,u,A) =x —u?+ Au (2.22)
elde edilir ve eslenik denklemi i¢in Es. 2.16-2.17 kullanilarak,
) Z=—ir=1 (2.23)
i) A*(1)=0 (2.24)
esitlikleri yazilir ve eslenik denklemi,
I=—t+1 (2.25)

elde edilir. Daha sonra Es. 2.10°dan,

OH A" 1-t
du 2 2

yazilir ve bu durumda optimal ¢6zlim,

Pt
{x =7 sy =B (2.26)
x*(0) = 2 2 4

elde edilir.
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2.3.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimii icin Hamilton-Jacobi-Bellman yontemi

Vx € R™ ve 0 <t <T igin V(x,t) fonksiyonu eger miimkiin olan maksimum maliyet

degerini veriyorsa bu fonksiyona deger fonksiyonu (value function) denir ve

uey (2.27)

V(x,t) =sup J(u)
{V(x, t) = h(x(t))

seklinde tanimlanir. Simdi bu V fonksiyonunun lineer olmayan bir kismi diferansiyel
denklemi sagladigini gorelim.

Deger fonksiyonu V(x,t) nin siirekli tiirevlenebilir oldugu varsayilsin. Bu durumda V

fonksiyonu,

{Zg 2 Z %lé;)c gw). VRV (x,0) + f(x,u)} = 0 (2.28)
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) denklemini saglar.

HJB denklemi,

V. +H(x,V,V)=0 (2.29)

bi¢iminde de kullanilabilir. Buradaki H fonksiyonu Hamilton fonksiyonudur. HIB denklemi

i¢in algoritma,

1) HJIB denklemi ¢oziiliip V (x, t) hesaplanir.
i) u*(t) geri doniit kontroliinii (feedback control) bulmak igin V (x, t) kullanilir.
i) Ve + g(t, x,u(x, t).V,V(x,t) + f(t,x,u(x,t)) = 0 ¢oziliir.

iv) x*(t) hesaplanir.
Ornek 2.2
max fol(x —u?)dt

P)yx=u
x(0)=2



(P)’yi HIB yontemiyle ¢ozelim.
HJB denklemini yazarsak,

Ve + max{u.V, + x —u?}=0

olur. Simdi de V (x, t) icin U () yi bulalim.

V(x,1) = 0 yazariz ve Es. 2.30’un u’ya gore tiirevini alirsak,
a

Vx
a(u.v}c+x—u2)=0 = V-—2u=0 = u=7

elde edilir ve Es. 2.30’da yerine yazilirsa,

Vt+%-vx+x—(%)2=0

olur. Elde edilen bu denklem diizenlenerek,

2
Vi+x+ZE=0

4
kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢ozersek,

3 2
Vi) = ——+S—Zqpx—xt+—
12 4 4 12

esitligini elde ederiz.

Es. 2.31°den geri doniit kontrolii,

wi(t) =—

bulunur ve optimal ¢6ziim,

15

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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. 1-t
X =— t  t?
2 =Sx't)=-——+2 (2.36)
{x(O) =2 V=275
bulunur.

2.4. Stokastik Optimal Kontrol

Stokastik optimal kontrol, optimal kontrol teorisinin bir alt dalidir ve rassallik iceren
matematiksel bir modeldir. Yani zaman igerisinde olasilik kurallarina gore degisen
sistemleri modellemek i¢in kullanilir. Belirsizlik altindaki tiim se¢imler arasindan en iyi
parametre degerlerini se¢mek stokastik optimal kontroliin amacidir. Stokastik optimal
kontrolde, kontrollii sistemler stokastik diferansiyel denklemler (SDE’ler) ile

tanimlanmaktadir.
2.4.1. Stokastik siire¢

Bir stokastik siireg, bir olasilik uzay1 (2, F, P) lizerinde tanimlanmis rassal degiskenlerin bir
X = (X¢)ter toplulugudur. Burada, 2 6rnek uzay:r bir rassal deney veya fenomenin tiim
miimkiin sonuglarinin kiimesini géstermektedir. F olaylarin kiimesi bir o —cebridir. Yani

) nin asagidaki kosullar1 saglayan alt kiimeleri sinifidir.

) A€Fise A=0—AE€EF,

i) n=1,2,..icinA, E FiseUA, €F.
n

A € F kiimelerine olaylar veya ol¢iilebilir kiimeler denir. ({2, F) ise Ol¢iilebilir uzay olarak
adlandirtlir. P ise (£, F) lizerinde tanimlanmig bir olasilik dl¢iimiidiir. Yani P: F — [0,1]
dir.

Stokastik siireci olusturan her bir rassal degisken X;: — S seklinde bir fonksiyondur.
2.4.2. Indeks kiimesi

Stokastik siirecin indis parametresi stokastik siirecin tipini belirler. Omegin 1={01,2,..}

ise slire¢ kesikli zamanli stokastik silire¢ olarak adlandirilir ve boyle bir siireg¢ X =
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{X,;n=0,1,..} seklinde gosterilir. Eger I = [0,] ise siirekli parametreli (zamanli)
stokastik siire¢ elde edilir ve X = (Xi)o<t<oo seklinde gosterilir. t indeksi zamani temsil

eder ve X;, t zamanindaki siirecin durumu ya da pozisyonu olarak adlandirilir.

2.4.3. Durum uzayi S

Durum uzayi S stokastik siireci olusturan X, rassal degiskenlerin aldig1 degerlerden olusur.
X;, siirecin t adim sonunda bulunacagi durum olarak yorumlanir. Rassal degiskenler ve
rassal vektorlerle ¢alisildigindan S € R veya S ¢ R™ dir. Eger, t indeksi zaman olarak
yorumlanirsa zamanla elde edilen informasyonun da agiklamaya dahil edilmesi gerekir.

Bilgi akigin1 modellemek i¢in filtrasyon (slizgeg) gosterimi kullanilir.

2.4.4. Filtrasyon ve uyarlanabilirlik

Eger F asagidaki sekilde artan sigma cebirlerinin bir dizisini igeriyorsa (£, F, (Fy)¢er, P)

olasilik uzayina filtre edilmis olasilik uzay1 denir.

F,CF, s,teT ve s<t. (2.37)

Indis kiimesindeki t icin X,, F, olciilebilir ise X = (X,;t € I) stokastik siirecine

uyarlanmistir denir.

Uygulamada genellikle enformasyon X, siirecini n kendisinden elde edilir. Yani baska
digsal enformasyon kaynagi mevcut degildir. Bu durumda X = (X;; t € I) siirecinin kendisi

tarafindan dogurulan enformasyona standart filtrasyon denir ve

Fi=c({Xyu<stuel}) (2.38)

seklinde gosterilir.

2.4.5. Brown hareketi

Bir stokastik siire¢ (£2,F,P) aynmi olasilik uzayinda tanimh X = (X;;t € I) rassal
degiskenlerin toplulugudur. Brown hareket (T > 0 i¢in W,:t € [0, T] ) asagidaki 6zellikleri

saglayan reel degerli bir stokastik siirectir.
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e Bagimsiz artiglar: Biitiin 0 < ty < t; < - <t,, < T igin artislar,
W, =W (W, =Wy, ot [ Wy =W,
seklindedir.

e Sabit artislar: Eger 0 < s <t <T ise, W, — W; ve W;_g — W, artislar1 ayn1 olasilik
kanuna sahiptir.

e Siirecin artimlar stireklidir.
Eger Brown hareket P i¢in,
Wo=0, EW,) =0, EW2 =t (2.39)

esitlikleri saglaniyorsa standart Brown hareket ya da Wiener siireci olarak adlandirilir. Su

ana kadar bagka bir sey belirtilmedigi siirece Brown hareketin standart oldugunu varsaydik.
Standart 1-boyutlu Brown hareket (W;);s icin,

dW (t).dW(t) =dt, dW(t).dt =0, dt.dt =0 (2.40)
karakterizasyon ozelliklerini saglar.

2.4.6. Ito integrali

(Bt)tso, F; filtrasyonuna gore uyarlanmis, standart Brownian hareket ve (X;)¢so, Fr —

filtrasyonuna gore uyarlanmis bir stokastik siire¢ olsun. (X;)¢so, [0,T] araliginda kare
integrallenebilir bir stokastik siirectir. Yani, her T icin E ( fgo Xtdt) <oo dur. [0,T]
arahgmin 1w, ={0=t, <:-<t, =T} pargalanmasi igin ||,| = max{t;;, — t;}

olmak tizere Ito integrali,
I(T) = [, X.dB, (2.41)
seklinde gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

lim E [S153 X (e 1B (tn) — B — Ji X@©dB,| =0, (2.42)

ll7n -0
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2.4.7. Monte Carlo Simiilasyonu
Monte Carlo Simiilasyonu genelde raslantisal (random) degiskenlerin sisteme etkisinin

incelenmesi i¢in kullanilir ve raslantisal degiskenler i¢in rastgele sayilar lireten bir algoritma

ile ¢alisir.

Monte Carlo Simiilasyonu yapilacak degiskenler belli bir istatistiksel dagilima uyacak
sekilde iiretilebilir. Bunun i¢in olasilik dagilim fonksiyonunun tersi kullanilir. Bilgisayar
tarafindan belirli bir aralikta [0-1] diizenli (uniform) olarak iiretilen rastgele sayilar olasilik

dagilim fonksiyonlarinin tersi kullanilarak kolaylikla herhangi bir dagilima déniistiiriilebilir.

Omnegin iki rassal degiskene (X;, X,) bagli olan Y degiskeninin bu degiskenlerle olan iliskisi

f fonksiyonuyla tanimlanmis olsun.
Y = f(X1, X2)

Eger X; ve X, degiskenlerinin dagilim1 belliyse (6rnegin: Normal Dagilim) ve ayn1 zamanda
dagilim ozellikleri de biliniyorsa (u,: Ortalama ve o,: Standart sapma) X degerleri igin

defalarca rastgele sayilar iiretilerek f fonksiyonuyla Y degerleri hesaplanabilir.

Buradan da Y ile ilgili istatistiksel bilgilere ulasilabilir. Ne kadar ¢ok 6rnekleme yapilirsa, 0

kadar iyi sonuglar elde edilir.

2.4.8. Stokastik optimal kontrol problemi

(W(t))¢y<t<r, filtrelenmis olasilik uzay: (.(2, F, (F(t))te[to,T]'P) da 1-boyutlu Brown
hareket ve t, > 0 olmak iizere 2 = [ty, T] sabit zaman aralig1 olsun. Bu olasilik uzaymda

reel degerli kare integrallenebilen F (t) -uyarlanmis siireg uzay1 L (t,, T) olarak adlandirilir.
Kontrollii bir stokastik diferansiyel denklem,
d(y(®) = f(t,y(®),u(®))dt + h(t,y(©),u@)dW @) (€ [0,T]), y(to) =yo (243)

seklindedir ve f(t,y(0),u(t)) ile At y(®),u(t)), (ty(t),u(t)) e gore siirekli

tiirevlenebilen fonksiyonlardir ve tiirevleri diizglin sinirlidir. Bu varsayimlar altinda  Es.



20

2.43’ Uin tek bir ¢dztiimil vardir. Ayrica u = (u(t)) e[z, 1], kontrol uzay L?(to, T) de kapali

bir konveks kiime olan 4 da kontrol siirecedir.

Optimal kontrol probleminin maliyet fonksiyonu;

min £ |$(T,y(T)) + [ g(5,¥(s), u(s))ds]
()Y d(y (1) = £t y(t), u(®)dt + h(t, y(t), u(t))dW (t), (t € [0,T]) (2.44)
y(to) = Yo

seklindedir ve ¢ (T,y(T)) ve g(t,y(t),u(t)) birinci dereceden tiirevlenebilen siirekli
diizgiin fonksiyonlardir. Bu problemi ¢6zen kontrol siireci u*(t) ise optimal kontrol olarak

adlandirilir.

2.5. Hamilton-Jacobi-Bellman Denklemi

Maliyet fonksiyonu j(t, y),

J(t,y) = mink [$(T,y(T) + J, g(s,y,u)ds] (2.45)

olsun ve bu maliyet fonksiyonunu yeterince kiigiik bir At > 0 igin iki kisma ayiralim:

. t+At T
J(&,y) =min E |[7 g(s,y,wds + ¢(T, (D) + [, ., 9(s, v, u)ds (2.46)
J(t+Aty)

olur. Burada y ve u degiskenleri s’e bagh ve y ile u sirasiyla y(s) ve u(s) yerine
kullanilacaktir. Bundan sonraki asamalarda da sadelik i¢in bu kisaltmay1 degiskenler, Brown

hareketi W ve dW artis1 igin dW yerine kullanacagiz.

Es. 2.46’dan hareketle Ito formiilii kullanilarak,

t+A4t 2](s, (s,
Je+ 4t y) = J(6y) + [T EED 4 f7(s,y,u) 22

1 02J(s,y) ;T
+ 3 tr {a_yzh (s,y,wh(s,y, u)})ds
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+ [ s, y, waw (2.47)

yazilir. Burada tr {a J5y) W' (s, y,wh(s,y, u)} ifadesi &) ;S ) W (s, y,w)h(s, y,u)

matrisinin izini temsil eder. Bir boyutlu durumda,

92](s,y) 9ISy T

2] (s,
T2 (s,y,wh(s,y,u) = 5 22 (s, ,0) (2.48)

olur.

Simdi Es. 2.47°1 Es. 2.46’da yerine koyarsak,

J(t,y) = TEL'ZLE [ftt“‘tg(s, y,w)ds + J(t + At, y)]

_ . t+ t+At 6](sy)
= mink [ft g(s,y,wyds +J(t,y) + [, s

(s, yw) L 4 e (Lo 21 (5,9, wh(s, v, w) ds
t+At 0] (s,
+ [ (s, y, wyaw |

t

= minE [f 4 g(s y,w)ds + J(t,y) + fHAt(a](s'y)

Uu€a ds
+fT(s,y,u) a%_;y) +2tr {a SOV T (s, y, u)h(s, y, u)}) ds] (2.49)

2 dy?

esitligi elde edilir. Yeterince kiiciik bir At > 0 igin esitlik,

o t+At AJ(SY) | T 0J(s¥)
0 = mink | " (g5, + 552+ £ (5,0 55

+itr {a JSY) )T 5 3 W)h(s, y, u)}) ds| (2.50)
olur ve bdylece asagidaki Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) denklemini elde edilir:

o 9J(ty) T 9J(ty)
O—Telg(g(t,y,uﬂ e TGyw=g

+otr {" JEY) 1Tt 3y w)h(t, y, u)}) . (2.51)
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2.6. Stokastik Pontryagin Maksimum Tlkesi

Optimal kontrol problemi (P) i¢in Hamiltonian fonksiyonu;

H(t,y,p.u,q):= g(t.y,u) + fT (6, y,Wp + s tr{gh(t,y, W' (t, y, ) (2.52)
olur. Burada (p(t),q(t)) siireci (F(t))¢e(t, 1) € gOre uyarlanmgtir ve

p() =J,(t ), (2.53)
a®) =32 =1,y (t,7) (2.54)
esitliklerini saglar.

Bucalismada ¢, y, yy vb. altindisleri J(t, y) nin bu degiskenlere gére pargali tiirevleri olarak

kullanilacaktir.

Simdi Hamiltonian fonksiyonunu kullanarak, HJB denklemini yani Es.2.51’i yeniden
yazarsak,

~Je(t,y) = min H(t,y(6),u(8),p(®), 4(D) (2.55)
halini alir.

Varsayalim ki burada bilinen bir optimal kontrol u*(t,y(t),p(t),q(t)), optimal kontrol

problemini su sekilde ¢ozsiin;

H'(t,y,p,q) = H(t,y,u"(t,y,p,q),p,q)
1
=9ty p.@) +fT &y, 0, Qp +5tr{gh(t,y,p, K & y,p,9)}

= _]t(t'y)' (256)

Buna gore, dy ve dp durum ve adjoint diferansiyelleri i¢in SDE leri yazariz.
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dy = f(t,y,u")dt + h(t,y,u*)dW

= Hy(t,y,p,qQ)dt + h(t,y,p,q)dW (2.57)

ve Es. 2.53’de p(t) icin Ito formiiliinii uygulanirsa,

1
dp = J,:(t,y)dt + ], (t,y)dy + E]yyy(tr y)dydy

= Uye(6,) + Iy (6D (6 3,0) + 5 {yyy (6, Y)R(E y, WA (8, y,w) et

+yy (6, Y)A(E, y, u)dW (2.58)

elde edilir. Boylece, Es. 2.56’nin pargali tiirevini y ’e gore J,.(t,y) yi elde etmek igin

alirsak,

* * 0 * d
_]yt(tJy) = Hy(t,y,p, q) + Hp(t,y,p, q)£ + Hq(t'yrpr q)ﬁ
= Hy(t,y,p, @) + ]y (&, )f (t,y,u)

= tr{Jyyy (LI Y, W (8, y,0)) (2.59)
esitligi elde edilir. Es. 2.59’u da Es. 2.58’de yerine koyarak,
dp = —Hy(t,y,p,q)dt + ], (t, Y)h(t, ¥, p, Q)dW (2.60)
= —H,(t,y,p,q)dt + qh(t,y,p,q)dW (2.61)
eslenik denklemi elde edilir.

Sonug olarak, (P) probleminin ileri-geri stokastik diferansiyel denklem sistemi (FBSDE)
ifade edilebilir. Stokastik Maksimum {lkesi,
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(dy = Hy(t,y,w,p,q)dt + h(t,y,u,p,q)dW, (t € [t,, T])
dp = —H,(t,y,u,p,q)dt + qh(t,y,u,p, @)dW, (t € [to, T])
0=Hy(ty,u,pq),(t€[t,T])
y(to) =y°
p(T) = ¢y (T, y(T)),

U7 (ty,p,q) = minH(t, y,u,p, q)

(2.62)

seklinde yazilir.
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3. STOKASTIK OPTIMAL KONTROL IiCIN BiR GRADYAN
ALGORITMASI

3.1. Giris

Stokastik optimal kontrol problemlerinde amag¢ beklenen en iyi sonuca ulasmaktir ve bu
amagla karar vericiler tiim olasi kararlar i¢in en uygun karar1 segmelidir. Bu béliimde ise bir
stokastik optimal kontrol problemi ¢6ziimii igin basit ama etkili bir gradyan projeksiyon
algoritmasi dnerilmektedir. Temel iterasyon semasi, bazi Euler metotlari araciligiyla durum
ve yardimct durum denklemlerini ¢6zerek ve Monte Carlo simiilasyonu kullanarak maliyet

fonksiyonunun gradyan projeksiyonunu hesaplamaktir.

(2, F,{F;}ts0, P) 1-boyutlu standart Brown hareket {Wt}tzo tarafindan iretilen dogal

filtrasyonu {F;};so olan tam bir olasiik uzayr olsun. T >0 zaman degiskeni ve
L?(0, Fy; R) ise reel degerli kare integrallenebilir F, —dlgiilebilir rassal degiskenler uzayi

olsun. L%([0, T]; R) tarafindan reel degerli kare integrallenebilir F, uyarlanmus siire¢ uzayt,

E{f) 1yeldt} < +oo (3.1)
esitsizligini saglar.

Bu ¢alismada kullanilacak olan stokastik kontrol problemin amag fonksiyonu,

J@w) = [ Elh@y,w]dt + [ jwadt (3.2)

seklindedir ve fonksiyonda yer alan h ve j siirekli birinci mertebeden tiirevlienebilen diizgiin
fonksiyonlardir. u € Uy, ise deterministik kontroldiir ve burada U,4, L?(0,T) kontrol

uzayinda kapali bir konveks kiimedir.

Eger (J(y,u),u) nun minimumu elde edilirse kabul edilir kontrol u* optimal olarak

adlandirilir ve burada durum degiskeni y(u) € L% ([0, T]: R) ifadesi,

dy = f(t,y,wdt + g(t,y)dW;, y(0) =y, (3.3)

tarafindan {iretilen bir stokastik siiregtir.
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Bu tezde kullanilacak olan f ve g, (t,y,u) ve (t,y) ye gore siirekli tiirevlenebilir ve
tiirevleri sinirlt fonksiyonlardir. Yukaridaki varsayimlar altinda Es. 3.3n tek ¢oziimiiniin
y(-) € L4([0,T]: R) oldugu (yo,u(-)) € R X Uy, igin kabul edilir [33]. Boyle bir y(-) ise

karsilik gelen yoriinge olarak adlandirilir.
3.2. indirgenmis Amac Fonksiyonu ve Ozellikleri

J(w) =J(y(uw),u) indirgenmis amag fonksiyonu ve y(u) ise Es. 3.3 iin ¢6ziimii olsun.
Oncelikle genel uzayda indirgenmis kontrol problemi igin bu projeksiyon metodunu ifade
edelim. U gercek Hilbert uzaymnda U = U ve K’ da U’ nun kapali konveks alt kiimesi

olsun. U’ da kapali fonksiyon olan J(u) ’nun

minj(u) (3.4)

uekK

degerine bakalim. Es. 3.4 icin yaygin olarak kullanilan gerekli ve yeterli optimalite kosulu;
J@,v—u)=0, VveK (3.5)

seklindedir. Bunun i¢in Teorem 3.1°e bakacagiz fakat teoreme gecmeden 6nce U gergek

Hilbert uzay: i¢in bazi 6zellikler verelim.
u, v € U olmak tizere,
1) U uzayinda siirekli bir bilineer form simetriktir;
w,v - b(u,v), b(uv)=>b(v,u) Vu,veUlU.
i) U uzayinda siirekli bir lineer form;
v = L(v).
i) Ugq, U ’dakapali konveks bir kiimedir.

Ayrica bu ¢alismada U nun normu ||-|| olarak gosterilecek olup ||. ||, = +/b(.,.) ise ||. |y

’ya denktir. U,y ise kabul edilebilir kontroller kiimesidir.



Teorem 3.1

Ikinci dereceden (quadratik) fonksiyon,

J(v) = b(v,v) — 2L(v)
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(3.6)

U,q kiimesi tizerinde minimize edilmelidir. Ayrica b(u, v) siirekli bilineer formu ¢, ve ¢,

sabit olmak iizere,

|b(u, )| < cillullyllvlly, Yu,veU

b(u,w) = collullg

esitsizliklerini saglar ve U,; de dyle bir u eleman1 vardir ki

J) = Inf J(v)

VEUgq
esitligini saglar.

O halde U,4 nin minimize edici elmani u,

b(u,v—u)=L(w—u), YvE€Uy

tarafindan karakterize edilir.

fSpat

u minimize edici eleman olsun. O zaman Vv € U, ve 6 € [0,1] igin,
J) = J((1 = 6)u + 6v)

yazilir ve diizenlenerek esitsizligin her iki tarafi 6 a boliiniirse,

S+ 0w —u) —Jw] =0

3.7)

(3.8)

3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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elde edilmis olunur. O halde Es. 3.11’in limiti alinirsa,

zeimg Juw+6@—w)—Jw]=0 (3.13)
seklinde yazilir ve eger limit varsa Es. 3.11 yerine

JWw-w—u)=0, VvEeEUy (3.14)

denkligi yazilir. Boylece Es. 3.4’1i saglayan gerekli ve yeterli optimalite kosulu elde edilmis
oldu.

Simdi izdiisiim operatorii PPU — K y1 su sekilde tanimlayalm: w € U igin PEw € K

asagidaki esitligi saglar.

b(PEw — w, PPw —w) = rréilr}b(u —w,u—w) (3.15)
u

Bu esitlik de

b(PEw —w,v — PEw) > 0, Vv EK (3.16)

esitligine denktir.

Py ’nin U da herhangi bir kapali konveks alt kiime i¢in iyi tanimli oldugu agiktir.

Es. 3.5%1 kullanarak Es. 3.4’de yer alan u kontroliiniin ¢oziimii Vp > 0 igin,

u=P(u—pb~J'(W)) (3.17)

olur. Burada esitligin her iki tarafi soldan b operatorii ile garpilarak Es. 3.17’i sagladigi

goriiliir.

u = Pg(u—pb~'J'(w)
bu = bPEu — P2pbb~]'(u)
(bu,u) = (bPRu,u) — (PgpJ'(w), w)
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(ww) = (PRw,u) — (Pep)'(w), w)
(ww) = P¢(u—pJ'(w),w).

Simdi de Es. 3.4 ‘lin indirgenmis kontrol problemi ig¢in iteratif semas: (n = 0,1,2,...)

tanimlayalim:

b(u,,1,v) = b(un, v) = PnUn(un),v),¥Yv €U

un+1 = Plg{(un+l)'
2

(3.18)

Burada J,,, n. iterasyonda /' nin yaklasik fonksiyonudur. Bu sema i¢in asagidaki yakinsama

sonucuna ulagilir.

Teorem 3.2

J' nin Lipschitz ve diizgiin monoton oldugunu varsayarsak ¢ ve C pozitif sabitleri icin,
Jw-Jw|<cCllu-vlly, Vuveu (3.19)
J'@—-JW,u-v) zcllu-vlj, vuveU (3.20)
esitlikleri saglanir.

Ayrica eger J,, , ] e asagidaki gibi diizgiin yakinsiyorsa;

V) =S @], < & >0 (3.21)
0 zaman oyle bir € > 0 vardir ki,

lim|lu—u,ll, =0 (3.22)
n—-oo

esitligi p, < & olmasi sartiyla saglanir.
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fspat

Iterasyon semas1 (Es. 3.18) igin,

Uns1 = PR (Un = Pub™n(un)) (3.23)
denklemi yazilir.

Es. 3.17 kullanilarak Es. 3.19’dan ¢ikartilirsa,

Unpr — U = PR(un = ppb™n(un)) — Pg(u — ppb™J (W) (3.24)
elde edilir. Her iki tarafin normunun karesi alinirsa,

—1 ' 4 2
”un+1 - u”lza = ”PIlg(un — pnb 1]n(un)) - PII(J(u — pnb 1] (u))”b

< Jtn = = pub™GaCun) = J Q)|

= lluy —ullj + ||/l9nb_1(]{1(un) —]'(u)?llz - Zb(plnb_l(lrl(un) —J' (W), uy — }1) (3.25)
1 |
(3.25.1) (3.25.2)

elde edilir. Bu esitligi kisim kisim ¢6zerek gidelim.

Es. 3.25.1 i¢in,

1Pnb ™ Un () = J QDI; = [lonb™ UnCutn) = J (i) +J () = J @),

< [lonb ™" UnCut) = T @) + llonb ™0 () = J )| (3.26)

esitligi yazilir ve Es. 3.19-3.21 kullanilarak,

10nb ™ Un () = J @|; < PRI, — ullf + €2) (3.27)

elde edilir.



Daha sonra Es. 3.25.2 i¢in,

—2b(ppb ™ Un(un) —J (W), up — )
= =2b(pnb ™ Un(un) —J () +J (un) = J (W), up — w)
< (‘_zpn(]r’l(un) _]’(un)»un - u?) + (_an(/'(un) _]'(u)'un - u))
\ J

1 Y
(3.28.1) (3.28.2)

esitligi yazilir. Bu esitligi de iki parca halinde ¢ozersek;
Es. 3.28.1 i¢in Es. 3.20°den hareketle,

=2pn(J (un) — J (W), tn — u) < —cppllu, —ullj
esitligi yazilir.

Es. 3.28.2 i¢in ise Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

_an(];”L(un) _]'(un): Up — u) < anl_(]rll(un) _],(un)' Up — u)l

= len”]{z(un) _],(un)'”b Ny = ullp
1

(3.30.1)
yazilir ve burada Es. 3.30.1 i¢in Es. 3.21 kullanilarak Es. 3.30,
~20nUn(Un) = J (Un), tn — u) < 2ppenliu, —ully
halini alir.

Daha sonra Es. 3.29 ve Es. 3.31, Es. 3.28.1-2"de yerlerine yazilarak,

=2b(pnb ™ U (un) = J (W), un — u) < —cppllun — ullf + 2enppllun — ully

< —Cpn“un - u”12; + pnzllun - u”lZJ + 5721

31

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)



32

esitligi elde edilir.

Sonug olarak Es. 3.25.1 yerine Es. 3.27 ve Es. 3.25.2 yerine de Es. 3.32’yi Es. 3.25’te

yazilirsa,

lunss — ullf < llup —ully + Cofllun, —ullf + &7) — cppllun — ullf + prllu, — ullj

+ &2

< llup —ullz(1 + Cpi — cpn + pr®) + (Cpji + 1&g (3.33)
esitligi elde edilir ve bu esitlik de diizenlenirse,
ltn s = ullf < [1 = cpn(1 === p)| lhtn — ull} + (CpE + 1)e (334)
esitligi elde edilmis olur.
Es. 3.34° te [1 —cp(1— %pn)] katsayisinin,

0<1-cp(1-"Fp)<6<1 (3.35)

Es. 3.35’te ki gibi yeterince kii¢lik bir aralikta yer almasi i¢in p, < ¢ secilir ve &, =

(CpZ + 1)&2 olarak gosterilirse Es. 3.34 en sade haliyle,

ltnss — ully < Sllun —ullz + &, (3.36)
olur.

Daha sonra Es. 3.36’a tiimevarim yontemi uygulayarak genellestirirsek;

n =20 icin

llug — ullz < 8llug —ullz + & (3.37)

n=1 i¢cin
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lluy — u||,% < dlluy — u||?, + &
< 8(8lluo —ully + &) + &

< 6%||lug —ullz + 64, + &, (3.38)
n = k igin saglansin,
ltgesr — ully < 8 lug —ullf + 2o & 67 (3.39)
n =k + 1 i¢cin bakalim,

g2 — u”lZ; < 6llugs1 — u”zZ; + k1
< 8(8  Hlug — ully + Xio & 657 + fias
= 5% 2|luyg —ull2 + XK & 64+ 8y
= 5K 2||uy — ul|? + XAt g sk (3.40)

=

esitligi elde edilir. Boylece,

Ntpsr —ullz < 8™ Hug —ullz + X, & 6™ (3.41)
genel terimi elde edilmis olur.

Simdi S, =Y ,4 6™ olsunven — o giderken S, nin 0’a yakisadigin1 gosterelim.

limé, = 0 oldugundan burada K > 0 sabiti i¢in |&,| < K saglanir. Ayrica burada Ve > 0

n-—-oo

icin bir pozitif tam say1 m(m < n) vardir ve

b <2 (3.42)

esitsizligini saglar ve boylece Sy;

—\yn 2 sn—i
Sp = 2i=oéi 0

—_\'m s Ssn—i n A Sn—i
=2ito&i 6"+ Xm0
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<K@+ 8T+ 84 485 + >

g(fm Ml 4 g4 +1)

<SKS"(1+6 1+ 46T+ 1%‘Ss(1+. ST 4 gromel

< KE"STM(E™ + 6™ L 1) + e (L 82 4 5T

_sm+1 _ _sn-m
< K gnm  ERe (3.43)
seklinde yazilir.

Es. 3.35’ten hatirlanildigi iizere § degeri 0 < § < 1 arasinda yer aldigindan ve dolayisiyla
5™*1ye §™ ™ cok kiiciik degerler alacagindan 1 — §™*1ve 1 — §®™ [’e yakin bir deger
alir ve S, dizisi;

Sp < g 4 (3.44)

N[ M

bu sekilde yazilabilir.

n
Ayrica0 < § < 1 den dolay1 yeterince biiyiik bir n tam sayis1 i¢in TKSé‘""m < % ve 0 <&

olur. Boylece yakinsaklik saglanmis olur.

Gergek hesaplama siirecinde ayrik J, fonksiyonu genellikle sabit bir parca, J, =], vb.,

icin degismeden kalir ve buna karsilik gelen iteratif semast,

b(u,,1,v) = by, v) = puU;(r),v), Vv € U
2 (3.45)

un+1 = Plg((un+l)
2

olur. Burada h maksimum adim boyutudur. Bu yiizden mevcut semanin stabilitesine

bakmaliyiz.
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Sonuc¢

Teorem 3.2°de J,, nin J'e yakisadig1 harig diger biitiin kosullarinin saglandigin1 varsayalim.

O zaman € > 0 i¢in,
7w =T, <e (3.46)

yazilir ve € > 0 sabiti i¢in

lu — uplly < 6™llug — ully + Ce? (3.47)
elde edilir.
fspat

Teorem 3.2°nin ispatiyla hemen hemen aynidir. Sadece J,, yerine J, ve &, yerine & gelir.

Boylece,
ltnss — ully < Sllun — ullz + (Cpf + 1)e? < Sllu, —ullf + Ce? (3.48)

elde edilir ve bu esitlikte C, CpZ + 1 nin iist stiridir. Es. 3.48°nin genel terimini yazarsak;

— . C_
s —ullz < 8™ lug — ullz + Ce2 X 6™ < 8™ uy — ull? +§£2 (3.49)

A~ C 5 .
olur. C = P oldugunda ispat tamamlanir.

3.3. Adjoint Denklemi ve Optimalite Kosullar

Stokastik kontrol problemimizdeki soyut algoritmayir uygulayabilmek icin eslenik

denklemini kullanarak amag fonksiyonunun yonlii tiirevini hesaplamaliy1z.

u(-) Es. 3.2 ve Es. 3.3’iin optimal kontrolii olsun ve y(-) de buna karsilik gelen optimal
yoriinge olsun. v(+) € L?(0,T) kontrol uzayinda v(-) € Uy, kapali konveks kiimesinin

elemani olsun. 0 < p <1 oldugu aralikta v” =u(:) + pv(:) bu sekilde alinsin. Uyy
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konveks oldugundan v € U,y olur. O zaman J(u) fonksiyonunun v € L2(0,T) olmak

iizere v yoniindeki yonlii tlirevi,

' _ g, Jutpv)—j(w)
J () = lim K22

p
= E|f, KD @)t + f; j wyvdt (3.50)
olur ve
D)) = Uim=2[y(u + pv) = y(W) (351)

esitligi yazilir [17,34].

Burada dy = f(¢t,y,u)dt + g(t,y)dW,, y(0) = y, oldugunu Es. 3.3’ten biliyoruz ve bu

diferansiyel denklemin integral halini su sekilde yazabiliriz;

Y=o+ [ f(s.y,u)ds + [ g(s, y)dW. (3.52)
O halde Es. 3.51’nin v yoniindeki yonlii tiirevi alinirsa,

D) = [y (s, 7, WDGI®) + fuls,y,wv] ds + [ gy (s IDI@)AW;  (353)
elde edilir ve Es. 3.53’nin de tiirevi alinirsa,

(D)) = [f, &y, WD) W) + fu(t, y,Wv]dt + g, (&, )D () (v)dW, (3.54)
esitligi elde edilir.

Ayrica E { ) OTlptlzdt} < +oo ifadesini saglayan geriye dogru uyarlanmis bir eslenik durum

p tanimlansin [16].

—dp = [h' () + pfy(t.y,w) — p(gy(t, ¥))?]dt + pgy (t,y)dW,, p(T) =0 (3.55)

Simdi Es. 3.50’de tanimlanan amag fonksiyonunu Stokastik kismi integralini kullanarak
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diizenleyelim;

J@@) = E|f; KD @)dt| + [} j @wyvdt
=E [fOT(—dp —pfy(t,y, wdt + p(gy(t,¥))*dt — pgy (t,y)dW,)D(y) (v)]
+ [ j wyvde
= E[f; —dpD») (W) — [} pfy (6,7, WD) (@)dt + [} p(g; (£, ¥))* D) (v)dt

— [y P9y &P @AW, ] + f j @vat (3.56)

Burada Es. 3.55’te tamimlanan eslenik denkleminden h,(y) yi ¢ekip Es. 3.56’te yerine
koyarak Es. 3.56’i elde ettik. Diger taraftan Ito ¢arpim kuralindan faydalanarak,

dip-D(y)(v)) =0
p-dDy)@)+dp-D(y)(v)+dp-d(D(y)(v)) =0

—dp-D(y)(v) =p-d(D(y)(v)) +dp-d(D(y)(v)) (3.57)
yazilir. Elde edilen bu esitligi de Es. 3.56’de yerine koyarsak,
J@w@) =E [fOTPd(D()’)(U)) + fOT dp - d(D(y)(v))

— Jy P &Y WD)t + [ p(gy(t,¥)*D(G)(¥)dt

— [y pgyE DG @AW,] + f, j @vat (3.58)
olur.
Ayrica Es. 3.54’de tanimlanan yonlii tiirev d(D (y)(v)) yi Es. 3.58’de yerine koyarsak,
JW(@) =E [fOTP [, (&, y, WD) (¥) +£,(t, y, w)vldt + g, (t, y)D(¥) (V) dW]

+ [ dp - dDOW) - [, pfy Yy, WD) (V)dt

+ [y p(gy (& )?DG) @)t = [} pgy(t,Y)DG)W)AW,| + [ j' (wvdt (3.59)
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elde edilir.

Daha sonra denklemde yer alan dp - d(D(y)(v)) ¢arpimi igin Es. 3.54 ve Es. 3.5570
carparsak;

Jy dp - A @) = (=10 — pfy (&3, 1) + p(gy (£, ¥))?)dt — pgy (£, y)dW,)

(&Y, WDE)@) + £ty wv)dt + gy (£, )P (@)dW, ) (3.60)

yazilir. Bu garpimda Es. 2.40’da tanimladigimiz 1-boyutlu Brown hareketin karakterizasyon

Ozelliklerini kullanarak,

fy dp - dD@)@)) = [y P(gy(t YD) (¥)dt (3.61)

esitligini elde ederiz. Bu esitligi de Es. 3.59°de yerine koyup diizenlersek,

J@®) = E [f; p [ £y, WD) +ult, y,wvlde + gy (£, ) D) (@)dW,]
— [y p(gy (&, )ZDM W)t — [ pfy(t, ¥, WD) (V)dt
+ [y p(gy (& YN?DG) W)t — [ pgy (EIDZ) @AW, | + f j wyvat

= [T Elp(fu(t,y,w) + j W] vdt (3.62)
sonucu elde edilir.

p yi tamimlamadaki amag¢ gradyan projeksiyon algoritmasinin amag¢ fonksiyonunun
gradyanini hesaplamak i¢in daha uygun bir yol elde etmektir. Stokastik optimal kontrolde
SMP elde etmek amaciyla bir eslenik durumunu tanimlamanin farkli yollar1 vardir. Bunun
icin literatiirde farkli bircok calisma mevcuttur [35]. Calismada yer alan J'(u)(v) tiirevinde
p nin F, —uyarlanmis siire¢ olmadigimi varsaydik; ¢linkii, Es. 3.55’{in yani eslenik durum

denkleminin F; —uyarlanmis bir ¢6ziimii yoktur.
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4, NUMERIK SONUCLAR

4.1. Giris

Bu boliimde yukaridaki boliimde gosterilen metodlar ve ayriklastirma semalar1 i¢in bazi
sayisal uygulamalar yapilacaktir. Bunun i¢in Oncelikle Es. 3.47°de tanimlanan iteratif
semasina gradyan metodu araciligiyla ¢ozdiglimiiz amag¢ fonksiyonunun tiirevi
uygulanacaktir. Sonrasinda bu algoritmay1 ¢6zen Euler semas1 adimlari verilerek finansal
uygulamalara gegis yapilacaktir. Finansal uygulamalarda ise stokastik optimal kontroliin
¢ikis noktalarindan biri olan hisse senedi hesaplamalarinda kullanilan Black-Scholes tipi
optimal kontrol problemlerine bakilacaktir. Bunun igin oncelikle Black-Scholes opsiyon
fiyatlama modelinin tanimi1 yapilarak sonrasinda 3. boliimde tanimlanan eslenik denklemi
yardimiyla Black-Scholes optimal kontrol problemi ¢oziilecektir. Daha sonra Ito
formiiliinden hareketle farkli bir optimalite kosulu elde edilerek amag¢ fonksiyonu olan
Black-Scholes optimal kontrol probleminin kesin ¢éziimii elde edilerek her iki ¢oziimde

karsilastirilacaktir.
4.2. Eslenik Denklemi ile Olusturulan Algoritma

Bu boliimde 3. Boliimde tanimlanan projeksiyon (izdiisiim) algoritmasini optimal kontrol

problemine uygulayarak Euler semasini verelim.
U =12(0,T) ve b(-") = (-,) seklinde alalim. Es. 3.47’den,

J @) = Ep(futy,u)] +j'W,v) (4.1)

esitligini biliyoruz ve burada y ve p Es. 3.3 ve Es. 3.55’te tanimlanan dy ve dp durum ve
yardimci durum denklemlerinin ¢éziimleridir. Tiirevi niimerik olarak hesaplayabilmek i¢in
oncelikle y ve p’nin ¢oziiminde Euler metodunu kullanip daha sonra optimal kontrol

problemini sayisal olarak ¢6zmek igin gradyan metodunu uygulayalim. O halde algoritma;

(bQyy2v) = b(un, ©) = Pu(EPn(Fult, Yoo un))] +J (wn), v)

2
ner = Py (1) (4.2)
un%,un eU,vvelU.
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seklinde yazilir. Algoritmada yer alan y,, p, ve u, Euler semasmin durum ve es durum

denklemleriyle insa edilen adim fonksiyonlaridir. Algoritma sdyle 6zetlenebilir:

Baslangic kosulu u, keyfi segilir.

n=20,1,.. icin u=u, alip, asagidaki iterasyon dongiisii (ii)-(v) adimlarinda

tekrarlanir.

Ileri Euler semasini1 kullanarak durum denklemi hesaplanir:

0

Y- =Yo

YL =yt FET Y™ U™ Aty + g(E, Y™ AW, (4.3)
m=01,-,M—1.

Burada M, adim uzunluklarinin toplam sayisidir. At,, = t™*1 — t™ i¢in m inci
adim boyutunu temsil eder, AW, = W m+1 — W m ise Brown hareket W, nin

[t™, t™*1] araligindaki N (0, At,,) artisidir.

Geri Euler semas1 eslenik denklemi hesaplamak icin kullanilir:

p" =0

p™ =p™t 4+ [h'(Y™) + p™f, ™ y™ u™) — p™ (g, (t™, y™))?] Aty
+p™ g, (™, y™) AW,
m=M—-1M=2,-,0

(4.4)

Adim (i) ve (iii) birkag yoringe i¢in simiile edilmistir ve sonra

E[p™(f,(t™, y™ u™))], m=0,1,---,M igin yaklasik olarak elde edilebilir.

Gradyan metodu kullanarak kontrol giincellenir:

U™y = U™ = P (E[p™ (™, Y™ u™)] + (™)), m = 0,1, M

e (4.5)

— pb
u;ln+1 - PK (un+%)

&n = |lu,, — Up41lle hesaplanir. Eger &, yeterince kiigiikse algoritma sonlandirilir.

Degilse u = u,,4 i¢in iterasyon dongiisii (ii)-(v) i¢in tekrarlanir.
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4.3. Black Scholes Opsiyon Fiyatlama Modeli

Black-Scholes Esitligi, 1973 yilinda Fischer Black ve Myron Scholes tarafindan yazilan "the
pricing of options and corporate liabilities" adli makalede ilk defa bahsedilen bir opsiyon
fiyatlama teknigidir [36,37,38]. O zamana kadar yapilan en iyi modellemedir ve halen
kullanilmaktadir. Black-Scholes modeli Avrupa tipi kar pay1 6demeyen hisse senedinin s6z
konusu oldugu opsiyonlarin fiyatlandirilmasina yonelik olarak dizayn edilmis bir opsiyon
fiyatlama modelidir. Avrupa tipi call opsiyonu getirisi i¢in, kisaca vade sonundaki dayanak
varlik fiyati uygulama fiyatindan diisiikse opsiyonun kullanilmasi anlamsizdir ve opsiyonu
uygulamak yerine piyasadan varligi almak daha karlidir. Yani opsiyonun degeri sifirdir.
Eger vade sonundaki dayanak varlik fiyati uygulama fiyatindan yiiksekse opsiyon
uygulamaya konulabilir ve alinan varlik piyasada satilarak aradaki fark kadar kar elde edilir.
Bu durumda S dayanak varligin fiyati, K uygulama fiyat1 olan Avrupa tipi call opsiyonun

getirisi,

V(t) = E(max(Sy — K, 0)) (4.6)

olarak yazilabilir. S6z konusu hissenin fiyatinin hareketleri (S;), geometrik Brownian

Motion izlemektedir. Sabit bir sapma (u) ve volatilite (o) olmak tizere S, i¢in,

dSt = ‘U.Stdt + O-Stth (4.7)

stokastik diferansiyel denklemi yazilir. Burada;

S; : Dayanak varligin fiyati log-normal dagilima sahip
dS; : Fiyattaki kiigiik degisim
u : Fiyattaki kii¢iik degisimin zamanla degisen beklenen degisimi

o : Fiyattaki kiigiik degisimin zamanla degisen varyansi

S6z konusu hisse fiyat1 S;, lognormal dagilima sahip oldugu i¢in

flx,t) = InS, (4.8)

yazilir ve stokastik diferansiyel denklemine Ito formiilii uygulanirsa,
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10 ln2 St
20 lnStZ

df (x,t) = d(Ins,) = 2>t dt +

P
Mg, +
0 t

: ds,.ds,

1 1 1
= udt + odW, — %azdt

= (1 —30%)dt + odW, (4.9)
esitligi elde edilir ve ayrica

dSt. dSt = St(‘u.dt + O-th).St(lldt + O-th)
= S, 2(uedt? + 2udt.dW, + o2dW?)

= S, 2o%dt (4.10)
esitligi Es.4.9’da yerine yazilarak
d(InS,) = (u—30%) dt + odW, (4.11)
esitligi elde edilir. Her iki tarafin integrali alinarak,
[ydnsy) = f; (u - %az) dt + [, oW,

InS, =1InS, (,u —%02) t+oW;

5, = SyelB3o7Jrrome (4.12)

elde edilen bu esitlikte bir dayanak varligin fiyatinin nelere bagli oldugu Ito formiilii

kullanilarak goériilmektedir. Bu esitligin beklenen getirisini hesaplayalim:

E(S,) = Spe(#27 )t p (eoey (4.13)

1
esitliginde E(e?"t) yerine e2% ¢ yazarsak,

E(S;) = Sye®t (4.14)
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esitligi elde edilir.
4.3.1. Black-Scholes optimal kontrol problemi gercek ¢oziimii

Oncelikle deterministik kontrolii u(t) € L2(0,T) olan Black-Scholes tipi optimal kontrol

problemini inceleyelim;

min_J(u) = [, E[(y — y")2dt +5 [ udt (4.15)

u€L?(0,T)

maliyet fonksiyonunda y* deterministiktir. TZ%%lT)](u) yu ¢6zen durum denklemi ise,
ue ,

dy(t) = u()y(t)dt + oy()dW, y(0) =y, (4.16)
olur ve o sabit bir sayidir.

Boliim 3’deki islemlere gore optimal kontrol problemi su sekilde ¢oziiliir;

dy = uydt + aydW;, y(0) =y, (4.17)
diferansiyel denklemin integral formunun,

Yy =yo+ [ f(s,y,u)ds + [, g(s,y)dW, (4.18)
oldugu bilinmektedir ve 3. boliimde tanimlanan

—dp = [h (¥) + pfy(t,7,w) = p(gy (&, ))?]dt + pgy (t, y)dW,, p(T) = 0 (4.19)
eslenik durum denklemine gore, Es. 4.15’i ¢dzen eslenik durum denklemi

—dp = (y —y* +up — po?)dt + padW,, p(T) =0 (4.20)
olur.

Boliim 3’°te tanimlanan amag fonksiyonunun Es. 4.21°de ki gibi yonlii tiirevinin,
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J@@) = E [f; ko)D) @ydt| + f; j wyva (4.21)

Es. 3.47’deki islemlerin sonucunda

J @) = [, Elp(fu(t,y,w)) + j'(w)] vdt (4.22)

esitligine denk oldugu bilinmektedir. Buna gore Es. 4.15’in yonlii tiirevi Es. 4.20’den

J () = foTE[py + ulvdt

= [, Elpylvdt + [ uvdt (4.23)
yazilir ve buradan
u = —E[py] (4.24)
esitligi elde edilir. Ozetle optimal kontrol problemini ¢dzen sema;

dy = uydt + oydW;,y(0) =0
—dp = (y —y* +up — pa?)dt + padW,,p(T) = 0 (4.25)
u = —E[py]

yazilir.
4.3.2. Black-Scholes optimal kontrol problemi niimerik ¢6ziimii

Kesin ¢ozlimler tam optimal kontrolii ¢6zmek i¢in farkli bir optimal kosula dayanir. Asagida
optimal kontroliin kapali formu igin Ito formiiliinden hareketle farkli bir optimalite kosulu

elde edilecektir.

Es. 4.12°den hareketle,

0.2
Y(t) = yoelo MO roWe (4.26)

yazilir ve esitligin beklenen degeri alinirsa,
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0.2
E(y) = yoelo ¥Os=Ft g eom)

— yoef(fu(s)ds—%zt#’z—zt

= yyelou®ads (4.27)
elde edilir ve boylece diferansiyel hali,
dE(y) = u(t)E(y)dt (4.28)
olur.
Es. 4.15’te tanimlanan amag fonksiyonunda yer alan durum degiskeni fonksiyonu igin,
El(y =y =EQ@*) —2y"E() + (") (4.29)
asagida yer alan diizenlemeler yapilir. Es. 4.24’ten hareketle,
y(£)? = ygezfotu(s)ds—ozt+20Wt’

Ely(0)%] = yge?huas=e e ge20w] (4.30)

1 -
yazilir. Burada E(eVt) = e2%’t esitligi yardimiyla, E[e?°™t] igin o =% doniistimii

yapilirsa,

2

&2 _ =2 2
o =T:>0 =40

a 402t
E(ez") = ez =e20°t (4.31)

esitligi elde edilir ve Es. 4.30’da yerine yazilarak,

E[y(t)Z] = ygezf;u(s)dse—aztﬂazt

Ely(®)!] = [E)]%e”" (4.32)

bulunur. Dolayisiyla Es. 4.29
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E[(y =) = [E0)]?e”t — 2y"E(y) + (v*)? (4.33)

halini alir ve elde edilen bu esitlik Es. 4.15’te yerine yazilarak v yoniinde u’ya gore tiirevi

almarak,
' 1 T ' % ' 1 T
J@®) =52 [[[EQEW) @)(@) e =y E@) @) ®)]dt +3.2 [ uvdt
T . : T
= [ [E®e”™ =y [EG) ) ()]dt + f, uvdt (4.34)
elde edilir. Burada y* determinist oldugu igin u’ya gore tiirevi sifirdur.
Diger taraftan Es. 4.34’1 ¢6zen farkli bir eslenik durum denklemi p tanimlansin;
—dp(t) = W®P(®) + EG)e”* —y")dt, p(T) =0. (4.35)
Bu esitlikten p ¢ekilirse,
. dp(t
E(e”t -y = (- 28 —up) (4.36)
seklinde yazilir ve Es. 4.34°de yerine konularak,
, T( dp(t : T
J@E) = [ (- E2 - wp) [EG) @) @)]dt + f uvdt (4.37)
elde edilir. Burada d(p.E(y)) = 0 carpim kuralindan hareketle,
dp.E(y) +p.d(E(y)) = 0= —dp.E(y) = p.d(E()) (4.38)
esitligi Es. 4.37’te yerine konulur.

J @) = [ p LW 4 [T [E () ) ()]t + [ wvdt (4.39)

Ayrica dE(y) = u(t)E(y)dt esitliginden db;i—(ty) = uE (y) yazilir ve tlirevi alinirsa,
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AW (£ (y) +uB () W) (4.40)

elde edilir. Elde edilen bu esitlik Es. 4.39’da yerine konulursa,
' T ' T ' T
J @) = [y p(E) + uE@) W)vdt — [ up [E(Y) ) ()]dt + [ uvdt

= [, PE@)vdt + [ up [E) @ @)]dt — [, up [E®) ) (v)]dt + [ uvdt

= [, (u+pE()vdt =0, Vv € L*(0,T) (4.41)
olur ve buradaki esitlikten de,
u=—pE(y) (4.42)
esitligi yazilir.
Yukaridaki ¢ikarima gore iki tane 6rnek yapalim:
Ornek 4.1

p =t —T olsun. O halde,

dE(y) = u(®EM)dt = —p(E()?  E()(0) = o
dE(y) = (T - (E»))*

dE(y) _ _

2
_r _ iy B
EW) Yo 2
1
EQ)=—% (4.43)
vo [tz

elde edilir. O zaman optimal kontrol u’da Es. 4.42°dan,

(4.44)
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bulunur. Deterministik y* Es. 4.35’ten,

Y =L+ u®p(t) + E(y)e”t (4.45)
seklinde yazilir. Bulunan esitlikler denklemde yerine yazilirsa,

y'=1-p*E(y) + E()e’t
=1+ E®)(e”t — (t —T)?)

et (T—t)?
Yo 2

gercek ¢Oziimii bulunur.

Simdi gercek ve nlimerik ¢oziimii karsilastirmak icin farkli o degerleri i¢in Black Scholes
optimal kontrol ¢6ziimiinii Sekil 4.1. ve Sekil 4.2. de gosterelim. Burada Monte Carlo

simiilasyonunda 2000 yoriinge kullanilmistir ve iterasyon igin ¢ikis kosulu &, < 0.01 dir.

Niimerik hesaplamada T = 1, y, = 1 segelim.

""" niimerik
gergek

o
®

0.8

o
o

0.6

Optimal Kontrol
Optimal Kontrol

o
~

0.4

o
N}

02r

0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Zaman Zaman

Sekil 4.1. 0 = 0.0 ve o = 0.1 i¢in gercek ve nlimerik ¢dziimiin sonucu
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""" niimerik

gereek || | e niimerik

gercek

0.8 0.8

0.6 0.6

Optimal Kontrol
Optimal Kontrol

0.4 1 0.4

0.2 1 0.2

0 0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Zaman Zaman

Sekil 4.2. 0 = 0.3 ve ¢ = 0.5 i¢in ger¢ek ve niimerik ¢éziimiin sonucu

Sekil 4.1. de goriilen gergek ve niimerik ¢oziimiin neredeyse tam uyumu volatilitenin ¢ok
kiigiik olmasi yani o = 0.0 ve 0.1 olmasindan kaynaklanmaktadir. Sekil 4.2. de ise niimerik
¢oziimiin gercek ¢coziimden ¢ok az uzaklastigr goriilmektedir. Bunun sebebi de volatilitenin

o = 0.3 — 0.5 olmasidir.
Ornek 4.2

Benzer sekilde p = et — e~ T olsun. O halde dE(y) = —p(E(y))? esitligi igin,

[ 2D qy = [[(—et+eMdt

(E())?
__tr __1 —t 4 ,-T4|t
o) ” + e t+e7t]|
. __1 ~t 4 o~ T¢ —
) > +(e"+e't—-1)
1
EO) === (447)

U= (4.48)

bulunur. Bulunan esitlikler deterministik y* igin Es. 4.35’te yerlerine konularak,
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«  d
y' =+ u@pt) + E(y)e’

= —e ' —p?E(y) + E(y)e’"

=Ep)(e” —pH)—e!

2
t_(p=T_p—ty2
_ el t-(eT-e™? 4
=3
—+1-e t-e Tt
Yo

gercek ¢Oziimii bulunur.

(4.49)

Simdi gergek ve niimerik ¢6ziimii karsilastirmak i¢in farkli o degerleri i¢in Black Scholes

optimal kontrol ¢oziimiinii Sekil 4.3. ve Sekil 4.4. de gosterelim. Burada Monte Carlo

simiilasyonunda 2000 yoriinge kullanilmistir ve iterasyon igin ¢ikis kosulu &, < 0.01 dir.

Bu ornekte de niimerik hesaplama i¢in T = 1 ve y, = 1 secelim.

0 T T T 0 T T
""" niimerik ==uus niimerik
gercek gercek
-01 1 1 -01
-02 1 -02 1
g s
€03 €031
X 2
® ®
£ o4t £ o4t
Qo Qo
(o] o
-05 5 -05 1
-0.6 [ 1 -06
-0.7 -0.7
0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9
Zaman Zaman

Sekil 4.3. 0 = 0.2 ve o = 0.5 igin ger¢ek ve niimerik ¢dziimiin sonucu



0 0
t“
-“
01 1 VAp—— = amgest
“"“
02+ 02 ’
B B
€03 €03
o4 X
© ®
£ o4t £ 04
Q Q
(o] o
-05 1 -051
-06 [, -0.6
07 . . . . . . . . . 07 . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9
Zaman Zaman

Sekil 4.4. 0 = 0.7 ve 0 = 1.0 i¢in gercek ve nlimerik ¢6ziimiin sonucu

Ik 6rnege benzer sekilde, Sekil 4.3. de volatilite kiiciik oldugu igin gercek ve niimerik

coziimler birbirine oldukca yakindir. Fakat, volatilitenin artmasindan dolay1 Sekil 4.4. de

niimerik ¢oziimiin ger¢ek ¢oziimden uzaklastigr goriilmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, oncelikle stokastik optimal kontrol problemi tanitilarak, problemin ¢6ziimii i¢in
takip edilebilecek yontemler siralanmistir. Uzerinde durdugumuz yontem, en dik inis
yontemine dayali olup bir¢ok stokastik kontrol problemin optimalite kosullarinin elde
edilisinde kolayliklar saglamaktadir. Stokastik kontrol probleminin ¢oziimii Lagrange
benzeri bir yontemle ele alinirsa ek bir eslenik degiskenle karsilagiimaktadir. Fakat bu tezde

sunulan yontem tek bir eslenik parametre ile ¢oziime gitmektedir.

Yontemden elde edilen sonucun optimal ¢oziimii verdigi teoremlerle ispatlanmistir.
Niimerik olarak ¢ozlimiin yakinsakligini test etmek i¢in Euler yontemi kullaniimistir.
Beklenen degerin niimerik hesabi Monte-Carlo yontemiyle hesaplanmistir. Finansal
matematikte 6nemli uygulamalardan birisi olan Black-Sholes modeli ele alinip, sonuglar

MATLAB programi kullanilarak elde edilmistir.

Gelecege yonelik olarak bu yontem stokastik gecikmeli denklemlerin optimal kontroliine,
kismi stokastik denklemlerin kontrol problemlerine uygulanabilir. Kisitlamali stokastik

kontrol problemlerinde etkisi arastirilabilir.
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