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OzZET

Bu tezde bazi ozel tipte baslangi¢ deger ve sinir deger problemlerinin,
diferensiyel donusim yontemi ve Adomian ayrigtirma metotlar
yardimiyla c¢ozumleri elde edilmigtir Bu c¢aligmada, ¢oziilen
denklemlerin gogu singuler baslangi¢c deger ve sinir deger problemleri
olup, bu problemlerin seri ¢goziimleri elde edilmis ve farkh noktalar igin

¢ozium grafikleri gizilmisgtir.

Diferensiyel donilisim metodu ile baslangic deger ve sinir deger
problemlerinin cebirsel denklemleri elde edilmekte, tekrar bagintisi
kurularak donusum katsayilari hesaplamaktadir. Boylece yaklasik

¢oziimlere veya kapali form seri ¢goziimlere ulasilabilmektedir.
Adomian ayristirma metodu ile de baslangic deger ve sinir deger

problemlerinin yaklasik ¢ozumleri elde edilmektedir, verilen denklem

lineer ve nonlineer pargalara ayrilir. Lineer olan y(x) terimi;

Y = ) yul)
n=0



ile tanimlanan y,,(x) terimlerinin sonsuz toplamina ayrigtirilir. Nonlineer

F(y(x,t)) terimi de, A, Adomian polinomlari olmak uzere,

F(y(x,t)) = Z A,
n=0

Seklinde ayristirma serilerine donusturilir. Bu tezde her iki metot
yardimiyla bazi o6zel tipte problemler paket program kullanilarak

¢ozulmus ve sonuglar karsilastiriimistir.
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ABSTRACT

In this thesis, some special types of initial value and boundary value
problems have been solved by differential transformation method and
Adomian decomposition method via. In this thesis, most of solved
equations were singular initial value and boundary value problems.
Solution results of both methods were compared and solution graphics

were drawed by composing algorithms.

By Differential Transform method, algebraic equations of initial value
and boundary value problems are obtained first then tekrar relation is
found. Hence, transformation coefficients are calculated in order to
obtain approximate solutions or closed form solutions of the problems.
It is shown that the approximate solutions are very close or same with
analytic solutions when they are compared. Results are shown in

appendix by means of table and graphics.

By Adomian decomposition method, differential equations are divided
into linear and nonlinear parts. Linear y(x) term is decomposed to

infinite sum of terms defined as;



Y = ) yul0)
n=0

Vii

Also nonlinear F(y(x,t)) term is transformed to decomposition series as,

F(y(x,t)) = Z A,
n=0

being A, is Adomian polynoms. Approximate solutions were found by

means of Algorithms. Results are shown on appendix with table and

graphics.
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1. GIRIS
1.1. Calisgmanin Kapsami

Simdiye kadar 2. mertebeden adi diferensiyel denklemler igin singuler
baslangic deger ve sinir deger problemi birgok matematikgi ve fizikgi
tarafindan  calisiimistir.  [4,11,12,16,17]. Singuler baslangi¢ deger
problemlerinin en énemli tiplerinden biride Lane-Embden tipi denklemleridir.

Bu denklemler;
W 2,
y+oy+f)=0 0<x<1 (1.1)

y(0)=A4,y(0)=B

formunda [11,12] olup,

Wazwaz [1] , Es.1.1 denklemini genellestirerek % yerine g getirmistir ve

problem
ono,
y+ y+f()=0 0<x<1 (1.2)

y(0)=A4,y((0)=B
formunda yazilmigtir.

Singuler baglangi¢ deger problemlerinin diger bir tipi

. 2,
y 4y +f(,y)=gkx), 0<x<1



y(0)=A4,y'(0) =B
Formunda [11,12,17] olup
genellestiriimis hali Wazvaz [14] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmistir.

, 2n , n(n-1)
Yty +T}’+f(x,3’)=g(x),n20

y(0)=4,y(0) =B

biciminde verilmistir.

Yahya Qaid Hasan ve Liu Ming Zhu [16] ise (n+17). mertebeden singuler sinir

deger problemlerini:
m+1) L ) _
yr 4y Ny = g(x) (1.3)

y(0) = ag, y(0) = ay,.. y*D(0) = a,_4,y(b) =c,

formunda vermiglerdir. Burada n27, n2m, N(y), nonlineer terim olup
mertebesi n'den kuguktlir ve g(x) verilen fonksiyon, ay, a4, ...,a,_q1, b’ler ise

birer sabittir.

Yaklasik hesaplama ydntemlerinden biri olan diferensiyel dontisim metodu,
diferensiyel denklemlerin ¢ézimunde buylk kolaylik saglamaktadir.
Diferensiyel donusum metodu ilk olarak Puhov [2] ve Zhou [3] tarafindan
ortaya atilmistir. Diferensiyel denklemlerin seri ¢ozumund veren bu yontem
Chen ve Ho [5] tarafindan kismi tlrevli denklemler igin gelistirilmistir. Ayaz [7]
lineer diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢ézimunde kullanmigtir. Yine Ayaz

[6] diferensiyel denklem sistemlerinde uygulamigtir. Taylor seri agilimindaki



katsayilari iteratif yolla elde etmeye yarayan bu yontemi Ertlirk [4,15] singuler

baslangi¢ deger problemlerine uygulamis ve sayisal gozumler elde etmistir.

Bu tezde Lane- Emden tipi ve bazi 6zel tipteki singuler baslangi¢c deger ve
sinir deger problemleri diferensiyel donlisum ydntemi ile ¢dzulmus, kapali
form ¢ézimleri Algoritma kullanilarak elde edilmis ve ¢dézum grafikleri

verilmigtir.

Bir diger yaklagik yontemde Adomian ayrigtirma yontemi olup, Adomian
tarafindan lineer ve nonlineer problemlerin ¢ézimunde kullaniimistir. Yontem
hizli yakinsak bir yaklagimdir. Bu yontemde ayristirma serileri cinsinden
yaklasik ¢ozumler elde edilir. Cozumler, terimleri kolaylikla hesaplanabilen

yakinsak kuvvet serileri formundadir.

Son yillarda Modifiye Adomian ayristirma yoéntemi kullanilarak, yeni bir
diferensiyel operatér yardimiyla 2.mertebeden singller baslangi¢c deger ve
sinir deger problemleri ¢ozulmustur [17]. Modifiye Adomian ayristirma
yonteminin yakinsamasi orani standart Adomian ayristirma ydnteminden

daha yuksek bulunmustur [17].

Bu tezde singuler baglangi¢c deger ve sinir deger problemleri i¢in [17] deki
gibi bir diferensiyel operator kullanilarak, lineer ve nonlineer terimlere ayrilan
denklem operator formda yazilmistir. Bu yonteme gore diferensiyel
denklemin her iki yanina integral operatord uygulanir. Nonlineer terimin

Adomian polinomlari bulunup,

y= i Yn (1.4)
n=0

Ayristinimis seri ¢c6zum fonksiyonunda yazilarak,

Yy=Yoty1+y,+ -



seri ¢gozumu elde edilir. EGer seri yakinsak ise,

-1

Dn= ) Vi (1.6)

S

,.
1l
o

n-terim kismi toplami yaklagik ¢oézum olur. Cunku Es. 1.4

serisinin tum terimleri belirlenemediginden, sonlu sayida terim kullanilarak
denklemlerin yaklasik sayisal ¢ozUmu elde edilebilir. Bu yontem ile ¢ozilen
singuler baglangi¢ deger ve sinir deger problemleri igin hesaplamalarda yine

Algoritmalar kullaniimis ve ¢ézum grafikleri verilmistir.

Tezin 2.BélimUnde, Baslangi¢c ve Sinir deger problemlerinin varlik ve teklik
teoremlerine yer verilmis ve singuler Baglangic Deger ve Singuler Sinir

Deger problemlerine deginilmigtir.

3.Bolum Diferensiyel Donuslim metodu ile ilgili temel tanim ve teoremleri ve
teoremlerin ispatlarini icermektedir. Ayni bolimde Lane Emden tipi Baslangi¢
Deger ve Yuksek Mertebeden lineer olmayan bazi sinir deger problemleri bu

yontemle ¢ozulmustar.

4.Boélimde, Adomian Ayristirma Yontemi ve Modifiye Adomian Ayristirma
metodlari incelenmis ve bazi Ozel tipte singuler baslangic deger ve sinir
deger problemleri ve yuksek mertebeden baslangic deder ve sinir deger
problemlerinin ¢ozumleri Bolim 3 de oldugu gibi bu bolumde de Adomian

Ydntemi ile hesaplanmistir.

5.BOlum sonug¢ ve Oneriler kismi olup, her iki yontemle de hesaplanan

sonuglarin kargilastirilmalari tablolar yardimiyla varilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Baslangi¢c Deger Problemi Tanimi ve Varlik Teklik Teoremi

n. mertebeden,

2y - fyy,y, .y ) (2.1)
dxn ) ) ) LA ] -
formundaki diferensiyel denklem ve I=x; noktasinda

y(%0), ' (X0), ..,y V(x,) baslangi¢ sartlari verilmisse probleme Baslangig
Deger Problemi[18] denir.

2.1. Tanim ( Lipschitz sarti)
Bir f(x; u) fonksiyonu Dc R?de tanimli olmak Uzere

Her (x;u) ve (x;v)ER igin |f(x; u) — f(x; v)| < K|lu —v| (K;sabit)

esitsizligini saglayacak sekilde K>0 sayisi bulunabiliyorsa fye Lipschitz

sartini saglar denir.

2.1. Teorem

Fonksiyon f(x;u) seklinde verilsin.

R: asx<b, |u| < oo bdlgesinde surekli ve

Her (x;u) ve (x;v)ER igin |f(x;u) — f(x;v)| < K|lu —v| (K:sabit)

Lipschitz sartini saglasin.

u' =fluw, ud) =a (2.2)

baglangi¢ deger probleminin



[a,b]= {x|a < x < b} arahdinda tanimli u = u(x; a) seklinde bir tek ¢dzimu
vardir [8,9].

ispat

Egder Es.2.2 ile verilen baglangi¢c deger probleminin bir ¢6zUmu varsa, bu
¢6zUmu verilen denklem her iki tarafinin integrali alinip baslangi¢c sarti

kullanilarak

u() = a+ j FOE u(E))de (2.3)

seklinde elde edilir [2]. Eger wu(x) surekli ve Es. 230 sagdlarsa
diferensiyellenebilirdir ve Es. 2.2 denklemini saglamaktadir. Picard ardigik
yaklagsimlar metodunu kullanarak bu integral denkleminin ¢ézimunu

olusturursak

u®(x) = a,

u () = a+ ff(g; u())dé, v=0,1..

f(x;u) lipschitz surekli oldugundan

D (x) — u® ()| < f K[u® () —u-D(©)|ds, v=12..

a

[a,b] araliginda |f(x; a)| < M sarti ile buradan

M K _ v+1
U@ (x) — u® ()| < E%



elde edilebilir.

ut(x) = u® 4+ z [u*D (x) — ul (x)] (2.4)
u=0

oldugundan {u™(x)} surekli fonksiyonlar dizisinin [a,b]'de diizgiin yakinsak
oldugu gosterilebilir. Limit fonksiyonu agikga uUstteki integral denklemini ve
dolayisiyla da Es. 2.2’0 saglar. Boylece herhangi bir a icin varlik gdsterilmis

olur. B2a iken u(x; B)’'nin surekliliginden de ¢ézimun tekligi bulunur.
2.2. Sinir Deger Problemi Tanimi ve Varlik Teklik Teoremi

Diferensiyel denklemle birlikte verilen ek sartlar birden fazla nokta igin

tanimlanmigsa bu probleme sinir deger problemi denir.

(a,b) = R olmak Uzere 2. mertebeden basit bir sinir deger problemi [18]

v =f(xy.y) (2.5)

y(@)=ayd)=p

bicimindedir.

Burada y(a) = a,y(b) = B ya sinir sartlari denir.
2.2. Teorem

(Fredholm alternatif teoremi [13])

p(x),q(x),g(x),a < x < b araliginda surekli olsunlar.

ay, a4, by, b1, @, B sabitler olmak Uzere



lag| + la;| > 0 ve |bg| + |b1| > 0 olsun.

ya,

a ve f nin herhangi degerleri icin

y' +px)y +qx)y=9gkx) , a<x<b

apy(a) +a;y'(a) =a (2.6)

boy(b) + byy'(b) = B
tek ¢bzume sahiptir.
Ya da,

zZ"+px)z' +q(x)z=0 , a<x<b

apz(a) +a,;z'(a) =0 (2.7)

b0Z(b) + blzl(b) = 0
Sifir olmayan ¢ézime sahiptir.
ispat

y1(x),y2(x) ve Y(x) asagidaki U¢c baslangic deger problemlerinin ¢ozimleri

olsunlar.

ity +q(x)y; =0, y,(a) = ay, y1(a) = —a,

y2" +p(xX)y2" +q(0)y, = 0, y,(b) = —by, y2(b) = by (2.8)

Y'"+p@x)Y' +q(x)Y =0, Y(a)=0,Y(a) =0



Her bir baslangi¢ deger probleminin a < x < b arahgdin da ¢ozumu vardir ve

tektir. (Baslangi¢c deger Teorem 2.1)

Es. 2.8 baslangi¢ durumlari

apy;(a) +a;y,'(a) =0

boy,(b) + by, (b) =0

gibidir.

W(x), {y1,y.} ¢6zUm kiimesinin Wronksien’i olsun.

[a,b] arahiginda

Ya, daima W(x)=0 dir.

Ya da, W(x)#0 dir.

Teorem 2.2 U ispatlamak i¢in asagidaki (i) ve (ii)’'yi gostermeliyiz:

i) Es. 26nin tek ¢ozUme sahip oldugunu gostermek igin

W (x) # 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

i) Es. 2.7°nin sifir olmayan ¢6zime sahip oldugunu gostermek igin [a,b]

araligi boyunca W(x) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
i) [a,b] kapali araliginda W (x) # 0 olsun.

Es. 2.6 diferensiyel denkleminin genel ¢6zimd,

y(x) = c1y1(x) + cy,(x) + Y (x) (2.9)
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Buradaki c¢; ve c, nin tek olduklarini gosterecegiz. y(x) ¢ozumu Es. 2.6 deki

sinir durumlarini saglar.

Es. 2.6

apy(a) + a;y'(a) =
boy(b) + byy'(b) =B

sinir durumlarinin sol yanlarini hesaplayalim.

aoy(a) + a,;y'(a) y1 hesaplamak icin Es. 2.9'da x yerine a ve b yazalim.

Sonra da Es. 2.9'nin x’e gore turevini alip burada x yerine a ve b yazalim.

x=a,  y(@) = ayi(a)+ czy,(a) +Y(a)
x=b,  yb)= c1y1(b) + c2y,(b) +Y(b)
V') =y’ () + ey’ ,(0) +Y'(x)

x=a Yy =cy @+ cy,(a+Y(a)

x=b, ¥y =cy' (b)+ czy',(b) +Y'(b)
bunlari Es. 2.6 sinir durumlarinda yazalim.

a =agy(a) +a;y'(a)
= aoleyyi(@) + coy2(a) + Y(@)] + a4 [C1y'1(a) + ¢y, (a) + Y’(a)]

= c;[apyz(a) + a;y;(a)]
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= o[y (@y3(a) — yi(@y,(a)]

= c,W(a)

B = byy(b) + byy'(b)
= bo[c1y1(D) + cy2(b) + Y (B)] + by 1y, (B) + c;y",(B) + Y’ (b)]
= ¢ [y2(D)y1(b) — y2(b)y1(D)]
= p = [boY (b) — byY'(b)]

=c,W(b)

W(a) # 0 ve W(b) # 0 oldugu i¢in c; ve c, sabitleri tektir. Bu degerler Es. 2.6

sinir deger probleminin tek ¢ézime sahip oldugunu gdésterir.

ii) [a,b] kapali araliginda her yerde W(x) = 0 olsun.

z(x) = c1y1(x) + ¢y, (%),

Es. 2.7 homojen diferensiyel denklemin ¢ozimudur ve simdi gostermeliyiz ki

z(x) asagidaki homojen sinir durumlarini saglar.
apz(a) + a,z'(a) =0
boz(b) + blz’(b) = 0

Sectigimiz ¢4 ve ¢, icin degerler ne olursa olsun, sunlari elde ederiz:
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z(x) de x = a ve x = b’yi yazarsak

z(a) = c1y1(a) + ¢y, (a)

z(b) = ¢1y1(b) + c;y,(b)

z'(x) = c1y"1(x) + c2y'5 (%)

z'(x)’de x = a ve x = b yazllirsa,

z'(a) = ¢1y'1(a) + c;y"2(a)

z'(b) = ¢1y'1(b) + c;y',(b)

apz(a) + a;z'(a) = ¢1[0] + c3[apy,(a) + a;y,(a)]

= ¢;[y1(@)y3(a) — yi(@)y:(a)]

=c,W(a)=0

boz(b) + byz'(b) = c1[boy,(b) + byy;(b)] + c;[0]

= C2[y2(D)y1(b) — y2(D)y1(b)] = c; W (b) =0

Bu nedenle; sinir durumlari ¢, ve c, uzerinde kisittamaya neden olmaz

Es. 2.8 sinir durumlari ve |ay|+|a,| > 0 ve |by|+|b;| > 0 nedeniyle hem y, (x)

hem de y,(x),

Es.26 y"+px)y +qx)y=0
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diferensiyel denkleminin sifir olmayan c¢oéztumleridir. Dolayisiyla, Es. 2.7
denkleminin sifir olmayan ¢ozimleri oldugunu biliriz. Ornegin ¢; =1 ve

¢, = 0 segersek;
z(x) = y,(x) sifir olmayan ¢6ziim olur.

Ayrica asagida verilen iki teorem yine sinir deger problemlerinin varlik ve

tekligine iligkin teoremlerde ispatsiz deginilmistir.

2.3. Teorem

p(x), q(x) ve g(x) fonksiyonlari a < x < b araliginda surekli ve bu aralikta

q(x)<0 olsun.

ay, a4, by, b; sabitler,

lag| + la;| > 0 ve |bg| + |by| > 0 dir.
Farz edelim ki,

ayay <0, byb; = 0ve |ag| + |by| > 0 dir.

O zaman herhangi a ve 8 de@erleri icin

y' +p@)y +qx)y=9gx) a<x<b

apy(a) + a1y’(a) = a

boy(b) + by’ (b) =B

Sinir deger problemi tek ¢ozime sahiptir.
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2.4. Teorem

q(x), g(x) fonksiyonlari a < x < b araliginda surekli ve bu aralikta q(x) <0

olsun.

O zaman herhangi a ve 8 de@erleri icin

y'+qx)y=9gx) ,a<x<b

y(a) =a,yb) =p

Sinir deger problemi tek ¢éziime sahiptir.
2.3. Singuler Baslangi¢c Deger Problemi

2. mertebeden Adi diferensiyel denklemlerde singuler baslangic deger
problemlerinin en oOnemlilerinden biri Lane-Embden tipi denklemlerdir.

Denklem,

2
Yty Hf() =0 0<x<1 (2.10)

y(©0)=4,y'(0)=8

formundadir [11,12].

Wazwaz [14] Es. 2.10 denklemini genisletilerek % yerine g getirmistir ve

denklem

Yy +SY +f0) =0, 0<x<1, n20 (2.11)

y(0) =4,y (0)=B

Singuler baglangi¢ deger problemlerinin bir baska formu [11,12,17]



2
y" +;y’ +f(x,y)=9gkx), 0<x<1

y(0)=4,y'(0) =B

A, B sabitler olup f(x,¥], reel dederli sirekli fonksiyon

g(x)€E C[0,1] dir.

Es. 2.12 singuler baslangi¢ deger probleminin ¢dézimu igin

2

d
L()=x71 ny(.)

Diferensiyel operatoru [17] ve

L) =x"1 fox joxx(.

)dxdx

Ters(integral) operatora [17] kullaniimistir.

Wazwaz [14] Es. 2.12 denklemini genellestirmistir ve genel halini

”+2n ,+n(n—1)
N x” x?

y(0)=A4,y'(0)=B8B

biciminde vermistir.

y+flxy) =gx),n=0

15

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Es. 2.15 singuler baglangi¢ deger probleminin ¢ozumu igin

2

L — T d n
() =xT" o5 x"y()

Diferensiyel operatoru ve
X X

L) = x‘nj- j x™()dxdx
0 Y0

Ters (integral) operatoru kullaniimig ve
Yo(x) =A+L7g(x)
Yier = —L7'(Ax) k20

Yo =A+ L (g(x))

y1 = —L"(4p)
y, = —=L7'(A;)
y3 = —L7'(4,)

yzz}’n =Yoty1 t Yy, +ys +
n=0

Adomian ayristirma seri ¢6zUmu elde edilmigtir [17].

16

(2.16)

(2.17)
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2.4, Singuler Sinir Deger Problemi

(n+7)inc1 yuksek mertebeden adi diferensiyel denklemlerin singuler sinir

deger problemi [16]

ym+D) 4 %ym) + Ny = g(x) (2.18)

n=1n=m,

y(0) = ap, ¥'(0) =a,, y"(0) =a,, .., y*D(0) =a,_,, y(b)=c formunda
olup, N mertebesi n den kuguk olan nonlineer diferensiyel operator, g(x)

verilen fonksiyon, agp,ay,...,an-1,b,c ise sabitlerdir.



18

3. DIFERENSIYEL DONUSUM YONTEMI

Birgok fizikgi ve matematik¢i tarafindan, Baslangig Degder ve Sinir deger
probleminin ¢ézimunde oldukga cesitli yontemler kullaniimaktadir. Fakat
lineer olmayan terimler problemlerin ¢éztumlerini oldukc¢a zorlastirdigi ic¢in bir
takim lineerlestirme yontemleri kullanilarak denklem linearize edildikten sonra
¢ozumler elde edilmeye calisiimaktadir. Diferensiyel donusim metodu
sayesinde bu zorluklar ortadan kalkmakta nonlineer terimlerin ¢ézumu
kolaylikla elde edilerek yaklasik seri ¢ozimlerine ya da kapali form

¢ozumlere ulasgilabilmektedir.

Metodu, Erturk [4,15] singuler baglangi¢c deger problemlerinin Lane-Embden
tipine ve altinci mertebeden sinir deger problemlerine, Ayaz [6,7] diferensiyel
denklem sistemlerine ve diferensiyel cebirsel denklemlere uygulayarak kapali

form ¢ézimlere ulagsmislardir.

Bu bolumde, Adi diferensiyel denklemlerde baslangic deger ve sinir deger
problemleri g6z onunde bulundurulacagindan, bir boyutlu diferensiyel

doénlsum yontemi analiz edilecektir.

3.1. Bir Boyutlu Diferensiyel Dontiisiim Yontemi

Diferensiyel donugsum metodu agagidaki gibi tanimlanabilir [7].

y(x) orijinal fonksiyonunun T-dondsim fonksiyonu altindaki goruntisu Y (k)

donusum fonksiyonudur ve

1 [d*y(x)
Y(k)—EI Ik i (3.1)
bicimindedir.

Y (k) nin ters diferensiyel donisumu
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0

y() = > 2K (k) (3.2)

k=0

bigiminde tanimlanmisgtir.

Es. 3.1 ve Es. 3.2 den

k!'| dxk
k=0

2k [k
Y(X)=Zx—l y() (3.3)

Es. 3.3 denklemi diferensiyel donisum kavraminin Taylor seri agilimindan
elde edildigini gostermektedir. Reel uygulamalarda y(x) sonlu bir seri ile verilir
[7] ve

n

yG) = ) %YW (3.4)

k=0

Biciminde yazilir [7].

xkY (k) (3.5)

k=n+1

degeri ihmal edilir [7].
Es. 3.1 ve Es. 3.2 den asagidaki teoremler elde edilir.

3.1. Teorem

F) + g(x) = h(x) ise F(k) + G(k) = H(k) dir,



ispat

Es 3.2 den
f(x)+g(x)=h(x) = > x*Fk)+ ) x*Gk)=

[ee)

N X(F(k) £ G(k) = > x*H(K)
2, )3

k=0

= F(k) £+ G(k) = H(k) dir

3.2. Teorem

Eger f(x) = cg(x) ise

F(k) = cG(k) dir. Burada c sabittir.
ispat

Es. 3.2 den

¢ sabit olmak Uzere;

(o] [o9)

Zx"F(k) - cz %G (k)

k=0 k=0

R kzzoxkF(k) _ kz ke G

=0

= F(k) = cG(k) dir.

o)

x“H (k)

k=0

20



3.3. Teorem

d"(g) . _ e+
T ise F(k) = o

f&x) =

Ispat

Es 3.2 den

Fk) = k| dxk

1 Id"f(g)

x=0

k! dxk [dxm

1 [ a* fan(x)
..

_ (k+n)!
k(K +n))

dk+nf(x)

x=0

(k +n)!
Tk

Gk +n)

3.4. Teorem

f(x)=g(x)h(x) ise

k
F(k) = Z GrH(k —7) dir.

G(k + n) dir.

21



ispat
Es 3.2 den
k=0,1,2,... igin
d*[f (x)] 1 [d*[g(x)h(x)]
Fll) = k! I dx¥ l "k dxk o

=0, F(0) = 5-[g()R(0)],-
=G(0)H(0)

k=1, F(1) = ld[g(x)h(x)]l
x=0

dx

_1[dg(x) dh(x)
= Fl dx h(X) + W.g()@lj(:()

1
= 5 [GOH) + H(0)G(1)]

d*[g(x). h(x)]
k=2, F(2) = o
_1|d|dg()
=5 dx[ T he) + ()”

_1[d?g(x) dg(x) dh(x) d?h(x) dh(x) dg(x)
_5[ dx? () + dx + dx? 90 + dx = dx

22



1 dzg(x)4_d2h(x)4_2dh(x)dg(x)
21| dx? dx? dx dx

= %[1-2- G(2).H(0) +2G(1).H(1) + 1.2G(0). H(2)]
= G(2)H(0) + G(1)H(1) + G(0)H(2)

Bunlari genellestirirsek;

k
F(k) = Z G(r)H(k — 1) olur.
r=0

3.5. Teorem
fix)=x ise

Fao=ste-p={y 2

ispat

1 [d¥kx/
0= e
' 0

dxk
x=

= G- DG-2G =3¢ —k+ D],

23



J=kicin
Lo . o 1
J: j!
olur.j>k ve j<k icin x=0 da sifirdir.

3.6. Teorem

fix)=e™ ise

lk
F(k) = F dir.

Ispat

Es (3.2) den

1

F) =

dk[elx]
dx¥

x=0

dir.

24
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3.2. Bir Boyutlu Diferensiyel Donlisim Yonetiminin 2. Mertebeden

Singuler Baslangi¢c Deger ve Sinir Deger Problemlerine Uygulanisi

Burada, bir boyutlu diferensiyel donisiim metodu singuler baslangi¢ deger ve
sinir deger problemlerine uygulanmis ve seri yada kapali form ¢ozumler
Algoritma yardimiyla elde edilerek sonuglar grafiklerle goésterilmistir. Metod
Taylor serisi yontemi olup, katsayilarin hesaplanisi aligilagelmis Taylor

yonteminden farkhdir.

2. mertebeden Adi diferensiyel denklemlerin singuler baslangi¢c deger

problemlerinin en dnemli tiplerinden biri olan denklem

y”+§y’+f(x,y)=g(x), 0<x<1 (3.6)

y(0) = A, y" (0) = B formundadir [11,12].0,0

Burada A,B sabitlerdir, g(x) verilen fonksiyondur.

f(x,y) surekli reel degerli fonksiyondur [11]. Simdi f(x,y)’nin ve g(x)’in bazi

durumlari i¢in bu tip problemleri inceleyelim;

3.21. f(x,y) =y ,g(x) =6+ 12x + x? + x> olmasi durumu

2,
y"+;y +y=6+12x + x% + x5, 0<x<1 (3.7)
y(0) =0, y'(0)=0

Baslangic¢ kosullari altinda, Lane-Embden denklemini goz 6nune alalim.
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Es. 3.7 denkleminin her iki yanini x ile c¢arptiktan sonra bir boyutlu

diferensiyel donigum uygulayalim:

xy +2y +xy=6x+12x% + x3 + x* (3.8)
k
xy"—>26(r—1)(k—r+1)(k—r+2)Y(k—r+2) (3.9)
r=0
2y" = 20k + DY (k + 1) (3.10)
k
xy—>26(r— DYk —7) (3.11)
r=0

6x+12x2 +x3+x* > 66(k—1)+126(k—2)+6(k—3) +6(k —4) (3.12)

Es. 3.9 ve Es. 3.10'dan,

k
Zm Dk —r+ Dk -1 +2)Y(k—r+2)+2k + DY +1)  (3.13)

r=0
Es. 3.13 de r=7igin

(k+ Dk +2)YU+1) (3.14)

elde edilir.
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Buradan tekrar bagintisi

k
Y(k+1) = —Z Sr—1Y(k —1) + 650k — 1) + 125k — 2)

(k+ 1)k +2)

+68(k—3)+68k — 4)] (3.15)

olarak bulunur.

Simdide Es. 3.2 den yararlanarak baslangi¢ durumlarindan;
y(0) = 0igin

YOO +Y(Dx+Y2)x2+YB)x3+Y(@)x* +--=0

Y(0) = 0 olur.

y'(0) = 0 igin

y'(x) =Y(1) +2Y(2Q)x + 3Y(3)x? +4Y(4)x3 ... =0

Y(1) = 0olur.

Es. 3.15 Tekrar bagintisini kullanarak asagidaki diferensiyel donusum

katsayilarini elde edelim:

k=0, Y(1) =2[0] =0

k=1,Y(2) = %[—Y(O) +6]=1
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k=2,Y(3) = —[-Y(1) +12] =1
k=3, Y(4) = % [-Y(2)+1] =0
k=4Y(5) = —[-Y(3) +1] = 0
k=5,Y(6) = ﬁ [-Y(4) +0] =0

k23 igin Y(k+1)=0 dir.

Es. 3.2

o)

y() = ) ¥ (k)

k=0
Ters diferensiyel donisumuinde,
Bulunan diferensiyel dontisum katsayilari yerlerine yazilirsa,
y(x)=Y(0)+Y(Dx+Y2)x2+Y(B)x3 +Y(4)x* + Y(5)x> + Y (6)x° ...(3.16)
y(x) =0+ 0x + 1x2 + 1x3 + 0x* + 0x° + 0x® + --- (3.17)

y(x) = x*+x° (3.18)

Bu ise, Es. 3.7 denkleminin tam ¢ozumudur.
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3.2.2. f(x,y) =y3 g(x) = 6 +x° olmasi durumu

2
y”+;y’+y3 — 6+X6 (319)

y(0)=10,y'(0)=0 baslangic durumlariyla verilen nonlineer singuler
baglangic deger problemi tipi olan Lane-Embden denklemini géz onune

alalim:
Es. 3.19 denkleminin her iki yanini x ile ¢arpalim.

xy" + 2y +xy3 =6x+x’ (3.20)

Es. 3.20 deki tum terimlerin diferensiyel dontsumuand bulalim.

k
xy"—>26(r—1)(k—r+1)(k—r+2)Y(k—r+2) (3.21)
r=0
2y" = 2(k + DY (k + 1) (3.22)
k k2 ki
xy3 - Z Z 2 5(r— 1Y (ky — )Y (ky — k)Y (k — k) (3.23)

k=0 k;=0 r=0

6x+x"— 6 8(k —1) + 8(k — 7) (3.24)

Elde edilen diferensiyel donugumlerden Es. 3.21 ve Es. 3.22 kullanilarak,
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k
Z Sr—Dhk—r+Dk—-1r+2)Y(k—r+2)+2(k + DY +1)  (3.25)

r=0

r=1,(k+1)(k+2)Y(k + 1) (3.26)

elde edilir.

Simdi de tekrar bagintisini elde edelim:

k k2 Kk

Z Z 5(r — 1Y (ky — 7)Y (ky — k)Y(K

kz =0 k1=0 r=0

1
Ylke+1) = k+ Dk +2)

—k,) +68(k —1) + 8k — 7) ] (3.27)

Baslangi¢ durumlari y(0)=0 ve y'(0)=0 dan ve Es. 3.2

e

y() = ) 2y (K

k=0

Ters diferensiyel dontsimden Es 3.2 formulinden,

y(0)=0 icin,
y() =Y(0)+Y(Dx +Y(2)x* +Y(3)x® + Y(Dx* + Y (5)x® + -

y(0) =Y(0) =0,
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y'(0) = 0 igin,
y'(x) =Y() +2Y(2)x +3Y(3)x2 + 4Y(4)x3 + -

y' (0) =Y (1) = 0 olur.
Es. 3.27 tekrar bagintisindan diferensiyel dontisum katsayilarini elde edelim;

k=0,Y(1) = %[o] =0
k=1,Y(2) ==[6] =1

k=2,Y(3)=—=[0] =0

1
12

k=3,Y(4) = =[0] = 0

1
20

k=4,Y(5) = =[0] = 0

1
30

k=5,Y(6) = —-[0] = 0

42

k=6,Y(7) = —[0] = 0

k=7,Y(8) = %[0] =0

o)

y(x) = Z xky (k)

k=0
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Ters diferensiyel dénlisuminde diferensiyel dontusim katsayilari yerlerine

yazilirsa;

yx)=Y(0)+Y(Dx+Y2)x2+YB)x3+Y(@)x* + Y(5)x° + Y (6)x°

+Y(7)x” +Y(8)x8 + - (3.28)
Yy(X)=0+0+Xx*+0+0+... (3.29)
y(x) = x? (3.30)

seri ¢ozumu elde edilir.
3.23. f(x,y) =xy g(x)=x>—x*+ 44x*> — 30x olmasi durumu
y”+§y’+xy=x5—x4+44x2—30x,0<x§1 (3.31)

¥(0)=0, y'(0) =0

Lane-Embden denkleminin ¢c6zimu;
Es. 3.31 denkeminin her iki yanini x ile garpalim.

Her iki yani x ile garpalim;
xy" + 8y + x%y = x6 — x° + 44x3 — 30x? (3.32)

Es. 3.32 deki tim terimlerin diferensiyel dontsumlerini bulalim.
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k
xy" —>Zé‘(r— Dk—r+ Dk —7+2)Y(k—7+2) (3.33)
=0
8y - 8(k+1Y(k+1) (3.34)
k
x?y > > §r—2)Y(k-1) (3.35)

x% —x° + 44x3 —30x2 > 65(k—6) —5(k —5) +
445k — 3) — 308k — 2) (3.36)

Es. 3.33 ve Es. 3.34 diferensiyel dénistmlerinden

k
Z Sr—Dk—r+Dk-r+2)Y(k—r+2)+8Kk +DY(k+1)  (3.37)

=0
r=1,

(k + 1)(k +8)Y(k + 1) (3.38)

elde edilir.

(k+ 1)k +8)Y(k+1) =8k —6) — 5k —5) + 448 (k — 3) —

k
306(k —2) — Y 8¢ —2)Y(k —7) (3.39)
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Buradan,

Yk+1) = [5(1{ —6)—6(k—5)+445(k —3) —305(k —2)

1
(k+ Dk +8)

(3.40)

k
_ Z 5(r—2)Y(k — 1)

Tekrar bagintisini elde ederiz.

Baslangi¢ durumlari kullanilarak
y(0) =Y(0) =0

y'(©0)=Y(1)=0

bulunur.

Es. 3.40 tekrar bagdintisindan diferensiyel dontisum katsayilarini elde edelim

k=0, Y(1) = %[O] =0
k=1, Y(2) = 1—18[01 =0
k=2,Y(3) = 3—10 [-30] = —1
k=3,Y (4) = ﬁ [44] = 1

k=4,Y(5) = =[0] =0

1
60
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k=5, Y(6) = 7—18 [0] = 0

k=6, Y(7) = %[1 —1]=0

[ee)

y() = ) ¥ ()

k=0
Ters diferensiyel dontsimunde diferensiyel ddnusim katsayilari yazilirsa,

yx)=Y(0)+Y(Dx+Y(2)x2+YB)x3+Y(@)x* + Y(5)x®> + Y (6)x°

+Y(Dx7 + 0(x®) (3.41)
y(x) = 0+ 0x + 0x? — 1x + 1x* + 0x> + 0x® + 0x” + O(x®) (3.42)
y(x) = —x% + x* (3.43)

seri ¢gozumu elde edilir.

3.24. f(x,y) = y*, g(x) = 20 + x* olmasi durumu

n=3icin,

y"+9y'+£2y+yZ=20+x4 (3.56)
X X

y(0) =0,y'(0) =0

Nonlineer singuler baslangi¢ deger probleminin ¢ozimu;

Es. 3.56 denkeminin her iki yani X2 ile carparsak,



x%y" + 6xy’ + 6y + x2y% = 20x? + x°©

olur.

Es. 3.57 deki her terim igin diferensiyel dénustimleri hesaplarsak,

k
x2y" —>26(r—2)(k—r+ Dk—1r+2)Yk—-7r+2)

r=0

K
6xy' — 626(r— Dk-r+1D)Yk-r+1)

r=0

6y - 6Y (k)

k kq
2%y Z Z 5(r — 2)Y (ks — MY (k — ky)

k1=071=0
20x2 +x% > 206(k—2) + 6(k—6)

Es. 3.58 ve Es. 3.59'dan

K
x%y" + 6xy' - Z(Y(r - 2Dk-r+Dk—-7+2)Yk—-1r+2)

r=0

k
+6Z§(r—1)(k—r+1)Y(k—r+1)

r=2k(k—1vx),

r=1,6kY(k)
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(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)



Es. 3.64 ve Es. 3.65'den

6kY (k) + k(k — 1Y (k)
6kY(k) + k(k —1)Y(k) = k(k +5)Y (k)
olur.

k

ky
k(k + 5)Y (k) + 6Y (k) + Z Z 5(r —2)Y (ky — 1Y (k — ky)

k1=0 r=0

=208(k—-2)+6(k—6)

Denklemi bulunur ve buradan asagidaki tekrar bagintisi yazilir.

Y (k) = [208(k — 2) + 8(k — 6)

k(k+5)+6
k

k4
_ Z 8(r—2)Y(ky — )Y (k — ky)]

k1=0 =0

Baslangi¢ durumlarindan
y(0)=0i¢inY(0) =0

y'(0)=0i¢cinY(1) =0

37

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Es. 3.69 tekrar bagintisindan diferensiyel donisim katsayilari asagidaki

gibidir:
k=2Y(2)= % [20 — Y(0)Y(0)] = 1
k=3,Y03) =%[0] =0

k=4Y(4)=—=[0]=0

1
40
k=5Y(5) =§[o1 =0

k=6,Y(6)=%[1—1]=0

k=7 Y(7)==[0]=0

1
90

[00]

y() = ) Y ()

k=0

Ters diferensiyel dontsumuinde diferensiyel donusim katsayilari yazilarsa,

y(x) = 0+ 0x + 1x? + 0x3 + 0x* + 0x> + 0x® + 0x” + 0(x®)

elde edilir.

y(x) = x?

seri ¢dzumu elde edilir.

(3.70)

(3.71)
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3.3. Yiiksek Mertebeden Bazi Lineer Olmayan Sinir Deger Problemleri

Yuksek mertebeden,
m
y™+h 4 ;y”‘) +N@) = g(x)

¥(0) = ag, ¥'(0) = a5, y"(0) = az, ...,y™™ (0) = an-1y, ¥(b) = c [16],

(n+1). mertebeden adi diferensiyel denklemin nonlineer singuler sinir deger

problemidir. . Burada N(y) nonlineer terim, m < n,n > 1dir.
3.3.1. n=2, m=-2 igin lineer sinir deger problemi
Asagidaki sinir deger problemini n=2 ve m= -2 i¢in ¢ézelim:

2
y'— ;y” —y —y? =T7x%* + 6xe* — 6e* — x%e?* (3.72)

y(0) = 0,y'(0) = 0,y(1) = 2.71828182

nr

xy"" —2y" —xy —xy? = 7x3e* + 6x%e* — 6xe* — x7e?* (3.73)

k
" - z Sr—Dk—r+Dk—r+2)(k—7+3)Y(k—7+3)  (3.74)

r=0
2y" = 2(k + 1)(k + 2)Y (k +2) (3.75)
k ki
xy? - Z Z 5(r — DY (ky — )Y (k — ky) (3.76)

k1=0 r=0
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k
Xy - Z Sr—1Y(k —1) (3.77)

7x3e* + 6x%e* — 6xe* —x7e?* > 72 §(r—13) = r)'

Zm— o=y 678

6ia(r—2)(k 625&—1)
=0

Es.(3.74) ve Es.(3.75) den

Z(S(r—l)(k—r+1)(k—r+2)(k—r+3)Y(k—r+3)

—2(k + 1) (k + 2)Y (k +2) (3.79)
Es. 3.79'dan
r=1 igin,
(k—2)(k + D(k + 2)Y (k + 2) (3.80)

Tekrar bagintisi;
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k

! Z 5r— 1Yk —1)

N (DR

k k1
+ Z Z S(r— 1Y (ky —r)Y(k —ky)

k1=0 r=0

k
1
+7Z;)5(r—3)(k_r)!

k
1
+ 625@— DG
r=0

k
1
_ 625@— DE=
r=0

k-1

k
2
—;5@—7) el (3.81)

bulunur.

Sinir durumlarindan,
y(0)=0ise Y(0)=0
y' (0)=0ise Y(1)=0

y'" (0)=cise Y(2)=c
Es. 3.81 tekrar bagintisindan diferensiyel dontisum katsayilarini elde edelim:

k=0,Y() =_i4[0] =0
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k=1,Y(3)=_i6[Y(O)+0+O—6]=1

1] 61_1
k=3Y0) =oY@ +7+6-5|=7
1 7,6 6] _1
k=4Y0) =Y +g+5-5=5

k=5 YD =—|[r@W+c?+--2-2| =~y +__

1
k:6, Y(8):FO

1
k=7,Y(9) =m

k =8,Y(10) = 253 Y (4) 479
o "~ 68040 136080
k=9 Y(11) = — ——— 4+ =y (4)?

88704 770

o)

y() = > 2k (k)

k=0

Es. 3.2’de denkleminde, diferensiyel donusum katsayilari yerlerine yazilirsa,

y(x) =Y(0)+Y(Dxt+Y2)x2+Y(3)x3 + Y(4)x* + Y(5)x° + Y(6)x®

+Y(7)x” +Y(8)x8 +Y(9)x? + Y(10)x1° + Y(11)x! + 0(x1?) (3.82)
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_ 2 3 4y lys e (L L) x7
y() =0+ 0x + 0x? + 1x* + Y(H)x* +-x° + —x +(126Y(4)+504)x

NENNE 9+< 253 | 479 ) "
120" 720 " \68040 136080/~
(e 7 Y (@?) X1 4 4 0(1) (3.83)

y(1) = 2.71828182 sinir sarti kullanilarak
y(x) denkleminde x = 1 igin Y (4) hesaplanir ve
Y(4) = 1.000003007 bulunur.

y(x) = x3 + 1.0000x* + 0.50000x> + 0.16667x° + 0.041666x” + 0.0083333x8

+0.0013889x° + 0.0001984x° + 0.0000248x* (3.84)

seri formunda ¢6zUm elde edilir. Ayrica, bu sonucun 10. mertebeden

y(x) = xe* i¢in Taylor seri agcihmi ¢ézimune yakinsak olugu goralur.

3.3.2. n=1, m=1 igin lineer sinir deger problemi

' sinx
y'+ ~ = Teosx ——— (3.85)

¥(0)=0, y(1)=cos(1)
singuler sinir deger probleminin ¢ézUmu:

Es. 3.85 denkleminin her iki yanini x ile ¢arpalim.

xy" +y' = —xcosx — sinx (3.86)
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olur.

Es. 3.86’ da her terimin diferensiyel donusumuanu alalim.

k
xy" —>Z(5(r— Dk—r+ Dk —7+2)Y(k —7+2) (3.87)

r=0

y - (k+1DYk+1)

k
Xcosx — Z S(r—1)C(k—r) (3.88)
r=0
-2
sinx%S(k) = { k! : k tek
0 Jk cift

xy'" ve y nin diferensiyel donustmlerini kullanarak

r=1igin (k+ 1)2 Y(k + 1) (3.89)
elde edilir.
k
e+ 1)2Y(k+1) = —Z 5r—1)Ck —1) — S(k) (3.90)
r=0

Denkleminden

(3.91)

k
Y(k+1) = [—25& —1Ck —1)—Sk) k+ 12
r=0

tekrar bagintisi bulunur.
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Sinir sartlarindan

y(0) =0 ve y'(0) = cigin (c, sabit say1)

Y(0) = 0,Y(1) = c dir.

Sin ve cos fonksiyonlarinin diferensiyel donugumleri;

k-1
(-D)=
S(k) = T Lk tek
0 Jk cift
K
(=1)2 .
C(k) = T Jkcift
0 Jk tek
(3.92)
bicimindedir [13].

Es. 3.91 Tekrar bagintisindan diferensiyel doniusim katsayilarini elde edelim:

k=1, v(@)="0"0-_2
k=2, Y(3) = £W5@ 0

9

1 1
—C(2)-S(3 TR 1
k=3 Y(4)= 16()= 21.63.=Z

—CR)-S®) _

k=4, Y(5) = e

0



—C(4) - S(5) 1
k=5 Y(6)= 36 - 720
k=6 Y(7)=W=0
Es. 3.2

o)

y() = > 2 (k)

k=0

46

Ters diferensiyel dontisumuinde, déntsim katsayilari yerlerine yazilirsa,

y(x)=Y(0)+Y(D)x+Y2)x%2+Y(B3)x3 +Y(4)x* + Y(5)x> + Y(6)x®

+Y(7)x7 + 0(x®)

1

1 1
y(x) =c—-x?+—x*——x°+ 0(x?)

2 24 720

olur. Sinir sartlarindan,

c =324 cos(1) elde edilir.
720

y(x) = 1.0000 — 0.50000x2 + 0.041667x* — 0.0013889x° + 0 (x®)

Seri ¢dzUmu elde edilir.

1 1

y(x) =1—=x?+—x*——x° =~ cosx

2 24 720

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)



47

cosx igin Taylor seri acilimi ¢dzimune yakinsak olugu gorular.

Diferensiyel donisum yontemi kullanilarak elde edilen y(x) numerik
¢ozumunde secilen x degerleri yerlerine yazildiginda elde edilen sonuglar ile
y(x) ¢dzUmine yakinsak olan cosx icin Taylor seri agiliminda x degerleri
yerlerine yazilarak asagidaki Cizelge 3.1 olusturulur. Elde edilen sayisal

sonuglarin birbirine oldukg¢a yakin oldugu gorulur.

Cizelge 3.1. Taylor seri agihminda y(x) ¢c6zumune yakinsak olan cosx igin

¢6zUm degerleri gizelgesi

X Cos(x) y(x)

0 1 1.0000
0.1 0.995004 0.995004
0.2 0.980067 0.980067
0.3 0.955336 0.955337
04 0.921061 0.921061
0.5 0.877583 0.877582
0.6 0.825336 0.825335
0.7 0.764842 0.764841
0.8 0.696707 0.696703
0.9 0.62161 0.621600

1 0.540302 0.540278
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4. ADOMIAN AYRISTIRMA METODU

Son yillarda Adomian ayristirma yontemi ile ilgili ¢ok sayida makale
yayinlanmigtir. Bir ¢cok matematik¢i ve fizikgi bu konuyla ilgilenmistir [17].
Diger nUmerik metodlara gbére o&nemli avantajlari vardir. Ydntem
dogrulanabilir ve hizli yakinsaktir. Ayristirma yontemi, Adi diferensiyel
denklemlere, cebirsel denklemlere, integral denklemlerine, kismi turevli
diferansyel denklemlere, bunlarin lineer ve nonlineer olanlarin genis bir
sinifina uygulanarak yaklasik c¢ézimleri ve ayristirma serileri cinsinden
namerik ¢ézimlerinin bulunmasini kolaylastiran bir yontemdir. Cézimler seri

formunda elde edilmektedir.

1980’li yillardan itibaren Adomian tarafindan problemlerin ¢6zUmunde

kullaniimis ve gelistirilmigtir.

Bu tezde singular baslangi¢ deger ve sinir deger problemlerin ¢ézimunde
yeni bir diferensiyel operator kullanilarak Modifiye Adomian Ayristirma
Yontemi uygulanmistir. Vazwaz [17] tarafindan genellestirilen singuler
baslangic deger problemlerinin ¢déziminde Modifiye Adomien Ayristirma
Yontemi ile ¢ozume ulasiimistir [17]. Hasan ve Zhou [16] Yiksek mertebeden
Adi diferensiyel denklemlerin singuler sinir deger problemlerine Modifiye

Adomian ayristirma yontemini uygulayarak seri cozumune ulagsmiglardir.

Adomian’in buldugu bu yontem [19,20] genel olarak anlatacagiz ve Standart
adomian ayristirma yonteminden farkli olarak Modifiye Adomian ayristirma
metodu asagida verilmis, burada yeni bir diferensiyel operatoér ve integral

operatoru kullaniimigtir [16,17].

4.1. Adomian Ayristirma Yontemi

Lineer veya lineer olmayan bir cok denkleme kolaylikla uygulanabilen bir seri

¢ozum yontemidir [19].
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Lineer ve lineer olmayan terimleri iceren, kendisi lineer olmayan bir adi veya

[Tt}

kismi diferensiyel operator F, verilen fonksiyon da “g” olsun. Kisaca,

Fu(x) = g(x) (4.1)
denklemi ele alinsin. Bu denklem

Lu+Ru+Nu=g (4.2)

Biciminde ayristirilarak yazilsin, burada

L: Verilen diferensiyel denklemin en ylksek mertebeden turevi ve tersi

kolaylikla alinan bir Lineer operatordur.

R: Lineer operatorden kalan lineer kisim
N: Diferensiyel denklemde lineer olmayan terim

Es. 4.2'nin her iki yanina sol taraftan 7."! integral operatorii uygulanirsa,

L 'Lu+ L 'Ru+ L *Nu= L1g (4.3)

esitligi elde edilir, Es. 4.3,

Lu=L1'g—L'Ru— L INu (4.4)

seklinde dizenlenir.

Adi diferensiyel denklemler icin Lineer diferensiyel operator Diferensiyel

denklem birinci mertebeden ise



d
1O =2-0)

Diferensiyel denklem ikinci mertebeden ise ,
dZ
2)==50)

Diferensiyel denklem n-nci mertebeden ise ,

dn
1O = 2= ()

integral Operator,

() = J:(.)dx

L) = fox J;x(.)dxdx

L) = joxjoxfox(.)dxdxdx

Es. 4.4’deki nonlineer Nu terimleri

o]

Nu = ZAn

n=0

serisine esit olup A,’ler (4.2) de verecedimiz Adomian polinomlardir.

50

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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Es. 4.4'den

u=u(0)+xu'(0)+L'g—LRu—L*Nu (4.10)

ayristirlmig seri ¢6zum fonksiyonu elde edilir.

Es. 4.10 seri ¢6zUm fonksiyonunun birinci terimi olan wu, , verilen baslangi¢
degeri

ve denklemin sag taraf fonksiyonunun integrali alinmak Uzere

uy =u(0) +xu’'(0)+L—-1g (4.11)

seklinde bulunur

Daha sonra seri ¢dézUmuUn birinci terimi olan u, kullanilarak uq,u,,us, ...

terimleri elde edilir,

Es. 4.10 asagidaki bigimde yazilir,

u= Z U, (4.12)
n=0
Es. 4.12 kullanilarak Es. 4.10 tekrar yazilirsa

[ee) oo

Zun =uy + xu’'(0) + L71(g) —L‘1RZun —L‘len (4.13)
n=0 n=0

n=0

biciminde genel seri formu elde edilir.
Bununla beraber, Es. 4.13

n=1,2,3..., degerleri igin,
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u, = _L_lR Uy — L_1A0
uz = _L_lR u1 - L_1A1

u3 - _L_lR uz - L_lAZ

Upsr = —L7R u, — LA, (4.14)

indirgeme bagintisi ile u, terimleri hesaplanir ve Es. 4.12

o8]
=S,
n=0

fonksiyonu kullanilarak ardisik iglemlerle ¢ézime ulasilir fakat seri sonsuza

gittiginden,
lim @, =u (4.15)
n—oo
igin
n—1
On = u, ,n=0 (4.16)
k=0

Kismi toplamlar dizisi yaklasik ¢6zum olarak ele alinir.



4.2. Adomian Polinomlar

A, , adomian polinomlari olmak tzere nonlineer f(u(x,t)) terimi

fu@n) =) 4,
n=0

serisi cinsinden ifade edilir.

53

(4.17)

Son zamanlarda bunlari hesaplayan Adomian [21] Ayristiriimis polinomlarin

genel durumu kaynaklara kazandirmigtir;

n
A, = Z C(v, n)f(”)(uo),n =1,2,..
v=1

A,, Adomian polinomlarin ayrigtiriimis hali kaynaklarda

Ay = f(uo)

bicimindedir.

(4.18)

(4.19)
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Burada gorulur ki;

A, sadece uy'a, A; sadece uy, u;’e, 4, ise uy, u;, u,’ye baglidir ve bu bigimde
devam eder. A, , n > 1 olacak bicimde diger A,, polinomlarindan bagimsiz

olarak belirlenir ve her zaman A, =f (u,)’dir.

Ozet olarak, verilen denklemin baslangic ve sinir sartlari da g6z 6niine
alinarak, lineer diferensiyel operator yardimiyla denklem, operatér formda

yazilir. Adomian polinomlari hesaplanir ve seri ¢gozUmunun terimleri bulunur.

Boylece,

lim &n = u(x,t) (4.20)

n—-oo

¢6zumune ulagilir.

Tezimizde kullanacagimiz bazi nonlineer terimler icin Adomian polinomlarin

elde ediligleri asagida verilmigtir.

4.1 Durum

fM =y (4.21)

Es. 4.12

y= zyn
n=0

ayristirmasini Es.4.21’de yazalim.



f(y)=2yn=yo+y1+yz+y3

n=0

olur. Buradan y nonlineer terimin Adomian polinomlari,

Ao = Yo
A=y

Ay =y,

Az =y3

Ap = Yn
elde edilir.
4.2. Durum
f) =xy

y= zyn
n=0

ayristirmasindan,

f) =nyn =xo+ty1+Y2+Yys )

n=0

=xy, + xy; + Xy, + xy;5 ...

55

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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Es. 4.24 nonlineer terimin Adomian polinomlari

Ay = xY,

Ay = xy;

Az = xy;

Az = xy3

Ay =Xy,

As = xys (4.26)
bicimindedir.

4.3. Durum

Fy) =y* (4.27)

Do +y1+ )W +y1+ )

o +y1 +-)?

= y¢ + 2yoy1 + 2YoY2 + ¥ + 2Y0Y3 + 2y1Y2 + 2Y0Ya + 2V1Y3 + Y3 + 2¥0Ys

+2y1ys + 2y,y5 + -



Bu acilimda y, bilegenlerinin indisleri

gruplandirma yapilarak adomian polinomlari,
Ay =y§

Ay = 2yo)1

Ay = 2y0y, +y1

Az = 2y0y3 + 21y,

Ay =2Y0Ys + 2y1y3 + V3

4.4 Durum

Fy) = y?

Durum 4.3’de oldugu gibi,

y= zyn
n=0

ayrigtirmasiyla
3

o) = (i )
n=0

=Wo+y1+y.+ys+-)3

57

olacak bigcimde

(4.28)

(4.29)

= Y5 + 2y5y1 + 3Y5y2 + 3Yoy: + 3V5ys + 6Yoy1Y2 + Vi + 35 ya + 3Yiy,

+3y3yo + 6Yoy1y3 + -



y® nonlineer teriminin adomian polinomlari
Ay =5

Ay = 33’83’1

Ay = 3y5y, + 3y01

Az = 3y5ys + 6Yoy1Y24¥i

bicimdedir.

4.5 Durum

f) =yy"

y :::EIJ%
n=0

ayristirmasindan yararlanarak

n=0 n=0
[ee] [ee]
o __ 11 p—
y = E Yn 2 Vex = E Vnix
n=0 n=0
(o] (o]

58

(4.30)

(4.31)
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= (:VO TYit Y2t Y3+ Y, ---)(:VOxx T Vixx T Voxx T YV3xx T YVaxx + )
= YoYoxx + YoxxY1 + YoYVixx + YoxxY2 + VixxY1 + YoxxYo + YoxxY3 + VixxY2

tYVoxxV1 t Y3xxYo + YVoxxVa + -

Tam terimleri u, bilesenlerinin indisleri toplami ayni olacak sekilde

duzenlersek;
Ao = f(Vo) = YoxxYo
A1 = YoxxY1 T YoV1xx

Az = YoxxY2 T YixxY1 T YVaxxYo (4.32)
seklinde elde edilir.

4.6. Durum

fy) =e¥ (4.33)

y = Zyn
n=0

Ayristirmasi Ustel fonksiyonda yerine yazilirsa,

fiy) = e Woty1+yztys+:)
= eYoe1ty2+yst-)

bulunur.
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Buradaki ilk garpan e”e, aynen yazilir, diger ¢arpan icin Taylor agilimi yapilir:

1 1
f)=er1+0n +}’2+---)+5(}’1 +3’2+"')2+§(3’1 +y, o) 4

elde edilir. Tum terimler indisler toplami ayni olacak sekilde gruplanirsa,

1 1
f)=er+yer+ (yz + gyf) e’ + (y3 +gpit ylyz) e+ (4.34)
Boylece;
Ao = eyo

Ay = eoy,

L,
Ay, =e¥o(y, +§J’1)

1
Az =e”(y; + 53’% + Y1Y2 (4.35)

seklindedir.
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4.3. Adomian Ayrnigstirma Metodunun Singuler Basglangi¢c Deger ve Sinir

Deger Problemlerine Uygulanigi

Standart adomian ayristirma yontemi ile seri ¢ozumu elde edilemeyen
denklemler igin modifiye Adomian ayristirmasi yontemi [16,17] ile yeni bir
diferensiyel operatér [16,17] kullanilarak singuler baslangic deger ve sinir

deger problemleri ¢ozulebilmektedir. Asagida farkl durumlar incelenmistir.

431. f() =y, gx) =6+12x +x*+ x> olmasi durumu
Y +2y +y=6+12x+x2+2%0<x<1, (4.43)

y(0) =0,¥'(0) =0

denklemi singuler baglangic deger probleminin Lane-Embden tipindedir.
Onceki bélumde diferensiyel déniisim yontemi ile ¢dzilmistir. Bu bélimde

de Adomian ayristirma yontemi ile ayni problem ¢ozulebilmektedir.

2

L()=x"1 oz

Diferensiyel operatéru kullanarak Es. 4.43 denklemini operatoér formda yazilir.
Ly=6+12x+x*+x3—y (4.44)

denklemi elde edilir. Simdide Es. 4.44 denkleminin her iki yanina

L) =x"1 fx fxx(.)dxdx (4.45)
0 Jo

integral operatorii uygulanir.
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LlLy=L16+12x+ x*+x3) — L (y) (4.46)

elde edilir. Es. 4.43’Un ilk iki terimi olan y"" + %y’ icin L uygulaninca,

1 2 L X X 2
L— n — ! — _ 14 — ! d d
(y +xy> x j; fo x(y +xy> xax
X X
= x‘lf f (xy" + 2y")dxdx
0 Jo
X
= x‘lf (xy' + 2y)dx
0
X
= [ (')~ 25() - 2y(0)ax
0

= x‘lf (xy' (x) — 2y(x))dx
0

=x"1(xy(x))
= y(x) (4.47)

bulunur. Bu da Es.4.46 denkleminde bulunan L'Ly dir. Bulunan Es. 4.47, Es.

4.46'da yerine yazilirsa,

y(x)=LY6+12x+x*+x3)— L1(y) (4.48)

bulunur. Simdide sirasiyla L'(6 + 12x + x2 + x3)elde edelim sonra da

nonlineer terim olan y nin Es. 4.22 Adomian polinomlarini elde edelim.
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Oncelikle;

LY'(6+12x +x%2 +x3) =x71 fox f;cx(6 + 12x + x? + x3)dxdx

X X
= x‘lf f (6x + 12x2 + x3 + x*)dxdx
0 Jo

xS

x6
— v=1[ 43 4
=X (x + x +20+30> (4-49)

Es. 4.49, Es.4.48 denkleminde yazilir ve

4 5

y(x) = x2 + x3 +;—0+§—0—L‘1(y) (4.50)

olur.

Nonlineer y terimi icin elde ettigimiz Adomian polinomlari,

Ao=yo, A1=y1, Ao=y2,A3=Ys3,...seklinde durum 1 de bulunmustu.
ayristirma serisinin terimlerini bulahim.

4 5
Yo=x%+x3 +o— 42— (4.51)
20 ' 30

Yir1 = =L (i), k=0 (4.52)
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dir.
4 x5
Yo = x% + x3 +%+% (4.53)
y1 = —L(y,)
— —1 -
j j x(x + x3 +20+30>dxdx

x4 x5 x6 x7
= =S T2 T aan 454

20 30 840 1680 (4.54)
y, =—L"'(y1)

X rx x4 x5 x6 7

— 1 - - -

x jo (720730 " 820 ~ 16800

- + i + sl + il 4.55
T840 ' 1680 ' 60480 @ 151200 (4.55)
y3 = —L71(y,)

X X X x7 x8 x9

=—x"" dxd

* fo fox(840+1680+60480+151200) xax

XS X9 xlO X11

=- - - — (4.56)

60480 151200 6652800 19958400

Dikkat edersek y; teriminin son iki pargasi ile y, terimin ilk iki parcasi

sadelesir.

Bu sekilde devam edildiginde ayni bigimde sadelesmeler olacaktir.



65

Es. 4.52 indirgeme bagintisindan elde edilen y, terimleri,

Es. 4.12

y = Xyn
n=0

Ayristinimis seri ¢o6zum fonksiyonunda yerlerine yazilirsa,

Y=YotYitY2tYstYs+ -

5 s x* x5 x* x®  «x® x7 x8 x° x8
=X

20730720 30 840 1680 | 60480 151200 60480

9 10 11

X X X

~151200 6652800 19958400 | (4.57)

Es. 4.57 de terimler sadelesir ve

y=x%+x3 (4.58)
seri ¢gozumu elde edilir.

4.3.2. f(y) =3 g(x) =6+ x° olmasi durumu

y' + %y' +y3 =6+ x°. (4.59)

y(0)=0, ¥(0)=0
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2.mertebeden adi diferensiyel denklemlerin nonlineer singuler baslangi¢
deger probleminin Lane-Embden [11] tipindeki denkleminin Adomian

Ayristirma metodu ile ¢6zUmu;

Es. 4.59 denklemini operatér formda yazarsak,

Ly =6+x%—1y3 (4.60)
olur. Her yana L™! uygularsak,

L Ly =L"1(6+x% — L 1(y®) (4.61)

L% =17 Ay (4.62)
n=0

Buradaki y3 nonlinner terimi icin adomian polinomlarini  durum 3 te elde

etmistik.

Es. 4.60 denkleminde ki,

Ly =x71 f f y' + y dxdx
X X
= x‘lf f (xy" + 2y")dxdx
0 Jo
X
= x‘lf [xy' + 2y]dx
0

X
= x‘lf [xy' + 2y — 2y(0)]dx
0



= x"[xy + 2xy(0)]

= x7'[xy + 2xy(0)] = x ' (xy) = y(x)
elde edilir.

Es. 4.63, Es. 4.61 de yazlilirsa,

y(x) =L71(6+x%) — L7 (y®)
Yo =L71(6 +x°)

Simdide L71(6 + x®) hesaplayalim,

X X x8
L71(6 + x%) = x71 f f x(6 +x®)dxdx = = x* + —
o Jo 72

elde edilir.

Es. 4.65, Es. 4.64'de yazilirsa,

8

X
y(x) =x*+ 75~ L™ (y?)

8

_ el
Yo = 72
Vi1 =L@, k=20

X X
k=0,y;=-L"(4p) = —x‘lf j x(y3)dxdx
0 0

67

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)



X rXx x9
= —x‘lj J- <x3 +—> dxd =
o Jo 72

14

x8 14 20

X X

26

72 5040 725760 262020096

53x20

k=1y,=-L""(4,) =
k=2y;= _L_l(Az)
k=3,y,=—L""(A3)

Yo, Y1, Va2, .. terimleri

Es. 4.12

y(x) = i Yn
n=0

5040 * 12700800

Ayristiriimis seri ¢6zum fonksiyonunda yazilirsa,

y(x) =x% + ..

seri ¢dzum formu elde edilir.

y(x) = x?

analitik ¢ozUmdar.

68

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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4.3.3. f(x,y) = xy, g(x) = x> — x* + 44x* — 30x olmasi durumu
8
y'+ - y+xy—x — x* 4+ 44x? — 30x (4.74)

y(©) =0, ¥ (0)=0

Lane-Embden denkleminin ¢c6zimu;

Es. 4.74 denklemini operatér formda yazarsak

Ly = x° —x* + 44x% — 30x — xy (4.75)
Simdi Es. 4.75 denkleminin her iki yanina L™ integral operatorii uygulayalim.
L™ Ly = L™ (x® — x* + 44x? — 30x) — L™ (xy) (4.76)

xy nonlineer teriminin adomian polinomlari durum 2. de verilmisti.

Es. 4.76 denkleminde ki

L Ly =x~ j j y' + y dxdx
X X
= x‘7f xﬁf (xy" + 8y")dxdx
0 0
X
= x‘7f x6(xy' + 8y)dx
0

X
= x‘7f (x7y" + 8x7y — 8x7y(0))dx
0
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=x7"(x"y) = y(x) (4.77)
Es. 4.77, Es. 4.76 da yazilirsa;

y(x) = L71(x® — x* 4+ 44x2 — 30x) — L™ (xy) (4.78)

X X
L1 (x® — x* + 44x% — 30x) = x‘7f X6j x(x° — x* + 44x% — 30x)dxdx
0 0

=—x*+xt - oo+ oo (4.79)

R S S
A T (4.80)
Yierr = =L (xy) (4.81)
k=0 = —L Y (xyo) = —x77 [T x5 [* x? (—x3+x4—x—6+x—7 )dxdx
T 1 Yo 0o Jo 78 98

x® X7 X X

=78 98 11232 16660

9 10

9 10 12 13

x 4 x x N x
11232 16660 2560896 433600

k=1y,=—-L"(xy,) = —

12 13 15 16

X x x
2560896 433600 * 845095680 1596028800

k=2y;=—L"1(xy,) =—

k =3,y, ==L (xy3)
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15 16 18

x x x x
~ 845095680 * 1596028800 380293056000 * 78745022700

19

Yo, V1, V2, .- terimleri

yzzyn

n=0

y=yx)=yo+ty1+y: +y3..

x18 x19

— 4 _ .3 _
Y(¥) =X X e 393056000 T 787450227200 (4.82)
seri formunda ¢d6zim elde edilir.
Es. 4.74 denkleminin analitik ¢ozumu;
y = x* — x3 dr.
4.3.4. f(y) =y,9(x) = x°> + 30x3 olmasi durumu

17 E / — 45 3

y +xy +y=x>+30x (4.83)

y(© =0, ¥(0)=0

Lane-Embden tipi denkleminin Adomian Ayristirma yontemi ile ¢6zuimu;

Es. 4.83 denklemini operator formda yazdiktan sonra integral operatori (ters

diferensiyel operatoér) uygulayalim:

Ly =x>+30x3—y (4.84)



L Ly = L™ (x® + 30x3) — L™1(y)

L™ Ly yi elde edelim.

L Ly =x71 ff y' + y dxdx:y(x)

Es. 4.86, Es. 4.85 de yazilirsa,
y(x) = L71(x% + 30x3) — L71(y)

olur.

7

X
L7 (x> +30x3) = x°> + —
(x> x3) = x5 ce

7

_L—1 303_ -
Yo (x> + 30x3) x+56

Vir1 = =L (i), k=0

7 9

X X
56 5040

k=0,y; ==Ly = —

x11

+
5040 665280

k=1y,=-L"'(y) = =—

13

X X

11

k=2,y;=—L""y,) = —

bu sekilde tekrar bagintisi ile devam edilir.

Yo, V1, V2, Y3 -.. terimleri elde edilir. Es. 4.12

121080960 665280

72

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)
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y(x) = i Yn (%)

Ayristiriimis seri ¢6zum fonksiyonunda yerlerine yazilirsa,

yX) =yo+ Y1+ Y2+ V3.
X17

= x5 —
Y =X T 8892185702400 (4.90)

seri ¢ozumu elde edilir.

Es. 4.83 Denkleminin analitik ¢ozimu

y(x) = x° (4.91)
dir.

4.3.5. f(x,y) = xizy + 92, g(x) =20 + x* olmasi durumu

Wazwaz [14] genellestirdigi

n=3 i¢in Nonlineer singuler baglangi¢ deger problemi
" 6 1 6 2 4
y +;y +x—2y+y =20+x (4.92)

y(0)=0, ¥'(0)=0

¢6zUmd icin
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Es. 4.92 operatér formda yazilir,

n = 3 igin,
Ly =20+ x*—y? (4.93)

Es. 4.93 nin her yanina,
X X

L) = x‘3f f x3()dxdx
0 Y0

integral operatorii uygulanirsa,
L 'Ly = L7120 + x4) — L1 (y?) (4.94)

olur.

L Ly = ‘3fxfx 3 ”+6 ’+6 dxd
y=x7) Ox(y 2y Tz y)dxdx
X X
= x‘3f f (x3y" + 6x%y’ + 6xy)dxdx
0 Jo

X
= x‘3f [x3y" + 6x2%y]dx
0
=x3[x%y] = x73x%y = y(x) (4.95)

elde edilir.

Es. 4.95, Es. 4.94 de yazilirsa,
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y(x) = L7120 + x4) — L71(y?) (4.96)

X X
L1220 +x*) =x73 j f x3(20 + x*)dxdx
0 0

X X
= x‘3f f (20x3 + x7)dxdx
0o Jo

3 _3J‘x 20x4_|_x8 P 5x5+x9

=a) Gy tgdr =T et

_ 2 X (4.97)
B 72 '

Es. 4.97, Es. 4.96’da yazilirsa,

y@) = x* + 5 — 17 (y?) (4.98)
olur.
x6
Yo = x% + =
Viesr = —L 1A, k=0 (4.99)

y?2 nonlineer teriminin adomian polinomlari durum 3’ de verilmistir.
k=0,y;, = —L""(Ap)

=—x3 fox foxx3(A0)dxdx
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X X
= —x3j j x3(y&)dxdx
o Jo

2
= —x3 fox foxx3 (x2 + :—Z) dxdx (4.100)

xlO 25x14 5x18 x22

— =__:l =
=1Ly, =-L"(4) = 5576 * 5165312 T 320951232 T 30457036800

k = 2' Y3 = _L_l(AZ)

37x1* 211 . 1351 22
= - - X — X
18330624 5774146560 5147239219200
439 211

26 30

~ 482256720691200 o 157468240694476800

Yo, V1, V2, V3 -.. terimleri, Es.(4.12)

y = z Yn
n=0

Ayristiriimis seri ¢6zim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa,

37x14- x22 5x18

18330624 * 30457036800 * 329951232

y(x) = x% + (4.101)

seri ¢dzumu elde edilir.
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Es. 4.92 Denkleminin analitik ¢ozUmu

y=x2 dir. (4.102)
4.4. (n+1). Mertebeden Nonlineer Singuler Sinir Deger Problemleri

N(y), nonlineer terim, n > 1 ve m < n olmak uzere,

m
ym 4 —y™ + Ny = g(x)
y(0) = a0,y (0) = ay, ..,y (0) = ap,_y,y(b) = ¢ (4.103)

formundaki [16] (n+1) . mertebeden adi diferensiyel denklemin nonlineer
singuler sinir deger problemlerinin ¢ézimuinde, énceki bélimde diferensiyel
donusum metodunu kullanmigtik simdide Adomian Ayrigtirma yontemi

kullanilacaktir.
441 n=1m =1 olmasi durumu

sinx

2 y
+— = —cosx —
Y x

y(0) =0,y(1) = cos(1) (4.104)
lineer singuler sinir deger problemi operator formda yazilirsa,

sinx
Ly = —cosx — —~ (4.105)

olur.



Es. 4.105’in her yanina,

X X
L71() =f x‘lf x()dxdx
1 0
integral operatorii uygulanir,
sinx

L Ly = =L 1(cosx) — L1 (—)

X

L Ly = jxx‘l fxx (y” + )—/) dxdx
1 0 X
X X
= f x‘lj (xy" + y)dxdx
1 0
X
= f x 1(xy")dx
1

- | Cxxydx = J ydx = () - ()
Es. 4.107, Es. 4.106 da yazilirsa,
y(x) =y(1) - L1 <cosx + %)
elde edilir.
sinx

yo =y(1) - L1 (cosx + T)

yk+1=0, k=0

78

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)
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sinx
Yo =y(1) — (cosx + T)

sinx
= cos(1) — f f cosx + —) dxdx

X X
= cos(1) — f x‘lf (xcosx + sinx)dxdx
1 0

= cos(1) — fxx‘l(xsinx)dx

1

X
= cos(1) —f sinxdx

1
= cos(1) + cosx — cos(1) = cosx (4.110)

Es. 4.12

y() = D 3 ()
n=0

Ayristiriimis seri ¢6zum fonksiyonunda y, degeri ve y;.., = 0,k = 0 yazilirsa
yxX)=yo+ y1+ v+ y3+Vs...=cosx +0+0+ -
y(x) = cosx (4.111)

¢6zUmda elde edilir.



442. n=1,m = —1 olmasi durumu
n r 4x2 y
Y Y S a2

o=l s -in()

Nonlineer singuler sinir deger problemini ¢dzelim;

d

d
L() = x‘lax3ax_2(.)

Diferensiyel operatoru ve,

L71() = x? fxx‘3 fxx(.)dxdx
1 0

integral operatorii kullanilarak

80

(4.112)

Es. 4.112 denklemi operatdr formda yazilir ve Es. 4.114 Un her iki yanina Es.

4.113 integral operatoru uygulanirsa,

Ly = ey

elde edilir.

X X 4
L 1Ly = x? f x3 f x (y” — y_) dxdx
1 0 X

(4.114)



X X
= x? j x~3 f (xy" — y")dxdx
1 0
X
= x? f x73[xy’ —yldx
1
X
= x2 f x3(xy" + y(0))dx
1

—x* [ @y =y )
1

= x*[x7?y — x72y(0)]

= x?[x 72y (x) —x72y(0) — y(1) + y(0)]

y(x) —y(0) = x?y(1) + x?y(0)
=y () = y(0) - x*(y(1) — y(0))

Es. 4.116, Es. 4.115'de yazilirsa,

4 2
00 = 0) =20 - y0) =17 ()

4 2
Y00 = ¥(O + (W) - y0) + 17 (7

bulunur.

Yo =y(0) =In (%)

81

(4.116)

(4.117)

(4.118)
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y =x21n(f)+L-1 Ly (4.119)
1 5 44 x27° )

¢’ nonlineer teriminin adomian polinomlari durum 6 da verilmistir.

Vi+1 = L_1< Ak>,k =1 (4120)

Es. 4.119 denkleminden

y, = —0.25207x2 + 0.031250x* — 0.0026042x° — 0.00032552x8

—0.000048828x° + 0.0000081380x'2 + ---

olur.

Es. 4.120 dan

k=1,y, =0.0022047x% — 0.0026258x° + 0.00049096x8 — 0.000081784x1°

+0.000014309x'2 — 0.0000026278x* + 2.2706. 107 7x1¢
—1.7661.1078x8 + 1.7661.10°x2° — 1.8062.10710x22
+1.5052.107 1 x2* + ...

k =2,y; =—0.00018169x2 + 0.000091864x° + 0.00015399x8
—0.000080536x° + 0.000019899x12 — 0.000042832x*

+9.0548.1077x16 4 .-
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Es. 4.12

y() =) 3 @)
n=0

Ayristiriimis seri ¢6zum fonksiyonunda y,, v4, ¥2, y3 ... yerlerine yazilirsa,
y(x) = —1.3863 — 0.2500387060x% + 0.031250x* — 0.0051400286x°
+0.0009678120x8 — 0.0002185884x1° — 0.000047342x2
—0.0000085345x* + 0.00000154670x6 + --- (4.121)

seri ¢ozum fonksiyonu elde edilir.
443. f(y) = -y —y?% g(x) = 7x* + 6xe* — 6e* — x®e** olmasi durumu

2
" ==y —y =y =Tx*e¥ + 6xe™ — 6e* — x%e™ (4.122)

y(0) =0, ¥'(0) = 0,y(1) = 2.71828182
Es. 4.122 nonlineer denklem operator formda yazilirsa,
Ly =y +y?+ 7x%e* + 6xe* — 6e* — x%e?* (4.123)

olur ve Es. 4.123 denkleminin her iki yanina L7 integral operatorii

uygulanirsa

L Ly = LY (y + y?) + L71(7x%e* + 6xe* — 6e* — x%e?*) (4.124)
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y(x) — 2.71828182x* = L™ (y + y?)
+ L71(7x?%e* + 6xe* — 6e* — x%e?*) (4.125)

10=2.71828182x*+ L'(7x2e* + 6xe* — 6e* — x5e2%)

Vier1 =L )+L7(4,) k=0

yo=x3 + 1.03388x%-0.5x>-0.15x°+. ..

k =0,y,=—0.01642839x* + 0.01666666x°+...

k =1,y,=0.000031338115x* — 0.0001303840x"+...
Ap=x%+2.06776x7+2.068908x8+...

A;=—0.03285678x" — 0.003396996x8 + ---
y(x) = x3 +1.017483x* + 0.5x°> + 0.1666667x° + 0.04180522x7 + --- (4.126)

Seri ¢6zUmu elde edilir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu tez calismasinda Lineer ve lineer olmayan bazi Ozel tipte singuler
baslangic deger ve sinir deger problemleri, oldukga sik tercih edilen
diferensiyel donlisim metodu ve Adomian ayrisim metodu kullanilarak
Algoritma yardimiyla ¢oézulmustur. Diferensiyel déonisim metodu ile, y(x)
orijinal  fonksiyonunun T-dénUsumu altindaki Y(k) ters diferensiyel

doénusumleri elde edilmekte, bulunan Y (k) katsayilari (Taylor seri katsayilar),

y() = ) ¥ (o) x*
k=0

Sonsuz toplaminda vyerlerine yazilarak y(x) fonksiyonu gergek

uygulamalarda sonlu serilerle asagidaki gibi ifade edebilmektedir.

n

y() = ) xkr ()

k=0

Burada serinin kalan toplami olan

2 XY (k)

k=n+1

degeri ihmal edilecek kadar kuguktur.

Adomian ayrigsim yontemi ile, denklem Lineer ve nonlineer parcalara ayrilir,
Standart Adomian ayristirma yonteminden farkli olarak yakinsama orani

yuksek olan Modifiye Adomian ayristirma yontemi ile yeni bir diferensiyel
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operator kullanilarak n20, y, “ayristiriimis seri ¢ézim fonksiyonunun terimleri”

asagidaki toplamla bulunur.
y() = D ()
n=0

Ayristirma seri ¢ozum fonksiyonunda yazilir. Seri formunda yaklagik bir

¢dzum elde edilir.

Bu boélumde, Boélim 3 ve Bolum 4 de Diferensiyel Transform ve Adomian
Yontemleri ile ¢ozulen bazi problemlerin sonuglari kargilagtirma yapmak

amaciyla Tablolarla gosterilmistir.

Diferensiyel Donusim Yontemi ve Adomian Ayrigsim Yontemi ile ¢ozumleri
elde edilen singuler baslangi¢ deger ve sinir deger problemleri asagida

siralanmigtir. Elde edilen sonugclar tablo ve grafik tzerinde karsilastiriimistir.

Uygulama 1
2
y”+;y’+y:6+12x+x2+x3,0<x<1 (5.1)

y(©0) =0, y'(0)=0

Uygulama 2
" + 2 ’ 3 6
y ;y +y°=6+x (5.2)

y(0) =0, ¥'(0)=0



Uygulama 3
Y"+§y'+xy=x5—x4+44x2—30x, 0<x<1
y(0)=0,y'(0)=0
Uygulama 4
n = 3igin,
6 6
Y'+ oyt gy +yt =20+t
y(0)=0,y'(0) =0
Uygulama 5

n=2vem= -2 durumu

2
y'" — ;y” —y —y? =7x%* + 6xe* — 6e* — x%e?*

y(0) =0, y'(0) = 0,y(1) = 2.71828182
Uygulama 6
n=1m =1 igin lineer sinir deger problemi:

by sinx
Yy +—-=—-cosx ———
x x

y(©0)=0, y(1) = cos(1)

87

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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Cizelge 5.1. Baslangic veya sinir deger problemlerinin bir boyutlu Diferansiyel dénisim ydntemi ve Adomian ayristirma
yontemi ¢ozumlerinin kargilastiriimasi
Uygulamalar | Bir boyutlu diferensiyel donlisiim yontemi ile elde edilen ¢éziimler Adomian ayristirma yontemi ile elde edilen ¢ézimler
Uygulama 1 y(x)=x2+x3 y(x)=x2+x3
Uygulama 2 y(x)=x2 y(x)=x2
Uygulama 3 | y (x)=-x’+x* y (x)=-x%+x*
Uygulama 4 y(x)=x2 y(x)=x2
— 43 4 5 6 7
Uygulama 5 | y(x) = x® + 1.0000x* + 0.50000x° + 0.16667x° + 0.041666x” + () = 23 + 1.017483x* + 0555 + 0166666726 + 0.04180522x7 + -
Uygulama 6 |y(x) =1-— lx2 +—x*——x% ~ cosx y(x)=cosx
2 24 720
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1,0

0,2 -

0,6 —

0,4 -

0,2

X

Sekil 5.1. Uygulama 4.Baglangi¢c deder problemlerinin her iki yontemle de

cozumleri verilmektedir.

Sekil 5.1 de, nokta ile gosterilen grafik diferensiyel dontisum ile elde edilen
¢6zUmun grafigi, diz c¢izgi ile goOsterilen grafik ise adomian ayristirma

yontemi ile elde edilen ¢6zumun grafigidir.
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Sekil 5.2. Uygulama 5. Sinir deger probleminin her iki yontemle de ¢ézimleri

verilmektedir

Sekil 5.2 de, nokta ile gosterilen grafik diferensiyel donusum ile elde edilen
¢O6zUmun grafigi, diz c¢izgi ile goOsterilen grafik ise adomian ayristirma

yontemi ile elde edilen ¢ézUmun grafigidir

Grafiklerden de anlasilacadi gibi her iki yontemin de degerleri oldukga

birbirine yakin ¢gikmaktadir.
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EK -1 Es. 5.4 Baslangi¢c deger probleminin diferensiyel transform metodu

¢Ozumu
13 5- 3 6'
¥ o=y ==yt =20+ x7
x x=

Baslangi¢ deger probleminin Algoritmasi ve sonuglari asagida verilmektedir.

> for k from 0 while k<10 do

Y(0):=0;

Y(1):=0;

k:=k;

delta(k-2):=eval(piecewise(k=2,1,k<>2,0));
delta(k-6):=eval(piecewise(k=6,1,k<>6,0));
delta(r-2):=eval(piecewise(r=2,1,r<>2,0));
Y(k):=(20*delta(k-2)+delta(k-6)-(sum(sum(delta(r-2)*Y(m-r)*Y (k-
m),r=0..m),m=0..k)))/(k*(k+5)+6);

end do;
Y(0) :=0
Y(1):=0
k=0
o(-2):=0
d(-6):=0
1 r=2
8(r=2):=1, .,
Y(0) :=0
Y(0) :=0
Y(1):=0
k=1
o(-1):=0
o(-5):=0
1 r=2
o(r—2) =
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EK-1 (Devam) Es. 5.4 Baslangi¢ deger probleminin diferensiyel transform
metodu ¢o6zimu

Y(1):=0
Y(0):=0
Y(1):=0
k=2
0(0) =1
o(-4):=0
I r=2
Sr=2) =y 4
Y(2):=1
Y(0):=0
Y(1):=0
k=3
o(1):=0
o(-3):=0
I r=2
o(r—2) =
0 r+2
Y(3):=0
Y(0):=0
Y(1):=0
k:=4
0(2) =0
o(-2):=0
I r=2
o(r—2) =
0 r+2
Y(4):=0
Y(0):=0
Y(1):=0
k:=5
0(3) =0



metodu ¢o6zimu

1

o(r—2):= 0
Y(5):=0
Y(0) =0
Y(1):=0

k=6
0(4) =0

5(0) =1

1

o(r—2) = 0
Y(6):=0
Y(0):=0
Y(1):=0

k=17
§(5) =0
§(1):=0

1

o(r—2):= 0
Y(7) =0
Y(0):=0
Y(1):=0

k:=8
0(6) =0
0(2) =0

1

o(r—2):= 0
Y(8) =0
Y(0):=0

96

EK-1 (Devam) Es. 5.4 Baslangi¢ deger probleminin diferensiyel transform

r=2
r+2

r=2
r+2

r=2
r+2



97

EK-1 (Devam) Es. 5.4 Baslangi¢ deger probleminin diferensiyel transform
metodu ¢6zimu

= 9(7) =0
0(3) =
1 r=
8(r=2):=15 4,
Y(9):=0

> topla:=proc(a,s,d,f,g,h,j,k,l,s)
ats+d+f+g+h+j+k+l+s;
end proc;

topla =proc(a, s, d, f, g, h, j, k, I §)
at+s+td+f+g+h+j+k+i+s
end proc

>y(x):=topla(Y(0)*x"0,Y(1)*x*1,Y(2)*x*2,Y(3)*x"3,Y(4)*x"4,Y(5)*x"5,Y(6)*
X6,
Y(7)*x"7,Y(8)*x"8,Y(9)*x"9);

y(x) =x

> subs(x=0.1,y);

subs(x=0.2,y);

subs(x=0.3,y);

subs(x=0.4,y);

subs(x=0.5,y);

subs(x=0.6,y);

subs(x=0.7,y);

subs(x=0.8,y);

subs(x=0.9,y);

evalf(subs(x=1,y),4);
0.01
0.04
0.09
0.16
0.25

0.36
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EK-1 (Devam) Es. 5.4 Baslangi¢ deger probleminin diferensiyel transform
metodu ¢6zimu

0.49
0.64
0.81

> plot(x*2,x=0..1);

1,0

0.2 -

0.6 -

0,4

0.2 1

Sekil 1.1. Baslangic deger probleminin diferensiyel transform metodu

¢Ozumu grafigi
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EK-2 Es. 5.4 Basglangi¢c deger problem ¢ozUmunun Adomian Ayristirma

Yontemi
b a £ 6'
¥ +—¥ +—=¥+ry =320+
x x<

¥(0)=0, ¥'(0)=0
Baslangi¢ deger probleminin Algoritmasi ve sonuglar asagida verilmigtir.

> for k from 0 while k<3 do

k:=k;

y[0]:=expand((x*(-3))*int(int(x*7+20*x*3,x=0..x),x=0..x));
A[0]:=y[0]"2;A[1]:=expand(2*y[0]*y[1]);A[2]:=expand(2*y[0]"y[2]+Yy[1]"2);
y[k+1]:=expand(-(x*(-3))*int(int((x*3)*(A[k]),x=0..x),x=0..x));

end do;

Y17 " 1410048 5616 7
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EK-2 (Devam) Es. 5.4 Baslangic deger problem ¢6ziminin Adomian
Ayristirma Yontemi
gomo 20 A5 1625 12
! 50761728 27495936 33696
_ 1 .8

36

1 28
1988235362304
1 2 49 20
3959414784 953192448
1 16 1 12
202176 © T 5188 *

1
EREETRE:

x6—|—2y2x2+
+

+

. 1 22 5 18
27 30457036800 329951232

25 14 1 10

B A S
9165312 5616
k=2
1 6 2
y0:=7—2x +x
A, = Lx6+x2 ’
0| 72
Yoo L 20 A5 1625 12
1 7750761728 27495936 33696
R
36
A = 211 24 439 24
2" 149117652172800 593912217600
1351 20 211 16 37 12
* 8578732032 © T 13747968 © T 67392 *
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EK-2 (Devam) Es. 5.4 Baslangic deger problem ¢6ziminin Adomian
Ayristirma Yontemi

o 211 x3o
V3 157468240694476800
439 26 1351 22

482256720691200 5147239219200

211 xlg _ 37 x14
5774146560 18330624

> topla:=proc(a,s,d)
a+s+d;
end proc;

topla :=proc(a, s, d) a + s + d end proc

> y:=topla(y[0],y[1].y[2]);
2 37 14 1 22
Vet 18330624 1 30457036800
5 18
* 329951232 *

> subs(x=0,y);
subs(x=0.1,y);
subs(x=0.2,y);
subs(x=0.3,y);
subs(x=0.4,y);
subs(x=0.5,y);
subs(x=0.6,y);
subs(x=0.7,y);
subs(x=0.8,y);
subs(x=0.9,y);
evalf(subs(x=1,y);
0

0.01

0.04

0.09
0.1600000000
0.2500000001
0.3600000016
0.4900000137
0.6400000891
0.8100004641
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EK-2 (Devam) Es. 5.4 Baslangic deger problem ¢6ziminin Adomian
Ayristirma Yontemi

>plot(x*2+(37/18330624)*x*14+(1/30457036800)*x*22+(5/329951232)*x"
8,x=0..1);

1,04

0.5 -

06 —

0,4

0.2+

Sekil 2.1 Es. 5.4 Baslangi¢ deger problemi ¢6zUmunin Adomian Ayrigtirma

Ydntemi grafigi
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EK-3Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform metodu ile

¢Ozum
Z . . .
P m —ptt — g = Tte® 4 Gxe® — Ge¥ — x%e ™
x

y(0)=0, ¥ (€} = 0,¥(1) = 2.71828182

n=2 ve m=-2 ig¢in sinir deger probleminin Algoritmasi ve sonuglar asagida

verilmektedir.

> for k from 0 while k<5 do

Y(0):=0;

Y(1):=0;

y(2):=alpha;

k:=k;
delta(r-3):=eval(piecewise(r=3,1,r<>3,0));
delta(r-2):=eval(piecewise(r=2,1,r<>2,0));
delta(r-1):=eval(piecewise(r=1,1,r<>1,0))
delta(r-7):=eval(piecewise(r=7,1,r<>7,0));

Y (k+2):=(sum(delta(r-1)*Y (k-r),r=0..k)+(sum(sum(delta(r-1)*Y (m-r)*Y (k-
m),r=0..m),m=0..k))+7*sum(delta(r-3)/(factorial(k-r)),r=0..k)-6*sum(delta(r-
2)/(factorial(k-r)),r=0..k)-6*sum(delta(r-1)/(factorial(k-r)),r=0..k)-sum((delta(r-
7))*(2"(k-r))/(factorial(k-r)),r=0..k))/((k-2)*(k+1)*(k+2));

end do;

> for k from 3 while k<10 do

Y (0):=0;

Y(1):=0;

y(2):=alpha;

k:=k;
delta(r-3):=eval(piecewise(r=3,1,r<>3,0));
delta(r-2):=eval(piecewise(r=2,1,r<>2,0));
delta(r-1):=eval(piecewise(r=1,1,r<>1,0))
delta(r-7):=eval(piecewise(r=7,1,r<>7,0));

Y (k+2):=(sum(delta(r-1)*Y(k-r),r=0..k)+(sum(sum(delta(r-1)*Y (m-r)*Y (k-
m),r=0..m),m=0..k))+7*sum(delta(r-3)/(factorial(k-r)),r=0..k)+6*sum(delta(r-
2)/(factorial(k-r)),r=0..k)-6*sum(delta(r-1)/(factorial(k-r)),r=0..k)-sum((delta(r-
7))*(2M(k-r))/(factorial(k-r)),r=0..k))/((k-2)*(k+1)*(k+2));

end do;

>
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozumu

y(2) =o
k=0
1 r=3
o(r—3) =
0 r#+3
1 r=2
o(r—2):=
0 r+2
1 r=1
o(r—1) =
0 r+1
1 r=7
o(r—17) =
0 r+7
Y(2):=0
Y(0):=0
Y(1):=0
y(2) =o
k=1
1 r=3
6(r—3) =
0 r+3
1 r=2
o(r—2):=
0 r=+2
5 | 1 r=1
==y 4
5 B 1 r=
r=D=Vy 29
Y(3) =
Y(0) =
Y(1):=
y(2) =
k=2
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozumu

1 r=2
o(r—2) =
0 r+2
1 r=1
o(r—1) =
0 r+1l
I r=7
o(r—17) =
0 r+7
Error, numeric exception: division by zero
Y(0):=0
Y(1):=0
y(2) =o
k=3
1 r=3
o(r—3) =
0 r+3
I r=2
o(r—2):=
0 r+2
5 | 1 r=1
S R
1 r=7
o(r—7) =
0 r+7
_1
Y(5) =5
Y(0):=0
Y(1):=0
y(2) =o
k=4
I r=3
6(r—3) =
0 r+3
1 r=2
o(r—2):=
0 r+2
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform

metodu ile ¢ozumi

o(r—1):

o(r—3):

o(r—2):

o(r—1):

o(r—2):

o(r—1):

r=+17

504



107

EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozumi

1 r="17
o(r=7):= r=+7
1
Y(8) =75
Y(0):=0
Y(1):=0
y(2) =o
k=17
1 r=3
6(r—3) =
0 r+3
1 r=2
o(r—2):=
0 r=+2
5 | 1 r=1
U
1 r="7
o(r—7) =
0 r+7
1
YO =75
Y(0):=0
Y(1):=0
y(2) =a
k=8
1 r=3
o(r—3) =
0 r+3
1 r=2
o(r—2):=
0 r+2
5 | 1 r=1
r=D=1y 4
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozUmu

5 1 r="17
_7 =
(r ) r+17
253 479
Y(10) == Y(4) —
(10) 68040 (4) 136080
Y(0) :=0
Y(1):=0
y(2) =0
k=9
1 r=3
o(r—3):=
0 r#3
1 r=2
o(r—2):=
0 r+2
5 1 r=1
r=1=10 21
1 r="17
o(r—17) =
0O r+7
113 1 2
Y(11) =- Y (4
(11) 88704 + 770 (4)

> topla:=proc(a,s,d,f,g,h,j,k,l,m,¢,0)
at+s+d+f+g+h+j+k+l+m+¢+0;
end proc;

l‘Opla ::prOC(a, s, d’f’ ga haja k: l; m, ?’ 0)
at+s+td+f+g+h+j+k+l+m+¢+o
end proc

>y(x):=topla(Y(0)*x"0,Y(1)*x"1,Y(2)*x"2,Y(3)*x"3,Y(4)*x"4,Y(5)*x"5,Y(6)*
XA6,Y(7)*XA7,Y(8)*x"8,Y(9)*x"9,Y(10)*x*10,Y(11)*x 11);
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozumi

y(x) =X+ 7(4) <" + %xS + %x6 + (% Y(4)
+ %j x7+ 1;0 x8+ 7;0 x9+ [ 6;820 Y(4)
N 1;67()980 jxm+ (_ 8513;(3)4 - 7§0 Y(4)2j <
> c:=subs(x=1,y(x)=2.71828182);
= Tigrsoa * ssoa0 |14+ 775 V4
=2.71828182

> z:=solve(c,{Y(4)});

z:={Y(4) =1.000003007}, {¥(4) = —779.9742828 }

> y:=evalf(subs(z,y(x)),5);

y:=x> 4 1.0000 x* + 0.50000 x° + 0.16667 x°
+ 0.041666 x’ + 0.0083333 x> + 0.0013889 x°
+0.0001984 x'° + 0.0000248 x'!

> subs(x=0,y);
subs(x=0.1,y);
subs(x=0.2,y);
subs(x=0.3,y);
subs(x=0.4,y);
subs(x=0.5,y);
subs(x=0.6,y);
subs(x=0.7,y);
subs(x=0.8,y);
subs(x=0.9,y);
subs(x=1,y);
0.

0.001105170921

0.009771222270
0.03644619008
0.09547679313
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EK-3 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform
metodu ile ¢ozUmu

0.2060902049
0.3935777907
0.6907174731
1.139477478
1.793051251
2.7182814

>plot(x*3+1.0000*x*4+0.50000*x+5+0.16667*x*7+0.0083333*x*8+0.0013
889*x”"9+0.0001984*x*10+0.0000248*x"11,x=0..1);

7.5 —
7.0 —
6,5 —
6,0 —

5.5

50 : . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.2 1.0
x

Sekil 3.1 Es. 5.5 Sinir deger problemlerinde diferensiyel transform metodu ile

¢o6zimu
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EK- 4 Es. 5.5 Sinir deger problemlerinin Adomian Ayrigtirma Yontemi ile

¢ozimi
et & b p P x x [P
yU ==yt =y —y? = Tale¥ + Gxe¥ — 6e¥ — xTe?
x

y(0)=0, ¥ (@) = 0, (1) = 2.71828182

n=2 ve m=-2 igin sinir deger probleminin Algoritmasi ve sonuglari asagida

verilmektedir.

> for k from O while k<3 do

k:=k;
y[0]:=evalf(expand(2.71828182*(x 4)+evalf(expand (x 4*(int((x"(-5))*int(int(-
B*x+10*XA3+O* XN +(17/4)*xA5+(41/30)*X"6-(2/3)*X7-
(325/168)*x*8,x=0..x),x=0..X),x))-1.68439709*x"4),6)),6):
A[0]:=evalf(expand(y[0]*y[0]),7);
A[1]:=evalf(expand(2*y[0]*y[1]),7):
Al2]:=evalf(expand(2*y[0]*y[2]+Y[1]*Y[1]).7);
A[3]:=evalf(expand(2*y[0]*y[3]+2*y[1]"y[2]),7);
yIk+1]:=evalf(expand((x*4)*((int((x*(-5))*int(int(x*(y[k]-
ALK]),x=0..x),x=0..x),x=1..X)))),7);

end do;

>
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

k=0
— 4 10 9
Yo :=1.03388 x — 0.00358245 x ~ — 0.00185185 x

+0.00610119 x® + 0.0337302 x” + 0.150000 x°
+ 0.500000 x> + x°

=x% +2.06776 x” + 2.068908 x* + 1.333880 x°

+ 0.6276244 x'° — 0.006291414 x'*

+0.00522617 x'* + 0.06514230 x'* + 0.2319484 x'!
+ 0.00001283395 x*° + 0.00001326832 x'’

— 0.00004028507 x'® — 0.0002642706 x'’
—0.001162436 x'® — 0.003726416 x'°

:=2.06776 y, x* — 0.00716490 y, x'°
— 0.00370370 y, x” + 0.01220238 y, x°
+0.0674604 y, x” + 0.300000 y, x° + 1.000000 y, x°

+ 2.y, b
4 10
A, :=2.06776 y, x* — 0.00716490 y, x
— 0.00370370 y, x” + 0.01220238 y, x°

+0.0674604 y, x” + 0.300000 y, x° + 1.000000 y, x°

+2.y2x3+yf

4 10
A, :=2.06776 y; x* — 0.00716490 y, x
— 0.00370370 y; x” + 0.01220238 y; x°
+0.0674604 p; x” + 0.300000 y, x° + 1.000000 y; x°

3
T2y, + 2.0,
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

, = -0.01642839 x* — 1.334923 107 x>

—1.595517 107 x** + 5.642168 107 x*!

+ 4346556 107 x2° +2.265957 107 x'°

+8.698450 107 x'® + 0.000001779246 x'”
— 0.000001814642 x'® — 0.00002820013 x'°
— 0.0001274441 x'* — 0.0004495776 x'

— 0.001264898 x'? — 0.002678970 x'!
—0.003766722 x'* — 0.002361112 x°
+0.002232143 x® + 0.008205397 x”

+0.01666666 x°
k=1
v, :=1.03388 x* — 0.00358245 x'* — 0.00185185 x’

+0.00610119 x® + 0.0337302 x” + 0.150000 x°
+ 0.500000 x> + x°

A, ==-0.03285678 x’ — 0.03396996 x° + 0.01690493 x°

1 .
+ 0.04594494 x'° — 0.01396347 x'*
— 0.006536706 x> + 0.01289824 x'?2
+ 0.03698948 x'! — 0.00007548026 x*°
— 0.0004114102 x'* — 0.001382907 x'®
— 0.003603070 x'” — 0.007605496 x'¢
— 0.01235534 x> + 0.00001075713 x22
+ 0.000004940070 x>' + 0.000005185764 x*>

— 1.293572 10 x*7 + 4.502520 10°% x¢

+ 4.090830 107" x*°> + 0.000001704165 x**
+9.564590 107 x> + 1.637587 107! x>
—5.080548 107! x*! — 4.418468 10710 x*°

—2.223782 107 x*° — 7.974166 1072 x*®
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

Ay =x° + 2.06776 x” + 2.068908 x° + 1.333880 x”

+ 0.6276244 x'® — 0.006291414 x'*

+ 0.00522617 x'? 4+ 0.06514230 x'? + 0.2319484 x''
+ 0.00001283395 x*° + 0.00001326832 x'°

— 0.00004028507 x'® — 0.0002642706 x'’

— 0.001162436 x'® — 0.003726416 x'°

A, =0.0002698920 x* — 0.0005476128 x'°

+ 0.0002654957 x'* 4+ 0.0003510918 x'?

+ 0.0002044366 x'* — 0.0002696030 x'!

+ 0.000009625577 x*° — 0.00002898971 x'°
— 0.00009318073 x'® — 0.0001468829 x'”
— 0.0001177621 x'® 4+ 0.00004594986 x'°
+ 0.00001770814 x*? 4+ 0.00002105806 x°'
+ 0.00001066213 x> + 1.801008 107/ x*’
+ 6.899938 10”7 x*° 4 0.000002070776 x*°
+ 0.000005150702 x** — 1.480241 107'° x**
— 6.443809 10710 x*? — 1.980345 107 »°!

— 4.139777 107 x°° — 2.299978 107 x*°

+2.926638 10 x*® + 1.782019 107'% x*°
+ 4.259784 107 x* — 1.251805 1077 x**
— 1.340508 107'° x™ — 7.118416 107'® x**
—2.554946 1077 x*' —3.079779 10717 x*
+2.868103 107% x* + 2281204 1073 8
+9.586448 107" x*7 + 2.693982 107'% x*°
+3.195066 1072 x35 — 1.773452 107" 3

+ 2.06776 y, x* — 0.00716490 y, x'°
— 0.00370370 y, x” + 0.01220238 y, x*
+ 0.0674604 y, x’ + 0.300000 y, x° + 2. y, x>

+ 1.000000 y, x°
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

A, =2.06776 y; x* — 0.00716490 y, x'°
— 0.00370370 y; x” + 0.01220238 y, x*
+ 0.0674604 y, x” + 0.300000 y, x° + 1.000000 y, x°
+ 2.y, x° — 0.0002548882 y, x'*
— 0.002529796 y, x'> — 0.0008991552 y, x"
— 0.005357940 y, x'' — 2.669846 107 y, x>

—3.191034 10”7 y, x** + 1.128434 10° y, x*!

+8.693112 107 y, x° + 4531914 107 y, x"”

+ 0.000001739690 y, x'® + 0.000003558492 y, x'”
— 0.03285678 y, x* — 0.007533444 y, x'°

— 0.004722224 y, x” — 0.000003629284 y, x'°

— 0.00005640026 y, x> + 0.004464286 v, x°

+0.01641079 y, x’ + 0.03333332 y, x°
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinin Adomian Ayrigtirma

Yontemi ile ¢gozUmu

k=2
_ 4 10 9
Vo = 1.03388 x" — 0.00358245 x~ — 0.00185185 x

+0.00610119 x® + 0.0337302 x” + 0.150000 x°
+ 0.500000 x° + x°

Ay =x" 4206776 x” + 2.068908 x" + 1.333880 x

+0.6276244 x'° — 0.006291414 x'*

+0.00522617 x'* + 0.06514230 x'* + 0.2319484 x'!
+ 0.00001283395 x*° + 0.00001326832 x'°

— 0.00004028507 x'® — 0.0002642706 x'
—0.001162436 x'® — 0.003726416 x'°

A4,:=-0.03285678 x' —0.03396996 x° + 0.01690493 x°

+ 0.04594494 x'° — 0.01396347 x'*

— 0.006536706 x> + 0.01289824 x'2
+ 0.03698948 x'' — 0.00007548026 x*°
— 0.0004114102 x*° — 0.001382907 x'®
— 0.003603070 x'” — 0.007605496 x'°
— 0.01235534 x> + 0.00001075713 x>

+ 0.000004940070 x>' + 0.000005185764 x>

—1.293572 10 x*7 + 4.502520 1078 x*°

+ 4.090830 107 x*° + 0.000001704165 x>*

+9.564590 1072 x> + 1.637587 107! x*?

—5.080548 107! ¥ — 4.418468 10710 x*°

— 2223782 107 x*° — 7.974166 107 x*®
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deger problemlerinin Adomian Ayrigtirma

Yontemi ile ¢gozUmu

4, :=0.00006276230 x4 0.0003347807 x°

+ 0.00003138116 x” — 0.0007989664 x'°
+ 0.0005540375 x'* + 0.0005596720 x'°
+ 0.0001670280 x> — 0.0005370888 x'!
+ 0.000005821625 x*° — 0.00007112887 x'
— 0.0001874641 x'® — 0.0002611989 x'”
— 0.0001528673 x'° + 0.0001950174 x'°

+ 0.00003075174 x*% + 0.00003300649 x>'

+ 0.00001936631 x>> + 3.224825 107 x>

+ 0.000001285201 x°¢ + 0.000003886047 x>
+ 0.000009578368 x>* — 2.951959 10710 »*3

— 1.356614 107 x°2 — 4.368805 10~ x°!

—9.920813 10” x°° — 9.992916 107 x*°

+ 4354244 107 x*® + 3.481655 10718 x*°

+8.318940 1078 X — 2.458306 1077 x**

— 2644366 10710 x¥ — 1.421604 107" x*

— 5219330 107 x*' — 6.884701 107" x*°

+5.617621 1074 x*° + 4.669596 10712 8

+2.018084 1072 x*7 + 5.942638 10712 3¢

+ 8.570734 10712 x> — 3.008041 107! x**
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

> topla:=proc(a,s,d)
at+s+d;
end proc;

topla -=proc(a, s, d) a + s + d end proc

> y:=evalf(topla(y[0],y[1],y[2]),7);

¥ :=1.017483 x* + x> + 0.500000 x° + 0.1666667 x°
+ 0.04180522 x’ + 0.008333333 x°
— 0.004166666 x° — 0.007273131 x'°
— 0.0001492400 x'* — 0.0004849848 x'>
— 0.001283142 x'> — 0.002631954 x'!
+ 6.363684 10~ x*° + 0.000001708795 x'°
+ 0.000003747329 x'® + 0.000005692151 x'’
+2.98944 107 x'® — 0.00003433136 x>
+ 4.790385 10° x*? + 1.994485 107 x°!
+ 6.520677 107 x> — 1.055472 10710 x*7
— 3.627343 10719 x*% — 8.538676 10710 x*°
— 4.469590 1071 x** + 1.442812 1071% x*?

+ 8.006129 107 x*2 + 3.175693 10713 x°!

+ 5.718708 107" x°° — 2.217990 107"? x*°
— 2254646 107" x*® — 2.372170 10710 x*°

— 4.439106 107 x*° + 1.509373 10717 x**
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma
Yontemi ile ¢gozUmu

> subs(x=0,y);

subs(x=0.1,y);

subs(x=0.2,y);

subs(x=0.3,y);

subs(x=0.4,y);

subs(x=0.5,y);

subs(x=0.6,y);

subs(x=0.7,y);

subs(x=0.8,y);

subs(x=0.9,y);

subs(x=1,y);

0.

0.001106919226
0.009799192972
0.03658767148

0.09592219608
0.2071641017

0.3957329701
0.6944148367
1.144768361
1.798470495
2.718277140
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EK- 4 (Devam) Es. 5.5 Sinir deder problemlerinin Adomian Ayristirma

Yontemi ile ¢gozUmu

>plot(x*3+1.0174830*x*4+0.500000*x*5+0.1666667*x"6,x=0..1,style=box

,color=green);

2,5—:
E,EI—:
15—:
l,El—:

0,5 -

Sekil 4.1. Es. 5.5 Sinir deger problemlerinin Adomian Ayristirma Yontemi ile

¢6zUmu grafigi
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