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OZET

Veri toplamak ve bu veriyi dogru istatistiksel yontemlerle analiz etmek bilimsel arastirmalarin
onemli basamaklar1 arasindadir. Arastirmada kullanilan istatistiksel yontem veriye uygun degilse
ya da veri kullanilan istatistiksel yoOnteme uygun degilse elde edilen sonuglar gercegi
yansitmayacak ve yanlis yorumlamalara neden olacaktir. Dairesel verilere jeoloji, biyoloji, fizik,
tip, dis hekimligi, astronomi gibi alanlarda rastlamak miimkiindiir. Dairesel ve dogrusal verilere ait
istatistikler ve yapilacak istatistiksel analiz yontemleri de farkli olacaktir. Yon kavraminda
herhangi bir biiyiikliik s6z konusu olmadigindan, gézlem degerleri merkezi orijin olan bir birim
cemberin cevresi lizerinde noktalarla ya da orijini bu noktalarla birlestiren birim vektorlerle
gosterilebilir. Dairesel veriler kisaca [0, 2w) araliginda tanimli verilerdir. Bu c¢alismada, dairesel
verilerin Ozelliklerini ve dogrusal verilere uygulanan temel istatistiksel yontemlerle arasindaki
farklar incelenmistir. Bu amag¢ dogrultusunda dairesel veriler i¢in temel parametre degerlerinin
hesaplanmasi ag¢iklanmis ve dairesel veri analizindeki temel olasilik dagilimi olan von Mises
dagilimi incelenmistir. Yapilan literatiir incelemesinde dis hekimligi alaninda elde edilen agisal
olgiimlerin dogrusal veri olarak degerlendirildigi tespit edilmis, bu nedenle bu alana iliskin veri ele
almarak bir uygulama yapilmigtir. Boylece agisal verilere ait istatistiklerin dogrusal verilere iliskin
istatistiklerden farkliliklar1 ortaya konmustur.
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ABSTRACT

Colleting and analyzing the data with the correct methods is among the important steps of
scientific research. If the statistical method that is used in the research is not suitable for the data
or the data is not suitable for the statistical method; the results do not reflect the truth and cause
misinterpretations also. Directional data can be found in places such as geology, biology, physics,
medicine, dentistry, astronomy. There are differences between the directional and linear analysis
methods and statistics of datas. Since there is no size in the direction concept, the center of
observation can be represented by the points on the periphery of a unit circle with the origin of the
center, or by the standard vectors that arrange the origin with these points. Directional Data are
briefly defined in the range [0, 2x] . In this study, the properties of circular data and the differences
between basic statistical methods applied to linear data are examined. For this purpose, the
calculation of the basic parameter values for circular data is explained and von Mises distribution,
which is the basic probability distribution in the circular data analysis is examined. In the literature
review, it is determined that angular measurements obtained in the field of dentistry are evaluated
as linear data, therefore an application is made by considering the data related to this field. Thus,
the differences of the statistics of the angular data from the statistics of the linear data are revealed.

Science Code ;20503

Key Words : Circular data, von Mises distribution, circular regression, circular
distributions, circular statistics

Page Number : 69
Supervisor . Prof. Dr. Biilent CELIK



Vi

TESEKKUR

Hazirlamis oldugum tez ¢alismasinda benden higbir zaman destegini esirgemeyen, bilgisi
ve deneyimiyle yliksek lisans egitimim boyunca yanimda olan ¢ok degerli tez danisman
hocam Prof. Dr. Biilent CELiK e, Istatistik Anabilim Dali’'nda gorev yapan 6gretim iiyesi
hocalarima, boliim arkadaglarima, yiiksek lisans egitimim boyunca tez ¢calisgmam esnasinda
tiim sikint1 ve yorgunlugumu paylasan en zor zamanlarda bana destek olan arkadasim Esra
BESPINAR’a, her daim yanimda olan, en biiyiik destek¢ilerim, hayatimin anlamlar1 babam
Bekir KUCUK, annem Hilal KUCUK, nisanlm Mehmet Can ONTAS’a sonsuz

tesekkiirlerimi ederim.



ICINDEKILER

ABSTRACT .

TESEKKUR ......cottivitiiiiiitiite ettt st s s s

(00 110 21 (= ST

(@) VA2 (€12 52538 1\ 0 51 153 B 20 R

SEKILLERIN LISTEST ...ttt

SIMGELER VE KISALTMALAR.........cccceiiitiieiiieeieessee e

L GIRIS et

2 DY-N 123 250 21 V4 21 28 o

2.1

2.2.

2.3.

Dairesel Verinin Grafiksel GOStErImI.........uueuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeei e
2.1.1. Gruplanmamus veri i¢in grafiksel gOSterim..........cocevevviiveriiiiicnie e
2.1.2. Gruplanmus veri i¢in grafiksel gOsterim...........ccoovvvviiiiiiiiiiicniicieee
Dairesel Olasilik Dagilimlart ...
2.2.1. DUzgUN dagilim......cccocouiiiiiiiiiii
2.2.2. Kardioid (Kosiniis) dagilim ........cccocoviiieiiiniiiiieiee e
2.2.3. Uggensel (triangular) dagilim ..........cccooeverrrereriireienereiseieseeesseesesse s
2.2.4. Genel sarmal dagilimlar...........cocoeiiiiiiii
2.2.5. Sarmal normal dagilim...........ccooviiiiiiiiiii
2.2.6. Sarmal cauchy dagilimi..........ccoooveiiiiiiiii e
2.2.7. Dairesel normal dagilim (Von MiS€S)........cocveierriieiiiiiiiesie e
Dairesel Verilerde Temel istatistikIer............coooocviiiie
2.3.1. Dairesel ortalama YOMN ........cccooviiiiiiiieiere e
2.3.2. Dairesel bileske uzunlugu ve ortalamasi..........cccoceevviiiiiiiciiiciiniiees

2.3.3. YoZgunlasma ParametlBSi........c.cccuereeueseerueiieeseesseeseeseessesessseessesseessessaens

vii

Sayfa

Vi

vii

Xi

Xii



24.

2.5.

Sayfa
2.3.4. DAIFESEl VArYaNS .......cccieiiiiiiieee ettt 18
2.3.5. Dairesel standart SAPMA .........cccovrieiieieieieies e 21
2.3.6. Dairesel sacilim 6l¢iisii ve standart hata .............ccccceeeiiiieeeiiiiine e, 21
2.3.7. Carpiklik ve basiklik GIGUIETT .......eeiuviiiiiiiiiiiie e 22
2.3.8. Dairesel medyan YONIU.......ccueuiuieiiiieiiiieiiiie e 22
2.3.9. Dairesel MOd YONU .....c.veivieiiiiiiiieiieiesee e 23
Dairesel Normal Dagilimda Istatistiksel Cikarim Islemleri............ccocevvennene.. 24
2.4.1. Bir 6rneklem i¢in ortalama yon testleri..........ooervriiiieniiiiiieiscceee 24
2.4.2. Tek 6rneklem oldugu durumda ortalama y6n i¢in giiven araligi .............. 26
2.4.3. Bir 6rneklem i¢in yogunlagsma parametresi i¢in hipotez testi................... 27

2.4.4. Tek orneklem oldugu durumda yogunlagma parametresi i¢in giiven araligr 28

2.4.5. 1ki 6rneklem icin ortalama yon teStIeri .........coovrviveverreererereriicceere s 29
2.4.6. Iki 6rneklem oldugu durumlarda ortalama yon igin giiven araligi............ 32
2.4.7. 1ki 6rneklem oldugu durumlarda yogunlagma parametresi testleri........... 33
2.4.8. Cok orneklem icin ortalama yOon teStleri.......ccocveieerriiiieiieeiic e 35
2.4.9. Cok orneklem icin agirlagtirilmis ortalama yoniin giiven araligt.............. 39
2.4.10. Cok 6rneklem i¢in yogunlagsma parametrelerinin esitliginin testi........... 40
Dairesel HomOojenlik TeStIEri ........ooevvvuuiiiee e, 41
2.5.1. RAYICIGN TEST....eeiiiiciie e 41
2.5.2. VTS ..ttt bbb 42
2.5.3. KUIPEE TESTH ..t 43
2.5.4. WALSON UZ TESH....veviieieiiiiiei et 44
2.5.5. HOOUQES-ANJE TESHE...cuviveeeeieeiie et 45
2.5.6. £ ATAITK TESTI.....cviiiiciicic e 46
2.5.7. RA0 aralik testi........ccviiiiiiiiiiiiii 47

2.5.8. ANJE AT TESHE .eoveieiiciie st 48



Sayfa
3. ARASTIRMA BULGULARI ..ot 51
4. SONUC VE ONERILER ......oocosvvviiimviieeieseecoeseeeeseeeeseessseesssse e 59
KAYNAKLAR L 61
EILER . .t b bbb bbb 65
Ek-1. Dairesel homojenlik testlerinden V testi i¢in U kritik degerleri ..........cccovervenene. 66
Ek-2. Dairesel homojenlik testlerinden Hodges-Ajne testi i¢in m kritik degerleri......... 67
Ek-3. Dairesel dagilim testlerinden Rao aralik testi i¢in L kritik degerleri .................... 68

(074€1 200 1 £ TP 69



Cizelge
Cizelge 2.1.

Cizelge 2.2.
Cizelge 2.3.
Cizelge 3.1.
Cizelge 3.2.
Cizelge 3.3.
Cizelge 3.4.
Cizelge 3.5.
Cizelge 3.6.
Cizelge 3.7.
Cizelge 3.8.

Cizelge 3.9.

CiZELGELERIN LISTESI

Sayfa
Kalp krizi gegirdigi gerekcesiyle getirilen hastalarin varis zamanlarinin
derece cinsinden gruplandirtlmig Verileri.........ccoovvvriiiiiieieicienc e 7
Kuiper testi i¢in V’nin kritik tablo degerleri ..........ccoccvvvvivieiiiieiiiieen, 43
Watson U2 testi i¢in U2 kritik tablo degerleri..........cccoevviiiiiiiiiiininn. 45
Bireylerin ANB ac181 deZerleri ........ooivuiiiiiiiiiiieiieeiee e 51
Veriye iliskin dogrusal ve dairesel istatistiKler..........ccoovvverenieeniesnnsenen. 53
Trigonometrik MOmMENtIEr.........c.coviii e 54
Orneklem 6zet iStatiStIKICTi........cvevevevereceereieeer e, 55
NCSS 0zet 1StatiStKIET......eeiiieiiieie e 56
GUVEN ArAlTKIAIT .o 57
Degisim istatiStIKIETT......veiviiiiiiciic 57
Von Mises dagilim tahmini .........cccoooevioiiniiiieneeeecee e 57
Trigonometrik MOmMeNtIer.........ccovivi e 58



Xi

SEKILLERIN LISTESI

Sekil Sayfa
Sekil 2.1. DIK KOOIAINALIAT.........ccoviiiieiiee ettt sbaeere e 3
Sekil 2.2. Kutupsal KOOrdinatlar ... 4
Sekil 2.3. Dairesel ham veri grafigi (nokta olarak)...........cccccvviiiiiiiiiiniiinniie e 5
Sekil 2.4. Dairesel ham verinin dairesel k artezyen grafigi (vektor olarak) .................. 6
Sekil 2.5. Dairesel NIStOGram ..........ciiiiiiie i 8
Sekil 2.6. Dogrusal RISTOZIaAM.........c.veiiiiiiieiieie e 8
SeKil 2.7. GUI SEMAST .vvvvivvieeiiiiiiiie ettt sttt e e sb e e st e e s nsbeesnnreeans 9
Sekil 2.8. Tki n0kta arast UZAKIIK.........cocevevveeeereieeeeeeeeeiees st esseee e es s 19
Sekil 3.1. ANB acisal 6l¢timlerinin dairesel histogrami............cccocveiiiiiiiniciiicnicninns 52

Sekil 3.2. ANB agisal 6lgiimlerinin il SEMAST ......c.eevveiriiriiieiie e 52



Xii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

K Yogunlagma parametresinin tahmin edicisi
A1(x) Dondistiiriilmiis iki Bessel fonksiyonunun orani
Iy(K) Sifiriner sira donistiiriilmiis Bessel Fonksiyonu
I1,(x) Birinci sira doniistiiriilmiis Bessel Fonksiyonu
R Dairesel ortalama 6rneklem bileske uzunlugu
a, Kosiniis momenti

By Sinlis momenti

Y1 Dairesel ¢arpiklik

Y2 Dairesel basiklik

0 Dairesel medyan

] Dairesel mod

0 Dairesel 6rneklem ortalama yonii

p Dairesel ortalama y1gin bileske uzunlugu

F(0) Dagilim fonksiyonu

f(0) Olasilik yogunluk fonksiyonu

K Dairesel yogunlagsma parametresi

R Dairesel 6rneklem bileske uzunlugu

S Dairesel standart sapma

\Y/ Dairesel varyans

0 Dairesel gozlem degeri

£ Dairesel uzaklik

) Dairesel sacgilim 6l¢iisti

u Dairesel y1gin ortalama yonii

p Dairesel y1gin bileske uzunlugu

o Dairesel standart hata



Kisaltmalar

GKT
GSD
HKT
HSD
MKO
MKT
MSD
VAR
VM

Aciklamalar

Genel kareler toplam1

Genel serbestlik derecesi
Hata kareler toplami

Hata serbestlik derecesi
Muamele kareler ortalamasi
Muamele kareler toplami1
Muamele serbestlik derecesi
Varyans

Von Mises

Xiii



1. GIRIS

Yapilan bilimsel arastirmalardan elde edilen verileri uygun istatistiksel yoOntemlerle
degerlendirmek her zaman incelenen verilerden dogru sonuglar ¢ikarilmasma ve dogru
yorumlanmasina neden olur. Verilerin degerlendirilmesi i¢in uygun istatistik yontemin
secilmesi ise bliyiik oranda verinin olglimleme bigimine baglidir. Bilinen veri 6l¢iimleme
bi¢imleri daha ¢ok dogrusal istatistiklerle degerlendirilir. Son yillarda dairesel (agisal)

verilerin de aragtirmalarda 6nemli bir yer tuttugu gézlemlenmektedir.

Dairesel veriler 6zellikle biyoloji, jeoloji, astronomi, tip, psikoloji, fizik ve meteoroloji gibi
alanlarda kullanilmaktadir. Agisal veriler direkt Glgiilmesinin yan1 sira pusula ve saat
olmak tizere iki temel agisal 6lgii aleti kullanilarak da elde edilmektedir. Pusula ile 6l¢iilen
tipik gozlemler riizgar yonleri ve kuslarin go¢ yonleri ayrica bu tiir veri 6lgiimleri ag1 Olger
ve su terazisi ile de elde edilmektedir. Saat ile Slgiilen tipik gozlemler ise kalp krizi geciren
hastalarin bir hastanenin acil servisine (24 saat cinsinden) varis siireleri veya benzer bir
bicimde veri yilin zamanlar1 (saat, giin, ay vb.) gibi durumlardan saglanmaktadir (Mardia

ve Jupp, 2000).

Iki boyutlu yonler, uygun bicimde secilmesi gereken bir sifir yonii ve doniis dogrultusuna
gore Olgiilen agilar biciminde gosterilebilir. Burada sifir yonii baslangi¢c noktasini ve doniis
dogrultusu ise pozitif yon olarak saat yoniiniin mii yoksa saat yOniiniin tersinin mi
kullanacagimi belirtmektedir. Yon kavraminda herhangi bir biiyliklik s6z konusu
olmadigindan, gozlem degerleri merkezi orijin olan birim ¢emberin g¢evresi iizerinde
noktalarla ya da orijini bu noktalarla birlestiren birim vektorlerle gosterilebilir. Buna gore
derece cinsinden &l¢iilmiis tek bir gozlem 8° (0° < 6°< 360"), birim vektor olacaktir. Bu
dairesel gosterimden dolay1, iki boyutlu yonlere iliskin gozlemler dairesel (circular) veri
olarak adlandirilir. Burada 0° ; vektdr ile pozitif x-ekseninin, saat yoniiniin tersi yoniinde
yaptig1 acty1 gosterir. Vektoriin Kartezyen koordinatlari (cos@’, sinf°) ve kutupsal
koordinatlar1 (1, 8°) dir (Peker, 2002).

Dairesel veriler saglik alanmn birgok disiplininde de ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, daire
yilin 365 giiniinii gdsterir ve her giin belli bir ag¢iya denk gelecek sekilde esit dagitilirsa; bir

hastanenin herhangi bir polikliniine basvuran hasta sayisi uzun bir zaman gdzlemlenirse



bu yillara, mevsimlere veya aylara gore bir dairesellik meydana getirir. 24 saatlik veya
diger ritmik ¢alismalarda da bir dongiiyii sunmak igin daire kullanilabilir (Y1ildirim, 2015).
Canlilarin gozleri ile ilgili yapilan c¢alismalarda yine birgok agisal veri elde edilip
degerlendirilmektedir. Agisal verilerin elde edildigi diger bir alan ise Dis hekimligidir.
Ozellikle Ortodonti alaninda yapilan ¢alismalarda agisal veriler oldukca ¢ok
kullanilmaktadir. Ancak elde edilen bu verilerin dogrusal istatistik yoOntemlerle

degerlendirildigi dikkat ¢ekmektedir.

Dairesel verileri dogrusal bir Olcekte Olgiilen verilerden ayiran temel karakteristik,
maksimum veya minimum olmayan sargi dogasidir. Yani, “baslangic” “son” ile ¢akisir
(0=2m) ve genel olarak 6l¢iim periyodiktir ve 0 herhangi bir p tamsayisi i¢in 0 + 2pm ile
aynidir. Dairenin dogal periyodikligi dikkate alinarak dagilim fonksiyonlari, karakteristik

fonksiyonlar ve dairedeki momentler tanimlanmalidir.

Dogrusal tanimlayict istatistikler, dairesel dagilimlarin merkezi egilimini kesin olarak
karakterize etmekle sinirhidir. Klasik dogrusal tekniklerin ve dl¢iimlerin hepsini anlamsiz
kilmasa da birgok durumda dogrusal yontemler yamiltict sonuglar vermektedir. Ornek
ortalamasi, varyans, moment {lreten fonksiyon, olasilik yogunluk fonksiyonu gibi
istatistiksel Ol¢limlerin yani sira korelasyon, regresyonun ve diger bir¢ok yontemin de

yeniden diizenlenmesi gerekmektedir.

Konuyla alakali ilk ciddi ¢alismayr Mardia ( Statistics of Directional Data, 1972 )
tarafindan yapilmistir. Yapilan ¢alismada dairesel veri istatistiginin teoride nasil
kullanilabilecegi ve veriler {izerinde nasil uygulanabilecegi iizerinde durulmustur.
Mardia’nin bu calismast daha sonra Mardia ve Jupp (2000) tarafindan revize edilerek

tekrar yayinlanmistir.

Bu ¢alismanin amaci, dairesel veri ve bu veriden elde edilen istatistikleri tanitmak ve
bunlarin dogrusal istatistiklerle karsilastirmasin1 gergek bir veri seti {izerinde gostermektir.
Burada dis hekimligi alaninda elde edilen acgisal veriler ele alinmis ve acgisal istatistik

yontemlerle incelenerek bu alanda ¢alisan arastirmacilara yol gostermek amaglanmistir.



2. DAIRESEL VERI

Dairesel verilerin en basit gosterimi, her bir gézlem degerinin birim ¢ember {izerinde bir
nokta olarak gosterildigi grafiktir. Bu noktalar koordinatlari ile ifade edilebildigi gibi agisal
olarak da ifade edilebilirler. A¢isal degerler derece veya radyan cinsinden olabilir. Derece
ve radyan asagida verilen formiiller aracilig1 ile birbirlerine doniistiiriilebilirler. Radyan

olarak bilinen 8 degerinin a¢1 olarak ifadesi Esitlik 2.1°de verilmistir.

6" = , 0°< 6°< 360° (2.1)

Ac1 olarak bilinen 8 nin radyan olarak ifadesi ise Esitlik 2.2’de gosterilmistir.

0.1
0raa = 180 0< 6 < 2m (2.2)
Diizlemde herhangi bir P noktasinin konumu dik koordinatlar (x, y) ile ya da yon (6 agis1)

ve orijine olan mesafe (r) olmak iizere kutupsal koordinatlar (r,0) ile tanimlanabilir. Dik

koordinatlar ve kutupsal koordinatlar arasindaki doniisiim ise Esitlik 2.3 ile yapilmaktadir.

x =r1.cos0 (2.3)

y =r.5inf

Ornegin 8 = 60° ve r=1 olan bir A gdzlem degerinin dik koordinat diizleminde gdsterimi

Sekil 2.1°de, kutupsal koordinatlar1 ise Sekil 2.2°de gosterilmistir.
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Sekil 2.1. Dik koordinatlar
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Sekil 2.2. Kutupsal koordinatlar

Dairesel veri analizinde vektoriin uzunlugu goz ardi edilmelidir, sadece agisal degeri ile
islem yapilmalidir. Bu nedenle r =1 olarak kabul edilmektedir. Boylece her bir gézlem,
cember iizerinde bir nokta ile ifade edilmektedir. Bu nokta degeri bir derece ile ifade
edilmektedir. 0 agisi ile ifade edilen X=cosB ve Y=sinf olmak {izere birim ¢ember {izerinde
(X, Y) ikilisi ile konumlandirilir ve dairesel istatistiklerde bu sekilde islem yapilir. (Bilgin,
2015)

2.1. Dairesel Verinin Grafiksel Gosterimi

Dairesel verilerin sunumunda 6nemli asamalardan biri grafiksel gosterimdir. Grafiksel
gosterim gruplanmis ve gruplanmamis veriler i¢in ayri ayri1 yapilmaktadir. Grafikler

aracili81 ile veriler hakkinda hizli bir sekilde bilgi sahibi olunabilmektedir.

2.1.1. Gruplanmamus veri icin grafiksel gosterim

Dairesel verinin ¢ember etrafinda noktalar seklinde gosterilmesiyle elde edilen grafik

tiridiir.

Ornek 1

15/06/2014 ve 07/08/2014 tarihleri arasinda Yiiziincii Y11 Universitesi Dursun Odabas Tip

Fakiiltesi Hastanesine kalp krizi ge¢irdigi gerekcesiyle getirilen hastalarin varis zamanlari



23:29, 14:00, 08:54, 05:42,16:15, 21:49, 13:44, 17:27, 12:36, 18:12, 05:00,18:26, 10:29,
22:13, 11:36, 12:23, 18:45, 15:32, 16:36, 9:58 olarak kaydedilmistir. Bir giin 24x60=1440
dakika olarak ifade edilirse 1 dakikalik bir zaman 0.258’lik bir agiya denk gelmektedir.
Buna gore bu ham veriler ag1 cinsinden yeniden diizenlenirse; 352.25°, 210°, 133.5°, 85.5°,
243.75°, 327.75°, 206°, 261.75°, 189°, 273°, 75°, 276.5°, 157.25°, 333.25°, 174°, 185.75°,
281.25° 233° 249° 149.5° olur. Bu ham veri degerleri birim ¢ember cevresi lizerinde
noktaya da gozlem noktalari ile orijini birlestiren birim vektor olarak iki farkli sekilde
gosterilmektedir. Sekil 2.1. ve Sekil 2.2.’de verilen grafiklere bakildiginda, verilen tarihler
arasinda genelde 243.75 ° ile 281.25 ° arasinda bir yogunlagma oldugu goriilmekte yani bu
tarihte 16:15 ile 18:45 saatleri arasinda kalp krizi riskinin arttig1 sdylenebilir (Yildirim,
2015).

**180°

Sekil 2.3. Dairesel ham veri grafigi (nokta olarak)



- .IS{).

Sekil 2.4. Dairesel ham verinin dairesel k artezyen grafigi (vektor olarak)
2.1.2. Gruplanmus Veri icin grafiksel gosterim

Gruplanmis verilerde grafik ¢izmek icin baslangicta iki bilgiye ihtiya¢ vardir. Bunlardan
biri smif sayisidir. Digeri ise eger siif sayist bilinmiyorsa sinif aralii bilgisidir. Sinif
say1st biliniyorsa 360° simf sayisina boliinerek simf araligi elde edilir. Smif aralig
biliniyorsa belirlenen araliga gore 360°’ye kadar smiflar olusturulur. Belirlenen siniflarda
yer alan veriler cubuklar ile gosterilerek grafik ¢izilir. Bu sekilde elde edilen grafik

dairesel histogram olarak bilinir (Borradaile, 2003).
Ornek 2

Asagida 02/01/2014-27/11/2014 tarihleri arasinda Yiiziincii Yil Universitesi Dursun
Odabas Tip Fakiiltesi Hastanesine kalp krizi gegirdigi gerekgesiyle getirilen hastalarin
varis zamanlar1 derece cinsinden verilmistir. Buna gore 30 © (120 dakika)’lik grup genisligi

secilerek elde edilen dagilim siklig1 Cizelge 2.1.’de verilmistir (Y1ldirim, 2015).



Cizelge 2.1. Kalp krizi gecirdigi gerekgesiyle getirilen hastalarin varig zamanlarinin derece
cinsinden gruplandirilmis verileri

Sinif sinir degerleri Sinif orta degeri frekans

0,5°-30,5° 15° 4
30,5°-60,5° 45° 2
60,5°-90,5° 75° 8
90,5°-120,5° 105° 4
120,5°-150,5° 135° 14
150,5°-180,5° 165° 9
180,5°-210,5° 195° 10
210,5°-240,5° 225° 4
240,5°-270,5° 255° 8
270,5°-300,5° 285° 5
300,5°-330,5° 315° 4
330,5°-360,5° 345° 8
Toplam 80

Dairesel histogram

Dairesel histogram dogrusal veriler i¢in kullandigimiz histogramin bir gemberin gevresini
cevrelemesinden olusur. 0° ve 360° arasma denk gelen biitiin agilar araliklara ayrilarak her
bir gozlem gruplara diiser. Bir grubun goreceli frekans ¢ubugunun uzunlugu belirlenir.
Cubuk alan1 grup i¢indeki frekans ile orantilidir ve ¢ubuklar bulunduklar1 grubun orta

noktalarindan ortalanir.
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Sekil 2.5. Dairesel histogram

Dogrusal histogram

Dogrusal histogramlarin yorumlanmasi daha kullanighidir. Daire tizerinde uygun bir
noktanin segilmesi ile dairesel histogram kesilir ve 360”’lik genislikteki bir aralik iizerinde
dairesel bir histogramin acilmasiyla dogrusal bir histogram elde edilir (Mardia ve Jupp,
2000).
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Sekil 2.6. Dogrusal histogram



Giil semasi

Dairesel histogramin farkli bir gdsterimi de ¢ubuklarin yerine daire dilimleri ile olusan giil
diyagramidir. Bu tepe noktast merkez olmak lizere smif araligimin iki ucu bir yay ile
birlestikten sonra her grup bir daire dilimi olarak gdsterilir. Her daire dilimi gruptaki

frekans ile orantilidir.

Sekil 2.7. Giil semast

2.2. Dairesel Olasihk Dagilimlar

Olasilik dagilimlan istatistik analizinin ¢ok Onemli bir pargasini olusturmaktadir. Eger
dagilimdaki parametrelerin uygun tahmini ile veriler bir olasihk dagilimima
uydurulabilirse, parametre tahminiyle belirlenen bir olasilik dagiliminin belirli bir bigimi

kullanilarak veri seti etkili sekilde 6zetlenmis olabilir (Peker, 2002).

Dairesel verilerle ilgili en temel dagilim diizgiin dagilimdir. Normal dagilima benzeyen
von Mises dagilimi dairesel verilerde dnemli bir role sahiptir. Diger dagilimlar olarak
kardioid dagilim, sarmal normal dagilim, sarmal Cauchy dagilimi, dairesel normal dagilim

kullanilmaktadir.

Yukarida ad1 gegen dagilimlar iki parametreye sahiptir. Bunlardan biri konum (merkez) ve

ya ortalama yonii, digeri ise yayilim dlgiisiidiir. Normal dagilim igin yayilim o2 varyansi
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ile oOlgiilmekte, o2 degeri 0’a yakin oldugunda dagilim belli bir konum etrafinda
yogunlasmakta, o2 degeri biiyiidilkce artan bir yayilim gdstermektedir. Von Mises
dagilimi i¢in yayilim miktar1 yogunlasma parametresi x ile 6l¢iilmektedir. Burada k = 0
diizglin dagilimi1 gosterirken k degeri arttikca referans yoniine dogru bir yogunlasma

gostermektedir (Fisher, 1993).

Kesikli dagilimlarda olasilik yiginlar1 sadece sayilabilir sayidaki yonlerle belirtilirken,
stirekli dagilimlar ise f (@) olasilik yogunluk fonksiyonu ile belirtilmekte ve bu dagilimin

asagidaki temel 6zellikleri bulunmaktadir.

0 £(8) = 0; (—o0,00)
21

1 0)do = 1;

if) f £0)

iii) f(8) = f(6 + k.2m); (—o0,);
f fonksiyonu herhangi bir k tamsayist i¢in periyodiktir (Gaile ve Burt , 1980).

Dairesel rastgele degisken ya 6, (0 < 8 < 2m) ag1 cinsinden ya da iki boyutlu birim vector
(x = cosf ,y = sinf) cinsinden gosterilmektedir. Bu baglamda bir dogru veya diizlem
iizerinde bilinen olasilik dagilimlarindan ¢esitli yontemlerle bir¢ok dairesel dagilim elde

edilmektedir. Genel olarak bu yontemlerin birkag;
i) Bir dogrusal dagilimin ¢ember etrafinda sarilmasi,
i) Maksimum entropi vb. 6zelliklerin karakterize edilmesi,

iii)Ofset dagilimlar olarak adlandirilan iki degiskenli dogrusal rastgele degiskenin sadece

kendi yoOnlii bilesenine doniistiirmesi,
seklinde siralanabilir (Jammalamadaka ve SenGupta , 2001).
2.2.1. Diizgiin dagilim

Cember tizerindeki en temel dagilim diizgiin dagilimdir ve sifir model olarak da

isimlendirilmektedir. p = 0 oldugundan s? = 1 olmakta ve bu durumda &zellikle herhangi
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bir yone dogru yogunlagma olmadig1 bilinmektedir (Mardia ve Jupp , 2000).

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

£(6) = % 0<6<2m (2.4)

seklindedir. Dagilim fonksiyonu;
F(0) = o 0<6<?2 2.5
=, ose<zm (2.5)

seklindedir.
Trigonometrik momentler;

Ortalama yon u tanimsizdir

Ortalama bileske uzunluk  p: 0
Dairesel sagilim §: 0
Ay O,p=1
Bp:0,p = 1 biciminde olur( Fisher, 1993).

2.2.2. Kardioid (Kosiniis) dagilhm

Kardioid dagilimi1 tek modlu, iki parametreli ve ortalama yone gore de simetrik bir

dagilimdir. Olasilik yogunluk fonksiyonu;
1 . S o1
f(6) = 5—[1+2pcos (6 —p)], 0<6<2m |p| < /5 (2.6)

seklindedir. Dagilim fonksiyonu ise;

F(Q)z%[sin(G—#)]+%, 0<6<2n 2.7)

seklindedir.
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Trigonometrik momentler;

Ortalama yon U

Ortalama bileske uzunluk p < 1/ 2
Dairesel sagilim o 1/(2,02)

a,:0,p =2
Bp:0,p=1 olur. p—>0 bigiminde olurken Kardioid
dagiliminda diizgiin dagilima indirgenmis olmaktadir ( Fisher, 1993).

2.2.3. Ucgensel (triangular) dagilim
6 = 0 icin simetrik olan bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

4 — 2m?pcos|m — 0|
=<4
o , 0<é<2m, 0<p<?

f(6) =

(2.8)

olarak tanimlanir ve p , ortalama bileske uzunlugunu ifade etmektedir.

Trigonometrik momentler;

Ortalama yon u=20

Ortalama bileske uzunluk  § < 1/ 2
. 4P

Dairesel sagilim é: STA?

a,: 0, Vp (p. kosinliis momenti)

Bp:0,Vp (p.sinis momenti)

seklinde belirtilir ( Jammalamadaka ve Sen Gupta, 2001).

2.2.4. Genel sarmal dagilimlar

Dogru iizerinde verilen bir dagilim birim ¢emberin ¢evresi etrafina sarilabilir. Yani, gergek
dogru tlizerinde herhangi bir rastgele degisken x ile ve buna karsilik gelen birim yaricaph

bir gember ¢evresi etrafina sarili dagilimin rastgele degiskeni x,, ile ifade edilirse;
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Xy, = x[mod2m] (2.9)

seklinde tanimlanmaktadir.

X dogrusal rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu F(x), olasilik yogunluk fonksiyonu f(x)
buna karsilik x,, dairesel rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu F(0) ve olasilik yogunluk

fonksiyonu f(0) ile gosterilirse;

£(6) = z £(6+2mk), 0<6<2nm (2.10)
k=—o0

F(0) = Z [F(6 + 21k) — F(27k)] , 0<6<2n 2.11)
k=—o0

esitlikleri ile ifade edilmektedir (Mardia ve Jupp ,2000 ).
2.2.5. Sarmal normal dagilim

Iki parametreli, tek modlu ve simetrik bir dagilim olan sarmal normal dagilim, dogru
iizerindeki normal dagilimin ¢ember etrafina sarilmasiyla elde edilir. Olasilik yogunluk

fonksiyonu,
1 >,
f(9)=§1+22ﬁp cosp(@—w|, 0<6<2m, 0<p<1 (2.12)
p=1

olarak tanimlanir.

Trigonometrik momentler;

Ortalama yon u
0.2
Ortalama bileske uzunluk p =ez2
. 1-p*
Dairesel sagilim o: =

ap:ﬁl"2 , p =1 (p. kosiniis momenti)

Bp:0,p = 1 (p.sinlis momenti)
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seklindedir. p = 0 iken sarmal normal dagilim, diizgiin dagilima yakinsar (Peker , 2002).

2.2.6. Sarmal cauchy dagilim

Tek modlu ve simetrik bir dagilim olan dagilim, dogru iizerindeki cauchy dagiliminin

cember etrafina sarilmasiyla elde edilir. Olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 1-p?
= <6<2 <p<1 .
16 2|1+ p%—2pcos(0 — )|’ 0=b<zm 0=<p= (2.13)

olarak tanimlanir ve p = e olarak hesaplanmaktadir.
Trigonometrik momentler;

Ortalama yon U

Ortalama bileske uzunluk p = e?

. 1-7”
o5

Dairesel sagilim

ap:p?P, p = 1 (p. kosinlis momenti)

Bp:0,p = 1 (p.sinis momenti)

seklinde belirtilir. p — 0 iken sarmal Cauchy dagilimi, diizgiin dagilima yakinsar (Peker,
2002).

2.2.7. Dairesel normal dagilim (Von Mises)

Dogru tizerindeki normal dagilimla benzerliklerini vurgulamak igin iiretilen simetrik, p
noktasinda mod , p+m noktasinda antimod 6zelliklerine sahip dairesel normal dagilimli bir

0 dairesel rastgele degiskeni,

excos@-1 . 0<f<2m, 0<k<ow, —mw<pu<nm (2.14)

f(O;u,x) =

2wl K

seklinde gosterilen olasilik yogunluk fonksiyonuna ve VM(u,k) seklinde gosterilen

dairesel normal dagilima sahiptir. Esitlikte yer alan [;(x),
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21
1 Kcos(60—u)
(k) = -] e deé (2.15)
0

olarak tanimlanan ve p ortalama yonii, k yogunlagsma parametresini gostermek iizere

birinci tiir ve sifir sirasinda doniistiiriilmiis Bessel fonksiyonunu ifade eder.

Langevin (1905) tarafindan daha once ele alinan bu dagilim von Mises (1918) tarafindan
istatistiksel bir model olarak tanimlanmis ve von Mises atom agirliklarinin tamsayi
degerlerinden sapmalar1 ilizerine yapmis oldugu c¢alisma sonucunda bu dagilimi elde
edilmigtir. Bu dagilimi ¢esitli 6zelliklerini ele alan Gumble ve arkadaslar1 (1953)
dagilimin énemini ve dogru iizerindeki normal dagilima benzerliginden dolay1 bu dagilimi
dairesel normal dagilim olarak adlandirilmistir. Von Mises dagilimi yogun olarak
calisilmistir ve bu dagilim igin gesitli ¢ikarim teknikleri gelistirilmistir. Bundan dolay1 von
Mises dagilimi, dairesel veri setinin tekmodlu drnekleri i¢in en yaygin kullanilan simetrik

tekmodlu bir dagilimdir ( Jammalamadaka ve SenGupta, 2001).
Trigonometrik momentler;

Ortalama yon U
Ortalama bileske uzunluk p = A4;(x)
Dairesel sagilim 5: [kA ()] !
ay: Ap(K), p = 1 (p. kosiniis momenti)

Bp:0,p = 1 (p.sinlis momenti)
olarak tanimlanir ( Peker,2002 ).
2.3. Dairesel Verilerde Temel istatistikler

Dairesel veri, a¢1 veya birim ¢emberin ¢evresindeki noktalarla gosterilebilir. Bununla O
orijinli ve O’ ya gore birbirine dik X,Y eksenleri ile dik koordinat sistemi kurulabilir. Dik
koordinatlar ile uzayda veri noktalarinin yeri tespit edilebilir. Bu nedenle kutupsal
koordinatlar daha kullanighdir. Ciinkii sadece birim ¢ember {izerinde degil diizlem
lizerinde de noktalarin yerini belirlemek i¢in kullanilabilir. Diizlemdeki herhangi bir P

noktasinin konumu, dik koordinatlar cinsinden (X, Y) olarak veya r orijine olan mesafesi
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ve 0 ‘nin yon oldugu kutupsal koordinat cinsinden (r, 0) olarak gosterilebilir.

Kutupsal koordinatlarin dik koordinatlara doniisiimii kolaydir. Bu doniisiimler siniis ve

kosiniis trigonometrik fonksiyonlar1 ile yapilir. Dik koordinatlar;

X =rcosf , Y = rsinf (2.16)
ile bulunabilir (Jammalamadaka ve SenGupta,2001 ; Maling, 1992).

2.3.1. Dairesel ortalama yon

Dairesel verilerden elde ettigimiz veriler i¢in dogrusal verilerde kullandigimiz aritmetik
ortalama yon hesaplanirken kullanilamaz. Bunun nedeni agilarin ¢ember iizerindeki
konumlarmin ortalama yonii etkilemesidir. Ornegin cember iizerinde 10° ile 350" nin
aritmetik ortalamas1 180° iken dairesel veri oldugu goz &niinde bulundurulursa gercek
ortalama yén 0° “dir. O yiizdendir ki aritmetik ortalama hatali sonuglar verdigi igin dairesel

verilerde kullanilamaz. Dairesel verilerde ortalama yon farkli yontemlerle hesaplanir.

Herhangi bir dairesel veri i¢in ortalama yon; A;, birim ¢emberde 6; (i =1, ... , n) acisina
sahip herhangi bir nokta olmak iizere; 6, ... , 6, acilarmin ortalama yonii 8 ile temsil
edilir ve 0A;, ... , OA, birim vektorlerinin bileskesinin yonii olarak tanimlanir
(Peker,2002).

A; , noktalarinin agirlik merkezleri (C, S) ;
n n

C= Z cosf; S= Z sin; (2.17)
i=1 i=1

ve ortalama agirhik merkezleri (C, S) ;

_ n cos0; _ m siné;
C= Z—l—ln =, §= —Z‘—ln l (2.18)

olmak iizere, 64, ..., 8,, acilarinin ortalama yonii (8) ile gosterilir ;
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_ S
6 = arctan (E) (2.19)

Ve arctanjantin tanimina bagl olarak daha acik bir ifade ile;

( (S
tan (E) , $=20, cC>0
(S
) S tan (E) +7 , C<o0
0 = arctan (E) = < S (2.20)
tan‘l(E>+27t ,$<0, C€C=0
77/2 , S>>0, C=0
\ tamumsiz , §=0, €=0
seklinde tanimlanmaktadir (Otieno, 2002).
2.3.2. Dairesel bileske uzunlugu ve ortalamasi
Bileske vektor uzunlugu R olmak iizere;
R=+C?+ S%, R €[0,n] (2.21)
olarak veya ortalama y6n biliniyorsa
C S
cos6 sinf

olarak hesaplanir. Bileske uzunlugunun hesaplanmasindan yola ¢ikarak ortalama bileske

uzunlugu,
_ R _
R = — R €0,1] (2.23)

olarak hesaplanir (Mardia ve Jupp , 2000)

2.3.3. Yogunlasma parametresi

Yogunlagma parametresi, von Mises dagiliminda kullanilan 6nemli bir parametredir ve bu
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parametre dairesel verinin ortalama yon ve mod yonii etrafindaki yogunlagmasini ifade

etmektedir. x ile gosterilir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi;
R _
A(K) = —= R (2.24)

esitliginin ¢oziimiinden elde edilir.

I;(x)

ERRRACY

(2.25)

seklinde dontstiiriilmiis I; (K) birinci tiir birinci sira , I(X) birinci tiir sifirinci sira olmak
iizere iki Bessel fonksiyonunun birbirine oranini ifade etmektedir. x © nin en ¢ok olabilirlik

tahmini;

R = A-1(R) (2.26)

olarak verilir. Buradan & ,

— — R5 —
2R+ R*+2- R <053
R={-04+139R+ = , 053 <R <085 (2.27)
1 —
P 0 K > 085

esitligi ile hesaplanir.

2.3.4. Dairesel varyans

Bileske vektor sadece ortalama yonii degil ayn1 zamanda gozlemlerin ¢ember etrafinda
nasil dagildigin1 veren bir Slciidiir. Bileske vektdriin yonii 8 gozlemlerin bir ortalama
yoOniinii gosterirken boyu R ise gozlemlerin merkez etrafinda ne derece yogunlastigini
gosteren tek modlu veriler i¢in kullanigh bir 6l¢iidiir. Daha 6nceden belirtildigi gibi eger
gozlemlerin tiimii ayn1 yonde biiylik bir yigilma gosteriyorsa R’nin biiyiikligii n kadar
biiylik bunun aksine eger gozlemlerin tiimii gember tizerinde diizgiin bir sekilde yayilmissa
yani veriler herhangi bir yone dogru yigilma gostermiyorsa R sifir kadar kiigiik olabilir. Bu

bilgiler ortalama etrafinda bir yayilim 6l¢iisii olan varyans ile dairesel verilerde bileske
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vektor uzunlugu arasinda yakin bir iligkisi oldugunu géstermektedir (Berens,2009).

A ve B birim ¢ember iizerinde sirasiyla a ve 3 agilarina sahip iki gézlem olsun. Bu agilar

aras1 uzaklik;
do(a, ) =min(a —,2r — (e —B)) =n — | — |a — Bl| (2.28)

ile hesaplanir(Mardia ve Jupp,2000).

U 1.5 S -

05 +

[s =]

= =)

\
\ - /
N -0 |5 T 4
AN y

15

Sekil 2.8. Tki nokta aras1 uzaklik

Diger yandan 4; , 6; agili bir nokta ve o sabit olsun. o = 0 olmak iizere A ¢ember iizerinde
buna karsilik gelen nokta olsun. A ve A; arasindaki dairesel uzaklik ( § ) ile gosterilir ve

bu, OA; ‘nin OA ile yaptig1 iki agidan kiigiik olanidir. Bu uzaklik asagidaki gibidir:

¢ =min(8;,2n — 6;) = m— |m — 6;] (2.29)

Buna gore birim ¢gember her zaman [0, 7] araliginda olacagi bilinmektedir. (1 — cosé;),
&;’nin monoton artan bir fonksiyonu oldugu i¢in tiim gézlemlerin bu A noktasindan olan

uzakliklarinin ortalamasi;
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_ 2iza(1 = cos§y)

D 2.30
- (2:30)
ile ifade edilir ve bu deger sagilim 6l¢iisiidiir. Sifir yonii o ile degistirilirse,

r.1—cos(6; —a)
p = 2= (2.31)

n

olarak elde edilir. Bu uzakligit minimum yapan degeri bulmak icin o’ya gore tiirev alinip
sifira esitlenirse @ = @ icin minimum degerde oldugu goriiliir. 8 etrafindaki sagilim dl¢iisii

V ile gosterilir,

" (cosf; — 0
y = q — 2iza(cos6i 7 0) (2.32)
n
C S
R = = = —0 = (2.33)
cosf sinf
esitligi ile dairesel varyans da buradan,
V= ™ ,(cos6; cosB + sinb;sind)
n
_ . cosO YT cosb; + sinf Y, sinb;
- n
CcosO + Ssinf
v=1-
n
V= RcosOcosO + RsinBsinf
- n
R
V=1-—
n
V=1-R (2.34)

olarak bulunur. Dairesel varyans kiiclildiikce dagilim homojenlesir ve [0,1] araliginda
deger alir. n birimlik dairesel gézlem ortalama yon etrafinda kiimelenmis ise ortalama

bileske uzunlugu 1’e yakin ve dolayisiyla dairesel varyans da 0’a yakin bir deger alacaktir.
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Ayrica sifir yonii degistirilse bile dairesel varyansin sabit kalmasi dnemli bir 6zelliktir
(Peker,2002).

2.3.5. Dairesel standart sapma

Dogru tizerindeki varyans [0, oo] araliginda deger alirken dairesel varyans [0,1] araliginda

degerler almaktadir. Dairesel standart sapmanin uygun bir doniistimii,

s = %\/[—2 In(1 — s2)] (2.35)
yada

180° —
s=—— [[-2InR]
T

seklinde tanimlanmaktadir(Falta,2011).

Dairesel varyansin kii¢lik degerleri i¢in,

180° —
s=— /2(1 —R) (2.36)

bi¢iminde yeniden diizenlenmektedir (Mahan,1991).
2.3.6. Dairesel sa¢ihim olgiisii ve standart hata

Yayilim odlgiilerinden biri olan ve giiven aralig1 hesaplamalarinda, farkli 6rneklem ortalama
yonlerinin karsilagtirllmasinda veya birlestirilmesinde sik¢a kullanilan dairesel sacilim

Olgiisii,

_1-p

olarak tanimlanir ve esitlikte yer alan merkezi ikinci trigonometric moment ise;
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m  cos2(6; — )
n

P2

(2.38)

olarak hesaplanmaktadir. Dairesel sagilim oOl¢iisiinde oldugu gibi giiven araliklarinin

hesaplanmasinda 6nemli rol oynayan ortalama yoniinii dairesel standart hatasi,

Q
Il
I

olarak ifade edilir(Peker,2002).
2.3.7. Carpiklik ve basikhik o6l¢iileri

Simetrinin bir 6l¢iisii olarak, dairesel ¢arpiklik,

% n . sin2(6; — 6)

V1= (1- ﬁf/z

olarak hesaplanmaktadir.

Sivriligin bir 6l¢iisii olarak dairesel basiklik ise,

% n . cos2(8; —6) — R*
(1-R)?

Y2 =

bi¢iminde hesaplanmaktadir (Pewsey ve ark., 2013).

2.3.8. Dairesel medyan yonii

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Dogrusal verilerdeki gibi hesaplanmakta ve 8 ile gosterilmektedir. Bu gozlem, veri setini

ikiye bolen aciya sahiptir. Veri setindeki gozlem sayisi tek sayida ise, acilar siralandiktan

sonra ortanca ac¢1 medyan yoniine sahiptir. Eger veri setindeki gozlem sayis1 ¢ift sayida ise

ortadaki iki verinin orta noktasi medyan yonii olarak alinir. Burada dikkat edilmesi gereken

2 onemli nokta vardir. Bunlar;
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i) Tim gozlemlerin yarisi [5, 0 + T[] araliginda kalmali,

i) Gozlemlerin biiyiik cogunlugu 6 ye 8 +m den daha yakin olmalhdir (Mardia ve
Jupp,2000).

Gruplanmis veri seti i¢in medyan yoni,

l+—(g)_f°*

O

h (2.42)
esitligi ile hesaplanir. Bu esitlikteki degerler,

[: Medyanin bulundugu siifinin alt sinirin,

fo: Medyanin bulundugu sinifin frekansini,

f+1: Medyanin bulundugu siniftan bir sonraki sinifin frekansini,

h: Smuf araligini

ifade etmektedir(Peker,2002).

2.3.9. Dairesel mod yonii

Verinin en ¢ok yogunlastigi yon anlamina gelen Orneklem mod yoni 6 ile
gosterilmektedir. Modu bulmak i¢in dogrusal verilerde kullanilan yontemin aynisi dairesel
veriler i¢inde gecgerlidir. Bu nedenle dagilim merkezinde maksimum yogunlagsma meydana

gelmis olur. Gruplandirilmis veriler i¢in mod yonti,

fo=fa
fo _f—1 _f+1

0=1+ 5 h (2.43)

esitligi ile bulunur. Bu esitlikteki degerler,
[ : mod sinifinin alt sinirt,

fo: mod sinifinin sikligi,
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f-1: mod sinifindan bir 6nceki sinifin sikligi,

f+1: mod siifindan bir sonraki sinifin sikligi,

h : stmif araliginin uzunlugunu ifade eder (Gail eve Burt,1980; Peker ve Bacanli, 2004).
2.4. Dairesel Normal Dagihmda Istatistiksel Cikarim islemleri

Cember tizerindeki dagilimlardan sonug ¢ikarmak amaciyla incelememiz gereken tek, iki
ve ¢ok Orneklem durumunda parametrelerin bilinip bilinmemesine gore ortalama yon ve
yogunlasma parametresi ic¢in test istatistikleri hesaplanmakta ve giliven araliklar
saptanmaktadir. Ilgili testler uygulandiginda, bunlara uygun giiven araliklarindan érneklem
kosullarinin ve parametre tahminlerinin kullanilabilirliklerine gére hipotezler kurulup, test

istatistigi hesaplanmaktadir.
2.4.1. Bir orneklem i¢in ortalama yon testleri

Ortalama yon y ise;

n n
_ 1 _ 1
2D 0561 ~ o) 2D sin(6; o)

seklinde kullanilmaktadir.

Hesaplamalar dairesel veriler lizerinden yapilmaktadir. Bir 6rneklem i¢in ortalama yon

testleri asagida verilmistir.
Olabilirlik oran testi;
Yogunlagsma parametresi bilindiginde,

a. Hipotezler kurulur

Ho: = o



Hytp # po
Hi:p > py veya pu < py  tek yonli hipotez

b. Kritik deger X2 tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi degeri hesaplanir

x7 = 2nk(R — C)

d. Karsilagtirma

X? > X? => H, hipotezired, H, hipotezi kabul edilir
X} <X? => H, hipotezi kabul edilir.

seklinde yapilmaktadir (Stephens, 1962).

Yogunlagsma parametresi bilinmediginde,

a. Hipotezler kurulur

Ho: = o

Hi:p # U iki yonlii hipotez
Hi:p > ug veya pu < py tek yonlii hipotez

b. Kritik deger X2 tablosundan belirlenir
c. Test istatistigi degeri hesaplanir

xz = 2n(RR — RC — log I,k + log I,&)

25

(2.44)

(2.45)

seklinde olmasina ragmen Esitlik (2.45)’deki hesaplanan zorluklardan dolay1 asagidaki

gibi,

xt = 2nk(R — C)

(2.46)
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hesaplanmaktadir. Ornek hacmi 5’den biiyiik oldugu durumlarda olabilirlik oran testi

Upton (1973) tarafindan;

4n(R? - C?) _

4n3 1—(0)? _
X2 = _ 1 ,  C>?2 2.48
n n? + (nC)? + 3n 08( ) /3 ( )

1— (R)?
olarak verilmektedir.

d. Karsilagtirma

X? > X2 => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir

X? < X? => H, hipotezi kabul edilir.

2.4.2. Tek 6rneklem oldugu durumda ortalama yon icin giiven arahgi

Yogunlagma parametresi biliniyorsa ortalama yone ait giiven araliginin alt ve iist sinirlart

(1-a)) giiven seviyesinde;

_ 1-Xx2,
6 + -1 2 2.49
+ €08 ( 2KR > ( )

esitligi ile hesaplanmaktadir.

Yogunlagma parametresi bilinmediginde ortalama ydne ait giiven araligi i¢in alt ve st
smirlar o anlamlilik seviyesinde saptanmasi i¢in Esitlik (2.49) da bulunan yogunlagma

parametresinin yerine tahmin edicisi kullanilarak;

_ 1-—X2
0 + cos~1 La 2.50
+ €08 ( 2RR > (250)

olarak verilmektedir (Mardia ve Jupp, 2000). Genel olarak giiven araligimin alt ve st

sinirlar;
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0 + sin™1 (Zg * 0) (2.51)

2

esitligi ile hesaplanmaktadir.
2.4.3. Bir orneklem i¢in yogunlasma parametresi icin hipotez testi
a. Hipotezler kurulur

HO:K:KO

H;: K # K iki yonlii hipotez

Hi: K > K veya K < K tek yonlii hipotez
b. Kritik deger X2 tablosundan belirlenir
C. Test istatistigi hesaplanir
x2 = 2n[(R — k)R — log I,k + log IKo) (2.52)
Ayrica Watson ve Williams (1956) tarafindan bu test istatistigi i¢in;

2n(1—R
2 Ti( i) (2.53)

Ko 81(%

formiiliiniin de kullanilabilecegi belirtilmistir.
d. Karsilagtirma

XZ > X2 => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir
XZ2 < X? => H, hipotezi kabul edilir.
Olabilirlik oran testinde alternatif hipotez k > K, bigiminde kurulursa R’nin biiyiik

degerleri i¢in H, hipotezi reddedilirken alternatif hipotez k < K, bi¢iminde kurulursa

R’nin kiiciik degerleri i¢in H, hipotezi reddedilmektedir (Mardia ve Jupp, 2000).
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2.4.4. Tek orneklem oldugu durumda yogunlasma parametresi icin giiven araligi

Yogunlagma parametresine ait giiven araliklarinin alt ve {ist sinirlar1 o anlamlilik

seviyesinde;

e ki tarafl1 giiven smirlar1 (K4, K)

n—R
a=—
Xn—1;1—a/2
n—R
b=—
Xn—l;a/z

olmak {izere, yogunlagsma parametresi alt sinir degeri

1++vV1+3a

Ka = 4q

ve Ust sinir degeri de

1++v1+3b

=g

ile hesaplanmaktadir. Boylece giiven araligi;

1+v1+3a 1++v1+3b
4a ’ 4b

olarak bulunmaktadir (Mardia ve Jupp, 2000).

e Tek tarafli a anlamlilik seviyesinde giiven sinirlart (0, Kyy)

n—R

n-1;a

b

olmak tizere, bu giiven araligi;

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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1+ V1 +3b
Y

olarak belirlenmektedir.

e Tek tarafli (1-o0) anlamlilik seviyesinde giiven sinirlart (K4, )

n-R (2.59)
a=—FF—— .
szl—l;l—a

olmak {izere, bu giiven araligi;

[1+\/1+3a l
—lw
4a ’

olarak belirlenmektedir (Fisher,1993).
2.4.5. 1ki 6rneklem icin ortalama yén testleri

Iki orneklem oldugunda ortalama ydnlerin birbirlerine esit olup olmadigi bilinmek
istenebilir. 84,015, ..., 01, V€ 051,025, ..., 02y, sirastyla VM (uq, K1) Ve VM (uz,K,) von
Mises dagilimlarindan n,; ve n, hacimli iki rastgele iki 6rnek olsun. Bu 6rneklemlerin
ortalama yonleri 6, ,0, ve bileske uzunluklar1 da R; ve R, ile gosterilsin. Buna gore

birlestirilmis drneklemin ortalama yonii 8 ve bileske uzunlugu da R ile ifade edilsin.

¢ Yogunlagsma parametreleri biliniyor ve esit oldugu durumlarda ortalama ydnlerin esitligi
testinin adimlar1 asagidadir;
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a. Hipotezler kurulur
Ho: pg = pip

Hi:pq # pu,  iki yonli hipotez
Hi:pqy >y, veya pg < p, tek yonli hipotez

b. Kritik cetvel degeri X? tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

X? =2k(Ry + R, — R) (2.60)

d. Karsilagtirma

X? > X2 => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir

X? < X? => H, hipotezi kabul edilir.

Esitlik (2.60) de yer alan Ry, R, ve R degerleri Esitlik (2.21) yardimiyla bulunup test
istatistigi hesaplandiktan sonra bu deger X2 tablo degeri ile karsilastirilip hipotez red veya

kabul edilmektedir (Mardia ve Jupp, 2000).

¢ Yogunlagma parametreleri bilinip ve esit olmadig1 durumlarda ortalama yonlerin esitligi
testi;

Yukaridakinden farkli test istatistiginin degert;

X? = 2(Rik; + Ryk, — R) (2.61)

ile hesaplanmakta ve hesaplanan bu deger ile kritik deger ile karsilastirilmaktadir (Fisher,
1993).

e Yogunlasma parametreleri bilinmedigi ve yogunlasma parametrelerinin esit oldugu
durumlarda ortalama y0nlerin esitligi testinin adimlari;

Yogunlasma parametreleri bilinmediginde yogunlagma parametrelerinin yerine Esitlik

(2.13) yardimiyla bunlarin tahminleri (K) bulunup kullanilmaktadir. Bulunan bu
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tahminciler () birbirine esit ise bu tahmincilerin durumuna gore test istatistigi eger K > 2

ise;
F _(n—Z)(R1+R2—R) (2.62)
" n—(Ri+Ry) .
seklinde (Wheeler ve Watson,1964) ve eger 1 < K < 2 ise;
3\|(n=2)(R; + R, — R)
F, = (1 + —) 2.63
n 8R n— (R, +Ry) (263)

seklinde hesaplanmaktadir.

a. Hipotezler kurulur

Ho: g = o

Hi:pq # pu,  iki yonlii hipotez
Hi:pq > puy veya pq <y, tek yonli hipotez

b. Kritik deger F tablosundan belirlenir
c. Test istatistigi hesaplanir

Yogunlagma parametresi tahmincisinin (R) durumuna gore Esitlik (2.62) yada Esitlik

(2.63) den uygun olanini kullanarak test istatistigi hesaplanir.

d. Karsilagtirma

F, > F. => H, hipotezi red, H, hipotezi kabul edilir

F, < F, => H, hipotezi kabul edilir.

yapilmaktadir. Test istatistigi ile tablo degeri karsilastirilarak hipotezin reddine yada
kabuliine karar verilmektedir (Davis, 2002; Trauth, 2007).
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Yogunlagsma parametreleri bilinmiyor, yogunlagsma parametre tahminleri birbirine esit

degil ve n; = 25 ve K; ve K; > 2 ise ortalama yonlerin esitligi testi
a. Hipotezler kurulur
Ho: pg = pip

Hi:pq # pu,  iki yonli hipotez
Hy:pqy >y veya pg < p, tek yonli hipotez

b. Kritik deger X2 tablosundan belirlenir
c. Test istatistigi hesaplanir

X? = 2(RiK; + Ry;K; — R) (2.64)

d. Karsilastirma

X? > X2 => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir
X? < X? => H, hipotezi kabul edilir.

Esitlik (2.64) de ki k; ve K, degerleri Esitlik (2.27) ile ve R, , R, ve R degerleri ise Esitlik
(2.21) yardimiyla hesaplanmaktadir. (Fisher,1993).

2.4.6. Iki 6rneklem oldugu durumlarda ortalama yén icin giiven arahg

Ortalama yone ait gliven araliginin alt ve tist sinirlart o anlamlilik seviyesinde belirlenmesi

icin her iki 6rneklemin ortalama yon farklari

d=6,—-6, (2.65)

ile hesaplanarak giiven araligi;

[d+m—v;d+m+v] (2.66)
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olarak belirlenmektedir.
2.4.7. 1ki 6rneklem oldugu durumlarda yogunlasma parametresi testleri

Iki 6rneklem oldugu durumlarda yogunlasma parametresi igin ii¢ farkli durumda olasilik
oran test istatistigi hesaplanmaktadir.

i) R < 0.45 durumunda;

a. Hipotezler kurulur

HO: K1 = Ky
Hi:xy # K, iki yonli hipotez
Hi: K4 > K, veya K; <K, tek yonli hipotez

b. Kritik deger Z tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

_ 2 91(2R1) gz(ZRz)

s

d. Karsilastirma

(2.67)

|Zn| > Z. => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir
|Zn| < Z. => H, hipotezi kabul edilir.

Esitlik (2.67) de yer alan g, (2R;) degeri,

_ 3_
g1(2R;) = sin™?! 2\/;Ri

ile hesaplanmaktadir (Gaile ve Burt,1980).
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ii. 0.45 < R < 0.70 durumunda

a. Hipotezler kurulur

HO: Kl = KZ

Hi:xy # K, iki yonli hipotez

Hi: ¥K; > K, veya K; <K, tek yonli hipotez

b. Kritik deger Z tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

[ 92(Ry) — gz(Rz) ]
lO .893 Jl

Tl23

d. Karsilagtirma

|Zn| > Z. => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir

|Zn| < Z. => H, hipotezi kabul edilir.
Esitlik (2.68) de yer alan g, (R;) degeri,

_ R;—1.089
L) = 1 -1 l—
g2(R;) = sinh < 0758 )

ile hesaplanmaktadir (Gaile ve Burt,1980).
R > 0.70 durumunda izlenecek adimlar:

a. Hipotezler kurulur

HO: Kl = KZ

(2.68)



35

Hi:xy # K, iki yonlil hipotez

Hi: ¥K; > K, veya K; <K, tek yonli hipotez

b. Kritik deger F tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

nl—Rl
ni—1

Fr=min (2.69)
ny,—1

d. Karsilagtirma
Fh > Fn1_1,n2_1;a/2 Veya

1

F, < => H, hipotezi kabul edilir.

Fn2—1,n1—1;a/2

Karsilastirma Kritik deger ve test istatistiginin degeri ile yapilmaktadir (Stephens,1972;
Gaile ve Burt, 1980).

2.4.8. Cok orneklem i¢in ortalama yon testleri

Cok orneklem oldugu durumlarda bu orneklemlerin ortalamalar1 arasinda fark olup
olmadigi belirlenmeye c¢alisilir. Ortalamalarin esitliginin testi igin bir yaklasik g¢oklu

orneklem testi 6nerilmis ve bu test tek yonlii varyans analizine benzemektedir.

i=12,..,q ve j=12,...,n igin 041,043, e Ogn ornek hacimler n ve dagilimlar
VM (u;, 1;) olan q bagimsiz rastgele drneklem ise i* inci drneklem ortalama yénii 8; ve
bileske uzunlugu R; ile ifade edildiginde bu érneklemlerin birlesiminin ortalama yonii 8 ve

bileske uzunlugu ise R ile ifade edilmektedir(Jones,1983).

N =nxq  olduguna gore her bir orneklemin bileske uzunlugu ve tiim O&rneklerin

bilesiminden elde edilen bileske uzunluk,
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R, =C}+S? R =+C?%+ 52 (2.70)

seklinde hesaplanmaktadir.

q q
C=ZCi, SZZSi (2.71)

Yukaridaki C; ve S; Esitlik (2.17) ile 8; ve 0 ise Esitlik (2.20) ile hesaplanmaktadir (Rao ve
Sengupta, 1970).

Yiiksek yogunluklu F ile g 6rnegine ait ortalamalarin esitliginin testinin adimlari

asagidadir;

a. Hipotezler kurulur

Ho: py = pup = --- = g , ortalamalar arasinda fark yoktur.
Hy:u; lerin en az biri digerlerinden farklidir.

b. Kritik deger F tablosundan bulunur

c. Test istatistigi hesaplanir

F, = MKO (2.72)
"7 HKO '
d. Karsilagtirma

F, > FE. => H, hipotezi red, H, hipotezi kabul edilir. En az iki ortalama birbirinden
farklidir.

F, < F, => H, hipotezi kabul edilir, ortalamalar farksizdir.

Asagida muamele kareler ortalamast (MKO) ve hata kareler ortalamasmin (HKO)

hesaplanmasi i¢in gerekli formiiller verilmistir;
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GKT = MKT + HKT
GKT =N —R

q
MKT = z R,—R
i=1
q q
HKT=(N—R)—<ZRi—R>=N—ZRi (2.73)
i=1

i=1
Bu kareler toplamlari igin serbestlik dereceleri de;
Genel serbestlik derecesi(gsd) =N — 1
Muamele serbestik derecesi(msd) =q - 1
Hata serbestlik derecesi(hsd) = gsd —msd =>hsd =N — q

formiilleri ile bulunur. Her bir kaynaga ait varyansi ifade eden kareler ortalamalart ise;

MKT L. R —R
MKO = => MKO = QiR — k) (2.74)
msd q—1
HKO _ KT => HKO = (N it R) 2.75
"~ hsd - N — q (2.75)
esitlikleri ile hesaplanmaktadir. Boylece test istatistigi asagidaki gibi tanimlanir;
(Z?=1 R; — R) /
F, = 9= (2.76)

(N - Z?=1 Ri)/N B

Olasilik oran testi ile ortalamalarinin esitligi hipotezinin test islemlerinin adimlar

asagidadir;

a. Hipotezler kurulur

Hy: uy = up = --- = pg, ortalamalar arasinda fark yoktur.
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Hyi:p; lerin en az biri digerlerinden farklidir.

b. Kritik deger X2 tablosundan belirlenir
c. Test istatistigi hesaplanir

Test istatistigi yogunlagsma parametresinin ve 6rneklem hacminin durumuna gore ti¢ farkli

sekilde hesaplanmaktadir.

K degeri biiyiik oldugu durumlarda test istatistigi,
q
Xz = 21{2 R;[1 — cos(8; — )]
i=1

esitligi ile hesaplanmaktadir.

K degeri kii¢lik ve n degeri biiyiik oldugu durumlarda test istatistigi,

q 2
X,%:w:E <ZRi> ~ R?
n i=1

esitligi ile hesaplanmaktadir (Mardia ve Jupp,2000).

K ve n degerleri kii¢iik oldugu durumlarda c katsayisi,

olmak tzere

Xt=c*xw

esitligi ile hesaplanmaktadir. Yukaridaki w istatistigi (2.78) kullanilarak bulunur.

d. Karsilastirma

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)
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Xt > Xj_l;a/z => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir. En az iki ortalama
birbirinden farklidir.
X <X 3_1;a /, => H, hipotezi kabul edilir, ortalamalar farksizdir.

2.4.9. Cok orneklem icin agirlastirilmis ortalama yoniin giiven arahgi
Agirlagtirilmig ortalama yone ait giiven araligi o anlamlilik diizeyinde;

Ha(gs) = 0 £ sin""(za/,0,) (2.81)

(2.82)

ile hesaplanir. Esitlik (2.82) de verilen i. Orneklem igin standart hata (g;) von Mises

dagilimi igin;

1
0;: = (2.83)
l Riﬁl
esitligi ile hesaplanmaktadir.
! = 1.2 (2.84)

Ul_ﬁio-iz i=12...,q .

q
v= Z v; (2.85)

i=1

olmak tizere I. agirlastirilmis deger ise (2.84) ve (2.85) esitlikleri yardimiyla;
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a; = — i=1,2,...,q

seklinde hesaplanmaktadir (Fisher ve Powell,1989;Fisher,1983).

2.4.10. Cok orneklem icin yogunlasma parametrelerinin esitliginin testi
Bu yontemin adimlari asagida verilmistir.

a. Hipotezler kurulur

Hy: Ky = Ky = - = K4 , yogunlagma parametreleri arasinda fark yoktur.
H;:x; parametrelerinin en az biri yogunlagma parametrelerinden farklidir.
b. Kritik deger F tablosundan bulunur

Cc. Test istatistigi hesaplanir

__ -9 YLin(d; — d)?
(@ - DXL, X0 (dij — di)?

h

hesaplanmaktadir. Yukaridaki terimlerin tanimlar1 asagidadir;

d;; = [sin(6;; — 6;)] j=12,.,1n
n; q

L Lun; B N ¢ it
J=1 i=1

d. Karsilastirma

F, > FE. => Hyhipotezi red, H; hipotezi kabul edilir ve en az bir

parametresi digerlerinden farklidir.

F, < E. => H, hipotezi kabul edilir.

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

yogunlasma
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2.5. Dairesel Homojenlik Testleri

Bu bdliimde, dairesel verilerin homojenliginin testi i¢in kullanilabilen testlerden bazilari

verilmistir.

2.5.1. Rayleigh testi

Orneklemin ¢ember etrafinda homojen olarak dagilip dagilmadigmin belirlenmesinde
kullanilan testlerden birisidir. Rayleing testi bileske vektdr uzunluguna dayanmaktadir.
Ormneklem ortalama vektorii ise 0’dan farkli bileske vektdr bilyiik oldugu zamanda
homojenligin reddedilmesi gerekmektedir. Ortalama yoniin yoklugu homojen bir dagilimi
gosterirken varlig1 ise daima heterojen bir dagilim gosterdigi anlamina gelmez ¢iinkii bu
bileske vektoriin ne kadar biiyiilk olmasi gerektigi sorusuna baghdir(Zar, 2010). Yigin

ortalama vektor uzunlugu p olmak iizere bu testin adimlari asagidadir;

a. Hipotezler kurulur

Hy:p =0 (Y1gin ¢cember etrafinda homojen dagilima sahiptir.)

Hi:p #0 (Y1Zin ¢ember etrafinda homojen dagilima sahip degildir.)

b. Kritik deger Rayleigh Z tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

n drneklem hacmine bagli olarak test istatistigi,

Z = nR? (2.90)

ile hesaplanmaktadir.

d. Karsilastirma yapilir

Z > Z,, => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir.
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Z < Zyn => Hy hipotezi kabul edilir.

2.5.2. V testi

V testi i¢in dairesel homojenlik testi belirli bir ortalama yone sahipse Rayleigh testinden

farkli olarak kullanilmakta ve V testini daha giiglii yapmaktadir. Homojenlik i¢in daha

giiclii olan V testinin adimlar1 asagida verilmistir.

a. Hipotezler kurulur

Hy: Y1gmn yonleri homojen dagilima sahiptir

H;: Y1gm yonleri homojen dagilima sahip degildir

b. Kritik deger V testinde U tablosunda belirlenir

c. Test istatistiginin degeri

V =Rcos(6 — up)

ile hesaplanir ve anlamlilik testi i¢in U istatistiginin degerinden;

ile hesaplanir(Kanji,2006).

d. Karsilagtirma yapilir

u > U, ,, => H, hipotezi red, H, hipotezi kabul edilir.

u < Uy, => H, hipotezi kabul edilir.

(2.91)

(2.92)
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2.5.3. Kuiper testi
Cember tizerinde uygulanan dagilimlarin fonksiyonlar1 tanimlandiktan sonra herhangi bir
alternatif hipoteze kars1 olan homojenligi test etmek gerekir. Ilk olarak ¢ember iizerinde bir

baslangi¢c yonii ve doniis yonii secilmelidir. Birikimli dagilim fonksiyonu ve ampirik

dagilim fonksiyonu arasindaki sapmay1 6lgmeye dayanan bu fonksiyonlar;

i

S, (6,) = m i=01,..,n (2.93)
ve

0.
F(6,) = Wlo" i=01,..,n (2.94)

olarak tanimlanir. Bu test bu iki dagilim arasindaki sapmaya dayanir ve;

Vo = maxlF(8) ~ 5,(80] ~ minlF(8) ~ $,(8)] + - (295)
bi¢iminde tanimlanir(Bass,2000).

Bu testin adimlar1 asagidadir;

a. Hipotez kurulur

Hy: Yigin cember lizerinde dagilimi homojendir

Hi: Y18 ¢ember iizerinde dagilim1 homojen degildir

b. Kritik degerler belirlenir

Cizelge 2.2. Kuiper testi i¢cin V’nin kritik tablo degerleri

a 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010
V, 1,537 1,620 1,747 1,862 2,001

c. Test istatistigi hesaplanir
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0.24
V=1, (\/H 4+0.155 + W) (2.96)

d. Karsilastirma yapilir
V >V, => H, hipotezi red, H, hipotezi kabul edilir.

V <V, => H, hipotezi kabul edilir.
2.5.4. Watson U? testi

Kuiper testi gibi ampirik dagilim fonksiyonu ile diizgiin dagilimin birikimli dagilim
fonksiyonu arasindaki fark Olgiisiiniin yerine ortalama kare sapmasini kullanmasidir.

01y < 0(z) < -+ < Oy siralanmis agilarin ifadesine gore;

0i .
Uy = ﬁ i=01,..,n (2.97)
1 n
U= : 2.98
1=

olarak tanimlanir. Buna gore 0 ve k’nin maksimum olabilirlik tahminlerini kullanarak

hipotez testi isleminin adimlari asagidaki gibi ger¢eklesmektedir (Hintze, 2007).

a. Hipotezler kurulur

Hy: Y18in gember iizerinde dagilimi homojendir

Hy: Y1gin cember lizerinde dagilimi homojen degildir

b. Kritik deger belirlenir



Cizelge 2.3. Watson U? testi igin U? kritik tablo degerleri

a 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010

U? 1,131 0,152 0,187 0,221 0,267

c. Test istatistigi hesaplanir

d. Karsilagtirma yapilir
U? > U? => H, hipotezi red, H, hipotezi kabul edilir.

U? < U? => H, hipotezi kabul edilir.

2.5.5. Hodges-anje testi

45

(2.99)

Hodges-Anje testi dairesel homojenlik i¢in Rayleigh testine alternatif bir testtir. Bu test

Omnibus testi olarak da anilmaktadir. Temel dagilimlar hakkinda varsayimlar yapmamakla

birlikte giiclii yan1 homojenlikten olan genel sapmalar1 daha iyi tespit etmesidir(Berens,

2009).

Dairesel bir veri drnegi alarak 180°’lik bir aralikta ortaya ¢ikan en kiiciik veri sayisinin

belirlenmesi gerekmektedir. Bunun i¢in ¢emberin ¢apina esit ¢izgi ile ¢ember ikiye

boliinmelidir. Bunun igin ¢izgi ¢gemberi 6yle bir noktada bolmeli ki ¢ap ¢izgisinin her iki

tarafinda kalan noktalar arasindaki fark maksimum olmalidir. Cap ¢izgisinin bir tarafi

maksimum diger tarafi da minimum nokta kalmakta ve n hacimli dairesel 6rneklemde ¢ap

cizgisinin herhangi bir tarafinda kalan minimum miktardaki nokta sayis1 m ile gosterilirse

hipotez testi i¢in agagidaki islemler yapilmaktadir (Ajne, 1968).

Bu testin adimlarti;

a. Hipotezler kurulur

Hy: Yigin cember etrafina homojen dagilmistir
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Hy: Y18in ¢cember etrafina homojen dagilmamistir

b. Kritik deger Hodges-ajne igin m tablosundan belirlenir

C. Test istatistigi hesaplanir

m test istatistigi yukarida belirtildigi gibi bulunmaktadir.

d. Karsilagtirma yapilir

m > mg, => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir.

m < mg, => H, hipotezi kabul edilir.

olarak belirtilmistir(Zar, 2010).

2.5.6. f Aralik testi

Dairesel 6rneklem aralig1 testi parametrik olmayan bir test olup asagidaki adimlarin takibi

ile gerceklestirilir.

a. Hipotezler kurulur

Hy: Y1gin gember etrafina diizgiin dagilmistir

H;: Y1gin cember etrafina diizgiin dagilmamistir

b. Kritik deger dairesel aralik i¢in w tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

T = max.T; 1<i<n (2.100)

olmak tizere test istatistigi asagidaki formiil ile hesaplanir;

w=2r—T (2.101)
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d. Karsilagtirma yapilir

w > w, , => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir.
w < Wy, => H, hipotezi kabul edilir.

2.5.7. Rao aralik testi

Homojenlik i¢in kullanilan bir testtir. Diger testlere gore Rao testi daha gii¢liidiir. Eger
gozlemler ¢ember cevresi iizerinde simetrik dagilmigsa bu homojenligin kanit1 olarak
kabul edilmektedir. Diger yandan, gozlemler bir veya daha fazla yonde yigilma egilimi
gosteriyorsa bu durum tercih edilen bir yoniin kanit1 kabul edilmektedir(Rao,1969; Rao ve
Sengupta,1972).

a. Hipotezler kurulur

H,: Cember etrafinda ardisik numuneler arasindaki farklar esittir

H;: Cember etrafinda ardisik numuneler arasindaki farklarin en az biri farklidir
b. Kritik deger Rao aralik testi i¢in L tablosundan belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir

n
L—12T
2

i
i=1

360°

- (2.102)

d. Karsilastirma yapilir

L > L,, => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir.

L < L., => H, hipotezi kabul edilir.
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2.5.8. Anje A, testi

Bu test y4, 2, ..., ¥n yoOnlii gézlemlerinin bir kiimesi olup bir ¢ember etrafinda diizgiin
dagilan bu n noktalar1 arasinda Onemli bir fark olup olmadigimi belirlemek igin
kullanilmaktadir (Dale ve Ballantyne,1980). N(a) pozitif yon olarak saat yonii alinan
yarim ¢ember [a,a + m] lizerindeki 6rnek noktalarinin sayisi ise ¢ember tiizerindeki

gozlemlerin homojenligi testi i¢in Ajne istatistiginin degert,

1 21

A, O %]2 da (2.103)

= 2mn ),
ile hesaplanir (Ajne,1968).

Bu istatistik i’inci ve j’inci gézlemleri arasinda dairesel uzaklik;

o0 3,) = {(x] — x;) eger x; <x; <x; + T (2100)

Zn—(xj—xl-) eger x; + T < x; S x;

olarak bulunmus ve Esitlik (2.103) ile Watson(1967) tarafindan;

1 1
Ay=7- EZ z do(x;x;) (2.105)
i

biciminde elde edilmistir. Bu testin adimlar1 agagida belirtilmistir.

a. Hipotezler kurulur

Hy: Cember etrafinda diizgiin dagilan noktalar arasindaki uzakliklar arasinda fark yoktur
H;: Cember etrafinda diizgiin dagilan noktalar arasindaki uzakliklardan en az biri farklhidir
b. Kritik deger ajne testi igin belirlenir

c. Test istatistigi hesaplanir



Test istatistiginin degeri Esitlik (2.103) ve Esitlik (2.105) ile hesaplanir.

d. Karsilagtirma yapilir

A, > Ap o => H, hipotezi red, H; hipotezi kabul edilir.

A, < An o => H, hipotezi kabul edilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu calismada incelenen veri 2017 yili igerisinde Ankara Universitesi Dis Hekimligi
Fakiiltesi’nden elde edilen 266 bireye (133 erkek, 133 kadin) ait ANB ol¢timlerinden
olusmustur. ANB agis1 Yiiz iskelet yapisinin sagital yon (6n-arka) siniflandirilmasinda
siklikla kullanilan bir agidir. ANB agisal olarak 6l¢iildiigii i¢in ¢aligmanin amacina uygun
olarak bu agisal olgtimlerin kullanimi tercih edilmistir. Kullanilan veri Cizelge 3.1°de

verilmistir.

Cizelge 3.1. Bireylerin ANB agis1 degerleri

359,9 359,0 358,3 3571 354,3 3,7 3,1 2,1 11
359,8 359,0 358,3 357,0 354,1 3,7 3,1 2,1 1,1
359,8 359,0 358,3 357,0 354,0 3,7 3,0 2,1 11
359,8 359,0 358,3 356,9 353,4 3,6 3,0 2,0 1,1
359,7 358,9 358,2 356,9 352,9 3,6 3,0 2,0 11
359,7 358,9 358,1 356,8 352,9 3,6 3,0 1,9 1,0
359,6 358,8 358,1 356,7 352,8 3,5 2,9 1,9 1,0
359,6 358,8 358,0 356,6 352,4 3,5 2,9 1,9 1,0
359,6 358,8 358,0 356,5 351,9 3,5 2,9 1,8 1,0
359,5 358,8 357,9 356,5 351,8 3,5 2,8 1,7 0,9
359,5 358,8 357,9 356,2 350,9 3,5 2,8 1,7 0,9
359,5 358,8 357,9 356,1 4,3 3,4 2,7 1,6 0,8
359,5 358,8 357,8 356,0 4,0 3,4 2,7 1,6 0,7
359,5 358,7 357,7 356,0 4,0 3,4 2,7 1,6 0,7
359,4 358,7 357,7 355,9 4,0 3,4 2,6 1,6 0,7
359,4 358,7 357,7 355,8 4,0 3,4 2,6 15 0,7
359,4 358,6 357,6 355,7 4,0 3,4 2,5 1,4 0,6
359,4 358,6 357,6 355,7 4,0 3,4 2,5 1,4 0,6
359,3 358,6 357,6 355,6 3.9 3,3 2,5 1,4 0,6
359,3 358,6 357,5 355,6 3,9 3,3 2,5 1,3 0,5
359,2 358,5 357,5 355,5 3.9 3,3 2,5 1,3 0,3
359,2 358,5 357,4 355,5 3,9 3,3 2,4 1,3 0,3
359,2 358,5 357,4 355,2 3.9 3,3 2,4 1,2 0,3
359,1 358,5 357,3 355,0 3,9 3,3 2,4 1,2 0,3
359,1 358,5 357,3 355,0 3.9 3,3 2,4 1,2 0,2
359,1 358,4 357,3 354,9 3,9 3,3 2,4 1,2 0,1
359,0 358,4 357,3 354,6 3.8 3,2 2,3 1,2

359,0 358,4 357,2 354,6 3,8 3,2 2,3 1,2

359,0 358,4 357,2 354,6 3.8 3,1 2,3 1,2

359,0 358,3 357,1 354,3 3,8 3,1 2,2 1,1
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Dairesel verilerin sunumunda grafiklerden yararlanilmaktadir. Bu amagla kullanilan grafik
tirleri dairesel histogram ve giil semasidir. Veriye iliskin dairesel histogram Sekil 3.1 ve

giil semas1 Sekil 3.2°de verilmistir.

Circular Plot of ANB

Sekil 3.1. ANB agcisal 6l¢timlerinin dairesel histogrami

Circular Plot of ANB

0

Sekil 3.2. ANB agisal 6l¢timlerinin giil semasi
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Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 verinin ¢ember etrafinda homojen dagilmadigini géstermektedir. Bu
durum varyans ve yogunlagma katsayist degerleri ile de anlasilmaktadir. Varyans (0,0013)
degerinin kiigiik olmasi tiim Ol¢limlerin ayni1 yonii gosterdiginin, yogunlasma katsayisi
(383,1681) degerinin biiyiik olmas1 da bu gézlemlerin belli bir noktada yogunlastigini

gosterir.

Cizelge 3.1’de ANB agis1 Ol¢iimlerine iliskin hem dogrusal istatistikler hem de dairesel
istatistikler verilmistir. Dogrusal istatistikler i¢in SPSS (Statistical Package for
Social Sciences) version 22, dairesel istatistikleri igin ise Oriana 4 ve NCSS 2020 yazilim1

kullanilmistir. Elde edilen istatistikler Cizelge 3.2°de sunulmustur.

Cizelge 3.2. Veriye iliskin dogrusal ve dairesel istatistikler

Y Dogrusal Dairesel
Istatistikler istat%stikler istatistikler
Ortalama 177,27 359,97
Standart Hata 10,91 0,18
Ortanca 4,00 0,20
Standart Sapma 177,88 2,93
Varyans 31639,54 0,0013

Cizelge 3.2°de verilen bilgilerden verilere iliskin dogrusal ve dairesel istatistikler i¢in elde
edilen degerlerin arasinda biiyiik farklar oldugu saptanmustir. Ornegin ANB agis1 verilerin
ortalamasi dogrusal olarak 177,27 olarak elde edilirken dairesel olarak 359,97 olarak elde
edilmistir. Benzer sekilde ayn1 veriler icin elde edilen varyanslar (dogrusalda 31639,54 ve
daireselde 0,0013) arasinda da biiyiik farklilik vardir. Bu sekilde farkin olmasi dairesel
verilerin kullanilmasindan dolayr dogaldir. Ciinkii dairesel verilerin dogrusal istatistik
yontemlerle incelenmesi ve sonug ¢ikarilmasi dogru bir yaklasim olmamaktadir. Burada
ANB ol¢iimleri agisal olarak elde edildigi i¢in dairesel istatistik yontemlerle elde edilecek
istatistiklerin kullanilmasi verilerden dogru sonug¢ ¢ikarilmasi ve yorumlanmasi agisindan

olduk¢a 6nemlidir.

Dairesel verilerde istatistiklerin  hesaplanmasinda  trigonometrik  momentlerden
yararlanilmaktadir. Cizelge 3.3’de Oriana 4 ve NCSS yazilimlarindan elde edilen

trigonometrik momentler verilmistir.
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Cizelge 3.3. Trigonometrik momentler

Degisken ~ Ornek Hacmi  Ortalama  Ortalama R 0
(n) Cos (6;) Sin (6,)
ANB agis1 266 0,9987 -0,0005 0,9987 359,974

Bilgisayar yazilimindan elde edilen trigonometrik momentler asagidaki gibi formiiller

kullanilarak da hesaplanabilir.

Esitlik (2.17) kullanilarak gézlemlerin agirlik merkezleri;

266

C = Z cos(8;) = Z cos(8;) = cos 359 + cos 359,1 + :-- + cos 3,4 = 265,6527

266

S = Z sin(6;) = Z sin(#;) = sin359 + sin359.1 + -- +sin3.4 = —0,12208

hesaplanir. Ayrica Esitlik (2.18) ile ortalama agirlik merkezleri ve Esitlik (2.23) ile de

ortalama bileske uzunlugu da, sirasiyla;

266 cos 0, 265,6527

C = 266 Seg = 09987
s 720sing;  —0,0004 0.0005

266 266
Ve

= /C? + §2 = ,/(0.9987)% + (—0.0005)2 = 0,9987

olarak bulunur. Diger yandan Esitlik (2.19) ve Esitlik (2.20) kullanilarak ve S <0, C =0

kriteri de dikkate alinarak agilarin ortalama yonii de;

—0.12208

0 = arct S =t _1(S)+2 =t _1(
= arctan(z) = tan" 7 |+ 21 = tan | ey

) + 360 = 359,974
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olarak hesaplanmistir.

ANB agisal 6l¢timlerine iligkin dairesel istatistikler Cizelge 3.4’de verilmistir.

Cizelge 3.4. Orneklem ozet istatistikleri

Degisken Ornek Ortalama Ortalama Dairesel Standart Yogunlagma
Hacmi Yon Bileske Varyans Sapma Katsayisi
(n) 9) Uzunlugu V) (s) (x)
(R)
ANB agis1 266 359,974 0,9987 0,0013 2,9284  383,1618

Cizelge 3.4’de verilen istatistik degerlerinin formiiller yardimiyla elde edilmesi asagida

sunulmustur.
Daha 6nce C = 265,6527 , S = —0,12208 ve S <0, C = 0 kriterine gore

6 = 359,974 bulmustur. Esitlik (2.21) yardimiyla bileske uzunluk degeri de;

R =./C?+ 5% = \[(265,6527)2 + (—0,12208)2 = 265,6527

olarak elde edilir. Buna gore ortalama bileske uzunluk degeri de Esitlik (2.23) ile;

= R 2656527 09987
n 266

elde edilir. Ayrica Esitlik (2.34) ile dairesel varyans degeri de;
V=1-R=1-0,9987 = 0,0013

olarak elde edildikten sonra Esitlik (2.35) yardimiyla dairesel standart sapma da;

o

180° — 180
§=— [-2InR] = — JV[-21n0,9987] = 2,93

bulunur. Yogunlasma parametresinin tahmin degeri de Esitlik (2.27) ‘den R > 0,53

kriterine bagli olarak;



1 1
R3 —4R? + 3R 0,99863 — 4 * 0,99862 + 3 * 0,9986

R = = 383,1618

olarak elde edilir. Ortalama y6n olarak bulunan deger baslangi¢ noktasi kuzey ve doniis
yonii saatin yoniinde olan ve ¢ember etrafinda dagilan gézlemlerin ortalama degerinin
derece cinsinden degerini gostermektedir ve 8 = 359.974° olarak bulunmustur. Ortalama
bileske uzunlugu R = 0.9987 olup bu deger (0,1) arasinda yer almaktadir. 1’e daha
yakin bir deger yiiksek konsantrasyonu, deger 0’a yakin olursa goézlemlerin ¢ember
etrafina esit dagildigini ifade etmektedir. Degere bakarak verilerin yiiksek konsantrasyonu
oldugu soylenebilir. Dairesel varyans da (0,1) araliginda deger almaktadir. Varyans
0.0013 oldugundan dagilimin homojen yani tiim veriler aynit yonii gostermekte olup
minimum oldugu goriilmektedir. Standart sapma degeri de S = 2.92 elde edilmistir.
Yogunlasma parametresi tahmini x = 383.1618 bulunmustur. Bu degerin biiyiimesi
gbzlemlerin ¢ember cevresinde herhangi bir noktada yogunlastigini gosterir, kiiclilmesi
halinde ¢ember etrafinda dagildigin1 gosterir. Elde edilen deger gozlemlerin belli bir

noktada yogunlastigin1 gostermektedir.

NCSS yazilimndan elde edilen ¢iktilar asagida sunulmustur.

Yazilim ilk olarak yukarida agiklanan ozet istatistikleri vermektedir. Elde edilen ozet

istatistikler asagidadir.

Cizelge 3.5. NCSS o6zet istatistikler

Degisken  Omek Ortalama Ortalama Dairesel Standart Yogunlasma Sacilim

Hacmi Yén Bileske =~ Varyans Sapma  Katsayist  Olciis
(n) (8) Uzunlugu V) (s) (x) (€)
(R)

ANB acis1 266 359,974 0,9987 0,0013 2,93 383,1618  0,0026

Ozet istatistiklerden sonra ise ortalama yone iliskin istatistiklere yer verilmistir. Burada
%95 giiven diizeyinde bulunan giiven araliklar1 ¢ok genis oldugu i¢in dagilimin von Mises

dagilimi olmasi varsayimini gerektirmedigi anlagilmaktadir.



Cizelge 3.6. Giiven araliklar1
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Degisken  Ornek Hacmi  Ortalama %95 Olasilikla %95 Olasilikla Ortalama
(n) Yon 6’nin Alt 0’ nin Ust Standart
) Giiven Sinir1 Guiven Sinir1 - YOniin
Hatasi
ANB acis1 266 359,9737 359,6217 0,3256 0,1796

Bir sonraki ¢ikt1 ise degisime (varyasyona) iliskin istatistiklerdir. Varyasyon ¢ok kiiclik

bulunmustur ve bulunan bu deger gozlemlerin belli bir noktada yogunlastigini

gostermektedir.

Cizelge 3.7. Degisim istatistikleri

Degisken Ormek  Dairesel  Standart Sacihm  Carpikhk  Basiklik
Hacmi  Varyans Sapma Olgiisii (s) (K)
(n) V) (s) (€)
ANB agis1 266 0,0013 2,9284 0,0026 1,6275 -0,4489

Ciktinin diger bir bolimii de von Mises Dagilimina iligkin istatistikleri vermektedir.

Asagida goriildiigii gibi biyiik hacimli 6rneklemler ile giiven araliklari, verinin von Mises

varsayimina uygun oldugunu varsayar. Kappa parametresi i¢in gliven araligi da bu

parametre i¢in tahmin degerinin 2’den biiyiik oldugu durum igin hesaplanmustir.

Cizelge 3.8. Von Mises dagilim tahmini

Degisken Ornek Ortalama %95 %95 Von %95 %95
Hacmi Yon Olasilikla Olasilikla ~ Mises Olasilikla Olasilikla
(n) 6) 6’nm Alt 6’nin Ust  (kappa)  kappa’min kappa’nin
Giiven Giiven Alt Ust
Siniri Siniri Giiven Giiven
Sinir Siniri
ANB agis1 266 359,9737  359,6774 0,2700 383,16 161,0813 226,0177

Birgok hesaplamalarin yapilmasinda kullanilan trigonometrik momentlerde asagidaki

sekliyle ¢iktida sunulmaktadir.
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Cizelge 3.9. Trigonometrik momentler

Degisken Ornek Ortalama Ortalama Ortalama Ortalama R R, 0 0,
Hacmi Cos Sin Cos Sin
(n) (6, (6:) (26)) (26,)
ANB agis1 266 0,9987 -0,0005 0,9948 -0,0008 0,998 0,9948 359,973 359,9518
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4. SONUC VE ONERILER

Arastirmalarda parametrelerin iyi bir tahmininin yapilabilmesi i¢in elde edilen verilerin
uygun istatistik yontemlerle analiz edilmesi gerekir. Arastirma verisi dairesel ozellikli ise
bu tiir veriler dairesel analiz yontemleri ile degerlendirilmelidir. Agisal olarak elde edilmis
verilere klasik dogrusal analiz yontemlerinin uygulanmasi sonucunda dogru bilgiler elde

edilemeyebilir.

Bu calismada dis hekimligi alaninda elde edilen ve kullanilan agisal veriler incelenmistir.
Veriler agisal oldugu i¢in dogrusal analiz yontemleri ile elde edilen istatistiklerin gergegi
yansitmadigi tespit edilmistir. Ayni veriler iizerinde dairesel veri analiz yOntemleri
uygulanarak elde edilen dairesel istatistiklerin dogrusal istatistiklerden daha iyi oldugu

anlasilmistir.

Son yillarda agisal veri ve bu tiir verilerin analizlerine iliskin c¢aligmalar artis
gostermektedir. Ancak literatiir incelendiginde agisal olarak elde edilmis verilerin dogrusal
analiz yontemleri kullanilarak analiz edildigi calisma sayis1 da oldukg¢a fazladir. Bu
calisma ile dairesel verilere iliskin dairesel istatistiklerin 6nemi vurgulanarak ozellikle
istatistik disiplini digindaki arastirmacilar i¢in farkindalik olusturmak amag¢lanmistir. Bu

konuda daha ¢ok arastirma yapilmasi bu farkindaligin artmasinda 6nemli olacaktir.

Burada ele alinan konu dar kapsamlidir. Dairesel verilerle ilgili hipotez testleri de klasik
dogrusal hipotez testlerinden ¢ok farklilik gosterdigi i¢in bu alanda yeni g¢aligmalar

yapilarak arastirmacilar bilgilendirilmelidir.
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Ek-1. Dairesel homojenlik testlerinden V testi i¢in U kritik degerleri

7 o 025 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 __ 0.0025 0.001 ___0.0005
g 0.688 1.290 1.649 1.947 2.280 2.498 2.601 2.916 3.066
9 0.687 1.294 1.649 1.948 2.286 2.507 2.705 2.937 3.004
10 0.685 1.293 1.648 1.950 2.290 2.514 2716 2.954 3.115
11 0.684 1292 1.648 1.950 2293 2.520 2.725 2.967 3.133
12 0.684 1.201 1.648 1.951 2296 2.525 2732 2.978 3.147
13 0.683 1.290 1.647 1.952 2.299 2.529 2.738 2.987 3.159
14 0.682 1.290 1.647 1.953 2.301 2.532 2743 2.995 3.169
15 0.682 1.289 1.647 1.953 2.302 2.535 2.748 3.002 3.177
16 0.681 1.289 1.647 1.953 2.304 2.538 2751 3.008 3.185
17 0.681 1.288 1.647 1.954 2.305 2.540 2755 3.013 3.191
18 0.681 1.288 1.647 1.954 2.306 2.542 2758 3.017 3.197
19 0.680 1.287 1.647 1.954 2.308 2.544 2761 3.021 3.202
20 0.680 1.287 1.646 1.955 2.308 2.546 2763 3.025 3.207
o1 0.680 1.287 1.646 1.955 2.309 2.547 2765 3.028 32
02 0.679 1.287 1.646 1.955 2.310 2.549 2.767 3.031 3215
23 0.679 1.286 1.646 1.955 2.311 2.550 2.769 3.034 3218
24 0.679 1.286 1.646 1.956 2.311 2.551 2.770 3.036 3.221
25 0.679 1.286 1.646 1.956 2.312 2.552 2772 3.038 3.224
26 0.679 1.286 1.646 1.956 2.313 2.553 2773 3.040 3207
27 0.678 1.286 1.646 1.956 2.313 2.554 2775 3.042 3.229
28 0.678 1.285 1.646 1.956 2.314 2.555 2.776 3.044 3231
29 0.678 1.285 1.646 1.956 2.314 2.555 2777 3.046 3.233
30 0.678 1.285 1.646 1.957 2.315 2.556 2778 3.047 3.235
32 0.678 1.285 1.646 1.957 2.315 2.557 2.780 3.050 3.239
34 0.678 1.285 1.646 1.957 2.316 2.558 2.781 3.052 3.242
36 0.677 1.285 1.646 1.957 2.316 2.559 2783 3.054 3.245
38 0.677 1.284 1.646 1.957 2.317 2.560 2,784 3.056 3.247
40 0.677 1.284 1.646 1.957 2.317 2.561 2785 3.058 3.249
2 0.677 1.284 1.646 1.958 2.318 2.562 2.786 3.060 3.251
44 0.677 1.284 1.646 1.958 2.318 2.562 2787 3.061 3.253
46 0.677 1.284 1.646 1.958 2.319 2.563 2.788 3.062 3.255
48 0.677 1.284 1.645 1.958 2.319 2.564 2,789 3.063 3.256
50 0.677 1.284 1.645 1.958 2.319 2.564 2.790 3.065 3.258
55 0.676 1.284 1.645 1.958 2.320 2.565 2.791 3.067 3.261
60 0.676 1.283 1.045 1.958 2.320 2.566 2.793 3.069 3.263
65 0.676 1.283 1.645 1.958 2321 2.567 2.794 3.071 3.265
70 0.676 1.283 1.045 1.958 2.321 2.567 2.795 3.072 3.267
75 0.676 1.283 1.645 1.959 2329 2.568 2.796 3.073 3.269
0 0.076 1.283 1.645 1.959 2.322 2.568 2.796 3.074 3.270
90 0.676 1.283 1.045 1.959 2322 2.569 2.797 3.076 3272
100 0.676 1.283 1.045 1.959 2394 2.570 2.798 3.077 3.274
120 0.675 1282 1.645 1.959 2.323 2.571 2.800 3.080 3277
140 0.675 1282 1.645 1.959 2.324 2.572 2.801 3.081 3.279
160 0.675 1282 1.645 1.959 2.324 2.572 2.802 3.082 3.280
180 0.675 1282 1.645 1.959 2.324 2.573 2.802 3.083 3.282
200 0.675 1282 1.645 1.959 2.325 2.573 2.803 3.084 3.282
300 0.675 1282 1.645 1.960 2.325 2.574 2.804 3.086 3.285
- 0.6747 12818  1.6449 1.9598 23256 2.5747 2.8053  3.0877 32873
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Ek-2. Dairesel homojenlik testlerinden Hodges-Ajne testi i¢in m kritik degerleri

a < 0.50 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.002 0.001
7 0 0
8 1 0 0
9 1 0 0 0
10 1 1 0 0 0
11 2 4 1 0 0
12 2 1 1 0 0 0
13 3 2 1 1 0 0 0
14 3 2 1 i 0 0 0 0
15 3 2 2 1 1 0 0 0 0
16 4 3 2 2 1 1 0 0 0
17 4 3 2 2 1 1 1 0 0
18 4 3 3 2 2 1 1 0 0
19 5 4 3 3 2 2 1 1 0
20 5 4 3 3 2 2 1 1 1
21 6 4 4 3 3 2 2 1 1
22 6 5 4 4 3 2 2 2 1
23 6 5 4 4 3 3 2 2 1
24 7 6 5 4 3 3 3 2 2
25 7 6 5 5 4 3 3 2 2
26 8 6 6 5 4 4 3 3 2
27 8 o 6 5 4 4 4 3 3
28 8 T 6 6 5 4 4 3 3
29 9 7% 7 6 5 5 4 4 3
30 9 8 7 6 6 5 4 4 3
31 10 8 7 7 6 5 5 4 4
32 10 9 8 7 6 6 5 4 4
33 11 9 8 7 7 6 5 5 4
34 11 9 9 8 7 6 6 5 5
35 11 10 9 8 7 7 6 5 5
36 12 10 9 9 8 7 6 6 )
37 12 11 10 9 8 J 7 6 6
38 13 11 10 9 8 8 7 6 6
39 13 11 10 10 9 8 7 7 6
40 13 12 11 10 9 8 8 # 7
41 14 12 11 10 9 9 8 7 7
42 14 13 12 11 10 9 9 8 7
43 15 13 12 11 10 9 9 8 8
44 15 13 12 12 11 10 9 8 8
45 16 14 13 12 11 10 10 9 8
46 16 14 13 12 11 11 10 9 9
47 16 15 14 13 12 11 10 10 9
48 17 15 14 13 12 11 11 10 9
49 17 15 14 13 12 12 11 10 10
50 18 16 15 14 13 12 11 11 10
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Ek-3. Dairesel dagilim testlerinden Rao aralik testi i¢in L kritik degerleri

a
n 0.005 0.01 0.05 0.10
4 231.2 2211 186.5 168.2
5 224.0 212.0 183.4 168.7
6 216.1 206.8 180.7 166.3
7 211.6 202.6 177.8 165.1
8 206.5 198.5 175.7 163.6
9 203,2 195.3 173.7 162.4
10 199.9 192.4 172.0 161.2
11 197.0 189.9 170.5 160.2
12 194.5 187.7 169.1 159.3
13 192.3 185.7 167.8 158.5
14 190.2 183.9 166.8 157.8
15 188.4 182.3 165.8 1551
16 186.8 180.8 164.9 156.5
17 185.2 179.5 164.0 155.9
18 183.8 178.2 163.2 155.3
19 182.5 1774 162:5 154.8
20 181.3 176.0 161.8 154.3
25 176.3 171.6 160.0 1523
30 1729 168.4 156.9 150.8
35 169.8 165.8 1552 149.6
40 167.4 163.8 153.9 148.6
45 165.4 162.0 152.7 147.8
50 163.8 160.5 i o 147.1
75 158.1 1555 148.3 144.6
100 154.8 1525 146.3 143.0
150 150.7 148.8 143.8 141.2
200 148.3 146.7 142.4 140.1
500 142.5 141.5 138.8 1573
700 140.3 140.1 137.8 136.6
1000 139.6 138.8 136.9 135.9
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