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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

G=(V,E) Graf

\% Noktalar kiimesi

E Kenarlar kiimesi

i~j i ve j noktalarmin komgulugu

d; i noktasinin derecesi

i~2j i ve j noktalarinin 2-komsulugu

d;? i noktasinin 2-komsuluk derecesi
A(G) G grafinin komsuluk matrisi

D(G) G grafinin derece matrisi

L(G) G grafinin Laplacian matrisi

Q(G) G grafinin isaretsiz Laplacian matrisi
A4 G grafinin en biiyiik 6zdegeri

N; i noktasinin komsuluklar kiimesi
A2 (G) G grafinin 2-komsuluklu komsuluk matrisi

m; [ noktasinin ortalama derecesi



1. GIRIS

Graf teori veya Cizge Kurami, noktalar ve aralarindaki ¢izgeleri (egrileri) inceleyen
matematik dalidir. Graf, uglar ve bu uglar1 birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tiir ag

yapisidir.

Matematik ve bilgisayar biliminde kullanilan kurami bir toplulukta bulunan nesneler
arasindaki iliskileri modelleyen matematiksel yapilari, graflar1 inceler. Bu baglamda graf

diigiimlerden  “koseler” ve bu kdseleri birbirine baglayan kenarlardan olusur.

Graf teorinin temeli 1736’da Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan atilmistir. Euler
tarafindan yazilmis bir makalenin 1736 yilinda basilmasi tarihi graf teorinin kesin
baslangi¢ tarihidir. O makalenin arkasindaki asil fikir Konigsberg’in yedi kopriisii olarak

bilinen problemden ¢ikmis olmasidir.

Ortaya ¢ikiginin sebebi Konigsberg adli 4 anakaradan olusan Prusya (Almanya) sehrinde
bu 4 anakarayi birbirine baglayan 7 kopriidiir. Sehrin i¢inden gecen akarsu ve kopriiler

ilging bir yap1 olusturmustur.

Problem su idi : Herhangi bir anakaradan baslayarak ve bu 7 koprii bir ve sadece bir kere
kullanilarak “ kapali bir yiirlime” yani tam bir tur gerceklestirilebilir miydi ? Birgok insan
bunu deneyerek yapmaya galigsa da kimse basarili olamamisti. Konu {izerine kafa yoran
Leonhard Euler bu problemle ilgili makalesini yayimladi.“Seven Bridges of Konigsberg ”

Hatta bu problemi genel bir sekilde inceledi ve bunu teoremlerle kuramlastirdi.

%—:x;‘-e&

—— --a:
ﬁ'-_‘-

Resim 1.1. Koningsberg kopriisii



Euler’e gore bir graf iizerinde her kose bir ve sadece bir kez kullanilarak kapali bir tur
yapilabilmesi i¢in her kdsenin derecesinin ¢ift olmasi gerekir ( kosenin derecesi, komsu
koselerle olusturdugu kenarlarin sayisi anlamma gelir ). Bundan dolayr bu kosullari

saglayan graflara “Euler turu ” ad1 verilmistir.

Resim 1.2. Euler turu

Graf olarak ¢izilmis Konigsberg 7 koprii probleminde 2 kdsenin derecesi tek oldugu igin

Euler turu olmadig1 anlagilmis ve insanlar da rahatlamistir.

Euler bu teoremi ortaya attiktan sonra Hierholzer, Fleury gibi matematikc¢kler Euler

turlarinda manuel kapali yiiriime bulma algoritmalari gelistirmiglerdir [2].

Spektral graf teori ise herhangi bir grafin ilgili matrislerinin 6zdegerleri ve 6zvektorlerini

kullanarak grafin yapis1 hakkinda bilgi edinmemizi saglar.

Giliniimiizde fen bilimleri, veri tabanlari, elektronik devreler gibi birgok alanda kullanilan
spektral graf teorinin temeli, 1950’li yillara dayandigi disiiniilmesine ragmen birgok
kaynak daha 6nce ortaya ciktigina dair izler tasimaktadir. 1931 yilinda Hiickel’in kuantum
kimyasinda yaptig1r bir ¢alismada elektron enerji seviyelerini temsil etmekte graflarin
ozdegerlerini kullandigr bilinmektedir [11]. Ayrica iyi bilinen Matris-Aga¢ teoreminin

spektral graf teorinin bir sonucu oldugu 1940’11 yillarda ispatlanmuastir.

1957 yilinda Collatz ve Sinogowitz’in yaptigl calisma ile spektral graf teori matematik
literatiiriinde sik kullanilan bir hal almistir [6]. Daha sonra spektral graf teori alaninda

cesitli kaynaklar yayinlanmistir.



Grafin spektrumu yani 6zdegerlerinin ¢alisiimasit matematik ve diger alanlarda énemli bir
yere sahiptir. Diferansiyel geometri, graf teori, kombinatorik teori gibi matematigin pek
cok alaninda spektrum ve spektrum tekniklerinin kullanildigi bilinmektedir. Ayrica
kimyada molekiil kararliligin1 temsil etmede, teorik fizik ve kuantum mekaniginde
Hamilton sistemlerinin enerjilerini en aza indirme probleminde ve iletisim aglarindaki

cesitli problemlerin ¢ézliimiinde grafin spektrumu kavraminin énemli bir yeri vardir.

Grafin 6zdegerlerinin hesaplanmasi her zaman kolay olmayabilir. Ozellikle agirlikli graflar
yiiksek mertebeden blok matrislere sahip olduklarindan bu matrislerin 6zdegerlerini
hesaplamak cok daha zor, hatta miimkiin olmayabilir. Bu durumda 6zdegerler i¢in sinir

belirlemek isimizi kolaylastiracaktir.

Buraya kadar verdigimiz bilgiler 1s1ginda bu calismada basit ve baglantili graflar igin
2-komsuluk tanimi verilerek 2-komsuluklu graflarin komsuluk matrislerinin en biiyiik
Ozdegeri i¢in bir st sinir bulunmus, daha sonra bulunan sinir yardimi ile graflar igin

sonuclar elde edilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ikinci boliimde calismada kullanilacak lineer cebir ve

graf teori ile ilgili bazi temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde calismamizin temeli olan graflarm  komsuluk matrisi dzdegerleri icin

literatiirde var olan sinirlara yer verilmistir.
Doérdiincti boliimde yeni bir tanim olan 2-komsuluklu komsuluk matrisi tanimi ve
ozellikleri verilerek graflarin 2- komsuluklu grafin komsuluk matrisinin en biiyilik 6zdegeri

icin bir list sinir elde edilmis ve 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde elde edilen tist sinir yardimi ile ulasilan sonuca yer verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLERIi

2.1. Genel Bilgiler

2.1.1. Tanim

F bir cisim, A € M,,(F) ve x#0, n x1 tipinde bir siitun vektorii olmak {izere,

AX=Ix (2.1)
olacak bicimde A€F skaleri olsun. Es. 2.1, I n xn tipinde birim matris olmak iizere,
(A-A)x=0 (2.2)
seklinde yazilabilir. (A- AI) matrisine A nin karakteristik matrisi denir ve bu matrisin
determinantinin hesaplanmasi sonucu A4 ya bagli n - inci dereceden monik bir polinom elde
edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik polinomu denir ve K,4(4) seklinde gosterilir.
Yani,

K, (2) = det(A-1) (2.3)

dir. K,(1)=0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi ve bu karakteristik

denklemin koklerine de A nin 6zdegerleri denir.

K,(1)=0 n-inci dereceden bir denklem oldugundan tam olarak n tane koke sahiptir ve

bunlarimn hepsi birbirinden farkli olmak zorunda degildir.

Ax=/x veya (A-A)x=0 (2.4)

denkleminde sifir olmayan X ¢éziimlerine A matrisinin A 6zdegerlerine karsilik gelen

ozvektorleri denir. Bu tanimlar dogrultusunda 6zdeger ve 6zvektorler igin

Ax;=lx; (1,2,...,0) (2.5)



temel formiilii elde edilir [16].

2.1.2. Tanim

A ve B nxn tipinde iki matris olmak iizere

B=P 4P (2.6)

olacak sekilde tekil olmayan ( yani detP # 0 ) bir P matrisi varsa, 0 zaman A ve B

matrislerine benzerdir denir.

Benzer matrisler denk matrislerin bir 6zel halidir ve determinantlar1 aynidir. Benzer

matrisler ayn1 karakteristik polinoma sahiptir ve dolayisiyla ayn1 6zdegerlere sahiptir [16].
2.2. Graf Kavram ve Graf Cesitleri

2.2.1. Tanim

Graf, elemanlar1 nokta olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan V noktalar kiimesi ve
elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu E kenarlar kiimesinden olusan G = ( V,E ) ikili

yapisina denir. Burada E kenarlar kiimesi V nin iki elemanli alt kiimelerinden olusan bir

kiimedir. Yani,

E={{ij}:i,j €V}

dir. Ayrica her i,j € V i¢in E nin her bir kenar1 e; veya {i, j} seklinde gosterilir [8].



1 2 €4
eq 1 € 2
o5
e, es
3
4 3 4@
G
G, 2

Sekil 2.1. Graf 6rnekleri

Sekil 2.1 ile verilen G,Ve G, graflar1 sirasiyla 4 nokta 6 kenar ve 5 nokta 4 kenar igerir.

2.2.2. Tanim

Bir grafin i ve j noktalar1 arasinda en az bir kenar bulunuyorsa i ve j noktalarina komsudur

denir ve i~j ile gosterilir. Bir i noktasina komsu oOlan noktalarin kiimesine i nin

komguluklar kiimesi denir ve N; ile gosterilir [17].

Ornek

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi i¢in N,(G;) = {1,3,4} ve N3(G,) = {2,4} dir.

2.2.3. Tanim

Bir grafin herhangi bir i noktasina bagli kenar sayisinai nin derecesi denir ve d; ile

gosterilir [8].

Sekil 2.1 ile verilen G; grafi i¢cin d= 3, d,= 4, d;= 2, d,= 3 ve G, grafi i¢in d= 4,
d2= 2, d3= 1, d4= 1, d5= 0 d|r

2.2.4. Tanim

Baslangig ve bitig noktasi ayni olan kenara ilmek ( loop ) denir [8].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi i¢in e, bir ilmektir.



2.2.5. Tanim

Bir grafin herhangi iki noktasi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara paralel
kenar ( katli kenar ) denir [17].

Sekil 2.1 ile verilen G; grafi icin e, ve es, G,grafi i¢cin e, Ve eg kenarlar1 paralel

kenarlardir.

2.2.6. Tanim

Herhangi bir noktayla baglantis1 bulunmayan, yani derecesi 0 olan noktalara izole nokta
denir [17].

Sekil 2.1 ile verilen G, grafi igin 5 noktasi izole noktadir.

2.2.7. Tanim

Paralel kenar ve ilmek igermeyen grafa basit graf denir [17].

G
Sekil 2.2. Basit graf

Sekil 2.2 ile verilen G grafi herhangi iki noktas1 arasinda birden fazla kenar bulunmayan ve

ilmek icermeyen bir graf oldugundan basit bir graftir.

2.2.8. Tanim

Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve kenarlarindan olusan dizisine

yiirime denir ve W ile gosterilir. Her bir kenarin ve noktanin sadece bir kez kullanildigi



9

yiiriimeye yol denir. Ozel olarak baslangi¢ ve bitis noktas1 ayn1 olan yola kapali yol denir

[17].

1 €2 6
81 e3
2 €7 5
66 64
3 4
€s
G

Sekil 2.3. Yol ve yiirlime

Sekil 2.3 ile wverilen G grafi icin le;2eq3esde,5e;6e,1le;2e,5 bir  yiirlime,

le,2eq3ezde,5es6e, bir yol ve le;2e43es4e,5e;56e,1 bir kapali yoldur.

2.2.9. Tanim

Herhangi iki noktasi arasinda bir yol bulunan grafa baglantili graf denir [8].

G
Sekil 2.4. Baglantili graf

Sekil 2.4 ile verilen G grafinda herhangi iki noktasi arasinda bir yol bulundugundan G
grafi baglantili graftir.

2.2.10. Tanim

Her bir noktas: aym dereceye sahip olan grafa regiiler graf denir. Ozel olarak her bir

noktasiin derecesi r olan grafa r-dereceli regiiler graf denir [17].
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G4 G, Gs
Sekil 2.5. Regiiler graf

Sekil 2.5 ile verilen G; ve G, graflarina ait her bir noktanin derecesi 2 oldugundan G; ve
G, graflar1 2-dereceli regiiler graf, G5 grafina ait her bir noktanin derecesi 3 oldugundan G5

grafi 3-dereceli regiiler graftir.
2.2.11. Tanim

Her bir noktas: graftaki diger tiim noktalarla komsu olan basit grafa tam graf denir ve n

noktal1 bir tam graf K,, ile gosterilir [17].

Gl GZ
Sekil 2.6. Tam graf

Sekil 2.6 ile verilen G4, G, ve G5 graflarinda her bir nokta graftaki diger tiim noktalarla

komsu oldugundan tam graftir ve G;=K,, G,= K3, G3;= K, olarak gosterilir.
2.2.12. Tanim
Grafin noktalar kiimesi, her bir noktas1 ayn1 kiimedeki diger noktalar ile komsu olmayacak

sekilde U ve W gibi iki ayrik kiimeye boliinebiliyorsa grafa iki pargali graf denir.
UNnW=@ ve UUW= V olmak iizere G=( U, W, E ) seklinde gosterilir [8].
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Sekil 2.7. iki pargal1 graf

Sekil 2.7 ile verilen G grafi ayrik nokta kiimeleri U ve W olan iki pargal1 bir graftir.

2.2.13. Tanim

G=(U, W, E) iki parcal1 graf olmak {izere U kiimesine ait her bir noktanin derecesi d; ve
W kiimesine ait her bir noktanin derecesid, ise bu grafa iki parcali yar1 regiiler graf denir.
ve (dy, d, )-yari regiiler seklinde gosterilir. Ozel olarak d,=d, ise grafa iki par¢al regiiler
graf denir.

Sekil 2.7 ile verilen G grafi ( 3,2 ) yari regiiler graftir.

Iki pargali tam graflarda |U|=m, |W|=n olmak iizere K,, ,, seklinde gosterilir.

Sekil 2.7 ile verilen G grafi K3 , iki pargali tam grafidir.

2.2.14. Tanim

n noktal1 iki pargal1 K; ,,_; tam grafina yildiz graf denir [17].

G
Sekil 2.8. Yildiz graf
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Sekil 2.8 ile verilen G grafi K; 5 yildiz grafidir.

2.2.15. Tanim

Herhangi iki kdsesi yalniz bir yol ile bagl yonsiiz graflara aga¢ denir [17].

Sekil 2.9. Agag Graf

Sekil 2.9 ile verilen G grafinin herhangi iki kosesini baglayan tek bir yol oldugundan G
grafi agac graftir.

2.2.16. Tanim

Herhangi iki kenar1 birbirini kesmeyecek sekilde cizilebilen graflara planar graf denir [17].

AN

Gy
Sekil 2.10. Planar graf
Sekil 2.10 ile verilen G; grafi kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde ¢izilebildiginden

planar graf, G, grafi kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde ¢izilemediginden planar

olmayan graftir.
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2.3. Graf ile Tlgili Bazi Matrisler
2.3.1. Tanim

G, n noktalr bir graf olsun.G nin komsuluk matrisi A(G)= (a;;)nxn ile gosterilir ve

elemanlari

a--—{l , I~jise
Y0 , aksidurumlarda

seklinde tanimlanir.
Komsuluk matrisi simetriktir yani her i ve j i¢in a;; = a;; dir. Komsuluk matrisi reel,
simetrik bir matris oldugundan tiim 6zdegerleri reeldir. Komsuluk matrisinin mutlak

degerce en biiylik 6zdegerine grafin spektral yaricapi denir.

Graf ilmek igermiyorsa komsuluk matrisinin esas kosegen elemanlar1 daima O dir. Eger

ilmek iceriyorsa ilgili stitunun kdsegen elemani 1 e esittir.

Basit graflarin komsuluk matrisinin her bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami o satir

ve siituna karsilik gelen noktanin derecesini verir.

A komsuluk matrisi olmak iizere A™ matrisinin (i, j ). eleman1 v; noktasindan v; noktasina

m uzunlugundaki yollarin sayisina esittir.

G grafi vq,v,,...,1, noktalarina sahip ve A matrisi G grafinin komsuluk matrisi olsun. B

matrisi
B=A+A%+A3+.. +A"1
olarak tanimlansin. Eger B matrisinin esas kosegeni iizerinde 0 elemani yoksa G grafi

baglantili graftir. Bu sonug¢ bir grafin baglantililiginin kontrol edilmesinde komsuluk

matrisinin kullanilabilecegini belirtir [3].
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Ornek

G
Sekil 2.11.Basit, baglantili graf

Sekil 2.11 ile verilen G grafi i¢in komsuluk matrisi,

AG) =

= O
o O O B+
O O -
O b O -

dir.Ayrica d;= 3, d,= 1, d3= 2, d,= 2 dir. Her i, j i¢in a;; =aj; oldugundan A(G)

simetriktir.
G basit graf oldugundan esas kosegen tlizerindeki elemanlar O dir.
l.satir ve 1. slitun elemanlar1 toplam1 3 olup d;’e, 2.satir ve 1. siitun elemanlar1 toplami 3

olup d,’e, 3.satir ve 3. siitun elemanlar1 toplam1 2 olup ds’e, 4.satir ve 4. siitun elemanlari

toplami 2 olup d,’e esittir.

N =)
S S =
N B R e

olup bu matrisin (i,j). eleman1 i noktasindan j noktasina olan 2 uzunlugundaki yollarin
sayistm verir. Ornegin (3,2). eleman 1’ e esittir. Yani, 3 noktasindan 2 noktasma 2
uzunlugundaki yollarin sayis1 1 dir. Gergekten 3 noktasindan 2 noktasina 2 uzunlugundaki

tek yol 312 dir.
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A(G) matrisinin 6zdegerleri ;= 2,17, 1,= 0,3111, A;=-1, 1,= -1,4811 olup A(G) matrisi

reel ve simetrik oldugundan 6zdegerleri reeldir. Ayrica [A1;| = 2,17 degeri G grafinin
spektral yaricapidir.
2 3 4 4
4= 3 011
4 1 2 3
4 1 3 2
olup B matrisi
5 4 6 6
4 1 2 2
B=A+A*+ A=
2 2 45
6 2 5 4

dir. B matrisinin esas kdsegen elemanlar1 0’dan farkli oldugundan G grafi baglantilidir.

2.3.2. Tanim

G , n noktali bir graf olsun. G ye ait her bir noktanin derecesinin olusturdugu kosegen

matrise G nin derece matrisi denir ve D(G) =kos(d;, d,, ds, ..., d,) ile gosterilir [3].

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin derece matrisi,

D(G)= dir.

O O O Ww
O N O O
N O O O

o O+ O

2.3.3. Tanim

G , n noktal bir graf olsun. G nin Laplacian matrisi L(G) = (I;j)nxn ile gosterilir ve

elemanlari
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d; ; i =jise
lij ={-1 ; l""] ise
0 ; aksidurumlarda

seklinde tamimlanir. py, yy ..., 4, 6zdegerleri i¢in 0= p; < p, < - < p, esitsizligi vardir
ve u, Ozdegerine, en biiyilk Laplacian 6zdeger denir. Ayrica bu matrisin her bir satir ve
stitunundaki elemanlarin toplami O dir. Laplacian matrisi i¢in

L(G) = D(G) — A(G) (2.7)

esitligi vardir [3].

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin Laplacian matrisi

3 -1 -1 -1
-1 1 0 O
L(G)=
-1 0 2 -1
-1 0 -1 2
dir.
2.3.4. Tanim

G, n noktal1 bir graf olsun. G nin isaretsiz Laplacian matrisi Q(G)=(qij)1’l><n ile gosterilir

ve elemanlari

d; ; i =jise
qij =11 ; l"’] ise
0 ; aksidurumlarda

seklinde tanimlanir. Isaretsiz Laplacian matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim
ozdegerleri reeldir. Bu matrisin q; q,, ..., q, Ozdegerleri i¢in q; = ¢q, = ...= q,
esitsizligi vardir ve q; 6zdegerine, en biiyiik isaretsiz Laplacian 6zdeger denir. Ayrica

isaretsiz Laplacian mtarisi i¢in

Q(G)=D(G) + A(G) (2.8)
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esitligi vardir [3].

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin isaretsiz Laplacian matrisi,

Q)=

R P Pow
O O R
R N O
N PO

dir.
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3. YARDIMCI TEOREMLER

Bu béliimde graflarin komsuluk matrisinin 6zdegerleri igin literatiirde var olan tist sinirlari

verecegiz.
3.1. Teorem

G, m kenar ve n noktadan olusan basit ve baglantili graf olsun. G grafinin A,(G) spektral

yarigapi
MGB)<V2m—-n+1 (3.2)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu ancak ve ancak G, K; ,,_; yildiz1 veya K,, tam grafina

izomorf oldugunda saglanir [18].

3.2. Teorem

G, m kenarli bir graf olmak tizere G grafinin A,(G) spektral yarigapt m= ('lzc)olmak lizere

21(G) £k-1 (3.2)
esitsizligini saglar [4].
3.3. Teorem

G, basit ve planar grafinin kenar sayis1t m ve nokta sayis1t n>3 olsun. G grafinin spektral

yarigapi A, (G)

,(G) <VBn—11 (3.3)

esitsizligini saglar [18].
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3.4. Teorem
G, n noktal1 basit bir graf olsun. G grafinin spektral yarigap1 4, (G)
moA%(6) =n-1 (3.4)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu ancak ve ancak G grafi K; ,,_; yildizina veya K, tam

grafi oldugunda gergeklesir [18].
3.5. Teorem

G, e kenarl1 bir graf olsun. G grafinin spektral yaricapr 4,(G)

11(G) <5 (-1 +VI1+8e) (3.5)

esitsizligini saglar. Esitlik durumu ancak ve ancak e = (k) olmak iizere G grafi K tam

2
grafi ve izole noktalarin ayrik bilesimi oldugunda gerceklesir [15].

3.6. Teorem

G, basit ve baglantili grafinda m kenar sayisi, n nokta sayisi, A maksimum derece, §

minimum derece sayisi olsun. G grafinin spektral yarigapt 4,(G)

§—1+/(5+1)2+4(2m—8n)
2

M(G) <

(3.6)

esitsizligini saglar. Esitlik durumu ancak ve ancak G nin regiiler graf veya her bir

noktasinin derecesi § veya n-1 olan graf olmasi durumunda gergeklesir [14].

3.7. Teorem

n noktal1 G basit grafi i¢in dereceler d; = d, = ... = d,, olsun. G grafinin spektral yarigap:

A1(G) herbir1 <i <nigin
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di—1+/(d;+1)2+4(i-1)(d1—d;)
2

M(G) <

(3.7)

esitsizligini saglar. Ayrica i=1 ise esitlik durumu ancak ve ancak G grafi regiiler graf iken

gerceklesir. Eger 2 < i <n ise esitlik durumu ancak ve ancak G regiiler graf veya

di=d,==di_;=n—-—1ve d;=d;;; =+ =d, =6 olan graf iken gerceklesir
[14].
3.8. Teorem

G, basit ve baglantili grafinda dereceler A=d; >d, > -->d, =3 esitsizligini

saglasin.G grafinin spektral yarigap1 4, (G)

min {di—1+J(di+1)2+4(i—1)(d1—di)} (3.8)

M=y cicn 2

esitsizligini saglar [14].

3.9. Teorem

G, planar grafinin nokta sayist n > 3 olsun. G grafinin spektral yarigapi 1,(G)
L (G) <4+ 3(n—3) (3.9)
esitsizligini saglar [5].

3.10. Teorem

G, n noktali, baglantili bir graf olsun. G grafinin spektral yarigap1 1,(G)

MG) <A (Ky)=n-1 (3.10)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu G grafinin ancak ve ancak K, tam grafi olmasi

durumunda gerceklesir [6].
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3.11. Teorem

G, n noktal1 bir agag olsun. G grafinin spektral yarigap1 4, (G)
ML(G) = M(Kjpq)= Vn—1 (3.11)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu ancak ve ancak G grafinin K;,_; yildiz1 olmasi

durumunda gergeklesir [6].
3.12. Teorem

G baglantili grafinin spektral yarigapt 1, (G)
M4 (G)<max{/did;:1<i,j<n, vv € E} (3.12)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu ancak ve ancak G grafinin regiiler veya iki pargali yar1

regiiler graf olmasi durumunda gergeklesir [1].
3.13. Teorem

G, izole nokta icermeyen bir graf ise G grafinin spektral yarigapt 1,(G), m; , i noktasina

komsu olan noktalarin derecelerinin ortalamasi olmak tizere

M(G) <max{m;: v; €V} (3.13)
esitsizligini saglar [10].

3.14. Teorem

G herhangi bir graf, m;, i noktasina komsu olan noktalarin derecelerinin ortalamasi olmak

tizere G grafinin spektral yarigap1 4, (G)

A (G) <max{dm,;: v, €V} (3.14)
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esitsizligini saglar [10].

3.15. Teorem

G, basit baglantili bir graf olsun. m;, i noktasina komsu olan noktalarin derecelerinin

ortalamasi olmak tlizere G grafinin spektral yarigapi 1, (G)

1(G) < max{,/mym;+ 1<1i,j<n, v €E} (3.15)

esitsizligini saglar. Ayrica esitlik durumu ancak ve ancak G grafinin tim noktalar
ortalama dereceye esit dereceye sahip veya aymi kiimelerdeki noktalar ayni ortalama

dereceye sahip iki parcali bir graf oldugunda gergeklesir [7].
3.16. Teorem

G, n noktali, e kenarli, basit, baglantili bir graf olsun. G grafindaki noktalarin maksimum

derecesi d;, minimum derecesi d,, olsun. G grafinin spektral yarigap1 1, (G)

L(G) < J2e — (n—1)d, + (d, — 1)d, (3.16)

esitsizligini saglar ve esitlik durumu ancak ve ancak G grafi regiiler graf veya yildiz graf

oldugunda gerceklesir [7].
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4. 2-KOMSULUKLU GRAFLAR ICIN KOMSULUK MATRISI
Bu béliimde 2- komsuluk tanimini yaparak bu tanima bagli olarak 2-komsuluklu komsuluk

matrisi tamimlayacagiz. Ayrica tanimladigimiz 2-komsuluklu graflarda komsuluk

matrisinin en biiyiik 6zdegeri i¢in bir Uist sinir elde edecegiz.
4.1. Tanim

Bir grafin i ve j noktalar1 arasinda 2 uzunlugunda bir yol varsa i ve j noktalarina 2-

komsudur denir ve i ~, j ile gosterilir.

Ornek

3 4

G
Sekil 4.1. G grafi

Sekil 4.1 ile verilen G grafinda 1 noktasinin 3 ve 4 noktasina 2 uzunlugunda bir yol
oldugundan yani aralarinda 2 kenar oldugundan 1 ~, 3 ve 1 ~, 4 yazilir. 2 noktasinin 3 ve
4 noktalariyla aralarinda 2 kenar oldugundan 2 ~, 3 ve 2 ~, 3 yazilir. 3 noktasinin 1,2 ve

4 noktalartyla arasinda 2 kenar bulundugundan 3 ~, 1, 3 ~, 2,3 ~, 4 yazilir.
4.2. Tanim

Bir grafin herhangi bir i noktasinin 2-komsuluklarinin sayisina i noktasinin 2-inci

derecesi denir ve d;? ile gosterilir.
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Ornek

G
Sekil 4.2. G grafi

Sekil 4.2 ile verilen G grafi i¢in d7% = 2,d5?% = 3, d3?% = 4, d;? = 3 diir.
2-komsuluk kavramini daha da genellestirerek k-komsuluk kavramini asagidaki gibi

tanimlayabiliriz.
4.3. Tanim

Bir grafin i ve j noktalar1 arasinda k uzunlugunda bir yol bulunuyorsa i ve j noktalarina

k-komsudur denir ve i ~; j ile gosterilir.
4.4. Tanim

Bir grafin herhangi bir i noktasinin k-komsuluklarinin sayisina i noktasmnin k-inci

derecesi denir ve d; ¥ ile gosterilir.
Ornek

Sekil 4.2 ile verilen G grafinda 1 noktasindan 4 noktasina 3 uzunlugunda bir yol
oldugundan 1 ~5 4, 1 noktasindan 5 noktasina 4 uzunlugunda bir yol oldugundan 1 ~, 5
yazilir ve 1 noktasiyla aralarinda 3 kenar olan noktalar 2, 3, 4 ve 5 noktalar1 oldugundan

d;® = 4 olarak gosterilir.
4.5. Tanim

G, n noktali bir graf olsun. G nin 2-komsuluklu komsuluk matrisi A~2(G) = (a[jz)nm

gosterilir ve elemanlari
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( a'j'Z — {1 ; l~2]
Y 0 ; aksidurumlarda
seklinde tanimlanir.
2-komsuluklu komsuluk matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim &zdegerleri

reeldir. Bu matrisin 172,152, ..., 452 6zdegerleri igin 172 > 252 > -+ > A;;? esitsizligi

vardir. Burada 172 6zdegerine, en biiyiikk dzdeger ve i = 1,2,...,n olmak iizere |A7?

degerine de spektral yarigap denir.

4.6. Tanim

G, n noktal bir graf olsun. G ye ait her bir noktanin 2-komsuluklu derecesinin olusturdugu
kosegen matrise G nin 2-komsuluklu derece matrisi denir ve
D~2(G) = kés(d7?,d5?, ..., dy?) ile gosterilir.

4.7. Tanim

G, n noktali bir graf olsun. G nin 2-komsuluklu Laplacian matrisi L™?(G) = (lsz)an ile

gosterilir ve elemanlari

di* i=j
() =9-1 ; i~2]
0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

2-komsuluklu Laplacian matrisi reel, simetrik bir matris oldugundan tiim o6zdegerleri
reeldir. Bu matrisin  u;2,u52, ..., u5%  ozdegerleri igin 0 = pu;? < - < p5? < pi?

esitsizligi vardir ve uj?

0zdegerine, en biiyiikk 2- komsuluklu Laplacian 6zdeger denir.
Ayrica bu matrisin her bir satir ve siitunundaki elemanlarin toplami O dir. 2- komsuluklu

Laplacian matrisi i¢in

L2(G) =D%(G) — A%(6) (4.1)
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esitligi vardir.

Ornek

Sekil 4.2’deki basit, baglantili G grafi i¢in sirasiyla 2-komsuluklu komsuluk matrisi ve 2-

komsuluklu Laplacian matrisi,

0]

A™2(G) =
0
0]

O R P O O
e = =)
=
O O R - B

Ozdegerleri AIZ = 2,93, /1;2 = 0,61, /1§2 = —0,46, /112 =—-1,47, /1§2 = —1,61 olup
A~?(G) matrisinin spektral yaricap1 172 = 2,93 dir.

(2 0 -1 -1 0]
0 3 -1 -1 -1
L2G)=|-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 -1 3 0
0 -1 -1 0 2

olup 6zdegerleri u;? =5 ,u5%2 =441, u32 =3, u;? = 1,58, us? = —0,44.10*> olup

L matrisinin spektral yarigap1 u;% = 5 dir.

4.1. Teorem

G, basit ve baglantili bir graf olmak iizere G nin 2-komsuluk grafinin spektral yaricap:

M(G) <max{/r; : 1<ij <n, i~y } (4.2)
esitsizligini saglar. Burada P; = Zizgk dk olmak tlizere r; = Zizgk Pk dir.

;™2 ;™2
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fspat

_ i~k 9k

—~ olmak ftizere P matrisi
i

G, basit ve baglantili bir graf olsun. P;

P=kos (P, P, ,...,P,) olarak tanimlansin. X = (xq, %5, ...,x,)T , P"1A™~2 P matrisinin
A17? (G) Ozdegerine karsilik gelen 6zvektori olsun. Hatta 6zbilesenlerden biri 1’e esit
olsun ve diger 6zbilesenlerde 1’¢ esit veya 1°den kiiglik olsunlar. Yani x; = 1

ve Vk, 0<k<1,6x,<1.

x; = max{x, : i~,k}olsun. Simdi P~*A~2 P nin (i, j). elemani
P; .

{P_; ; l~2]
0 ; aksidurumlarda

olacaktir. X vektorii 1, 2(G) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor oldugundan
{(P71A2P}X = A,"*(G) X (4.3)
elde edilir.

Es.4.3 deki i. satir i¢in

MHG)x = TPk i~y k)

173(G) x; < 1ix;

1 72(G) £ rix; (4.4)

Es.4.3 deki j. satir igin

1L 72G).x; = T {Pk’fk :

Pj
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1,7%(G).x; < Z’;j’k X

L73G) < 1 (4.5)
esitsizlikleri elde edilir. Es.4.4 ve Es. 4.5 ten yararlanarak;

L7H6)? <7y

472(6) <max{\[rr; + 1<ij <n, i~,j}

esitsizligi elde edilir.

Ornek
2 3
1 4

Sekil 4.3. Basit, baglantili graf

Sekil 4.3 ile verilen grafin 2-komsuluk grafinin komsuluk matrisi ve spektral yarigapi

A7%(6)

0011
0011
Am@) =1, 1 ¢ 1
1110

ozdegerleri 172 = 2,56, 152 =0, /'1'3“2 = —1, A;? = —1,56 olarak hesaplanir. G nin 2-
komsuluk grafinin spektral yarigap1 4, 2(G) = 2,56 dir.
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14 25

7 - 14 25 .
Pl = 3,P2 = 3,P3 = ,P4_ =§ Oldugundan T‘l 2?, 1’2 2?, 7‘3 =7,T‘4 =7d|r Teorem

Wl

4.1 ile elde edilen tist sinir 2—75 dir.

Ornek

Sekil 4.4. Agag graf

Sekil 4.4 ile verilen G agacinin 2-komguluk grafinin komsuluk matrisi ve spektral yarigapi

A 7%(6)

00110
00001
A2(G)=11 0 0 1 0
10100
0100 0

ozdegerleri 172 = 2,432 = 1,432 = —1, 132 = —1 A3? = —1 olarak hesaplanir. G nin 2-

komguluk grafinin spektral yarigap1 4, %(G) = 2 dir.

P1:2,P2:1,P3:2,P4:2,P5:1 ve T1=2,T2=1,T‘3=2, T‘4=2,

rs = 1 oldugundan Teorem 4.1 ile elde edilen iist sinir 2 dir.

Ornek

Sekil 4.5. Yildiz graf
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Sekil 4.5 ile verilen verilen G agacinin 2-komsuluk grafinin komsuluk matrisi ve spektral
yarigapl A, 2(G)

A~2(G) =

O O O O o
P P P O O
e = =)
P O P P O
O Kk Kk O

ozdegerleri 172 =3, 152 =0, 132 = —1, ;%2 = —1, A:? = —1 olarak hesaplanir. G nin

2-komsuluk grafinin spektral yarigapt A; 2(G) = 3 dir.

P1:0,P2:3,P3:3,P4:3,P5:3 ve T1=0,T‘2=3,7‘3=3, T'4=3,

15 = 3 oldugundan Teorem 4.1 ile elde edilen iist sinir 3 diir.

Ornek
1 2
4 3

Sekil 4.6. Tam graf

Sekil 4.6 ile verilen K, tam grafinin verilen 2-komsuluk grafinin komsuluk matrisi ve

spektral yarigap1 A, 2(G)

0111
1011
AZ@) = o1
1110

ozdegerleri A7%2 =3, A3%2=-1, 132 = -1, 1;% = —1 olarak hesaplanir. G nin 2-

komsuluk grafinin spektral yarigap1 4, 2(G) = 3 dir.
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P1:3,P2:3,P3:3,P4:3 ve T'1:3, T'2=3, T'3:3, T'4_:301dugundan Teorem

4.1 ile elde edilen ust sinir 3 dir.

Ornek

G
Sekil 4.7. Regiiler graf

Sekil 4.7 ile verilen G regiiler grafinin 2-komsuluk grafinin komsuluk matrisi ve spektral

yarigap1 A4, 2(G)

A™2(G) =

o O O - +— O
o O O O Bk
o O O O B+ Bk
= B, O O O O
R O O O O
P kO O O

ozdegerleri  A72=2, 132=2, 232=-1, 1;°=—-1 A*=-1,132=-1 olarak

hesaplanir. G nin 2-komsuluk grafinin spektral yaricap1 4, %(G) = 2 dir.

P1:2,P2:2, P3:2,P4:2,P5:2,P6:2 Oldugundan T'1:2, 7”222, 7”322,

1, = 2, 15 = 2 dir. Teorem 4.1 ile elde edilen iist sinir 2 dir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada 2-komsuluk tanimi yapilarak bu tanima bagh olarak 2-komsuluklu komsuluk
Matrisi tanimlanmistir. Ayrica 2-komsuluklu en biiyiik komsuluk matrisi 6zdegeri i¢in bir
iist sinir elde edilmistir. Bu sinir dogrultusunda ispati yapilmaksizin asagidaki sonuca

ulasilmustir.

5.1. Teorem

G, basit ve baglantil1 bir graf olmak iizere G nin k-komsuluk grafinin spektral yarigap:

M(@G) < max{w/rirj P 1<ij<n, i~j} (5.1)
i~pm dm i~emPm .
esitsizligini saglar. Burada P; = Rivy olmak tizere r; = 2 Z" dir

di~k i
5.1.Sonug

Ozel olarak k= 1 alindiginda Sonug 5.1, Teorem 3.15 ‘e ddniisecektir.

Bulunan sinir1 daha da iyilestirmek i¢in bu konuyla ilgili ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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