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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte sunulmustur.

Simgeler Aciklama

M, (f; z) Kompleks Durrmeyer operatorii
P,x(2) Bernstein taban elemani

- Noktasal yakinsama

B(x,y) Beta fonksiyonu

I'(x) Gamma fonksiyonu

£ f fonksiyonunun r-normu

viii



1. GIRIS

Yaklasim teorisinin dnemli problemlerinden biri keyfi bir fonksiyona daha basit, daha

kullanigh olan polinomlar ile bir yaklasim elde etmektir.

Bilindigi gibi [0,1] araligindaki siirekli her f fonksiyonu igin f(x) e [0,1] araliginda
diizgiin yakinsayan bir {P,(x)} polinom dizisinin varhigmi Weierstrass ispatlamistir [1,2].
Bu teoremi saglayan polinom dizilerinin 6zelliklerinin arastirilmasiyla lineer pozitif
operatorlerle yaklasim problemi ortaya ¢ikmustir. [3] de S. N. Bernstein [0, 1] araliginda

stirekli fonksiyonlara yaklagim i¢in

n

k) xk(1 —x)nk

Poie) = (

olmak uzere
. k
Bu(fin) = ) Pu@f (5] i 0sx=<1
k=0

toplamsal operatoriinii  tanimlayarak bu operatorler dizisinin [0,1] araliginda f
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ispatlamistir. Daha sonra Korovkin [1,3] de daha genel
durumda lineer pozitif operatorler dizisinin yaklasim problemini inceleyerek “Korovkin

Teoremi” olarak bilinen teoremi ispatlamistir.

[0,1] araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklagsmak i¢in reel degiskenli

standart Bernstein-Durrmeyer operatorleri

D) = (DY Po@) [ Pas @ 00 ()
k=0 0

olarak tanimlandi ve bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelendi [1]. Daha sonra Es. 1.1

operatdrlerinin bir modifikasyonu olan Bernstein-Durrmeyer tip operatorler
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n 1
MalFi) =1 ) Pas@) [ FOPao1 2 (O + F(O)Pro) (12)
k=1 0

tanimland1 ve yaklasim Ozellikleri incelendi [4]. Daha sonra da incelemeler reel sayilar
uzayindan kompleks sayilar uzayina genisletildi.

D, ={z€C: |z] <1} ve D, cG olacak bicimde G c C agik kiimesi iizerinde
tanimhi f : G — C analitik fonksiyonu varsa bu durumda S. N. Bernstein, kompleks
Bernstein operatérlerinin D; da f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ispatladi [5]. Bu
tezde Es. 1.2 operatérlerinin bir genislemesi olan ve [6] de verilen kompleks Bernstein-

Durrmeyer

n 1
MalFi2) =1 )" Pas@ [ FOPwria (e + FO)Pro(2)
k=1 0

operatdrlerin yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz. Biz bu operatorleri kisaca kompleks
Durrmeyer tip operatorler olarak isimlendirecegiz. Standart kompleks Durrmeyer
operatorler ve kompleks Durrmeyer operatorlerin yaklasim 6zellikleri S. G. Gal tarafindan

[7] ve [8] da verilmistir.

Bu tez ilk boliimii giris boliimii olmak iizere toplam dért boliimden olusmustur. Ikinci
boliimde temel kavramlar, bunlara iliskin baz1 6rnekler ve bazi teoremler verilmistir.
Ugiincii boliimde kompleks Durrmeyer tip operatorlerin yaklasim ozellikleri ile ilgili
lemmalar, bu operatdrlerin VVoronovskaja ve Esanli tip yaklasim o6zellikleri ile ilgili

teoremler incelenmistir. Dordiincii boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde analitik fonksiyon, lineer pozitif operatdr, beta fonksiyonu, gamma
fonksiyonu tanimlari, yaklagim teorisinin onemli teoremleri ve kompleks analizin bazi

teoremleri verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operator

2.1.1. Tanim [1,9]

X ve Y normlu iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinmis herhangi bir f fonksiyonuna
Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L kuralina X den Y ye bir
operatdr denir.

f € X,g €Y ve x, g nin tanim kiimesine ait olmak tizere L : X — Y operatorii

L(f;x) = L(fH(x) = g(x)

ya da daha agik bigimde; t, f ninve x de g nin tanim kiimesine ait olmak {izere
L(f(t);x) = g(x)

seklinde gosterilir.

2.1.2. Tanim [1,9]

L: X — Y bir operatdr olsun. Eger L operatorii her f;, f, € X ve her a, f € Rigin;
L(afi + Bf2;x) = aL(fi;x) + BL(f;;x) kosulunu sagliyor ise, L operatoriine lineer

operatdr denir.

2.1.3. Tanim [9,10]

L:X = Y bir operatér ve f € X olsun. Eger f >0 iken L(f) = 0 gergekleniyorsa L
operatoriine pozitif operatdor denir. Lineerlik ve pozitiflik kosullarini saglayan L

operatoriine, lineer pozitif operatdr denir.
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2.2. Beta Fonksiyonu, Gamma Fonksiyonu
2.2.1. Tanim [11]

n,m € N\ {0} ve t € [0,1] aralig1 olmak {izere beta fonksiyonu
1
p(n,m) = f t" (1 - )™ de, (2.1
0
Gamma fonksiyonu

[oe]

r(n) = f t"le~tdt (2.2)

0
bigiminde tanimlanir. Ayrica,
rm)=m-1)! (2.3)
Ve

rn)r

B(n,m) = % (2.4)
dir.

2.3. Yaklasim Teorisinin Onemli Teoremleri
2.3.1. Teorem(Weierstrass) [1,11,12]

f,[a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve € > 0 yeterince kiiciik bir sayr olmak iizere
oyle bir P(x) cebirsel polinomu bulunabilir ki her x € [a,b] i¢in [P(x) — f(x)| < €

esitsizligi saglanir.
2.3.2. Teorem (Korovkin) [1,9,10]

Her n € N igin ve [a, b] € [c, d] olmak tizere L,: C[a, b] = C|c, d] seklinde tanimli (L,,)
lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Her bir i = 0,1,2 icin f;(t) = t' olmak iizere
rlli_I)TOIOHLn(ﬂ) — fillcapy = 0;i=0,1,2

kosullar1 gercekleniyorsa, bu durumda her f € C[a, b] fonksiyonu i¢in

My e0l|Ln (f) = fllcap) = 0 dir.



2.4. Analitik Fonksiyon

2.4.1. Tanim [11,13]

Bir f(z) fonksiyonunun hem z, da hemde z, m bir komsulugunda bulunan her z

noktasinda tiirevi varsa bu durumda f ye z, da analitik fonksiyondur denir.

Ornek 2.4.1

f(z) = z? fonksiyonu kompleks diizlemin tamaminda analitiktir. Gergekten; keyfi bir z,

i¢in,

. f(2) = f(20) _zP—z° . (2= 20)(z + zp)
lim——— == lim —— = lim =
Z—>Zy Z — ZO Z—Z 7Z — ZO Z—Zg zZ — ZO

27,

olup z, keyfi oldugundan V z € C igin f'(z) mevcuttur.

Ornek 2.4.2

f(2) =§ fonksiyonu z = 0 noktasinda analitik degildir. Ciinkii; fonksiyon z =10

noktasinda tanimli olmadigindan bu noktada siireksizdir. Dolayisiyla bu noktada

tiirevlenemez. Yani; f '(0) mevcut degildir.
2.4.2. Teorem (Taylor) [11,12]

f, D bolgesinde analitik bir fonksiyon, z, € D ve Dy = {z € C: |z — zy| < R} kiimesi D

bolgesinde kapsanan bir bolge olsun. O halde, her z € Dg noktasi igin

serisi Dg kiimesinde f fonksiyonuna yakinsar. Bu serinin yakinsaklik yaricapi R ye esit

veya R den kiicliktiir. Buna gore,



o)

()
=Y 2 ey e -nl <R

n=0
yazilir.

Bu teoremden asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.
2.4.3. Sonug [11,12]

D,C dizleminde bir bolge ve f fonksiyonu D bolgesinde f:D c C— C seklinde
tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonunun D bélgesinde analitik olmasi igin gerek ve
yeter kosul her bir z, € D noktasi i¢in sabit bir R sayis1 alindiginda D (z,, R) dairesinde f
fonksiyonunun yakinsak bir kuvvet serisi ile temsil edilebildigi, D bdlgesi tarafindan

kapsanan bir D(zy, R) = {z : |z — zy| < R} agik dairesinin bulunmasidir.
2.5. Kompleks Analizde Yardimci Teoremler
2.5.1. Teorem(Vitali) [11,12,14]

(,C de bir bolge ve F c Q, Q da en az bir yigilma noktasina sahip bir kiime olsun.
(fidnen » Q0 da analitik olan fonksiyonlarmn dizisini géstersin. (f,) fonksiyonlar dizisi Q da
sinirli ve her z € F igin (f,(z)) yakinsak ise bu durumda (f;,), Q nin her kompakt alt
kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

Bu calismada Q =Dy ={z € C: |z| <R,R > 1} ve bunun Kompakt alt kiimeleri de
D, ={z€C: |z| <71 <r <R} olarak kullanilacaktir. F ise Dy de bir dogru pargasi

olarak alinacaktir.
2.5.2. Teorem (Bernstein Esitsizligi) [5]

P,(z) = ¥?_, arz® n. dereceden kompleks katsayili polinomlar olmak iizere |z| < r
diskinde || B, ||, = max{|P,(2)| : |z| < r} olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

i) Her |z| < 1i¢in |B,’ (2)] < nllByll,

n
ii)r > O0ise her |z| < ricin |B,'(2)| < " 1P,



2.5.3. Teorem (Maksimum Modiil) [11,12]

B smirh bir bolge olsun. f, B de analitik ve B da siirekli ise |f|,dB deki bir noktada

maksimum degerini alir.
2.5.4. Teorem (Cauchy Tiirev Formiilii) [11,12,14]

r > 0 olmak iizere f : D, — C fonksiyonu D, de analitik ve D, da siirekli olsun. T,

|z| < r nin sinirt olmak tizere her p € {0,1,2, ... } igin

f)
f®(z) = sz(u Z)p+1

dir.
2.5.5. Teorem [14]

R > 1 icin D c C agik kiimesini alalim. Eger Dy iizerinde analitik fonksiyonlarin (f,)
dizisi f fonksiyonuna yakinsak ve Dy nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsak ise
her p dogal sayis1 i¢in (fn(p)), p. tiirev dizisi, Dz nin kompakt alt kiimelerinde f® ye
diizgiin yakinsaktir.

2.5.6. Teorem (Ozdeslik-Bir teklik) [14]

D, C de bir bolge olmak iizere f, g, D de birer analitik fonksiyon ve D nin iginde kalan bir

komsulukta veya bir yay tizerindeki her noktada f = g ise D nin tamaminda f = g dir.
2.5.7. Teorem [11,12]

i) D, C dizleminde bir bolge ve (f,,), D bolgesinde tanimli analitik fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. Eger (f,), D bolgesinde kapsanan kapali her dairede f fonksiyonuna diizgiin
olarak yakinsiyorsa f analitik bir fonksiyondur. Bundan baska, f," fonksiyonlar1 f’
fonksiyonuna D kiimesinde noktasal yakinsak ve D kiimesindeki her kapali dairede diizgiin
yakinsaktir.

ii) Eger n € N olmak iizere g, ler D kiimesinde analitik fonksiyon ve
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9@ = gu(
n=1

fonksiyonu D bolgesindeki her kapali dairede diizgiin yakinsiyorsa, g fonksiyonu D

bolgesinin tiimiinde analitiktir ve
9@ =) 9./
n=1

fonksiyonu D kiimesinde noktasal yakinsaktir. Ayni zamanda g'(z) fonksiyonu D

kiimesinde kapsanan kapali her dairede diizgiin yakinsak olur.
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3. KOMPLEKS DURRMEYER TiP OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERIi

3.1. Momentler, Yardimc1 Lemmalar ve M,,(f, z) nin Varhg

3.1.1. Tanim

f:G—-C analitik fonksiyon, G cC acik kime, z€C,neN\{0} ve
— n k _ n—k

Poi(@) = () 2(1 — 2)

olmak {izere kompleks Durrmeyer operatorii

n 1
MalFi2) =1 ) Pas@ [ FOPwria (e + F(O)Pro(2) (3.1)
k=1 0

olarak tanimlanir [6].

Momentler ve yakinsaklik orani i¢in asagidaki lemmalara ihtiyac vardir.

3.1.1. Lemma

Ppx(z) = (Z)Zk(l — z)" % olmak iizere z(1 — Z)Py 1 (2) = (k —nz)Pp (2)
dir.

fspat

2(1 = 2)P.,.(2) = z(1 — 2) % [(:) 241~ "]

= 2(1—2) (Z) [kz¥1(1 = 2" * + (n — k)(1 — 2)"*1(=1)z¥]
= 2(1-2) (Z) [kz""1(1 — 2)" % + (k — n)(1 — 2)"*~12]
- (Z) [kz*(1 — 2"+ 4 (k — n)(1 — 2)"kzk+1]

- (Z) [2K(1 = 2" k(1 - 2) + (k — n)z}]

= () [t = D" * e =)
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= (k — nz) (:) zF(1 — )"k
= (k - nZ)Pn,k(Z)

olup ispat tamamlanir.
3.1.2. Lemma

p E Nve e,(t) = t? olmak iizere
1

f tPPy_1-1(D)dt =

0

dir

n-—D!'(k+p—-1)!
(k—1D!'(n+p)!

fspat

Es. 2.1, Es. 2.3 ve Es. 2.4 den
1

1

n—1
ftan_l,k_l(t)dt = (k B 1) f thtP=1 (1 — )" kdt
0

0

=<n_1>ﬁ(k+p,n—k+1)

k-1
_(n-Dlk+p—-1)!
k=1D!'(n+p)!

elde edilir.

Asagidaki lemma indirgeme formiiliine iliskindir.
3.1.3. Lemma

z€C,p € N vee,(t) = tP olmak iizere
)M, (eg,2z) =1

(1-2)

) B 7 nz+p
it) p > 1igin My (ep+1,2) = n+p+1

Mulen2) + vl

M, (ep,z)

saglanir.

(3.2)
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fspat
i) ey(t) = 1 oldugundan
n 1
Mae0.2) =1 ) Pas@ [ Prcass (@t + Pog () (3:3)
k=1 0
olmak iizere Lemma 3.1.2 den p = 0 igin
1
1
fpn—1,k—1(t)dt =
0

esitligi Es. 3.3 de yazilirsa;

n n
1
My(eo,2) =1 ) Pop@= +Pao() = ) Par(2) =1
k=1 k=0

olup (i) saglanir.

ii) My, (e, z) = 1 ve My (ey, z) = 0 olup Es. 3.2 esitligi p = 0 igin saglanir.
p > 1 olsun.
Es. 3.1 denkleminde f(t) = e,(t) yazilirsa;

n 1
d
z(1 - Z)M,’l(ep,z) =2z(1- Z)E nz Ppr(2) f tPP,_1 k-1 (t)dt
k=1 0

n d 1
= Z(]- - Z)nZE Pn,k(Z) f tan—l,k—l(t)dt\‘
0

k=1

z ye gore sabit

n 1
=21 =D Y Pia@) [ Py (O
k=1 0

n

=1 21 =2 P [ P Pesa e (34)
0

k=1

olur. Lemma 3.1.1 deki z(1—2z)P,,(2) = (k—nz)P,x(z) esitligi Es. 3.4 de

kullanilirsa;
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z(1 - Z)M,’l(ep,z)

n 1
=) (k= n2)Pai(2) [ PPy (D
k=1 0
n 1
=) Pus@) [ e = n)PP s (e
k=1 0
n 1
=n ) Pup(2) | (k—1+1—nz)tPP,_;,_1(t)dt
kZl K Of 1k—1
n 1
- nz Poi(2) f (k=1 = (=D + (= Dt + 1= nzlt?Py_y 1 (O)dt
k=1 0
n 1
1) Pas@ [(0=1) = (= DY PPy ya (O
k=1 0
n 1
+ nz Pk (2) j(l —nz) tPP,_q -1 (t)dt
k=1 0

1) P |- DR e (35)
k=1 0

elde edilir. Lemma 3.1.1 e gore Es. 3.5 esitligi asagidaki gibi yeniden diizenlenirse;

n 1
20~ DMy (e2) =1 ) Pas(@ [ €0 = OPiyes e
k=1 0
n 1
+ (1 — nZ)nz Pn'k(Z) j tppn—l,k—l(t) dt
k=1 0
n 1
+ = Dn Y P [ PP @ de
k=1 0

n 1
=Y Pk [ 61— OOy s (O de
k=1 0

+ (1- nz)Mn(ep,z) + (n-— 1)Mn(ep+1,z)
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n 1
1) Pk @ [ T @ e
k=1 0

n 1
- nz Pn,k(Z)ftp+2P1'1—1,k—1(t) dt
k=1 0

+ (1- nz)Mn(ep,Z) + (n— 1)Mn(ep+1,z) (3.6)

elde edilir. Es. 3.6 da birinci ve ikinci toplam i¢indeki integralde kismi integrasyon

uygulanirsa;

tPHl=y  |Py_qoq(B)dt = dv P2 =y Py 1x_1(t)dt = dv
(p+DtPdt =du| p,_,, ()=v (p+2)tPde=du| p,_ () =v

olup

z(1 - Z)M,’L(ep,z)

n ) 1
= "z P,k (2) tp+1pn—1,k—1(t) ‘ - f(P + DtPPy_q -1 (B)dt
k=1 0 0

n 1 1
1Y P PP @ | [+ DOt
k=1 0 0
+ (1- nz)Mn(ep,z) + (n-— 1)Mn(ep+1,z)

n 1
— 1)) Pak2) [ PP (e
k=1 0

n 1
Fnp+2) Y Pus@ [ Pt
k=1 0

+ (1- nz)Mn(ep,z) + (n-— 1)Mn(ep+1,z)
=—(p+ 1)Mn(€p,Z) +(+ Z)Mn(ep+1fz)

+(1 - nz)Mn(ep,z) + (n-— 1)Mn(ep+1,z)

esitligi elde edilir. O halde;
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z(1—2)M}(ep,z) = —(p + DM, (ep, 2) + (p + 2)Mp(ep41,2)
+(1 - nz)Mn(ep,Z) + (n-— 1)Mn(ep+1,z)

=—(p+nz)My(e,z) + (n+p+ 1M,(eps1,2)
olup Mn(ep+1, Z) yalniz birakilirsa;

z(1-2) p +nz
Mn(eps1,2 )_mM (ep,2) + +p+1Mn(eprZ)

elde edilir.

3.1.4. Lemma

i) VneN vep € NU{0}igin M,(e,, 1) < 1dir.

i)vnpeN,zeCveVv=0igin

p-1
Ew =] [+
j=0

ve

A"F(O)—Z( 1)"( ) By Ce= )

olmak tzere

min{n,p}

M, (e, z) = n Z (:)A]pr(O)Zk

(n+p)!

esitligi saglanir ve V p, k i¢in A¥F,(0) > 0 dir,
fspat

i) Es. 2.1, Es. 2.3 ve Es. 2.4 den

n 1
-1
M, (e, z) = nz P, x(2) f (: B 1) th=1(1 — )" ktP at
k=1 0

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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1
n —_
Z Pnk(Z) f tp+k—1(1 _ t)n—k+1—1 dt
0

ni(:) K1 = )" k(: )B(p+kn—k+1)

k=1
N nl (n—1)! L T@+IT(—k+1)
—";(n_k)!k! (n—k)!(k—l)!zk( - Tn+p+1)
N n N\ k=D - k)
_kzzl((n—k)!k!) kzi(1=2) (n+p)!
B n! z L, pl(n—1)!
_<(n—1)!1!) z(1-2) (p +n)!

n! z L, @+ DI (n—2)!

+((n—2)!2!> 2z2(1-2) o +n)!

n! \? (p+n—1)0!

- n _ 0
+(0!n!) nzi(l-2) (p +n)!
olup
p=0vez=1i¢in

oty (O+n-Dl0l 1
Mn(eo'l)_<ﬁ>n1 O+l tnt
dir.
p=1ve z=1iin
n! \? n(p+n—1)!0!_ n

Mn(ep,1) = < !)nl (p + n)! _p+nS1

dir.

ii) Lemma3.1.2de {k(k + 1)(k +2)..(k+p—1)} yerine E,(k) gosterimi yazilirsa

7 (n—1)!
Of 7 Pyoses (Dt = s By (W) (3.11)

olur. Burada E,(k) = l'[p O(k +j) dir. Ayrica Vk >0 igin F,(k) ve onun herhangi

mertebeden farki pozitiftir ve dolayistyla V p, k icin A¥ F,(0) = 0 duir. Es. 3.11 den
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n 1
Mn(ep;z) = nz Pn,k(Z)ftan—l,k—l(t)dt
k=1

= — |
- nk(z) E + %l p(k)

k=

- Z Pak@)Fy (K)

(n+p)' {z Py (2)Ey (k) + Ppo(2)E,(0) — Pno(2)F,(0) }

. 0

k=0

- Z Puie(2)F (K)

n

!
T n P! () =20 (312)
k=0

yazilabilir. (1 — z)" % nin binom ac¢ilim1 Es. 3.12 de yerine yazilirsa;

zn: {2( . )(—1)1'21'}5,(1(,)
k=0

-1
0(

-2
)22,

-3
)22,
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1

RBES Y e

j=0

S Oy |

j=o

elde edilir. Es. 3.13 deki toplam seklindeki ifadeler terim terim agilirsa;

Mn(ep;z)
n!
:(n+pﬂ

[0

n—1

el (7 emew s (7 - (oo
s o () |

Q- )mo () mo- () me
rercr (e |

T O (P o ET N gy IR

Jerno |

(23

+(ni1)2”_1{ F,(n—1) —zF,(n-1) }

n
+( )" (Bm) | (3.14)
elde edilir. Es. 3.14 de z nin kuvvetlerinin ortak parantezine alinirsa;

My (ep; )
- :l-!p)! E {(711) F,(1)]
e { _ (Tll) (" | 1) Fy(1) + (’2‘) F,(2) }

w0050~ )50+ (so)
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=5 s+ Q) )s-6)(")re

+ (Z) F®)}

e () (o) pwr coms () 25)
+o () (0 i) BG+-+( " )B0n-D)]
s {com () (32 ) s+ cor () (2 7)Re)
w2 () () E@ (" ) EBe-D
+ (Z) Bm | (3.15)
elde edilir. Es. 3.15 deki ¢arpim durumundaki kombinasyonlu ifadelerin agik hali yazilirsa;
My (ep; 2)

=y [ (D B}

2 n! (n—1)! n
i {_ n=—D!'1 (n-2)! 1!Fp(1) + (2) Fp(Z)}

3 n! (n—1)! F (1 n! (n—2)! F (2
tz {(n—l)! T a?P gz momru?@
+(Z)Fp(3)}
. n! (n—1)! n! (n—2)!
Tz {_ -t -3 PO ooz oz PP

n! (n—3)! n
BCEDERC RS BT (4) Fp(4)}

+

n! (n—-1)! n! (n—-2)!

(n—1D!'1! 1! (n - 2)! B+ (1) (n—2)12! 11 (n - 3)!

4zn1 {(—1)71—2 E,(2)

n n! (n—23)! n
= (n—3)311 (n— 4)!FP(3) ot (n - 1) Fp(n = 1)}
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+2 {0m (D) B + 02 () B@ + -0 (3) BG)
n
n

tet (" )R@-0+ ()R ] (3.16)

elde edilir. Es. 3.16 da gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

Ma(eriz) = gy 2 () B0)

+ 72

{ (n—2)!
{

Fy(1) + (’21) F, (2)}

' "

n: n n
oz PO oy PO (3)Fp(3)}

! n!
TR Y FIF
n!
(n—4)13!

+24{- F,(2)

LG+ ()R (4)}

!
(n—2)!

(n—23)!2!

EM+ (D3

4771 {(—1)"—2 E,(2)

(n—4)!3!

+(=1)n* Fp(3)+---+(nr_ll) Fy(n — 1)}
20 {0m (D) B + 072 (5) B 2) + 1 (3) B (3)

o= (") R@-0+ ()R} ] (3.17)

elde edilir. Es 3.17 deki terimleri kombinasyon seklinde yazabilmek i¢in terimler gerekli

ifadelerle ¢arpilip boliiniirse;

My (ep; 2)
- :l-!p)! E {(Z) F,(1)

N 2{ n! 2!
U =2 2

W+ ()R (2)}
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n! 3! n! 3!
tz {(n— 3z P - 3 +( )Fp(3)}
nl 41 Al 4l
+Z4{_me(1)+ m—mazz @

n! 4!

(n—4)! 41 3! BB+ (Z) Fp(4)}

n—1 - 2 n! 2! 1 nn- 3 13! 2

tz {(_) =z P W+ V" e Em
14!

+(_1)n 4WF (3)+ +( )Fp(n—l)}

+2" {(-p)m (1) F,(1) + (—1)"2 (2) F,(2) + (—1)3 (Z) E,(3)
o " )B@-1+ (Z) B} | (3.18)

elde edilir. Es. 3.18 deki terimler diizenlenirse;

M, (e,; z)

- e [ () B}

+2{-(})2m+ () K@)}

+ 73 {(3)31«"(1) ( )3F(2)+( )F(s)}

+24 {- (4)4F(1)+( )6 F(2) - ( )4F(3)+( )Fp(4)}

+

+ zn1 {(—1)71—2 (Tzl) 2 F,(1) + (~1)"3 (;L) 3F,(2)
+0t ()aR@ + -+ (") B@-1)
+ 2 {0 () B+ 02 () R@) + (-0 () BG)
P (n " 1) Fy(n—1)+ (Z) R} (3.19)



elde edilir. Es. 3.19 da terimler ortak paranteze alinarak yazilirsa;

M (ep'z)

(n T p)l |z (111) E,(1) — F,(0)}
n

+272 {F,(2) — 2E,(1) + E,(0)}

S N

w

n

4

{F
){F (3) — 3F,(2) + 3F,(1) — F,(0)}
+z4 )

(
+23 (
(

{F,(4) — 4F,(3) + 6F,(2) — 4F,(1) + F,(0)}

41 (n " NED 2 - DR M

H(=1)-3 (n — 2)2(11 - 1) £
oyt (n— 3)(n3—! 2)(n—1) £ )
_(n— 1)(113—| 2)(n—3) By —4)
("_1)2(n_ )F( —3)—(n-1DEn-
+F,(n—1) + (-1 'E,(0)}

nn—1)
2

+z" (Z) {Fp (n) —nE,(n—1) +

nn—1)mn-2)
B 3

+(—1)"F,(0)}]

E,(n—2)

elde edilir. Es. 3.9 un acik hali

AKE,(0) =F, (k) — KF,(k — 1) + "("2— D) k(= D(k—2)

F,(k—2) - T
+ 4+ (=D*kE,(1) + (-1)*F,(0)
ve F,(0) =0 oldugundan Es. 3.20 esitligi

2)

Ey(n—3) + -+ (=1)"'nF,(1)

F,(k - 3)

21

(3.20)

(3.21)
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n!

(n +.p)! Z (Z) AYF,(0)z"

(., " )R (07

+ (n) ATF, (O)Z"]

n
n

k=0

olur. Ayrica Es. 3.8 den

E,(v) = p! (

Vek<ni(;in(

k:]ﬁﬁnAy%m)zgxn—4gm)=p(§)

k = 2igin A2F,(0) = F,(2) — 2F,(1) + £, (0)

:p!(p:;1>—2p!<

+1
)

n
k

p

’U’+p—1)

1 \p

=p!<5){p—1} )

p
p

)

p

) (n_l) " oldugu diisiiniliirse Es.3.21d
= oldugfu dusunulurse . 0. en
o) oldugu dis s

)

(3.22)
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k = 3 icin AEFP(O) = Fp(3) - 3Fp(2) + 3Fp(1) — F,(0)
P (MR (4
= p! — 3p! + 3p!
p( p P p P p
p+2(p+1) p+1<p) (p)
=pl— - 3pl—— + 3p!
P p P p P p

P CEROTDE) 2] )

" (g) {(p + 2)2(29 +1)

Q=)

—3(p+1)+3}

k = 4igin AYF,(0) = F,(4) — 4F,(3) + 6F,(2) — 4F,(1) + E,(0)

=p!<p;3)—4p!<p;2)+6p!(p;1)—4p!<z)
- (p) {(p +Ie+De+H ,P+DE+D
p 3.2.1 2.1

_  (\pP—6p*+11p—6
=p! (p) 3!
.M\ e-3)p-2){p-1)
= (p) 3! ’
k = 5igin A3F,(0) = F,(5) — 5E,(4) + 10F,(3) — 10F,(2) + 5F,(1) — F,(0)
o (p) P-HDP-3)p-2)(p—-1)
P, 41
olur. Benzer sekilde devam edilirse;
p--D)p-w@-2)..(p-D
(- 1)

+6(p+1)—4}

k = pigin ATE,(0) = p! (g)

_ (g) 1.2(;5191;! 1)

k= p+ 1icin AP7E,(0) = p! @ w-p)(p- (- 1))227 ~p-2)..0-1) _
k =p+2icin AY*?E,(0) = p! <z> P-@+D)e-PE-@-D)..-1) _ .

(p+ 1!
olupp < k <n; p,k,n € Nigin AYF,(0) = 0 oldugundan
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n

My (ep;z) = (n:—'p)'z (:) ACF,(0)Z¢
k=0

| min{n,p}
n. Z (n) k Kk
S AKE (0)z
1 14
(n+p)! o k

olur ki buda lemmanin ispatin1 tamamlar.
3.1.5. Lemma

0<x<1,j=123, ... k olmak tlizere

k k
1 —ij < 2(1 — ;)
1 j=1

j=
dir.

fspat

Tlimevarim metoduna gore

k=1 i¢in1—x; <1—x; dogrudur.

k=nicinl—xx,.x, <1—x;+1—x, +--+1—x, dogru olsun.

k=n+1icin 1 —xx; ..y Xp1 < 1—x;+1—x,++1—x,+1—2x,4q

esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.

1 —x1%p Xy Xpy1 = 1 — XqXp . Xy X1 + Xna1 — Xns1
=1—x,41 + x41(1 — x1X; ... x,), timevarim hipotezinden,
S1—xpp1+xpp1 (=2 +1—2,+4+1—-%x,) , 0<x,41 =<1
<l—-x+1—x++1—x,+1—x,44

olup ispat tamamlanir.

3.1.6. Lemma

r=>1olsun.Vp,n € NU {0} ve |z| < ri¢in |Mn(ep,z)| < rP dir.

fspat

Lemma 3.1.4 iin (4) sikkindan



n min{n,p}

M, (e, 1) = (nZ—'p)lz (Z) AYE,(0) = (ni—!p)! Z (Z) A¥E,(0) <1
k=0

k=0
olur. |z| <7,k <pver > 1olup r*¥ < rP oldugundan

n

!
Mu(en 2)| = | e 2. (i) BB 02

k=0

min{n,p}

- (n:l-!p)! D, () am s

min{n,p}

< O ()MBEO:!

min{n,p}

= (n Z!p)! Z (Z) MR ()

min{n,p}

S aor
k=0

min{n,p}

e fp)! > ()R

k=0

<rp

olur.

3.1.7. Lemma

25

(3.23)

f(2) = Xp=o cpzP Taylor katsayili bir seri olsun. 7 > 1, |z| < r ve p € Nicin e,(z) = z?P

olmak iizere My, (f,2) = Y=o cpMn(ep,z) dir.

fspat

fm(2) =¥Tociz/  olmak  iizere M, operatriinin lineerlik
m

My, (fm, 2) = z cjM, (ej, z) dir.
=0

o)

Ayrica f(z) = z cjzj olmak tizere lim||f,, — f|l, = 0 dir. Burada;
m-—0co
j=0

ozelliginden
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Il = max{|f(2)| : |z| <r} olarak tanimlidir. M,, nin lineerlik 6zelligi kullanilirsa;

|Mn(fm: Z) - Mn(f: Z)l
= |Mn(fin = f,2)|

n 1
1Y Puk@ [ G = DOPu1se1 @t + G = DOPro(@)
k=1 0

n 1
< 1fn(0) = FOIPao@] +1 ) |Paic(2)| f () = FOI| Pz 1 (B)]dE
k=1 0
= 1fn(0) = FO1 |(5) 2L = 2"+ ) [Pusc(2)] f fon () = FONPrcser (D] dE
k=1 0

n 1
— (@) = FOUT = 21" + 1 Y [P [ 1in(® = FONPrr2 (Ot
k=1 0

< 1fn(0) = FCOI |1 + I2I|"

n

1
+nz (Z) lz*[1 = z]"7* Of max{|f(t) = F(OB [Po-re-1(B)]dt

k=1

n

< maxlfm(® 1 <t>l}{ll 1"y (1) lA* |1+ 1l Of |Pacsiea (D) dt}

k=1

n

<lfn — fll, {(1 #rman ) (L) f Pacijes (t)dt}
0

k=1

= Cr,n “fm - f”r
OIUp |Mn(fm: Z) - Mn(f; Z)l < Cr,n ”fm - f”r (3-24)
olur. Burada Vv |z| < r i¢in

n 1

n

Crn=0Q+1)"+ nz (k) rE(+r)nk f Pp_q -1 (D)dt

k=1 0

dir.
lim||f;, — fll = 0 oldugundan lim M,(f,,,z) = M,(f,z) olur. O halde
m-oo m-—oo

oo

M,(f,z) = Z cpMn(ep,z) (3.25)

p=0
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elde edilir.

Asagidaki sonugta M, (f, z) operatorlerinin anlamli oldugu gosterilmistir.
3.1.1. Sonug

Dp ={z € C: |z| <R, R = 1} diskinde Taylor serisine ag¢ilan her bir f fonksiyonu i¢in
M, (f,z) € Cdir.

fspat

svez, 1<r<nr<Rign |s|<r, |z| <r olacak sekilde farkli iki kompleks say1

olsun. Bu durumda bu iki kompleks say1 i¢in

1 1 z Zz? zn1 n

z
=t S+—=+-+ +
s—z s s? 53 s (s—z)s"

esitligi yazilir. Bu esitligin her iki tarafi 2(_1:1) ile ¢arpilir ve her terimin |s| = r; tizerinden
integrali alinirsa

1 f(s)ds B = zP f(s)ds z" f(s)ds

2mi s—2z 2mi sPtl " 2mi (s — z)s™
[s|=71 p=0 Is|=r4 Is|=74

esitligi yazilir. Teorem 2.5.4 (Cauchy tiirev formiilii) den

n-1

X fP(0) z" f(s)ds
) _; p! Zp-l_Zni| 2 (s —2z)sm

elde edilir. Esitligin sagindaki ikinci terime
z" s)ds
- L = d,(2)
27 (s —z)sn
[s|=71

denilir ve her iki tarafin modiili alinirsa

f(p)(o)

n-1

@<y

p=0

P+ D, (2)]

esitsizligi yazilir.

el __ el ifll,

|s —z|ls|™ = (Is[ = IzDIs|* = (rn = )"

oldugundan
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@0 < 5

olup lim,,_4|P,(2)| = 0 dir.

e

il fllr, (r)”

®
O halde Lo [ 7 serisi yakinsakur.
Es. 3.25 esitligi ve Lemma 3.1.6 birlikte diistiniiliirse

f(0)
p!

co

INGOIEDY

p=0

rP

esitsizligi yazilir. Dolayisiyla da |z| < r de M, (f,z) € Cdir.
Simdi (M, (f)) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna yakinsama orani verilecektir.

3.1.1. Teorem

f, Dp ={z€C: |z| <R, R > 1} de analitik fonksiyon ve Taylor agilimi

f(2) = Xp=ocpzP olsun. Budurumda 1 <r < RiginV |z| < r ve

C.(f) = 22|cp|p2rp < oo olmak iizere

p=1
Ma(f2) - FD) = 2L
dir.
fspat
Es. 3.25 den

[0e]

Ma(£,2) = F@] = | ) cpMalen2) = ) cpep(2)
p=0

p=0

= i Cp (Mn(ep,z) - ep(z))

p=0

< ) oo [Ma(ep2) = ()|

p=0
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= Icol IMa (e, 2) = e ()| + ) |cp| [Ma(ep,2) = ()]
p=1
= |col [1—1| + Z|cp| |M,(e,,2) — e,(2)|
p=1

= > ool [Ma(ep2) = €| (3.26)
p=1

olur. Es. 3.26 dan (i) 1 < p < nve (ii) p > n olmak tizere iki durum elde ederiz.

(i) 1 < p < noldugu i¢in min{n, p} = p olup Lemma 3.1.4 den

Mn(ep, Z) —ey(2)

min{n,p}

(n :l-!p)! IZ: (:) AKE,(0)z* | — 2P
=0

14
((n Z!p)' Z( )AkF (0)z )—zp

p—1
NG Tp)' Z( ) AL, (0)z* e Z'p)!(Z)A’pr(o)zp_ 2P

p—1

(o S Danos o

elde edilir. Es. 3.27 deki ikinci terim diizenlenirse ;

p—1
2 ) 5O
k=0
(nZ—'pyZ( ) A¥E, (0) - o Z )|< )ApF ©) @<n)
min{n,p}
! !
_ (n:p)! ; (Z) ARE,(0) — (n:l_p)!(;l)A’pr(O) (3.28)

olup Es. 3.23 den Es. 3.28 esitligi
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p—1
|

(n :'p)u Z ()R =<1~ (n Z.p)! (Z) AiF(0)

olarak elde edilir. Bu durumda |z| < r,k < p ve r > 1 olmak tizere Es. 3.27 esitligi

|Mn(ep'z) - ep(Z)|

<12l [ () a2, 00 - 1] + p_l(Z)A’pr<0)|z|k
=" [t Tp)'( )8R -1+ :L-!p) :( ) A5, r*
=7 (nfp)'( RCOREE (n+p ZZ ) M5,
- (st S o]

nl nl
=" [(1 im0 (1 (o |
[
= 2P (1 - Z 5 (Z) Apr(0)>

olur.

Gergekten,;

|M,(e,,2) — e,(2)| < 2rP (1 e :L-!p)! (;l) pr;,(())) (3.29)

saglanir.
p = 0olsun. |M,(ey,z) —1| = |1 —1| =0 dir.

p =1 olsun.



nz
My (e1,2) 2] = | ——= 7|
=l (1)
=|Z|(1 1)
=r(1-759)
<2r(l_n+1)

dir. Es. 3.29 daki esitsizlikte p = 1 alinirsa

M,,(e,,2) — z| < 2r <1

olup saglanir.

p = 2 olsun.

|My(ez,2) — 2%| =

|

() aRO) =2

nn—1) 2n

2

(1_n:1)

< |z|?

mrDm+2)’ TmrDm+

olup
nn-—1)

n+Dn+2)

< |z|2{(1 —

—Z

27
2n

nn—1) ‘

n+1D)n+2)

|z|

nn—1) )

n+1)(n+2) (n+

3n+3 2n

2n
D(n+ 2)}

Tt Dm+2) i Dm+D) - m+Dm+2)

oldugundan

M (e, 2) = 22| < 1217 {(1 -

< 2r? (1 -

nn—1)
n+1D(n+ 2))

dir. Es. 3.29 daki esitsizlikte p = 2 alinirsa

|M,,(ey,z) — z%| < 2r? (1
(1
=2r? (1

olup saglanir.

|

(n :l- 2)!1\2 ( )A2F2(0)>
nn—1)

(n i(f)znli 2)) * (1 B

nn—1)

n+1)(n+2)

(n+1)(n+2) 2!

nn—1)
n+1D(n+ 2))

)

)

31
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p = 3 olsun.
nn—1)mn-2) 5 on(n —1)
“mrDmrn 3’ Thrhnr)m+3)”
6n
T Dmrm+3)
nn—1)(n—-2) ‘
n+1D(n+2)(n+3)
6n(n—1)
n+1)(Mn+2)(n+3)
6n
n+1D(m+2)(n+3)

1 nn—1)mn-2) 6n(n—1) + 6n
{( B n+1Dn+2)(n+ 3)> + n+1D(n+2)(n+ 3)}

|Mn(e3rz) _Z3| 2

Z3

<|z|®

+ |z|?

+|z|

<r3

_ (4 nn—1Dn-2) 6n?
=T {( _(n+1)(n+2)(n+3)>+(n+1)(n+2)(n+3)}
olup

nn—1Dn-2) In(n+1) - 6n?
B m+1D)n+2)(n+3) Mm+1Dm+2)n+3)" n+1n+2)(n+3)

oldugundan

nn—1)n-2) nn—1)mn-2)
IMn(e5,2) = 2| <77 {(1 Tt Dm+ DM 3)) (1 Tt Dm+ DMt 3))}

B nn—1)n-2)
=2 <1 T+ D+ 2D+ 3)>

dir. Es. 3.29 daki esitsizlikte p = 3 alinirsa

!
|Mn(e3; Z) - Zgl < 2r3 (1 — ﬁ(‘g) A§F3(0)>
1 n(n—1)(n—2)
=2r <1_(n+1)(n+2)(n+3) 31 3!>

B nn—1)(n-2)
=2r (1 T+ D+ 2t 3))

olup saglanir.

NOT 3.1.1 : ni(_l)i (’l’) (mn__‘I 1) _ (m;il; 1) dir [15].
i=0

Ayrica ;

Es. 3.22den ve (Z) = (n ﬁ k) oldugundan



AVE,(0) = Zp:(—l)f (59) E,(®—J)
j=0
4

_ Z(_l)j (?)p! (ZP _pj N 1)

J=0

j=0 J
= 2p—j—1
= e ()
- ] p
Jj=0
- 2 1
i (D p—J—
= ) (1), )
P - j/\p—j—1
Jj=0
olur. Not 3.1.1 den
2p—p—1
Aﬁ’Fp(O)zp!( p—1 )

= p'
olup A7F,(0) =p! dir. O halde;

n! n n! n
(n+p)! (p)“?FP(O) CESD] (p) !
n! n!
~(n+p)! (n—p)!
_(n—p+1)(n—p+2)...n
M+ 1DM+2)..(n+p)
]
. n+j
j=1
yazilabilir.

n+j—p

n+j

Lemma3.1.5de x; = ve k = p alinirsa ;

33



elde edilir. O halde; Es. 3.29 daki esitsizlik

R

e

j=1

|Mn(ep,z) ep(z)| < 2rP

-~

= 2rP

IA

[\®)

=
<

=|,.3N /\

olarak elde edilir.
ii) p > n = 1 olsun. Bu durumda (i) den
|Mn(ep'z) - ep(Z)l = |Mn(ep'z)| + |ep(Z)|

<rP 4P

= 2rP , —>1

elde edilir.
Boylece (i) ve (ii) den su sonuca varabiliriz :
V p,n € Nigin

2

|Mn(ep,z) — ep(z)| < er%

dir. Ayrica ;

IMa(£,2) = £ = ) [ep] [Malep2) = (D] = D [ey| [Ma(ep2) — ()]
p=0 p=1
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oldugunu daha 6nceden biliyoruz. O halde ;
20,
Ma(f,2) = FI <= ) |6y %17
p=1
dir. Buradan
() =2 Jeplp?r? <o
p=1

olmak lzere

¢-(f)

n

|Mn(f,2) = f(2)]| <
olarak yazilabilir.
Boylece (Mn(f)) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna sayisal bir yakinsama oranina

iligkin bir tist sinir bulmus olduk.

3.2. Voronovskaja Tip Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde Voronovskaja tip yakinsama orani elde edilecektir.
3.2.1. Teorem

f, D ={z€eC: |z| <R, R > 1} de analitik fonksiyon ve Taylor agilimi
f(2) = ¥ ockz®olsun. Budurumdavr € [1,R]veVn €N ,|z| < rigin

Bir =12 (2K° + 3K* + 3k + 1) + 7 (4k> + 121% + 14k + 6)

+(2k3+9k? + 13k +6) + 4(k —1)3(1 + 1) (3.30)
ve
Mo(F) = ) Icilk By < oo (331)
k=1

olmak tzere

21 =2f @ —2f @)| _ M ()

n - n?

My (f,2) — f(2) -

(3.32)

dir.



36

fspat

ep(2) =2 k=0,1,2,.. ve M, (e, z) = T (2) (3.33)
olmak tizere Es. 3.25 den

(o0} [0e]

Ma(f,2) = ) ceMa(en) = ) e in(@)

yazilabilir. Ayrica;

20— 2)f @) —2f (@) _ ) kzz ek (k= 1)7k—2 — g; cik 71

n
1w 1w 1w
- ;Z ek (k — 1)z1 — 1—12 ek (k — 1)z% — 1—12 ek 7
k=2 k=2 k=
1o 1o
— _ k-1 _ — 2 k-1
—ankk(k 1)z ankk z¥ 1z
k=1 k=1
1 (o]
== ) C [k(k — 1) — k?z]z*1 (3.34)
k=1

dir.
vz € C ve Vn € Nigin Es. 3.34 den

2(1 - 2)f (2) — 2f (2)

n

[ee] (00] 1 [ee]
= Z CrTn(2) — Z cpz® — HZ cx [k(k — 1) — k?z]z* 1
k=0

k=0 k=1

My (f,2) — f(2) -

[0e]

[oe) 1 [o0]
= [comon(2) + Z CkTrn(2) — o — Z czk — —Z i [k(k — 1) — k?z]zk1
= =1

n

[oe]

1
= |coM, (eo,z)—co+chnkn(z) —chzk—ﬁz cr [k(k — 1) — k?z]z*

k=1 k=1 k=1

[ee) o)

1 oo
= Z CrTyn (2) — Z cpzk — ;Z cp [k(k — 1) — k?z]zk1

k=1 k=1 k=1




- n
1) — B2,1,k-1
< Z | [k(k —1)—k“z]z

n
k

dir.Lemma3.1.1denVn € N,V z € Ci¢in k = 0,1,2, ... iken

T n(2) — ex(2) —

k=1
|
=1

z1—2) . nz+k

nt k1Ot e

Tk+1n (Z) =

olur. Eger

[k(k —1) - kzz] zk-1
n

Ty n(2) — ex(2) — = Exn(2)

denirse der[Ek'n(Z)] < k olur. O halde Es. 3.35 ve Es. 3.36 dan

[o¢]

< > Ictl [Ein(2)]
k=1

M0~ fiy - O D= )

esitsizligi yazilir. Ayrica Es. 3.35 de k yerine (k — 1) yazilirsa;

z(1-2) , nz+k—-1

Ty n(2) = Tk " k-1n(2) + —— T—11(2)

esitsizligi, Es. 3.36 dada k yerine (k— 1) yazilip z ye gore tiirev alinirsa;

X |G = 1)k = 2) = (k — 1)*2] 2+

Ex—1n(2) = Tp_1,(2) — 2"~ m

ve

E'voin(@) =n'y_10(2) — (k- 1)zk=2 — ”

esitlikleri elde edilir. Es. 3.36 da Es. 3.38 esitligi yerine yazilirsa;

(k=Dk=2? ,, (k=1

37

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Ek,n(Z)
[k(k — 1) — k?z]zk1
n

z(1-2) , nz+k—1 k(k—1) k2
= n+k T[k—l,n(z)+Wnk_1’n(Z)_Zk—Tzk 1+_Zk

= T (2) — ex(2) —

(3.41)

elde edilir. Es. 3.39 da my,_4 ,(2) ifadesi, Es. 3.40 da da 7T’k—1,n(Z) ifadesi yalniz birakilirak

bulunan esitlikler Es. 3.41 de yerlerine yazilirsa ;

Ek,n(Z)
_2(1-2)(, hep, K=DK=2)? 0 (k-1°
B e
nz+k—1 (k—1(k-2) (k — 1)?
k-1 k-2 _ >~ "7 k-1
B {Ek—l,n(z) +z + - z - z
gk —@zk'l +k_zzk
z(1-2) nz+k—1
= WE k—1,n(Z) +WER—1JL(Z)
1-— k—1)(k —2)? k—1)3
+Z—( 2) (k—1)zk2 +( ) ) zk3 N Gl zk2
n+k n n
nz+k-—1 Zk_1 + (k - 1)(k - 2) Zk_z _ (k — 1)2 Zk—1
n+k n n
k(k—1 k?
Lk %Zk—l + g (3.42)

elde edilir. Es. 3.42 de Ej,_1,(2) ve E’k—l,n(z) li terimlerin disinda kalan terimler parantez

iclerine dagitilirsa;

Ek,n(z)
z(1-2) , nz+k—1
= WE k-1n(2) + WEk—l,n(z)
1-— 1— k—1)(k — 2)?
MEOD e HAD DR
n+k n+k n

1-—- k—1)3 nz+k-—1 nz+k—-1k-1)(k—-2
=D k=D, nz o k-Dk-2) ,,

z
n+k n n+k n+k n
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nz+k—1k=12% . k=1, K
pr—— et zt—————1z +FZ (3.43)

elde edilir. Es. 3.43 deki 3. terimde payda esitlenip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Ek,n(Z)
1- +k-1
= Zgl n kZ) E'v_1n(2) + —nzn y Ey_11(2)
ntk—-1)_ , (k—1D(k-2)?%_ _ (k—1)3%
{n(n+k)[2k B e e R R R
n? . onk-1) ., nk-Dk-2) ,, (k=1%k-2)
et Thmint YTamrn  f "t k) -
n(k — 1) (k—1)3 , . nn+k m+kkk-1) ,
_ Zk — k=1 _ Sk _ k-1
nn+k) nn+k) nn+k) nn+k)
+ )k’
(r:l(n +)k) Zk} (3.44)
k=2
elde edilir. Es. 3.44 deki 3. terimde ———— ortak parantezine alinirsa;
nn+k)
Ek,n(z)
1- +k—-1
S 2 DN O FLLA Lt NNE
k-2
oy (k= Dlz = 2]+ (k= Dk =207~ (k= Dk = 2)%
—(k—1)3[z=2%] +n?2?+nk—1)z+nk —1)(k — 2)z
+(k—1)%(k—2)—n(k—1)?z> — (k—1)3z—nn + k)z*
—(n+ k(k — 1z + (n + )k’ 22}
1-—- +k-—-1
@+ @)
k-2
+ﬁ{22((k — 1) —n(k—1) +n? —n(k — 1)2 = n(n + k) + (n + k)k?)

+zin(k—1) —(k—1Dk-2)2-(k—-1)3+nk-1)
+nk — Dk —2) — (k— 13— (n + kkk — 1))
+Hk—Dk—2)2+ k—1D2k—2))} (3.45)

elde edilir. Es. 3.45 deki 3. Terimde ifadeler diizenlenip gerekli kisaltmalar yapilirsa;
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Ek,n(Z)
z(1-2) nz+k—1
= Trk Fen@ =g B (@)
k=2
+——{z%(k3 - 3k?* + 3k — 1 —nk + n+n? —nk? + 2nk — n — n?
n(n+ k)

—nk+nk2+k3>
+z(nk—n—k3®+5k*?—-8k+4—k3+3k?-3k+1+nk—n
+nk2—3nk+2n—k3+3k2—3k+1—k3—nk2+nk—k3+k2>

+(k3—5k2+8k—4+k3—4k2+5k—2)}

z(1-2) nz+k—1
=— 5% k-1n(2) + WEk—l,n(Z)
k-2
+——{22(2k® — 3k? + 3k — 1) + z(—4k3 + 12k? — 14k + 6)
nn+k)

+(2k° - 9k* + 13k — 6)}

elde edilir. Burada

Xin(2) = %{z2 (2% — 3% + 3k — 1) + z(—4k> + 12k% — 14k + 6)

+(2k* - 9k* + 13k — 6)}

denirse V k > 1 ve |z| < r i¢in

z(1—-2) nz+k—1

Eyn(2) = WE k-1n(2) + ——

Ev_11(2) + Xpn(2)

yazilir.

(3.46)

(3.47)

Vkn €N,|z|<r,r>1 igin my,(2) = M,(e 2z) oldugundan Teorem 3.1.1 in

ispatindaki
rPp?
My (ep,2) —e,(2)| < ZT

esitsizliginden

202k

| Tin(2) — ex(2)| <

(3.48)
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dir. Ayrica; Vk,n € N,k >1,|z| <r igin

z(1—2) nz+k—1
|Ek,n(Z)| = ntk E_1,(2) + n—_l_kEk—Ln(Z) + Xin(2)
|z[ (1 + |z]) nlzl+k—1

< Wl k-10(2)] + WlEk—l,n(Z)l + [ Xin (2]

r(l+r), , nr+k—1
STk |E"k—1n(2)] + —— |Ex-10(@)| + |Xicn(2)] (3.49)

) . rl+r) r(1+r) . 5
dir. kK > 1 oldugundan < yazilabilirve k > 1,r > 1 oldugundan

n+k
nr+k—1<nr+kr

n+k T n+k
r(1+r)

dolay1 da = r yazilabilir. Buna gore Es. 3.49 esitsizligi

|Ein(2)] < |E 1—10(@)| + | Ere1.0(D)]| + [ Xin(2)]

olur. Burada der[Ek_l,n(z)] < k — 1 dir.

Simdi k > 1igin |E’k_1ln(z)| nin tahmini bulunacaktir. Teorem 2.5.2 ve Es. 3.49 u
kullanirsak;

! k - 1
|Eko1n@)| < ——|Ei-1al,

k-1
<

[((k—1)(k—2)— (k— 1)231]ek—2
n

Tg—1n — €k—1 —

r

|(k — Deg—[(k —2) — (k = Dey]

n |

)

Ji-in = el +|

ex—2(k — D[k — 1) + (k — 1)e,]
n

=
k- 1{ 1)2k1+
I

k 1(2(k — 1)2 k=1 N rk=2(k — 1)? + r*2(k - 1)2r}
n

~1 {Z(k — 1)2pk-1 s rk=2(k — 1)2(1 + r)}

r n n
k—1)3
< u{Zrk‘1 + k=2 4k 1y
m
k—1)3
o {3rk-1 4 rk=23
m
4(k—1)3
< grk—l , r>1
rm
3
A=
- n

elde edilir. O halde ;
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— 1)37k
r(1+r) |E,k—1,n(Z)| < 4(k—1)°r*(1+71)

n 2
olup dolayisiyla da
r(1+7r),
|Exn(D)| < =——|E 1-1.2(D)| + T{Ei-1.2(D] + [Xin(@)]
4k — 1D3r*(1 + 1)
= ) + 7| Egc1n ()| + [Xin (2] (3.50)

olurvk>1,|z| <r,n€Nigin

Apr =72 (2K° + 3k + 3k + 1) + 7 (4K + 12k* + 14k + 6)
+(2k3 + 9k? + 13k + 6) (3.51)

olmak iizere Es. 3.47 den

k—2
|Xin(@)] < m{ﬂ (Zk3 +3k* + 3k + 1) +r (4k3 + 12k + 14k + 6)

+(2k° + 9k + 13k + 6)}

k-2

< {r2(2k® + 3k? + 3k + 1) + r(4k3 + 12k? + 14k + 6)

n2
+(2k° + 9K* + 13k + 6)

T'k

3

< A .
< 2 Akr (3.52)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla B, 3. dereceden bir polinom ve
Bir =4k —1)3(1 + 1) + 4y, (3.53)
olmak iizere Es. 3.50 esitsizligi

4k — D31+ 1)
|Ek,n(z)| < le + rlEk—l,n(Z)l + |Xk,n(Z)|

rk4a(k - 131 +7r) r*k
n2 +ﬁ for

< r|Ek_1,n(z)| +

k
=r|E_1a(@)| + % [4(k — 131 +7) + Ay ]
T'k
=7|E1n(@)] + — Bir (3.54)
olur. Fakat;
[0(0—1) —0%z]z71

Eon(2) = o5 (2) — €9(2) — " = M,(ep,2) —ey(z) =1—-1=0

oldugundan Es. 3.54 esitsizligi V z € C ve k = 1,2, ... i¢in gegerlidir. Ayrica;
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k
T
|Ek,n(z)| < T|Ek_1,n(z)| + ﬁBk,T

=1
|Ex—11(2)| < 7|Ex—2n(2)| + ?Bk—l,r

=2
|Ex—2(2)| < 7|Ex—3n(2)| + ?Bk—z,r

TZ
|E2,n(z)| < r|E1,n(Z)| + ﬁBZ,r

T
|E1,n(Z)| < r|E0,n(Z)| + ﬁBl,r

K
r
olup B;, ; i =1,2,...k larn katsayilari 3 olacak sekilde uygun katsayilarla

carpilip taraf tarafa toplanirsa Es. 3.54 esitsizligi

k
T
|Ek,n(z)| < F{Bk,r + Bk—l,r + Bk—Z,r + -t BZ,r + Bl,r} + rklEO,n(Z)l

k
r
= —3{Bir + Bi-1r + By + - + By + By
k

r
=z L,

j=1

k
T'k
S FBk,r 1
j=1

krk

=——8
nz k,r

olupvzeC,k = 1igin
krk

|Exn(2)| < FB"’T (3.55)

esitsizligi elde edilir. Es. 3.37 esitsizliginde Es. 3.55 esitsizligi yazilirsa;

2(1 - 2f (2) - 2f (2)
n

My (f,2) — f(2) -

1 o
§ k
Sﬁk_llcklkr Bk,r (356)

esitsizligi elde edilir.
f(2),lz| <7 de analitik oldugundan f(z) = Y, cz® bigiminde bir kuvvet serisiyle
ifade edilebilir. Yine f(z),|z| < r de analitik oldugu igin her mertebeden tiirevi vardir ve

bu seriler mutlak yakinsak olup her bir serinin mutlak degeri sonludur.
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[oe]

f@ =) lexlkrk—! < o

'@ =) lexlk(e =12 < o
k=2

(o0}

'@ =Y lewlk(k = 1)k — 2)r3 < oo
}; K

(o]

@ =) elk(k = 1)k = 2)(k = 3)r*~* < o0
k=4

oldugundan Es. 3.51 ve Es. 3.53 den
> lelkB,,
=1

= > lcplk{r®¥*2(2k3 + 3k? + 3k + 1) + r**1(4k3 + 12k? + 14k + 6)
k=1

+7*(2K° + 9K* + 13k + 6)}

+Z|ck|k4(k3 _3k2 43k — )k + Z|ck|k4(k3 _3k2 4 3k — 1)kt
k=1 k=1

- Zlckl (rK¥2(2k4 + 3K3 + 3K2 + k) + rE¥ 14k + 12k3 + 14k2 + 6k)
k=1
+7*(2k* + 9k° + 13k* + 61}

+Z|ck|4(k4 _ 3k 4 3k2 — k)rk + zlck|4(k4' _3k3 4 3k2 — k)rkt
k=1 k=1

elde edilir. Es. 3.57 deki 4. dereceden polinomlar

bigiminde yazilacak sekilde diizenlenirse;

[ee]
ZlcklkBk,rrk
k=1

(o]

(3.57)

- Z|ck|r'<+2 [2k(k — 1)(k — 2)(k — 3) + 15k (k — 1)(k — 2) + 26k (k — 1) + 9k]
k=1

+Z|ck|rk+1[4k(k ~ 1)k — 2)(k — 3) + 36k(k — 1) (k — 2) + 78k(k — 1) + 36K]
k=1
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+Z|ck|r"[2k(k 1) (k = 2)(k — 3) + 21k(k — 1)(k — 2) + 54k(k — 1) + 30k]
k=1

+Z|ck| R[4k (k — 1) (k — 2)(k — 3) + 12k (k — 1)(k — 2) + 4k(k — 1)]
k=1

+Z|ck|rk+1[4k(k ~ D) (k= 2)(k — 3) + 12k(k — 1)(k — 2) + 4k(k — D]
k=1

_ Z|ck|r’<+2 [2k(k — 1)(k — 2)(k — 3) + 15k(k — 1)(k — 2) + 26k(k — 1) + 9k]
k=1

+ ZICklrk“[Sk(k — 1) (k — 2)(k — 3) + 48k (k — 1) (k — 2) + 82k(k — 1) + 36k]
k=1

+Z|ck|rk[6k(k — 1)k — 2)(k — 3) + 33k(k — 1)(k — 2) + 58k(k — 1) + 30k]
k=1
= (2r® + 875 + 67%) Z e lrEk(k — 1) (k — 2) (k — 3)
k=4

+(1575 + 48r* + 33r3) Zlcklrk‘3k(k 1)k —2)
k=3

+(26r* + 8273 + 58r2) Zlcklrk_z k(k — 1)
k=2

+(9r3 + 36712 + 30r) Zlcklrk‘lk <
k=1

olup teoremde istenen elde edilir.

Simdi tam yakinsama oranini elde etmek icin bir de alt sinir belirlenecektir.
3.2.2. Teorem

R>1,f: D, > C fonksiyonu Dy de analitik ve Taylor acilimi f(z) = Yorocrz®
olsun. C.(f) sadece f ve r ye baglh olmak iizere eger der(f(z)) <0 degilse o zaman
Vr € [1,R) igin

C-()

n

”Mn(fr) - f”r =
dir.
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Vf € D,ven € N i¢in

M, (f,2) — f(2)
=[z(1 =2)f"(2) = 2f"(2) + Mn(f,2) — f(2) = (z(1 = 2)f " (2) — zf"(2))]

— 2l -0 @@ i (.0 - ro - LE2EEZTEON sy
dir. Ayrica

IF + Gl = [IIFll; = Gl = [IF Il — Gl (3.59)
oldugundan

1M (f,.) = flIr

M, (f,.) _f_6’1(1—€17)1f”—5’1f'

> e = enf” = erf'll, — ~n?
—n 1 1 1 T n

}] (3.60)

Hipotezi disiiniirsek f nin polinom derecesi Dp de sifir olamaz yani f Dy de sabit

biciminde yazilabilir.

polinom olamaz. Bundan dolay1 da || e1(1—ey) f” —ef ’ ” > 0 yazilabilir. Ciinkii;
T

lle;(1 —e)f" — e f'll, =0 olabilseydi V |z| < r i¢in z(1 —2)f"(z) —zf'(z) =0

olurdu. Yani; z[(1 —2z)f"(z) — f'(z)] =0dan V|z| <r ve z # 0 igin

(1-2)f (z2)— f (z) =0 buradan da V |z| < r ve z # 0 icin
A-2f @-f@=[a- z)f'(z)]’ =0 olurdu. O halde
(1—2)f (2) = C (sabit) dir.

' C
V|z| <rvez # 0 icin f(z)=m dir.

Fakat f, D, de ve r>1 de analitik oldugu i¢in C = 0 olmalidir. Aksi halde f’(z),
z =1 de diferensiyellenemez ki buda f'(z) nin analitik olmasi ile ¢elisir. O halde
f(z)=0 olup Vz€D, igin

f(2) = c(sabit) olur ki bu da hipotezle gelisir. O halde ||le;(1 —e)f"” — e, f'||,, > 0 dir.
Simdi; Es. 3.32 esitsizliginden dolay1
ei(l—e)f" —ef

n

n

My (f,.) = f - < M,(f)

r

yazilabilir.
M,(f) = z ckBy,r* < o0 oldugundan
=1
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er(1—e)f" —elf’

n

1{ ,
E n Mn(fl')_f_
dir. O halde

V e > 0i¢in I ny(f,r) € N 6yleki V n = ng igin

l{nz er(1—e)f —esf }<f
n n 2
T

dir. e = ||e1(1 —e)f - elf’”r > 0 segilirse

}SMr(f) o

n

M. (f,.)—f—

e (- eDf —eif

" ' 1
e —enf —eif ||T—5{n2 My(f,) = f - }
Zs—f
2
&
~2
1

= E lle;(1 —e))f" —esf'll,

olup ¥ > ng igin M, (f,.) = fll, = 3 [lex(1 —en)f —eif | dir.

M
mE (1.2, ceimo ~ Wigin MM, (1,)  Fll 2 25wy =m0 = £l > 0

dir. Aslinda eger ||M,(f,.) — fll, = 0 olsayd1 0 zaman V |z| < r igin M,,(f, 2z) = f(2)

olurdu ki buda sadece sabit f fonksiyonu i¢in gegerlidir. Bu ise hipotezle ¢elisir. Bundan

dolay1
Cr() = min (M1 (), M2 (), s Mo 1 (D5 e = e)f = eaf || }

olmak iizere ¥ 1 € N igin My (f,.) — fll, = &&

esitsizligi saglanir.
O halde Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.2.2 {in sonucu olarak sunu ifade edebiliriz :

Teorem 3.1.1 de yakinsama i¢in bir {ist sinir, Teorem 3.2.2 de ise yakinsama i¢in bir alt
sinir bulduk. Bu ise tam yakinsama oraninin % oldugunu gosterir. Boylece asagidaki

sonucu verebiliriz.
3.2.1. Sonug

R >1 ve f : Dg = C fonksiyonu Dy de analitik olsun. Eger der(f(z)) = 0 degilse o

zaman V r € [1,R) i¢in

1
IMn(f,.) = fllr~— ,mEN
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dir. Burada sabitler f ve r ye baghdir.

3.3. Esanh Tip Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda esanli yaklagimin tam yakinsama orani verilecektir.
3.3.1. Teroem

R>1ve f : Dy — C fonksiyonu Dy de analitik ve Taylor agilimi f(2z) = Yo, crz”
olsun. 1 < r <r; <R ve p € N\{0} sabitleri i¢in sabitler f,r, 7y, p ye bagh olmak lizere

eger der(f(z)) < p — 1 degilse 0 zaman

M@t -2 ~=
dir.

fspat

r1 yarigapl sifir merkezli bir I' egrisi alalim. Burada r{ >r > 1 dir. Tiirevler i¢in

Cauchy Integral formiiliinden |z| < r ve n € N icin

PLMW @)

21Tl __ \pt1
ﬂlr (u Z)

MP(f,2) - fP(2) =

elde edilir. Lemma 3.1.6 (ii) deki
C:(H

n

M, (f,z) — f(2)| < veV|z|<rveu€ ligingecerliolan|lu—z|>r;—7r

esitsizligi yardimiyla

P (UMD = fy

27 lu — z|p+1
T

IMPs,0 - P < du
r

I
< P
2 (ry — r)p+t

”Mn(f') - f”r du
/

p!
21 (ry —r)PH?
p!'r
= =y M) = £l

(ry —

_Mu()_pin
=T -

1My (f,.) = fll» 2mry
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elde edilir. Boylelikle (M,(lp)) fonksiyon dizisinin f®) fonksiyonuna yakinsamasi icin bir

iist sinir elde edildi. Es. 3.58 esitsizliginden Vu € I' ve n € N i¢in
MP(f,2) - [P @)

1
= [[z(1 = 2)f"(2) — zf'(2)]P

1 —wf W —uf W
L 7 (Ma0 - o - 2= O mu 00
+_ f

dul
n 2mi _ Pt
7 (u—12) JI
olur. Yakinsama i¢in bir de alt sinir elde etmek igin her iki tarafin ||. ||, normu alinirsa Es.

3.59 ve Es. 3.60 dan;
[ZEEyad |

1
> ~[llex1 - ef” = erf 1P,

” le (Mn(f,u) _ f(u) _ u(l _ u)f glu) — uf (u)> ” ]
I
I
|

1| p!
i | R du
21Tl __\pt+1
n mr (u—.)

(3.61)

r

elde edilir. Es. 3.61 esitsizliginin saginda bulunan ikinci terime Teorem 3.2.1 uygulanirsa

da

M(Mﬂﬁw-¢ao-M1—ngﬂ—ufW§

pl
Zni_[ (u—.)rtl
r

du

r

es(—e)f" —ef’

n

- p! 2mrn?
~ 2m(rp —r)Ptl

< Mrl(f)p! n
NGRS

Mn(f'-)_f_

r

> 0 di. Aslinda

r

- " ®
elde edilir. Fakat f tizerindeki hipotezden ”[el(l—el)f —elf'] P

aksini kabul edersek yani ; ||[e1(1 — el)f" — elf’](p)

= ( olsaydi

T

[z(1 = 2)f"(2) — zf'(2)]® = 0 olurdu. z(1 — 2)f"(2) — zf'(2) = z[(1 — 2)f'(2)]’ olmak
iizere F(z) = (1 — 2)f'(z) denirse V |z| < r igin [zF'(2)]®? = 0 olurdu.

[zF' (z)]’ =F(2) +zF (2)
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[zF'(z)]” =2F (2) + zF (2)

|2F (Z)]W =3F (2) + zFP(2)

[zF'(z)](p) = pFP(2) + zFP*V (2)

olmak tizere V |z| < r i¢in zZF®+D(2) + pF®(2) = 0 olurdu. G(z) = F®(z) denirse
V|z| <r igin zG'(2) + pG(z) = 0 dir. Burada f, |z| <r de analitik oldugu i¢in her
mertebeden tiirevli olup bu tiirevlerde bu bolgede analitiktir. O halde F ®(2) de |z| < r de
analitik olup G(z) fonksiyonuda bu boélgede analitiktir. Dolayisiyla G(z) = Yo, aiz”

bicimde ifade edilebilir. Bu durumda V |z| < r i¢in

zG'(z2) + pG(2) = z z ka,z** +p z a,z®
k=1 k=0

(00] (o]
= pa, + Z ka,z* + Z pa,z*
k=1 k=1

=0
olur. Polinomlarin esitliginden ay=0 ve a(p+k)=0 dan VkeEN igin
a, = 0 dir. O halde V |z| < r i¢in G(z) = 0 olup der[F(z)] < p — 1 dir. Bu ise hipotezle

> 0 olup Teorem 3.2.2 nin ispatindan

r

" )
celisir. Bu durumda ”[61(1 —e)f — elf’] P

istenen sonug elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Es. 3.1 de tanimlanan kompleks Durrmeyer Operatorlerinin yaklagim &zellikleri incelendi.
Sonug olarak, operatorlerin fonksiyona yakinsama orani1 ve Voronovskaja tip asimptotik
yaklasim orani sayisal bir tahminle elde edildi. Tam yakinsama orani esanli yaklasimda
sayisal tahminlerle verildi. Es. 3.1 de verilen operatorlerin farkli modifikasyonlari

tanimlanip benzer sonuglar elde edilebilir.
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