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KOMPAKT DİSKLERDE DURRMEYER TİP OPERATÖRLER İLE YAKLAŞIM 
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  GAZİ ÜNİVERSİTESİ  

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Mayıs 2014 

ÖZET 

Bu tezde Sorin G. GAL ve Vijay GUPTA  tarafından çalışılan kompakt disklerde 

kompleks Durrmeyer tip operatörler ile ilgili bazı yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

Ayrıca kompakt disklerde, kompleks  Durrmeyer operatörler ile analitik fonksiyonlara 

eşanlı yaklaşımın kesin derecesi elde edilmiştir. Daha sonra kompleks Durrmeyer 

operatörlerin düzgün yakınsaklığı kanıtlandı. Böylece kompleks Durrmeyer  operatörlerin 

yaklaşım özellikleri [0,1] aralığından kompleks düzlemin kompakt disklerine 

genişletilmiştir. 
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APPROXIMATION BY DURRMEYER-TYPE OPERATORS IN COMPACT DISKS 
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Mutlu BULUT 
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ABSTRACT 

In this thesis, we investigated some approximation properties of complex Durrmeyer-type 

operators in compact disks studied by Sorin G.GAL and Vijay GUPTA. Moreover, the 

exact order of  simultaneous approximation, attached to analytic functions in compact 

disks, is obtained. Afterwards, we put in evidence the overconvergence for complex 

Durrmeyer operators. Thus, approximation properties are extended from the real [0,1] 

inteval to compact disks in the complex plane. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte sunulmuştur. 

 

 Simgeler                 Açıklama 

 

                                                                      Kompleks Durrmeyer operatörü 

                               Bernstein taban elemanı 

          Noktasal yakınsama 
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                 Gamma fonksiyonu 

‖ ‖              f  fonksiyonunun r-normu 
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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisinin önemli problemlerinden biri keyfi bir fonksiyona daha basit, daha 

kullanışlı olan polinomlar ile bir yaklaşım elde etmektir. 

 

Bilindiği gibi [   ] aralığındaki sürekli her   fonksiyonu için      e [   ] aralığında 

düzgün yakınsayan bir {     }  polinom dizisinin varlığını Weierstrass ispatlamıştır [1,2]. 

Bu teoremi sağlayan polinom dizilerinin özelliklerinin araştırılmasıyla  lineer pozitif 

operatörlerle yaklaşım problemi ortaya çıkmıştır. [3] de S. N. Bernstein [   ] aralığında 

sürekli fonksiyonlara yaklaşım için 

 

        (
 

 
)            

 

olmak üzere 

 

        ∑        (
 

 
)            

 

   

 

 

toplamsal operatörünü tanımlayarak bu operatörler dizisinin [   ] aralığında   

fonksiyonuna düzgün yakınsadığını ispatlamıştır. Daha sonra Korovkin [1,3] de daha genel 

durumda lineer pozitif operatörler dizisinin yaklaşım problemini inceleyerek “Korovkin 

Teoremi” olarak bilinen teoremi ispatlamıştır.  

 

[   ] aralığında Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşmak için reel değişkenli 

standart Bernstein-Durrmeyer operatörleri  

 

             ∑       ∫             

 

 

 

   

                                                                        

 

olarak tanımlandı ve bu operatörlerin yaklaşım özellikleri incelendi [1]. Daha sonra Eş. 1.1 

operatörlerinin bir modifikasyonu olan Bernstein-Durrmeyer tip operatörler 
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         ∑       

 

   

∫                                                                            

 

 

 

tanımlandı ve yaklaşım özellikleri incelendi [4]. Daha sonra da incelemeler reel sayılar 

uzayından kompleks sayılar uzayına genişletildi. 

   {     | |   } ve       olacak biçimde        açık kümesi üzerinde 

tanımlı           analitik fonksiyonu varsa bu durumda S. N. Bernstein,  kompleks 

Bernstein operatörlerinin    da     fonksiyonuna düzgün yakınsadığını ispatladı [5]. Bu 

tezde Eş. 1.2 operatörlerinin bir genişlemesi olan ve [6] de verilen kompleks Bernstein-

Durrmeyer  

         ∑       

 

   

∫                                                                      

 

 

 

operatörlerin yaklaşım özelliklerini inceleyeceğiz. Biz bu operatörleri kısaca kompleks 

Durrmeyer tip operatörler olarak isimlendireceğiz. Standart kompleks Durrmeyer 

operatörler ve kompleks Durrmeyer operatörlerin yaklaşım özellikleri S. G. Gal tarafından 

[7] ve [8] da verilmiştir. 

 

Bu tez ilk bölümü giriş bölümü olmak üzere toplam dört bölümden oluşmuştur. İkinci 

bölümde temel kavramlar, bunlara ilişkin bazı örnekler ve bazı teoremler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde kompleks Durrmeyer tip operatörlerin yaklaşım özellikleri ile ilgili 

lemmalar, bu operatörlerin Voronovskaja ve Eşanlı tip yaklaşım özellikleri ile ilgili 

teoremler incelenmiştir. Dördüncü bölümde ise sonuç ve öneriler verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde analitik fonksiyon, lineer pozitif operatör, beta fonksiyonu, gamma 

fonksiyonu tanımları, yaklaşım teorisinin önemli teoremleri ve kompleks analizin bazı 

teoremleri verilecektir. 

 

2.1. Lineer Pozitif Operatör 

 

2.1.1. Tanım [1,9] 

 

  ve   normlu iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer   den alınmış herhangi bir   fonksiyonuna 

  de bir   fonksiyonu karşılık getiren bir   kuralı varsa bu   kuralına   den   ye bir 

operatör denir. 

        ve     nin tanım kümesine ait olmak üzere        operatörü 

                    

ya da daha açık biçimde;       nin ve    de     nin tanım kümesine ait olmak üzere 

                

şeklinde gösterilir. 

 

2.1.2. Tanım [1,9] 

 

      bir operatör olsun. Eğer   operatörü her          ve her       için;   

                                 koşulunu sağlıyor ise,   operatörüne lineer 

operatör denir.  

 

2.1.3. Tanım [9,10] 

 

      bir operatör ve     olsun. Eğer     iken        gerçekleniyorsa   

operatörüne pozitif operatör denir. Lineerlik ve pozitiflik koşullarını sağlayan   

operatörüne, lineer pozitif operatör denir.  
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2.2.  Beta Fonksiyonu, Gamma Fonksiyonu 

 

2.2.1. Tanım [11] 

 

       { } ve   [   ] aralığı olmak üzere beta fonksiyonu 

       ∫    

 

 

                                                                                                                

Gamma fonksiyonu 

     ∫                                                                                                                                   

 

 

 

biçiminde tanımlanır. Ayrıca, 

                                                                                                                                             

ve 

       
         

      
                                                                                                                        

     

 

2.3. Yaklaşım Teorisinin Önemli Teoremleri  

 

2.3.1. Teorem(Weierstrass) [       ]  

 

  [   ] aralığında sürekli bir fonksiyon ve     yeterince küçük bir sayı olmak üzere  

öyle  bir        cebirsel  polinomu  bulunabilir ki  her    [   ]  için |         |    

eşitsizliği sağlanır. 

 

2.3.2. Teorem (Korovkin) [      ]  

 

Her       için ve [   ]  [   ] olmak üzere     [   ]   [   ] şeklinde tanımlı      

lineer pozitif operatörler dizisi olsun. Her bir          için           olmak üzere 

   
   

‖         ‖ [   ]             

koşulları gerçekleniyorsa, bu durumda her    [   ] fonksiyonu için 

      ‖       ‖ [   ]     dır. 
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2.4. Analitik Fonksiyon 

 

2.4.1. Tanım [11,13] 

 

Bir      fonksiyonunun hem    da hemde    ın bir komşuluğunda bulunan her   

noktasında türevi varsa bu durumda   ye    da analitik fonksiyondur denir. 

 

Örnek 2.4.1  

 

        fonksiyonu kompleks düzlemin tamamında analitiktir. Gerçekten; keyfi bir    

için, 

 

   
    

          

    
    

    

     
 

    
    

    

            

    
     

 

olup     keyfi olduğundan        için       mevcuttur. 

 

Örnek 2.4.2  

 

     
 

 
 fonksiyonu      noktasında analitik değildir. Çünkü; fonksiyon      

noktasında tanımlı olmadığından bu noktada süreksizdir. Dolayısıyla bu noktada 

türevlenemez. Yani;        mevcut değildir. 

 

2.4.2. Teorem (Taylor) [     ]  

 

 ,     bölgesinde analitik bir fonksiyon,      ve    {     |    |   } kümesi   

bölgesinde kapsanan bir bölge olsun. O halde, her      noktası için 

∑
       

  
      

 

 

   

 

serisi    kümesinde   fonksiyonuna yakınsar. Bu serinin yakınsaklık yarıçapı   ye eşit 

veya   den küçüktür. Buna göre, 
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     ∑
       

  
      

 

 

   

  |    |    

yazılır. 

Bu teoremden aşağıdaki sonucu çıkarabiliriz. 

 

2.4.3. Sonuç [     ] 

 

     düzleminde bir bölge ve   fonksiyonu   bölgesinde         şeklinde 

tanımlansın. Bu durumda    fonksiyonunun   bölgesinde analitik olması için gerek ve 

yeter koşul her bir      noktası için sabit bir   sayısı alındığında         dairesinde   

fonksiyonunun yakınsak bir kuvvet serisi ile temsil edilebildiği,   bölgesi tarafından 

kapsanan bir         {   |    |   } açık dairesinin bulunmasıdır. 

 

2.5. Kompleks Analizde Yardımcı Teoremler 

 

2.5.1. Teorem(Vitali) [        ]  

 

      de bir bölge ve       da en az bir yığılma noktasına sahip bir küme olsun. 

            da analitik olan fonksiyonların dizisini göstersin.       fonksiyonlar dizisi   da 

sınırlı ve her     için         yakınsak ise bu durumda          nın her kompakt alt 

kümesinde düzgün yakınsaktır. 

Bu çalışmada      {     | |       } ve bunun kompakt alt kümeleri de 

  
̅̅ ̅  {     | |         } olarak kullanılacaktır.   ise    de bir doğru parçası 

olarak alınacaktır. 

 

2.5.2. Teorem (Bernstein Eşitsizliği) [ ]  

 

      ∑    
  

     n. dereceden kompleks katsayılı polinomlar olmak üzere | |     

diskinde ‖  ‖      {|     |   | |   } olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır: 

   Her | |    için |  
    |   ‖  ‖  

                | |         |  
    |  

 

 
‖  ‖   
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2.5.3. Teorem (Maksimum Modül) [     ]  

 

  sınırlı bir bölge olsun.     de analitik ve  ̅  da sürekli ise | |     deki bir noktada 

maksimum değerini alır. 

 

2.5.4. Teorem (Cauchy Türev Formülü) [        ]  

 

    olmak üzere      
̅̅ ̅      fonksiyonu    de analitik ve   

̅̅ ̅ da sürekli olsun.     

| |    nin sınırı olmak üzere her   {       } için 

        
  

   
∫

    

        
  

 

 

dir. 

 

2.5.5. Teorem [  ]  

 

     için       açık kümesini alalım. Eğer    üzerinde analitik fonksiyonların      

dizisi   fonksiyonuna yakınsak ve    nin her kompakt alt kümesinde düzgün yakınsak ise 

her    doğal sayısı için (  
   

),     türev dizisi,    nin kompakt alt kümelerinde      ye 

düzgün yakınsaktır. 

 

2.5.6. Teorem (Özdeşlik-Bir teklik) [  ]  

 

     de bir bölge olmak üzere       de birer analitik fonksiyon ve   nin içinde kalan bir 

komşulukta veya bir yay üzerindeki her noktada     ise   nin tamamında     dir. 

 

2.5.7. Teorem [     ] 

 

          düzleminde bir bölge ve        bölgesinde tanımlı analitik fonksiyonların bir 

dizisi olsun. Eğer        bölgesinde kapsanan kapalı her dairede   fonksiyonuna düzgün 

olarak yakınsıyorsa   analitik bir fonksiyondur. Bundan başka,    
 
  fonksiyonları    

fonksiyonuna   kümesinde noktasal yakınsak ve   kümesindeki her kapalı dairede düzgün 

yakınsaktır. 

    Eğer     olmak üzere    ler    kümesinde analitik fonksiyon ve 
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     ∑      

 

   

 

fonksiyonu   bölgesindeki her kapalı dairede düzgün yakınsıyorsa,   fonksiyonu   

bölgesinin tümünde analitiktir ve 

      ∑  
    

 

   

 

fonksiyonu   kümesinde noktasal yakınsaktır. Aynı zamanda       fonksiyonu   

kümesinde kapsanan kapalı her dairede düzgün yakınsak olur. 
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3. KOMPLEKS DURRMEYER TİP OPERATÖRLERİN YAKLAŞIM   

ÖZELLİKLERİ 

 

3.1. Momentler, Yardımcı Lemmalar ve         nin Varlığı  

 

3.1.1. Tanım  

 

       analitik fonksiyon,     açık küme,          { } ve  

        (
 

 
)            

olmak üzere kompleks Durrmeyer operatörü 

         ∑       

 

   

∫                                                                             

 

 

 

olarak tanımlanır [6].  

Momentler ve yakınsaklık oranı için aşağıdaki lemmalara ihtiyaç vardır. 

 

3.1.1. Lemma  

 

         ( 
 
)           olmak üzere            

                   

dir. 

 

İspat  

 

          
           

 

  
[(

 

 
)           ] 

       (
 

 
) [                                   ] 

       (
 

 
) [                               ] 

 (
 

 
) [                               ] 

 (
 

 
) [          {             }] 

 (
 

 
) [                ] 
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       (
 

 
)            

               

olup ispat tamamlanır.  

 

3.1.2. Lemma  

 

     ve           olmak üzere 

∫                
              

            
  

 

 

 

dir 

 

İspat   

 

Eş. 2.1, Eş. 2.3 ve Eş. 2.4 den 

∫                

 

 

(
   

   
)∫       

 

 

           

                                     (
   

   
)             

 
              

            
     

elde edilir. 

Aşağıdaki lemma indirgeme formülüne ilişkindir. 

 

3.1.3. Lemma  

 

            ve          olmak üzere 

              

               (      )  
      

     
  

 (    )  
    

     
  

   (    )                          

sağlanır. 
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İspat 

  

            olduğundan 

           ∑       ∫                  

 

 

 

   

                                                                  

olmak üzere Lemma 3.1.2 den     için 

∫              
 

 
   

 

 

 

eşitliği Eş. 3.3 de yazılırsa; 

           ∑       
 

 

 

   

          ∑       

 

   

   

olup     sağlanır. 

 

               ve   
          olup Eş. 3.2 eşitliği     için sağlanır.  

    olsun. 

Eş. 3.1 denkleminde             yazılırsa; 

        
 (    )        

 

  
( ∑       

 

   

∫                

 

 

) 

                                            ∑
 

  

(

 
 
       ∫                 

 

 ⏟            
               )

 
 

 

   

 

                                            ∑    
    ∫                 

 

 

 

   

 

                                      ∑      

 

   

    
    ∫                                       

 

 

                     

 

olur. Lemma 3.1.1 deki            
                    eşitliği Eş. 3.4 de 

kullanılırsa; 
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 (    ) 

  ∑             

 

   

∫                

 

 

 

  ∑       

 

   

∫                      

 

 

 

  ∑       

 

   

∫                          

 

 

 

  ∑       

 

   

∫[{            }             ]                

 

 

 

  ∑       ∫{            }

 

 

 

   

                

    ∑       ∫      

 

 

 

   

                

    ∑       ∫     

 

 

 

   

                                                                                                

 

elde edilir. Lemma 3.1.1 e göre Eş. 3.5 eşitliği aşağıdaki gibi yeniden düzenlenirse; 

 

        
 (    )   ∑       ∫               

 

 

 

 

   

     

                                                   ∑       ∫              

 

 

 

   

   

                                                  ∑       ∫                

 

 

 

   

   

                                       ∑       ∫                 
    

 

 

 

   

   

                                                    (    )             (      ) 
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  ∑       

 

   

∫             
    

 

 

   

       ∑       

 

   

∫             
    

 

 

   

              (    )             (      )                                                                        

 

elde edilir. Eş. 3.6 da birinci ve ikinci toplam içindeki integralde kısmi integrasyon 

uygulanırsa; 

 

(
      

            
|
        

         

             
)     (

      
              

|
        

         

             
) 

 

olup 

 

        
 (    ) 

  ∑       

 

   

{                

1

0

 ∫                    

 

 

   } 

  ∑       

 

   

{                

1

0

 ∫                      

 

 

   } 

           (    )             (      ) 

        ∑       ∫                

 

 

 

   

 

         ∑       ∫                    

 

 

 

   

 

           (    )             (      ) 

                                

         (    )             (      ) 

 

eşitliği elde edilir. O halde; 
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 (    )                                 

                                                   (    )             (      ) 

                                              (    )             (      ) 

 

olup   (      ) yalnız bırakılırsa; 

 

  (      )  
      

     
  

 (    )   
    

     
  (    )                                                    

 

elde edilir. 

 

3.1.4. Lemma 

 

            ve     { } için   (    )    dir. 

                 ve       için 

      ∏     

   

   

                                                                                                                             

ve 

  
       ∑     (

 

 
)

 

   

                                                                                                        

olmak üzere 

  (    )  
  

      
∑ (

 

 
)  

       
                                                                             

    {   }

   

 

eşitliği sağlanır ve         için    
         dır.   

 

İspat  

 

   Eş. 2.1, Eş. 2.3 ve Eş. 2.4 den 

  (    )   ∑       ∫(
   

   
)               
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  ∑       (
   

   
)∫                   

 

 

 

   

   

  ∑(
 

 
)           (

   

   
)                

 

   

 

  ∑  
         

                     
          

              

        
     

 

   

 

 ∑(
  

        
)
 

            
              

      

 

   

 

 (
  

        
)
 

          
        

      
 

    (
  

        
)
 

            
            

      
 

     

   (
  

    
)
 

          
          

      
 

olup 

    ve     için 

         (
  

    
)
 

    
          

      
   

 

 
             

dir. 

     ve      için 

  (    )  (
  

    
)
 

    
          

      
 

 

   
          

dir. 

 

    Lemma 3.1.2 de  {                     }  yerine       gösterimi yazılırsa 

 

∫                
      

      
                                                                                                 

 

 

 

 

olur. Burada       ∏         
    dır. Ayrıca       için       ve onun herhangi 

mertebeden farkı pozitiftir ve dolayısıyla       için   
         dır. Eş. 3.11 den 
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  (    )   ∑       

 

   

∫                         

 

 

 

                       ∑       

 

   

 
      

      
                                                                 

                     
  

      
 ∑                                                                             

 

   

 

                     
  

      
  {∑                                            

 

   

} 

                      
  

      
  {∑                           ⏞  

 

    

 

   

}                        

                      
  

      
∑                                                                                

 

   

 

                     
  

      
∑(

 

 
)

 

   

                                                                                    

 

yazılabilir.          nın binom açılımı  Eş. 3.12 de yerine yazılırsa; 

 

  (    )  
  

      
 ∑(

 

 
)   

 

   

{∑ (
   

 
)

   

   

       }      

                     
  

      
{(

 

 
)   ∑(

 

 
)             

 

   

                                             

                     (
 

 
)   ∑(

   

 
)             

   

   

 

                     (
 

 
)   ∑(

   

 
)             

   

   

 

                     (
 

 
)   ∑(

   

 
)             
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                      (
 

   
)     ∑(

 

 
)               

 

   

 

                     (
 

 
)   ∑(

 

 
)                 

 

   

}                                                                           

 

elde edilir. Eş. 3.13 deki toplam şeklindeki ifadeler terim terim açılırsa; 

  (    ) 

 
  

      
 [                                                       

                 (
 

 
)  {      (

   

 
)        (

   

 
)         (

   

 
)         

           (
   

   
)               } 

              (
 

 
)   {      (

   

 
)        (

   

 
)         (

   

 
)         

                                          (
   

   
)               }                            

                           (
 

 
)   {      (

   

 
)        (

   

 
)         (

   

 
)         

                            (
   

   
)               }                   

                            

                          (
 

   
)     {                    } 

                          (
 

 
)   {      }  ]                                                                                                   

 

elde edilir. Eş. 3.14 de     nin kuvvetlerinin ortak parantezine alınırsa; 

 

  (    ) 

 
  

      
 [  {(

 

 
)     } 

     {  (
 

 
) (

   

 
)      (

 

 
)       }                                         

   {(
 

 
) (

   

 
)       (

 

 
) (

   

 
)      (

 

 
)     }     
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                             { (
 

 
) (

   

 
)      (

 

 
) (

   

 
)      (

 

 
) (

   

 
)      

                                   (
 

 
)      }                                                                     

                            

                             

                               {       (
 

 
) (

   

   
)             (

 

 
) (

   

   
)      

                                                 (
 

 
) (

   

   
)        (

 

   
)       } 

                             {       (
 

 
) (

   

   
)             (

 

 
) (

   

   
)      

                                           (
 

 
) (

   

   
)        (

 

   
)         

                           (
 

 
)       }]                                                                                                           

 

elde edilir. Eş. 3.15 deki çarpım durumundaki kombinasyonlu ifadelerin açık hali yazılırsa; 

  (    )

 
  

      
 [  {(

 

 
)     }                                                                                                  

   { 
  

         
 
      

        
      (

 

 
)     } 

   {
  

         
 

      

         
      

  

         
 
      

        
      

           (
 

 
)     } 

   { 
  

        
 
      

        
        

  

        
 
      

        
      

          
  

        
 
      

        
       (

 

 
)     }                                                    

  

  

     {       
  

        
 
      

        
              

  

        
 
      

        
      

                
  

        

      

        
        (

 

   
)       } 
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   {       (
 

 
)              (

 

 
)              (

 

 
)       

              (
 

   
)        (

 

 
)     }  ]                                                                        

 

elde edilir. Eş. 3.16 da gerekli sadeleştirmeler yapılırsa; 

 

  (    )  
  

      
 [   {(

 

 
)      } 

                                       { 
  

      
       (

 

 
)     } 

                                       {
  

        
       

  

        
       (

 

 
)      } 

                                      { 
  

        
      

  

          
                               

                                                       
  

        
       (

 

 
)     } 

                                     

                                              

                                                 {       
  

      
             

  

        
       

                                                  
  

        
        (

 

   
)       } 

                                                     {       (
 

 
)             (

 

 
)             (

 

 
)      

                                                         (
 

   
)        (

 

 
)     }  ]                             

 

elde edilir. Eş 3.17 deki terimleri kombinasyon şeklinde yazabilmek için terimler gerekli 

ifadelerle çarpılıp bölünürse; 

 

 

  (    ) 

 
  

      
 [   {(

 

 
)     } 

                  { 
      

          
       (

 

 
)     } 
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     {
      

            
       

      

            
       (

 

 
)     }            

                          { 
     

           
      

     

            
              

   
      

            
       (

 

 
)     }                                

                        

                         

                            {       
    

        
             

    

          
       

                                              
    

          
        (

 

   
)       } 

                            {       (
 

 
)             (

 

 
)             (

 

 
)       

                                     (
 

   
)        (

 

 
)     }  ]                                                  

 

elde edilir. Eş. 3.18 deki terimler düzenlenirse; 

 

  (    ) 

 
  

      
 [   {(

 

 
)     } 

    { (
 

 
)        (

 

 
)     } 

    {(
 

 
)         (

 

 
)         (

 

 
)     } 

     { (
 

 
)        (

 

 
)        (

 

 
)         (

 

 
)     } 

  

  

      {       (
 

 
)               (

 

 
)         

                       (
 

 
)           (

 

   
)       } 

     {       (
 

 
)              (

 

 
)               (

 

 
)       

               (
 

   
)        (

 

 
)     }]                                                                         
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elde edilir. Eş. 3.19 da terimler ortak paranteze alınarak yazılırsa; 

 

  (    ) 

 
  

      
 [  (

 

 
) {           } 

                         (
 

 
) {                  } 

                         (
 

 
) {                         } 

                         (
 

 
) {                                } 

                        

                         

                           (
 

   
) {                  

                                                          
          

 
      

                                                    
               

  
                                         

                                                     
               

  
        

                                                   
          

 
                     

                                                                       } 

                         (
 

 
) {               

      

 
        

                                        
           

  
                         

                                                 }]                                                                                             

 

elde edilir. Eş. 3.9 un açık hali 

 

  
                      

      

 
        

           

  
        

                                                                                                                     

ve            olduğundan Eş. 3.20 eşitliği 
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  (    )  
  

      
[ (

 

 
)  

        
⏞          

  

 

                                          (
 

 
)   

       
  

                                          (
 

 
)   

       
  

                                          (
 

 
)   

       
  

                                          (
 

 
)   

       
  

                                           

                                            

                                          (
 

   
)  

         
    

                                          (
 

 
)   

       
 ] 

                    
  

      
∑(

 

 
)  

       
 

 

   

 

olur. Ayrıca Eş. 3.8 den 

 

         (
     

 
)                                                                                                                 

 

            (
 

 
)  (

   

 
)

 

   
                                 

 

            
                     (

 

 
)   

 

            
                          

                                        (
   

 
)     (

 

 
) 

                                        
   

 
(
 

 
)     (

 

 
) 

                                        (
 

 
) {   }                                                      
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                                        (
   

 
)     (

   

 
)     (

 

 
) 

                                        
   

 
(
   

 
)     

   

 
(
 

 
)     (

 

 
) 

                                        
     

 

     

 
(
 

 
)     

   

 
(
 

 
)     (

 

 
) 

                                        (
 

 
) {

          

 
         } 

                                        (
 

 
) {

          

  
}   

 

            
                                        

                                        (
   

 
)     (

   

 
)     (

   

 
)     (

 

 
) 

                                              (
 

 
) {

               

     
  

          

   
         } 

                                        (
 

 
)
            

  
 

                                        (
 

 
)
               

  
   

             
                                                 

                                         (
 

 
)
                    

  
 

olur. Benzer şekilde devam edilirse; 

            
         (

 

 
)
(       )(       )      

      
 

                                       (
 

 
)
         

      
 

 

             
   

        (
 

 
)
     (       )(       )      

  
   

 

              
   

        (
 

 
)
(       )     (       )      

      
   

olup                 için   
         olduğundan 
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  (    )  
  

      
∑(

 

 
)   

       
 

 

   

 

                     
  

      
∑ (

 

 
)  

       
 

   {   }

   

 

olur ki buda lemmanın ispatını tamamlar. 

 

3.1.5. Lemma  

 

                   olmak üzere 

  ∏   ∑(    )    

 

   

 

 

   

 

dir. 

 

İspat  

  

Tümevarım metoduna göre 

     için           doğrudur. 

     için                            doğru olsun. 

       için                                         

eşitsizliğinin doğru olduğunu gösterelim. 

                                        

                                                            , tümevarım hipotezinden, 

                                                                                            

                                                              

olup ispat tamamlanır. 

 

3.1.6. Lemma  

 

     olsun.         { } ve | |    için |  (    )|     dir. 

İspat  

 

Lemma 3.1.4  ün     şıkkından 
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  (    )  
  

      
∑(

 

 
)  

      

 

   

 
  

      
∑ (

 

 
)  

      

   {   }

   

                               

olur. | |        ve     olup       olduğundan 

|  (    )|   | 
  

      
∑(

 

 
)  

       
 

 

   

| 

 | 
  

      
∑ (

 

 
)  

       
 

    {   }

   

| 

  
  

      
∑ (

 

 
)  

      | |
 

    {   }

   

 

  
  

      
∑ (

 

 
)  

       
 

   {   }

   

 

   
  

      
∑ (

 

 
)  

       
 

   {   }

   

 

   
  

      
∑ (

 

 
)  

      

   {   }

   

 

    

olur. 

 

3.1.7. Lemma  

 

     ∑    
  

    Taylor katsayılı bir seri olsun.    , | |    ve                   

olmak üzere         ∑     (    ) 
 
    dir. 

 

İspat  

 

      ∑    
   

    olmak üzere    operatörünün lineerlik özelliğinden 

         ∑          

 

   

      

            ∑   
                 

   
‖    ‖                  
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‖ ‖     {|    |    | |   }  olarak tanımlıdır.    nin lineerlik özelliği kullanılırsa; 

 

|                | 

 |          | 

 | ∑       ∫                                       

 

 

 

   

| 

 |          ||       |   ∑|       |

 

   

∫|          ||           |  

 

 

 

 |          | |(
 

 
)         |   ∑|       |

 

   

∫|          ||           |  

 

 

 

 |          | |   |   ∑|       |

 

   

∫|          ||           |  

 

 

 

 |          | |  | ||
 
 

  ∑(
 

 
) | | |   |   ∫   

| |  
{|          |}

 

 

 

   

|           |   

    
| |  

{|          |} {|  | ||
 
  ∑(

 

 
) | | |  | ||

   
∫|           |

 

 

 

   

  } 

 ‖    ‖ {        ∑(
 

 
)           ∫        

 

 

     

 

   

} 

      ‖    ‖  

 

olup  |                |       ‖    ‖                                                                          

olur. Burada    | |     için 

             ∑(
 

 
)           ∫        

 

 

     

 

   

 

dir. 

   
   

‖    ‖                  
   

                                

        ∑    (    )                                                                                                            
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elde edilir. 

Aşağıdaki sonuçta         operatörlerinin anlamlı olduğu gösterilmiştir. 

 

3.1.1. Sonuç  

 

   {     | |       } diskinde Taylor serisine açılan her bir   fonksiyonu için 

          dir. 

 

İspat 

 

  ve  ,           için  | |    , | |    olacak şekilde farklı iki kompleks sayı 

olsun. Bu durumda bu iki kompleks sayı için 

 

   
 

 

 
 

 

  
 

  

  
   

    

  
 

  

       
 

eşitliği yazılır. Bu eşitliğin her iki tarafı  
    

   
 ile çarpılır ve her terimin | |     üzerinden 

integrali alınırsa 

 

   
∫

      

   
 ∑

  

   
∫

      

    
 

  

   
∫

      

       

| |   | |   

   

   | |   

 

eşitliği yazılır. Teorem 2.5.4 (Cauchy türev formülü) den  

     ∑
       

  
   

  

   
∫

      

       

| |   

   

   

 

elde edilir. Eşitliğin sağındaki ikinci terime  

  

   
∫

      

       
      

| |   

 

denilir ve her iki tarafın modülü alınırsa 

|    |  ∑ |
       

  
|    |     |

   

   

 

eşitsizliği yazılır. 

|    |

|   || | 
 

|    |

 | |  | | | | 
 

‖ ‖  

        
   

olduğundan 
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|     |  
  ‖ ‖  

      
(
 

  
)
 

 

olup        |     |    dır.  

O halde  ∑ |
       

  
|    

    serisi yakınsaktır.  

Eş. 3.25 eşitliği ve Lemma 3.1.6 birlikte düşünülürse 

 |       |  ∑ |
       

  
|   

 

   

 

eşitsizliği yazılır. Dolayısıyla da | |                  dir. 

 

Şimdi (     ) fonksiyon dizisinin f  fonksiyonuna yakınsama oranı verilecektir. 

 

3.1.1. Teorem  

 

      {       | |       } de analitik fonksiyon ve Taylor açılımı  

     ∑    
  

    olsun. Bu durumda       için   | |    ve 

        ∑|  | 
                      

 

   

 

|            |  
     

 
    

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 3.25 den 

|            |  |∑     (    )  ∑       

 

   

 

   

| 

                                   |∑   (  (    )       )

 

   

| 

                                  ∑|  | |  (    )       |
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 |  | |              |  ∑|  | |  (    )       |

 

   

 

 |  | |   |  ∑|  | |  (    )       |

 

   

 

 ∑|  | |  (    )       |

 

   

                                                                                                        

 

olur. Eş. 3.26 dan            ve            olmak üzere iki durum elde ederiz. 

          olduğu için    {   }     olup Lemma 3.1.4 den 

 

  (    )        

 (
  

      
 ∑ (

 

 
)   

       
 

   {   }

   

)     

 (
  

      
 ∑(

 

 
)   

       
 

 

   

)     

 
  

      
 ∑ (

 

 
)  

       
  

   

   

  

      
(
 

 
)  

       
      

   {
  

      
(
 

 
)  

        }  
  

      
 ∑ (

 

 
)   

       
 

   

   

                                         

 

elde edilir. Eş. 3.27 deki ikinci terim düzenlenirse ; 

 

  

      
∑ (

 

 
)  

      

   

   

 

 
  

      
∑(

 

 
)  

      

 

   

 
  

      
(
 

 
)  

                 

 
  

      
∑ (

 

 
)   

      

   {   }

   

 
  

      
(
 

 
)  

                                                               

 

olup Eş. 3.23 den Eş. 3.28 eşitliği 
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∑ (

 

 
)  

      

   

   

   
  

      
(
 

 
)  

       

 

olarak elde edilir. Bu durumda | |         ve     olmak üzere Eş. 3.27 eşitliği 

 

|  (    )       | 

 | | |
  

      
(
 

 
)  

        |  
  

      
 ∑(

 

 
)   

      | |
 

   

   

 

   |
  

      
(
 

 
)  

        |  
  

      
 ∑(

 

 
)  

       
          

   

   

 

   |
  

      
(
 

 
)  

        |    
  

      
∑(

 

 
)  

      

   

   

 

   [|
  

      
(
 

 
)  

        |  
  

      
∑ (

 

 
)  

      

   

   

] 

   [(  
  

      
(
 

 
)  

 
     )  (  

  

      
(
 

 
)  

 
     )] 

    (  
  

      
(
 

 
)  

      ) 

olur. 

Gerçekten;  

 

|  (    )       |     (  
  

      
(
 

 
)  

      )                                                        

 

sağlanır. 

 

    olsun. |          |  |   |     dır. 

 

      olsun.  
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|          |  |
  

   
  | 

 | (
 

   
  )| 

 | | (  
 

   
) 

  (  
 

   
) 

   (  
 

   
) 

dir. Eş. 3.29 daki eşitsizlikte     alınırsa 

|          |    (  
  

      
(
 

 
)   

      )    (  
 

   
 ) 

olup sağlanır. 

 

    olsun. 

|           |  |
      

          
   

  

          
    | 

                                | | |
      

          
  |  

  

          
 | | 

                               | | {(  
      

          
)  

  

          
} 

olup  

  
      

          
 

    

          
 

  

          
     

olduğundan  

|           |  | | {(  
      

          
)  (  

      

          
)} 

                                   (  
      

          
) 

dir. Eş. 3.29 daki eşitsizlikte     alınırsa 

|           |     (  
  

      
(
 

 
)   

      ) 

                                   (  
 

          

      

  
   ) 

        (  
      

          
) 

olup sağlanır. 
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    olsun. 

|           |  |
           

               
   

       

               
   

                                       
  

               
    | 

                                 | | |
           

               
  | 

                                   | | |
       

               
| 

                                  | |
  

               
 

                                   {(  
           

               
)  

          

               
} 

                                    {(  
           

               
)  

   

               
} 

olup 

  
           

               
 

       

               
 

   

               
 

olduğundan 

|           |    {(  
           

               
)  (  

           

               
)} 

                                (  
           

               
) 

dir. Eş. 3.29 daki eşitsizlikte     alınırsa 

|           |     (  
  

      
(
 

 
)   

      ) 

                                   (  
 

               
 
           

  
   ) 

                                    (  
           

               
) 

olup sağlanır. 

              ∑     (
 

 
) (

     

   
)

   

   

 (
     

   
)       [  ]   

Ayrıca  ; 

                     (
 

 
)  (

 

   
)             
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       ∑     (

 

 
)

 

   

        

                ∑     (
 

 
)

 

   

   (
      

 
) 

    ∑     (
 

 
)

 

   

(
      

 
) 

    {∑     (
 

 
)

   

   

(
      

 
)       (

 

 
) (

   

 
)} 

    {∑     (
 

 
)

   

   

(
      

 
)       (

 

 
)  } 

     ∑     (
 

 
)

   

   

(
      

 
) 

    ∑     (
 

 
)

   

   

(
      

     
) 

olur. Not 3.1.1 den  

  
          (

      

   
) 

                    

olup    
                   O halde ; 

  

      
(
 

 
)  

       
  

      
(
 

 
)     

                                          
  

      
 

  

      
 

 
                

                
 

 ∏(
     

   
)

 

   

 

yazılabilir. 
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  ∏(
     

   
)    ∑(  

     

   
)

 

   

 

   

 

                                          ∑  
 

   

 

   

 

                                         ∑ 
 

 

 

   

 

                                        
  

 
 

elde edilir. O halde; Eş. 3.29 daki eşitsizlik 

|  (    )       |     (  
  

      
(
 

 
)  

      ) 

                                          (  ∏(
     

   
)

 

   

) 

                                           
  

 
 

olarak elde edilir. 

          olsun. Bu durumda     den 

|  (    )       |  |  (    )|  |     | 

                                             

                                                       
 

 
   

    
 

 
 

    
  

 
 

elde edilir. 

Böylece     ve      den şu sonuca varabiliriz : 

        için  

|  (    )       |     
  

 
  

dir. Ayrıca ; 

|            |  ∑|  |

 

   

|  (    )       |  ∑|  |

 

   

|  (    )       | 
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olduğunu daha önceden biliyoruz. O halde ; 

|            |  
 

 
 ∑|  | 

   

 

   

    

dir. Buradan 

       ∑|  | 
   

 

   

      

olmak üzere 

|            |  
     

 
   

olarak yazılabilir. 

Böylece (     ) fonksiyon dizisinin  f  fonksiyonuna sayısal bir yakınsama oranına 

ilişkin bir üst sınır bulmuş olduk. 

 

3.2. Voronovskaja Tip Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu bölümde Voronovskaja tip yakınsama oranı elde edilecektir. 

 

3.2.1. Teorem  

 

      {       | |       } de analitik fonksiyon ve Taylor açılımı  

     ∑    
  

    olsun. Bu durumda     [   ] ve         | |    için  

       (            )   (              ) 

                                                                                                       

ve 

      ∑|  | 

 

   

     
                                                                                                              

olmak üzere 

 

|             
                   

 
|  

     

  
                                                               

 

dir. 
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İspat 

 

                     ve                                                                                        

olmak üzere Eş. 3.25 den  

 

        ∑            ∑   

 

   

 

   

           

 

yazılabilir. Ayrıca; 

 

         
       

   

 
 

      

 
∑    

 

   

          
 

 
∑    

 

   

     

 
 

 
∑    

 

   

          
 

 
∑   

 

   

        
 

 
∑   

 

  

   

 
 

 
∑   

 

   

          
 

 
∑   

 

 

   

      

 
 

 
∑  

 

   

[          ]                                                                                                       

dir. 

       ve        için Eş. 3.34 den 

 

|             
                   

 
| 

 |∑          ∑   
  

 

 
∑  

 

   

[          ]    

 

   

 

   

| 

 |          ∑              ∑   
 

 

   

 
 

 
∑  

 

   

[          ]    

 

   

| 

 |              ∑          

 

   

  ∑    
 

 

   

 
 

 
∑  

 

   

[          ]    | 

 |∑         

 

   

 ∑   
   

 

 
∑   

 

   

[          ]      

 

   

| 
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 |∑  {           
[          ]    

 
}

 

   

| 

 ∑|  | |              
[          ]    

 
|

 

   

 

dir. Lemma 3.1.1 den              için           iken 

 

          
      

     
  

       
    

     
                                                                            

 

olur. Eğer 

 

              
[          ]     

 
                                                                             

 

denirse     [       ]     olur. O halde Eş. 3.35 ve Eş. 3.36 dan 

 

|             
                   

 
|  ∑|  ||       |                                              

 

   

 

 

eşitsizliği yazılır. Ayrıca Eş. 3.35 de     yerine         yazılırsa; 

 

        
      

   
  

         
      

   
                                                                          

 

eşitsizliği, Eş. 3.36 da da     yerine         yazılıp   ye göre türev alınırsa;  

 

                         
[                  ]     

 
                                      

 

ve 

 

  
           

                   
           

 
     

      

 
                            

 

eşitlikleri elde edilir. Eş. 3.36 da Eş. 3.38 eşitliği yerine yazılırsa; 
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[          ]    

 
 

 
      

   
  

         
      

   
             

      

 
     

  

 
                          

 

elde edilir. Eş. 3.39 da            ifadesi, Eş. 3.40 da da   
         ifadesi yalnız bırakılırak 

bulunan eşitlikler Eş. 3.41 de yerlerine yazılırsa ; 

 

        

 
      

   
{  

                   
           

 
       

      

 
    } 

 
      

   
{               

          

 
     

      

 
    } 

    
      

 
     

  

 
   

  
      

   
  

         
      

   
          

 
      

   
{          

           

 
     

      

 
    } 

 
      

   
{     

          

 
     

      

 
    } 

    
      

 
     

  

 
                                                                                                           

elde edilir. Eş. 3.42 de           ve   
         li terimlerin dışında kalan terimler parantez 

içlerine dağıtılırsa; 

 

        

 
      

   
  

         
      

   
          

 {
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  }                                                

elde edilir. Eş. 3.43 deki 3. terimde payda eşitlenip gerekli düzenlemeler yapılırsa;  

 

        

 
      

   
  

         
      

   
          

 {
      

      
[       ]  

           

      
[         ]  

      

      
[       ] 

 
  

      
   

      

      
     

           

      
     

           

      
     

 
       

      
   

      

      
     

      

      
   

           

      
     

 
       

      
  }                                                                                                                                    

                                     
    

      
                             

        

 
      

   
  

         
      

   
          

 
    

      
{      [    ]                           

                              [    ]                             

                                                               

                                              } 

 
      

   
  

         
      

   
          

 
    

      
{  〈                                       〉 

                        ⟨                                 

                                                     ⟩ 

                         〈                       〉}                                                                   

 

elde edilir. Eş. 3.45 deki 3. Terimde ifadeler düzenlenip gerekli kısaltmalar yapılırsa; 
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{  ⟨                                 

                                         
⟩ 

   ⟨                                  

                                                   
⟩ 

 〈                       〉} 

 
      

   
  

         
      

   
          

 
    

      
{                                    

                                        }                                                                                        

 

elde edilir. Burada 

 

        
    

      
{  (            )  (               ) 

                                                     }                                                                           

 

denirse       ve | |    için 

        
      

   
  

         
      

   
                  

yazılır. 

          | |         için                  olduğundan Teorem 3.1.1 in 

ispatındaki 

|  (    )       |   
    

 
  

eşitsizliğinden  

 

|              |  
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dir. Ayrıca ;               | |     için  

|       |  |
      

   
  

         
      

   
                 | 

 
| |   | | 

   
|  

        |  
 | |     

   
|         |  |       | 

 
      

   
|  

        |  
      

   
|         |  |       |                                               

                        
      

   
 

      

 
                                       

           
      

   
 

     

   
                                                 

|       |  
      

 
|  

        |  |         |  |       | 

olur. Burada    [         ]      dir. 

Şimdi     için |  
        | nin tahmini bulunacaktır. Teorem 2.5.2 ve Eş. 3.49 u 

kullanırsak; 

|  
        |  

   

 
‖      ‖ 

 

                        
   

 
‖            

[                   ]    

 
‖

 

 

                        
   

 
{‖           ‖ 

 ‖
         [             ]

 
‖

 

} 

                        
   

 
{
           

 
 ‖

         [             ]

 
‖

 

} 

 
   

 
{
           

 
 

                      

 
} 

 
   

 
{
           

 
 

               

 
} 

 
      

  
{               } 

 
      

  
{          } 

 
       

  
               

 
       

 
     

elde edilir. O halde ; 
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|  

        |  
              

  
 

olup dolayısıyla da 

|       |  
      

 
|  

        |  |         | |       | 

                   
              

  
  |         |  |       |                                                  

olur.        | |        için 

 

       (            )   (              ) 

                                                                                                                                

 

olmak üzere Eş. 3.47 den 

|       |  
    

      
{  (            )   (              ) 

                                                         } 

                  
    

  
{                                   

                                                } 

                   
  

  
                                                                                                                                 

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla             dereceden bir polinom ve 

                                                                                                                              

olmak üzere Eş. 3.50 eşitsizliği 

|       |  
              

  
  |         |  |       | 

                   |         |  
              

  
 

  

  
     

                   |         |  
  

  
[                 ] 

                   |         |  
  

  
                                                                                                      

olur. Fakat; 

                      
[          ]   

 
                      

olduğundan Eş. 3.54 eşitsizliği       ve         için geçerlidir. Ayrıca; 
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|       |   |         |  
  

  
     

|         |   |         |  
    

  
       

|         |   |         |  
    

  
       

  

|       |   |       |  
  

  
     

|       |   |       |  
 

  
     

                                           
  

  
                                   

çarpılıp taraf tarafa toplanırsa Eş. 3.54 eşitsizliği 

 

|       |  
  

  {                              }   |       | 

 
  

  
{                              } 

 
  

  
∑    

 

   

 

 
  

  
    ∑ 

 

   

 

 
   

  
     

olup            için 

|       |  
   

  
                                                                                                                                 

eşitsizliği elde edilir. Eş. 3.37 eşitsizliğinde Eş. 3.55 eşitsizliği yazılırsa; 

|             
                   

 
|  

 

  
∑|  |

 

   

                                                  

eşitsizliği elde edilir. 

     | |    de analitik olduğundan      ∑    
   

    biçiminde bir kuvvet serisiyle 

ifade edilebilir. Yine      | |    de analitik olduğu için her mertebeden türevi vardır ve 

bu seriler mutlak yakınsak olup her bir serinin mutlak değeri sonludur. 
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    ∑|  |  

     

 

   

 

   
    ∑|  |            

 

   

 

        ∑|  |                 

 

   

 

 
   

    ∑|  |                      

 

   

 

olduğundan Eş. 3.51 ve Eş. 3.53 den  

∑|  |      
 

 

   

 

 ∑|  | { 
                                      

 

   

 

                                        } 

    ∑|  |    
             

 

   

 ∑|  |    
               

 

   

 

 ∑|  |

 

   

{                                           

                                         } 

    ∑|  |   
              

 

   

 ∑|  |   
                                                

 

   

 

 

elde edilir. Eş. 3.57 deki 4. dereceden polinomlar 

                                              

biçiminde yazılacak şekilde düzenlenirse; 

∑|  |      
 

 

   

 

 ∑|  | 
   

 

   

[                                           ] 

 ∑|  | 
   [                                            ]
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 ∑|  | 
 [                               

 

   

             ] 

 ∑|  |

 

   

  [                                       ] 

 ∑|  | 
   [                                       ]

 

   

 

 ∑|  | 
   

 

   

[                                           ] 

 ∑|  | 
   [                                            ]

 

   

 

 ∑|  | 
 [                                            ]

 

   

 

              ∑|  | 
                   

 

   

 

                 ∑|  | 
              

 

   

 

                 ∑|  | 
   

 

   

       

               ∑|  | 
    

 

   

   

 

olup teoremde istenen elde edilir. 

Şimdi tam yakınsama oranını elde etmek için bir de alt sınır belirlenecektir. 

 

3.2.2. Teorem  

 

                fonksiyonu    de analitik ve Taylor açılımı      ∑    
  

    

olsun.       sadece   ve   ye bağlı olmak üzere eğer    (    )    değilse o zaman 

    [     için 

‖         ‖  
     

 
  

dir. 
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İspat  

 

         ve     için  

             

 [                                                      ] 

 
 

 
[                    

 

 
{  (             

                   

 
)}]                      

dir. Ayrıca  

‖   ‖  |‖ ‖  ‖ ‖ |  ‖ ‖  ‖ ‖                                                                                    

olduğundan 

‖         ‖  

 
 

 
[‖         

      
 ‖  

 

 
{  ‖          

         
      

 

 
‖
 

}]                       

biçiminde yazılabilir. 

Hipotezi düşünürsek   nin polinom derecesi    de sıfır olamaz yani       de sabit 

polinom olamaz. Bundan dolayı da ‖         
      

 
‖

 
   yazılabilir. Çünkü; 

‖         
      

 ‖     olabilseydi   | |     için                         

olurdu. Yani;   [                 ]    dan     | |     ve       için   

        
      

      buradan da   | |    ve      için  

        
      

    [       
   ]

 
    olurdu. O halde  

                     dir. 

  | |                         
 

   
      

Fakat     
̅̅ ̅  de ve       de analitik olduğu için      olmalıdır. Aksi halde        

     de diferensiyellenemez ki buda        nin  analitik olması ile çelişir. O halde 

         olup        
̅̅ ̅  için  

               olur ki bu da hipotezle çelişir. O halde ‖         
      

 ‖    dir. 

Şimdi; Eş. 3.32 eşitsizliğinden dolayı  

  ‖          
         

       

 
‖
 

       

yazılabilir. 

       ∑         
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{  ‖          

         
       

 
‖
 

}  
       

 
   

dır. O halde 

      için             öyleki        için 

 

 
{  ‖          

         
      

 

 
‖

 

}  
 

 
 

dir.   ‖         
      

 ‖
 
   seçilirse 

‖         
      

 
‖

 
 

 

 
{  ‖          

         
      

 

 
‖

 

} 

   
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
‖         

      
 ‖  

olup       için ‖         ‖  
 

  
‖         

      
 
‖

 
  dir. 

  {          }      ‖         ‖  
       

 
            ‖         ‖    

dır. Aslında eğer ‖         ‖    olsaydı o zaman   | |    için              

olurdu ki buda sadece sabit   fonksiyonu için geçerlidir. Bu ise hipotezle çelişir. Bundan 

dolayı  

         {                             
 

 
‖         

      
 
‖

 
}  

olmak üzere             ‖         ‖  
     

 
  eşitsizliği sağlanır. 

O halde  Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.2.2 ün sonucu olarak şunu ifade edebiliriz : 

Teorem 3.1.1 de yakınsama için bir üst sınır, Teorem 3.2.2 de ise yakınsama için bir alt 

sınır bulduk. Bu ise tam yakınsama oranının  
 

 
 olduğunu gösterir. Böylece aşağıdaki 

sonucu verebiliriz. 

 

3.2.1. Sonuç  

 

    ve          fonksiyonu    de analitik olsun. Eğer             değilse o 

zaman     [     için  

 ‖         ‖  
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dir. Burada sabitler   ve   ye bağlıdır. 

 

3.3. Eşanlı Tip Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu kısımda eşanlı yaklaşımın tam yakınsama oranı verilecektir. 

 

3.3.1. Teroem  

 

     ve          fonksiyonu    de analitik ve Taylor açılımı      ∑    
   

    

olsun.          ve    \{0} sabitleri için sabitler          ye bağlı olmak üzere 

eğer               değilse o zaman 

‖  
          

   
‖

 
 

 

 
   

dir. 

 

İspat  

 

    yarıçaplı sıfır merkezli bir   eğrisi alalım. Burada          dir. Türevler için 

Cauchy İntegral formülünden | |    ve     için 

  
          

       
  

   
∫

            

        

  

   

elde edilir. Lemma 3.1.6      deki 

|            |  
     

 
       | |                              |   |       

eşitsizliği yardımıyla 

‖  
          

   
‖

 
 

  

  
∫

‖         ‖ 

|   |   
  

  

 

 
  

            
 ‖         ‖ ∫  

  

 

 
  

            
 ‖         ‖       

                                      
     

          
 ‖         ‖  
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elde edilir. Böylelikle    
   

  fonksiyon dizisinin      fonksiyonuna yakınsaması için bir 

üst sınır elde edildi. Eş. 3.58  eşitsizliğinden        ve     için 

  
          

   
    

 
 

 
[[                   ]    

     
 

 

  

   
∫

  (             
         

       
   

 )

        
  

 

]
 
 
 
 

 

olur. Yakınsama için bir de alt sınır elde etmek için her iki tarafın ‖ ‖  normu alınırsa Eş. 

3.59  ve Eş. 3.60 dan; 

‖  
          

   
‖

 
 

 
 

 
[‖[         

       ]
   ‖

 
 

    
 

 ‖
‖   

   
∫

  (             
         

       
   

 )

        
  

 
‖
‖

 ]
 
 
 
 

                                  

elde edilir. Eş. 3.61 eşitsizliğinin sağında bulunan ikinci terime Teorem 3.2.1 uygulanırsa 

da 

‖
‖   

   
∫

  (             
                   

 )

        
  

 
‖
‖

 

 

 
  

  

     
 

         
‖          

         
      

 

 
‖

 

 

 
   

        

         
 

elde edilir. Fakat   üzerindeki hipotezden ‖[         
       ]

   
‖
 
   dı. Aslında 

aksini kabul edersek yani ; ‖[         
       ]

   
‖
 
   olsaydı 

 [                   ]      olurdu.                      [          ]  olmak 

üzere                 denirse   | |    için [      ]        olurdu. 

[      ]
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[      ]
  
                  

[      ]
   

                   

  

[      ]
   

                     

olmak üzere   | |    için                       olurdu.              denirse 

  | |    için                dır. Burada    | |     de analitik olduğu için her 

mertebeden türevli olup bu türevlerde bu bölgede analitiktir. O halde         de | |    de 

analitik olup      fonksiyonuda bu bölgede analitiktir. Dolayısıyla      ∑    
  

     

biçimde ifade edilebilir. Bu durumda   | |    için 

              ∑    
     ∑   

 

 

   

 

   

 

     ∑    
  ∑    

 

 

   

 

   

 

   

olur. Polinomların eşitliğinden      ve            dan       için  

     dır. O halde   | |    için        olup    [    ]      dir. Bu ise hipotezle 

çelişir. Bu durumda ‖[         
       ]

   
‖
 
   olup Teorem 3.2.2 nin ispatından 

istenen sonuç elde edilir. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Eş. 3.1 de tanımlanan kompleks Durrmeyer Operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelendi. 

Sonuç olarak, operatörlerin fonksiyona yakınsama oranı ve Voronovskaja tip asimptotik 

yaklaşım oranı sayısal bir tahminle elde edildi. Tam yakınsama oranı eşanlı yaklaşımda 

sayısal tahminlerle verildi. Eş. 3.1 de verilen operatörlerin farklı modifikasyonları 

tanımlanıp benzer sonuçlar elde edilebilir. 
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