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OZET

Bu tez bes boliimden olusmustur. Birinci béliimde, giris kism1 verilmistir. Ikinci boliimde
regle yiizeyler ve dual uzayla ilgili temel kavramlar verilmistir. Uciincii béliimde IR® de
birim hizli bir egrinin Frenet ¢atisindaki vektorlerin ve Darboux vektorlerinin birim kiire
iizerinde olusturduklar1 gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin striksiyon egrileri
ve dagilma parametreleri hesaplanmistir. Dordiincii bolim tezin orijinal kismidir. Bu
boliimde birim dual kiire tizerindeki birim hizli bir egrinin Frenet ¢atisindaki vektorlerin ve
Darboux vektorlerinin birim kiire tizerinde olusturduklar1 gosterge egrilerine karsilik gelen
regle ylizeylerin sitriksiyon egrileri ve dagilma parametreleri hesaplanmistir. Besinci
boliimde ise tezde elde edilen bulgularla ilgili sonuglar verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calisgmada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklamalar

E" n-boyutlu Oklid uzay1

X Oklid Uzayindaki Regle Yiizey
P, x’ indrali

B x’ in striksiyon ¢izgisi

() Genellestirilmis regle ytlizey

ID Dual sayilar climlesi

ID3 Dual sayilar halkas1 {izerinde ID-Modiil
K/K' 1-parametreli dual kiiresel hareket
(U—l)) Dual regle yiizey

<, > I¢ carpim

A Dis ¢arpim

Il Norm

K Egrilik

T Torsiyon

W Darboux vektori



1. GIRIS

Egriler ve yilizeyler, diferansiyel geometride onemli yer tutmaktadir. Diferansiyel
geometride, fizikte, bilgisayar modelleme gibi pek ¢ok kullanim alanlarinda kullanilan regle
yiizeyler; bir dogrunun bir egri boyunca hareketiyle meydana gelir. Literatiirde regle

yiizeylerle ilgili pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir.

IR? te regle yiizeylerle ilgili temel kavram ve teoremler [1], [2] numarali kaynaklarda
bulunmaktadir. Bu kitaplardan, dagilma parametreleri, striksiyon egrileri, regle yiizeyin

integral invaryantlar1 agiklanmistir.

Tabii lift egrisi tanimu ilk olarak J.A. Thorpe’nin kitabinda verilmistir [3]. Genel haliyle tabii
lift egrisi, bir egrinin her noktasindaki tegetlerinin u¢ noktalarinin birlestirilmesiyle elde

edilen egri olarak tanimlanir.

[4] numaral ¢alismada, IR3 te esas egrinin ve onun tabii lift egrisinin iirettigi regle yiizeylerle
ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Esas egrinin ve tabii lift egrisinin trettigi regle

ylizey ciftinin dagilma parametresi, striksiyon egrisi hesaplanmustir.

Dual sayilar, 1873 yilinda W .K. Clifford tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra E. Study
tarafindan ¢izgiler uzayi ile dual uzay arasinda bir ge¢is 6zelligi gosteren E. Study doniistimii
verilmistir [5]. E. Study déniisiimiine gore birim dual kiire {izerindeki noktalara IR® te yonlii
dogrular karsilik gelir. Dual uzayla ilgili, [6] numarali kaynakta temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Dual uzayda kapali regle yiizeylerin integral invaryantlart [7] numarali ¢aligmada ele

alimmastir.

Bu tez calismasinda, dual uzayda bir egri ve onun tabii lift egrisinin lirettigi regle ylizeylerle
ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Bir egrinin kiiresel gostergelerinin iirettigi regle
yiizeylerin dagilma parametreleri, striksiyon egrileri hesaplanmistir. Elde edilen bulgular

birbirleriyle karsilastirllmustir.






2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Regle Yiizey Ile Tlgili Temel Kavramlar

Tanim
I, IR nin bir agik alt aralig1 olmak tizere,

ol — E?

t—a() = (o (1), @z (V), ..., an (1))
bi¢ciminde diizgiin (C* sinifindan) bir o doniisiimiine, IR uzayinda bir egri denir [5].

[ € IR bir acik aralik olmak tizere, (I,a) koordinat komsulugu ile tanimlanan a(I) € IR

egrisini bundan sonra o ile gosterecegiz.

I
A \7
—t——3— "
t
Sekil 2.1. IR de bir egri

Tanim

E™ de bir M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. a: I — E™ fonksiyonunun

Oklidyen koordinat fonksiyonlari ay, oy, 3, ..., &, olmak iizere,
a= (o, 0y, a3, ...,04), a(t) EM

ve



~

a'(t) = a, (i)t a, =

ot
)

dir. ((x(t), o (t)) € Tgn (a(t)) tanjant vektoriine, M egrisinin t € I parametresine karsilik

| r———
g
i 5s
[ ———

o (t) = (%

ot

day,
T

gelen a(t) noktasinda hiz vektori denir [5].

Tanim

M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger V s € I igin,
lla’ ()l =1

ise M egrisine (I, a) koordinat komguluguna gore birim hizli egri denir. Bu durumda, s€l

parametresine egrinin yay-parametresi adi verilir [5].
Tanim

M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile gosterilsin. a, b€l i¢in a dan b ye a egrisinin yay

uzunlugu diye, egrinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki uzunlugunu veren

b
j @l dt t €1
a

reel sayisina denir [5].
Tanim
a: 1 — E™ egrisi verildiginde V t € [ igin

alt+p) = a(t)



olacak sekilde en az bir p pozitif tam sayis1 varsa a egrisine kapalidir denir.

Tanim

E™ tizerindeki bir egrinin hiz vektorii sifirdan farkli ise bu egriye regiiler egri denir [5].
Tamm

M c E" egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile gosterilsin. Bu durumda,

={«, ", ", ..., a0}

sistemi lineer bagimsiz ve V a™, k > r, i¢in;

a® € Sp{y}

olmak tizere, v den elde edilen {V;,V,, ..., V.} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-
Frenet r-ayakli alam1 ve herhangi bir meM ig¢in {V;(m), V,(m), ...,V.(m)} ye ise meM
noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir 1 <i <r igin V; ye i-yinci Serret-Frenet

vektorii adi verilir [5].
Ozel Hal

n =3 6zel halinde, E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet 2-ayaklis1 ve Frenet 3-ayaklisi elde
edilir. Bu 6zel halde; M egrisi (l,a ) koordinat komsulugu ile verilmis ise S€l yay-

parametresi olmak {izere,

(X”

T=0a', N=——, B=TxN

e 11

dir. Boylece {T (s), N (s), B (s)} sistemi, a (S) noktasinda, M egrisinin Frenet 3-ayaklisidir
[5].



Teorem

(I, @) koordinat komsulugu ile M c E™ egrisi verilsin. t € [ i¢in a (t ) noktasindaki Frenet 3-
ayaklisi, {T (s), N (s), B (s)} ise

T() =57 @' (® . NO=BOXT(1) B (@ (1) X o' (1)
dir [5].
Tanim

M c E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile ifade edilsin. SEI parametresine karsilik gelen

a (S) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V; (m), V,(m), ..., V.(m)}

kil = IR ,1<i<r

s — ki(s) = V{/(s), Vi41(s)

seklinde verilen k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s€l i¢in k;(s) reel

sayisina da o (S) noktasindaki M egrisinin i-yinci egriligi denir [5].
Teorem

M c E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. SEI yay-parametresi olmak iizere,

a(s) noktasindaki i-yinci egriligi k;(s) ve Frenet r-ayakhisi {V; (s), V5(s), ..., Ve(s)} ise

L. Vi(s) = ki (s)Va(s),
I Vi(8)=—ki_1($)Vi_1(s) + ki(s)Vi1(s), 1 S i<,
M. Vi(s) = =kp_1(8)Vr-1(5)

dir. {V,(s),Vy(S), ..., V.(s)} Frenet r-ayaklisinin vektorlerinin egri boyunca kovaryant

tirevleri ile ilgili esitlikleri, matris formunda



Vi1 10 ky, 0 0 .. 0 0 0 1rvi
v, -k; 0 k; O 0 0 0 V,
V3 0 -k, 0 O 0 0 0 V3
Fl=] : A : : : : (2.1)
2 0 0 0 0 .. 0 k., 0 |1V,
i 0 0 0 0 .. =k, 0 Ke_1 || Vi-
v, 1 LO 0 0 0 .. 0 k.., 0 1LV,

bi¢iminde yazilabilir. (2.1) esitliklerine Frenet formiilleri denir [5].
Ozel Hal n = 3 &zel halinde (2.1) esitligi

V] 0 k, 071[V4 T 0 ky, O7[T
VZI = [_kl 0 kz Vz Veya N’ - _k1 O kz N]
v 0 —k, 0]llvs B’ 0 -k, o0llB

seklindedir. Bu halde 1-inci egrilik olan k4 (s) degeri sadece egrilik adiyla ve 2-inci egrilik
olan k, (s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla bilinir [5].

Teorem

M c E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. SEI yay-parametresi olmak iizere,

(x(S) noktasindaki i-yinci egriligi k;(s) ve Frenet r-ayaklisi {V; (s), V,(s), ..., V. (s)} ve

B = () = ) @@ Y6V,  1<i<r

j<i
olmak tizere
IEi+1 (S
ki(s) = ———, 1<i<r
' IIE; ()

dir [5].



Teorem

M c E" egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. t€l yay parametresi olmak iizere, a(t)

noktasindaki i-yinci egriligi k;(t) ve Frenet r-ayaklist {V;(t),V,(b), .., V.(t)} ve

Fi() = a0 - Y (@O GOV, 1<i<r

j<i
olmak Uzere

C Fa |
KO =R omRor TSTST

dir [5].

Tanim

E3’teki bir a egrisi iizerinde o(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {T,N,B} Frenet 3-
ayaklisinin her s-aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptig1 kabul edilir ve bu
cksene egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve
dogrultusunu veren vektor,

W(s) =1T(s) + xkB(s)

seklinde olur ve bu vektére Darboux vektorii denir [4].

Tanim

Bir M c E2 yiizeyi verilsin. V P € M noktasinda E® {in tamamen M de kalan bir dogrusu

varsa M ye bir regle yiizey ve P € M noktasindan ge¢en, M nin iginde kalan bu dogruya da

regle yiizeyin dogrultmani denir [4].



Tanim

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek icin yiizey iizerinde bulunan ve

dogrultmanlar1 kesen diferensiyellenebilir bir

a:1— B

t — a(t)
egrisi alalim. Bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi denir. M regle ylizeyinin o dayanak
egrisinin o(t) noktasindaki dogrultmani iizerindeki degisken bir nokta B ve a(t) =

(a1 (t),a,(t), az(t)) birim dogrultmani olmak tizere,

B: IR »> M
vi— B(v) = a(t) +va(t)

seklindedir. Boylece regle yiizeyin parametrik denklemi

x: IXIR — E3
(t,v) — x(t,v) = a(t) + va(t)

dontistimii ile verilir [4].

Tanim

Bir

x : IXIR — E?
(t,v) — x(t,v) = a(t) + va(t)

regle yiizeyi, V t€l i¢in

x(t+ 2m,v) = x(t,v)
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olacak sekilde periyodik ise x ye kapali regle yiizey denir. Kapali regle yiizeylerin dayanak

egrileri de kapali egrilerdir, yani bir peryot sonra her ana dogru kendisi tizerine gelir [4].

Tamim

Bir x(t, v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen egriye regle yilizeyin

ortogonal yoriingesi denir ve

(a,dx) =0
seklinde bulunur [4].
Tanim

Bir x(t,v) regle yiizeyinin iki komsu dogrultmaninin ortak dikmesinin esas dogrultman

iizerindeki ayagina bogaz (striksiyon, merkez) noktasi denir [4].

Tanim

Bir x(t,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz
noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) denir [4].

x(s,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin 1 yer vektorii; dayanak egrisinin a(s) yer
vektorl, a(s) dogrultman vektorii ve yer vektoriiniin dayanak egrisine olan v uzaklig

cinsinden
B(s,v) = a(s) + va(s) (2.1.1)
seklinde gosterilebilir. v parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yer vektéri ve

dogrultman tiiriinden bulunur. Regle yiizeyin ilk ikisi, a(s) ve a(s)+da(s) olan komsu ii¢

dogru verilsin.
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e e ﬂt(-].dr}

- | =

a(s)

Sekil 2.2. Striksiyon Noktalari

P,P’ ve Q,Q" komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular tizerindeki ayaklar

olsunlar. ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi,

a(s) Afla(s) + a’(s)ds] = a(s) Aa’(s)ds

bagintisindan dolay1 a A a’ vektoriine paraleldir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile ¢akisak ve

bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

(a,PQ)=0,{(a+a'ds,PQ) =0 (2.1.2)
olacagindan
@,PQ)=0

elde edilir. Ayrica Es. (2.1.1) den a egrisinin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

olur. Es. (2.1.2) de yerine yazilirsa
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da dn

(Er&)

olacagindan

<daT_de N da)_0
ds’ dsa Vds B

a',T
=@, T+v|d|?=0=>v= (||aT|2)

bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektori i¢in Es. 2.1.1 de

(a’,T)

B(s) =a(s) —7zals) (2.1.3)

elde edilir. Eger |[a’|| = 0 ise striksiyon egrisine sahip degildir regle yiizey. Bu hal regle
yiizeyin silindir olmasini ifade eder. Bu durumda regle yiizey i¢in striksiyon egrisi dayanak
egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in Es. 2.1.3 de

v=0, @, Ty=0

alimmas yeterlidir.

Tanim

Bir x(s,v) regle yiizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve yiizey normaline dik olan

diizleme teget diizlem denir.

x(s,v) = a(s) + va(s)

regle yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa.

xs =T+ va', Xv = a(s)

elde edilir. Buradan
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Xs Axy = T+va'(s) Aa(s),
= xs AN Xy = TAa(s) +va'(s) Aa(s)

olur. Ayrica yiizey normali

_ Xs\Xv 1 '
= Tl = ot (T A () +va'(s) Aa(s) (2.1.4)

oldugundan ve p sabit olmak iizere teget diizlemin bir noktasindaki vektorel denklemi
(ua,N) =0

veya Es. 2.1.4 ten

det(ua, T+ va',a) =0

olarak bulunur [4].

Tanim

Bir x(s,v) regle yiizeyinin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayn1 kaliyorsa regle

yiizeye agilabilirdir denir [4].
Tanim

Regle yilizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu komsu iki anadogrular

arasindaki agiya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi(drali) denir [4].
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a a+da
A

a(s)

a(s + ds)
(@)

0

Sekil 2.3. Dagilma parametresi

Anadogrularin birim dogrultman vektorii o olan bir regle yiizeyin dagilma parametresi P

olmak lzere

det(o, e,e")
N TYTE

seklinde hesaplanir. Dral regle yiizeyler i¢in koordinat degisimlerine goére en basit

diferensiyel invaryanttir.
Teorem

Bir x(s, v) regle yiizeyi ag¢ilabilirdir gerek ve yeter sart dagilma parametresi sifirdir [4].

Ispat:

Regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in ana dogrular boyunca teget diizlemin, dolayisiyla yilizey

normallerinin, ayn1 kalmasi gerekir. Regle ylizeyin

x(s,v) = a(s) + ve(s)

denkleminden s ve v parametrelerine gore kismi tiirev alinirsa



Xs = t+ vD.e
Xv = e(s)

elde edilir. Buradan

XsAxy = (t+ vDe) Ae
XsAxy = tAe + vDieAe

ve ayrica ylizey normali

_ XsMXy
IIxsAx I

15

oldugundan N nin anadogru boyunca degismemesi i¢in v parametresinden bagimsiz olmasi

gerekiyor. Bu nedenle T A e ve vDpe A e vektorleri lineer bagimli olmalidir. Boylece

(TAe)A(vDreAe) =0

e(det(T, Dre, e)) — T(det[T,Dye,e]) =0

e(det(T, Dre, e)) =0

da
det(T,Dre,e) = 0,det [E,e, DTe] =0

veya

P,=0

elde edilir. Bir regle yiizey bir dogru ailesi tarafindan bir yiizey olusturur ve parametrik bir

gosterime sahiptir.

x(s,v) =a(s) + ve (s).

Burada a(s) dayanak egrisi olarak adlandirilan bir uzay egrisini temsil eder ve e diiz bir

¢izginin yoniinil temsil eden bir birim vektordiir.
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Tanim

M c E3 de bir yiizey a:I—>M birim hizli bir egri ve M iizerinde diferansiyellenebilir bir

vektor alan1 x olsun.

d
= (a(s)) =x(a(s)), Vtel

esitligiyle tanimlanan o egrisine x in bir integral egrisi denir. x, M {izerinde tanjant vektor

alanidir. M yiizeyinin P noktasindaki tanjant uzay1

T™ = U ToM = x(M)

PeM

dir. TpM vektor uzayi alant x(M) dir [1].

Tanim

a:I—=M birim hizli bir egri, @ bir egri

a(s) = &' (9l = (a(s), ' ()

esitligiyle taniml egriye a egrisinin TM {izerindeki tabii lift egrisi denir.

da_ d

ds ds (al(s)la(s)) =Dy’ ®

D, R® de Levi-Civita konneksiyonudur [1].
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2.2 Dual Uzay ile Ilgili Temel Kavramlar

Tamim

ID ciimlesi tizerinde A= (a, a*) ve B= (b, b*) olarak verilsin toplama, ¢arpma ve esitlik

islemleri, sirasiyla,
@:IDxID—ID

(A,LB)>A®B=(,a) @ (b,b)=(a+Dh, a*+ b,
O:IDxID—1ID

(A,LB) > AOB=(a) O (b, b)=(ab, a*b + ab*)
Ve
A=Beoa=Dba=b
seklinde ifade edilir [7].

Tanim

ID= IRx IR kiimesi iizerinde toplamayi, ¢arpmay1 ve esitlik islemlerini yukaridaki gibi

tanimlayan kiimeye dual sayilar kiimesi ve V (a, a* ) € ID elemanina da bir dual say1 denir

[7]1.

Teorem

(ID, @, © ) birimli, degismeli bir halkadir ancak cisim degildir [7].

Tanim

A @ X=B denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir. Tanim 2.2 den

(a+x, a~+x")=(b, b*)
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ve yine Tanim 2.2.2 den X=B-A=(b-a, b™- a")€ ID elde edilir [7].

Tanim

A @ X=B denkleminin ¢ézlimii olan dual sayiya ID nin sifir1 denir. 0 = (0, 0) ile gosterilir
[7]1.

Teorem

ID dual sayilar halkasi, IR reel sayilar kiimesine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim olarak

kapsar [7].
Tanim

[1{P2)

Teorem 2.2.3’iin sonucu olarak (a, 0) sayisi, izomorfu oldugu “a” reel sayis1 ile gosterilir.

Yani (a,0)=a dir [7].

Tanim

Bir A = (a, a * ) € ID dual sayisinin reel ve dual kismi1

Re(A) = a, Du(A) =a"

seklinde gosterilir [7].

Tanim

(1, 0) = 1 dual sayisina ID deki ¢arpma isleminin reel birimi veya birim eleman1 denir [7].

Tanim

(0, 1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilir. Yani (0, 1)=¢ alinir ve ID deki dual birim olarak

isimlendirilir [7].
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Sonug¢

Tanim 2.2 geregi

e@e=¢?=(0,1) ® (0,1)=(0, 0)

oldugu goriilir [7].

Tanim

(0,0)€ ID dual sayisina ID nin & islemine gére birim elemani (abel grubunun birim elemant)

denir ve

f:ID — IR

Izomorfizminde karsilik geldigi 0" reel sayisi ile gosterilir [7].

Teorem

A=(a,a*)€ ID dual say1si

A =atga’

seklinde ifade edilebilr. Yani

(a, a*)=a+tea”

dir [7].

Teorem

A=(a,a") bir dual say1s1 ve Ae IR ise A ile A nin ¢arpimi1 AA=(Aa, Aa") dir [7].
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Tanim

A reel sayisi ile A dual sayisinin ¢arpimi

IRxID —ID

seklinde tanimli dis islem, bir dual sayinin bir reel skalerle ¢arpimi adini alir [7].

Tanim

ID}=ID X ID X ID ={A = (A1, A2, A3 ): Ai € ID, 1 <i <3} ciimlesi iizerinde toplama ve

skaler ile carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir [7]:
+:1D3x ID® — ID?
(A, B) > A+ B=(Aj) + (Bi) = (Ai + B)
. +IDx ID®* — ID?
(MLA)—AA = (MAJ).
Teorem
(ID3, +) bir degismeli gruptur [7].

Teorem

(1ID?, +, -) ID dual sayilar halkas1 iizerinde bir Modiil’ diir (8). Bu modiil kisaca ID-Modiil

seklinde gosterilir.

Tanim

ID-Modiiliin elemanlari olan dual sirali Gigliilere dual vektorler denir [7].



Tanim

a, a*elR® olmak iizere ID-Modiilde her bir A dual vektori,
A=3 +ea*,£=(0,1) € ID

seklinde yazilabilir [7].

Teorem

A =3 +ea* = (3, ?) dual vektoriiniin Ae ID skaleri ile ¢arpimi
AA= (A3, Aa%)

dir [7].

Teorem

A = (3a*) ve B =(b,b*)eID? igin

A=Bod=bvea =b
dir [7].
Tanim

- —

A =3 +£a %, B =b +¢b * € ID-Modiil vektdrlerinin i¢c carpimi

<,>:1D*x ID® - ID®
(A B) > <A, B>=<3 +ea %, b +eb >

=<3, b>+¢(<d, b *>+<a x, b>)

21
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seklinde tanimlanir. Bir reel vektor uzay: {izerinde oldugu gibi i¢ ¢arpim aksiyomlar1 ID-

Modiil iizerinde de gecerlidir, ancak burada pozitif tanimlilik aksiyomu saglanmaz [7].

v K, §, Ce ID-Modiil, a€ ID igin

Tanim

Bir A =3 +ea* dual vektSriiniin normu diye

“K”: < K,K >= (”5”,(3’;’;)) 340

dual sayisina denir. Bundan sonra bu dual say1

(@a’)
a= 5 fAhihald
Il a"=5
olmak tlizere
||K|| =3 +ea*

seklinde gosterilecektir [7].

Tanim

Normu (1,0) dual sayisina karsilik gelen dual vektorlere birim dual vektor denir [7].
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Tanim

A =3 +ea* birim dual vektor ise

I3l =1,(3a") =0
dir [7]
Teorem

A = (3,a%)€ID® olmak iizere

-y
IA]

bir birim dual vektordiir [7].
Tanim

{A =3+ ea”: ||A|| = (1,0),3,a%€IR?} kiimesine ID-Modiil’de birim dual kiire denir [7].

Teorem (E.STUDY DONUSUMU)

(0,a* ) # A €1D- Modiil olmak iizere ID-Modiil’de denklemi ||A]|= (1, 0) olan birim dual
kiirenin dual noktalar1, IR® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelirler [3].
Bu teoreme gore A =3 +¢a* birim dual vektérii IR? deki bir tek yonlii dogruya karsilik

gelmektedir. g birim vektorii bu dogrunun yoniinti, a* ise O baslangi¢ noktasina gore a

birim vektoriniin vektorel momentini ifade etmektedir.

Tanim

A =3 +ea*€1D? olmak iizere,



—

=——=Uu+4+cu* =— E——=
1] TETRNTE]

birim dual vektdriine A vektdriiniin ekseni denir [7].

Tanim

A =a +ea*€ID® olmak iizere,

reel sayisina, A =3 +ea® dual vektdriiniin yiikselisi veya adimi denir [7].

Tanim

A ve B birim dual vektér D, A ve B nin eksenleri arasindaki ac1 olmak tizere

<A B >=cosd = cos(p + £@*)

24

olarak tanimlanan ® = ¢ + e¢@* dual sayisina, A ve B birim vektérleri arasindaki dual acl

denir [7].

Burada ¢ ve @, sirasiyla A ve B birim vektérlerine karsilik gelen yonlii dogrular di ve da

olmak iizere bu dogrular arasindaki aciy1 ve aralarindaki en kisa uzaklig ifade etmektedir.

Sekil 3.1. de dual aginin geometrik yorumu verilmistir:



a

Sekil 2.3.Geometrik Olarak Dual Ag¢1

Teorem

A ve B birim dual vektdrleri arasindaki dual ac1 @ = @ + €¢” olmak iizere
<AB>= cos(p + €@*) = cosd

dir [7].

Tanim

A, BeID? dual vektdrlerinin dis carpimi

AAB = 3Ab + £(3Ab" + a*Ab)

25
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olarak tanimlanan

A:ID?* x 1D® — ID?

seklinde bir islemdir [7].

2.3 Dual Uzayda Regle Yiizeyler
Tanim

Bir parametreli K/K’ dual kiiresel hareketinde, K da tespit edilmis bir X dual noktasi, K’

sabit dual kiiresi lizerinde t€ IR parametresine bagli olarak bir

X=X@®, |[X®|=1

egrisi cizer. t-parametresine gore diferensiyellenebilen bu dual kiiresel egriye bir regle
yiizey olarak bakabiliriz. Clinkii E. Study doniisiimiine gore, bu egriye ¢izgiler uzayinda

bir 1-parametreli bir dogru ailesi (regle yiizey) karsilik gelir. Eger dual kiiresel egri kapali
ise, karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

X = X(t), teR, dual kiiresel egrisine, ¢izgiler uzayinda (X)- regle yiizeyinin dual kiiresel

resmi de denir.
X = X(t) dual kiiresel egrisinin dd = d¢ + edg” yay elementi i¢in

dcp2 =< dX,dx >,

de.de* =< dx,dx >

elde edilir. Burada d¢ ve d¢” reel biiyiikliikleri ise sirasiyla ¢izgiler uzayindaki regle

yiizeyin )_()(t) ve )_()(t + dt) anadogrulari arasindaki, ag1 ve en kisa uzakliga karsilik gelir.
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Sekil 2.4. Dual Regle Yiizey

Tanim

X = i(t), (”i(t)” = 1) regle ylizeyinde i(t) ve i(t + dt) komsu ana dogrularin ortak

dikmesinin, X(t) anadogrusu tizerindeki ayagina bogaz noktasi, bu noktalarin geometrik

yerine ise bogaz ¢izgisi (striksiyon ¢izgisi) denir.
Tanim

X =X(b), (”i(t)” = 1) regle yiizeyinin biitiin anadogrularim dik kesen egriye regle

ylizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir.
Tanim

K/K' kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli sistemin birinci ekseninin ¢izdigi kapali
regle ylizey (U_1)) = (m(t)), tel olsun. Ayrica (U_z), @)- dual dizleminde U_z) ile
¢ (t) = @(t) + @*(t) dual acisim1 yapan N—{ = coscI)U—z) + sincI)U—3) birim dual vektoriinii
alalim. K/K' hareketinde hareketli kiirenin U_l) birim dual vektorii

(U_l)) = (U_l)(t)) kapali regle yiizeyini ¢izerken N_l) birim dual vektoriine karsilik gelen

dogru da bu kapal1 ylizeyin ortogonal yoriingesi boyunca bir agilabilir regle yiizey ¢izsin.
Bu taktirde bir peryotluk kapali kiiresel harekette ¢p(t) = @(t) + @*(t) dual acisinin
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toplam degisme miktarina (U_l)) = (U_l)(t)) kapal1 regle ylizeyinin dual agilim agis1 denir

ve

AU1= f d(l)
seklinde ifade edilir [6].
Tanim

K/K' kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli sistemin birinci ekseninin ¢izdigi kapali regle
ylizey (m) = (Tl(t)), tel olsun. Ayrica (U_Z), @)- dual diizleminde U, ile ¢(t) = @(t) +
@"(t) dual agisin1 yapan N_l) = COS(I)U_2)+ sind)@ birim dual vektoriinii alalim. K/K’
hareketinde hareketli kiirenin U_l) birim dual vektorii (U_l)) = (U_l)(t)) kapali regle ylizeyini

cizerken E birim dual vektoriine karsilik gelen dogru, yiizey boyunca bir dual egri ¢izsin.

Bu egriye ylizeyin ortogonal ydriingesi denir.
Tanim

U, (t) dual egrisine ¢izgiler uzayinda karsilik gelen regle yiizey (U_l)) olmak iizere U, (t) ile

sabit @=0+¢0* dual acisin1 yapan
Vl) = cos@fl + sin@U_;

seklinde tanimli Vl) dual vektoriine karsilik gelen (VT) yiizeyine (U_l)) yiizeyinin paralel regle

yiizeyi denir [2].
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3. IR® de BIiR EGRIi ve ONUN TABIi LiFT“ EGRISININ KURESEL
GOSTERGELERI ve DARBOUX YEKTOBLERi TARAFINDAN
OLUSTURULAN REGLE YUZEY CiFTLERI

o:I—=M birim hizli bir egri olmak tizere a:I->TM
a(s) = (a(s), d'(s)) = &' () lacs)

seklinde tanimli egriye o egrisinin tabii lifti denir.

o egrisinin a(s) noktasindaki Frenet Formiillerini {T(s), N(s), B(s)} seklinde verilmistir.

! n

74 o

T S) =T =T T — N(s ,
© =171 = o = N
E() alxa,, allxa”’ T( )+ B()
S = —I! 144 nr S S
T = T T = T T
S ———T S +—B S
NG = =y T + g B
[9].
Sonug

@ IR3 te bir egri olsun. O halde

T(s) = N(s)
B(s) = ||W|| Wi T W ||W|| B(s),
NG) = = [ 1O + [ B

(i) X ve X iki regle yiizey olsun.

X(s,v)= a(s) + vT(s), X(s,v) = a(s) + vT(s)

X ve X nin striksiyon noktalari sirastyla B(s) = a(s) + AT(s) ve B(s) = a(s) + uT(s) dir.
Simdi A ve p hesaplayalim.
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=0, p=0

X ve X regle yiizeylerinin dagilma parametreleri

det(o’, T, T") — det(@,T, T
T = —, 2 = ) PT = —_, 2 =i
Il Il
dir [9].
Sonug¢

X ve X nin striksiyon noktalari sirasiyla B(s) = a(s) + AT(s) ve B(s) = a(s) + uT(s)
oldugundan artik B(s) = a(s) ve B(s) = a(s) esitlikleri vadr.

(i) X ve X iki regle yiizey olsun.
X(s,v)= a(s) + VN(s), X(s,v) = @(s) + vN(s)

X ve X nin striksiyon noktalar1 sirastyla B(s) = a(s) + AN(s) ve B(s) = a(s) + uN(s) dir.
Simdi A ve p hesaplayalim.

K _ xlIwiP
2+’ T e+ W

X ve X regle yiizeylerinin dagilma parametreleri

det(a’,N,N") T 5 det(a’,N,N") K2t + ki’
N~ [IN"|2 k2 412’ N [IN"]|2 K2 412 4 (k2 4 12)2

dir [9].

Sonug
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X ve X nin striksiyon noktalar1 sirastyla B(s) = a(s) + AN(s) ve B(s) = a(s) + uN(s)

k[|W/|3
KZ+T2+||W]|*

K

k2 +12

oldugundan artik B(s) = a(s) + — N(s) ve B(s)=a(s) +—

N(s)

esitlikleri vardir.

(iii) X ve X iki regle yiizey olsun.

X(s,v)= a(s) + vB(s), X(s,v) = a(s) + vB(s).

X ve X nin striksiyon noktalar sirastyla B(s) = a(s) + AB(s) ve B(s) = a(s) + uB(s) dur.
Simdi A ve p hesaplayalim.

X ve X regle yiizeylerinin dagilma parametreleri

_ det(«!,B,B") 1 5 det(a’, B,B") B K2t + kK’
S ]- U T B2 k?+417?

ol

dir [9].
Sonug¢

X ve X nin striksiyon noktalar1 sirastyla B(s) = a(s) + AB(s) ve B(s) = a(s) + uB(s)
oldugundan artik B(s) = a(s) ve f(s) = a(s) esitlikleri vardir [9].

Sonuc¢

o birim hizl1 bir egri ve  tabii lift egrisinin K egriligi, T burulmas1 ve W darboux vektorii

olmak tlizere

U _ kt' —x't
K= —— T ————
K K||W]|2°
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4. DUAL UZAYDA BiR E(V}Ri.VE ONU TABIii LIiFT EGRIiSININ
KURESEL GOSTERGELERI TARAFINDAN OLUSTURULAN
REGLE YUZEY CIiFTLERI

Bu boliimde, dual uzayda verilen bir egrinin ve onun tabii lift egrisinin kiiresel
gostergelerinin ve darboux vektoriiniin olusturdugu regle yiizey ciftleri ile ilgili bazi

karakterizasyonlar verilip dagilma parametreleri ve striksiyon egrileri hesaplanmustir.

a(s)egrisi dual uzayda verilen bir egri olsun. Egrinin T =t + €t*, N = n + en”,
B = b + eb* dual Frenet vektorleri, W = W + eW* dual Darboux vektorii, K=k, +ek] ve
1=k, +€k3 da dual egrilik ve dual torsiyon olmak tizere; o(s) egrisinin o(S) tabii lift egrisinin

teget, asli normal, binormal ve Darboux vektorleri agagidaki gibi verilmistir:

T=t+et* =n+en,
B =Db+ eb* = (sinB + €0*cos0) (t + £t*) + (cos 6 + €6*sin0) (b + b*),
N=n+en*= —(cos 0+ s@*(—sine))(t + et*) + (sin 0 + €6*cosO) (b + €b™*),

Gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra lift egrisinin Frenet vektorlerinin reel ve dual

kisimlar1 agagidaki gibi verilir:

t =n,

n = —tcosO + bsino,

b =sinOt+ cosODb,

t* =n’,

n* = —t*cosO + 0*t*sinB + b*sin® — 0*b* cos O,

b* = sin6t* + 0*cosObt* + b* cos 6 — 0*sinOb”,

Esas egrinin Frenet vektorleri asagidaki gibi verilmistir:

T’ = kN,
N’ = —xT + 1B,
B’ = —tN.

Frenet vektorlerinin reel ve dual kisimlar agilinca;
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t' + et”™ = (k; + €kj)(n + en”),
n' +en"” = —(k; + ki) (t+ et*) + (k, + €k3) (b + €b*),
b’ + eb"™ = —(k, + €k})(n + en*)

elde edilir. Reel ve dual kisimlar gerekli hesaplamalardan sonra asagidaki gibi bulunur:

t' = kqn,

n' = —k;t+Kk,b,

b’' = —k,n,

t"™ = kyn* +kin,

n” = —k;t* — kjt+ k,b* + k3b,

b = —k,n* — kjn.
Sonug

a(s) dual uzayda bir egri olsun. ®(s), a(s) nin tabii lift egrisi olmak {izere a(s) ve (S)

egrisinin tegetler gostergelerinin olusturdugu regle yiizey ciftleri sirasiyla asagidaki gibidir;

x1(s,v) = t(s)At(s)* + vt(s),
X7 (s, v) = t(s)At(s)* + vt(s).

a(s) ve a(s) egrilerinin tegetler gostergelerinin striksiyon egrileri asagidaki gibidir:

B(s) = t(s)At(s)" — At(s),
B(s) = E(SAL(s)* — ui(s).

A ve W sabitleri agagidaki gibi hesaplanir:

- (t' (AL ()", t'(s))
(t'(s),t'(s))
_ (ky (s)n()A(kq ($)n*(s) + ky "(s)n(s) ), ky (s)n(s))
(k1(s)n(s), ki (s)n(s)) '
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(ki (s)n(s)Aky (s)n*(s) + ky (s)n(s)Ak; " (s)n(s), k; (s)n(s))
- ki(s) (n(s),n(s))
1

{0,k (9)n(s)
T KE
= 0.

_{TOAKS), T(S) _ (' (s)An"(s),n'(s))
(T(s),t'(s)) (n’(s),n’(s))
(k1 ()t(s) + ko ()b())A(—k1 ()t*(s) — ki (9)t(s) + ko ($)b*(s) + k3 (s)b(s))
((=kqt + k,b), (—k;t + k,b))
(—ky(8)t(s) + kz(s)b(s))
"((=k;t + k,b), (=K t + kb)Y
=0

O halde a(s) ve a(s) egrilerinin tegetler gostergelerinin striksiyon egrileri agagidaki gibi elde

edilir:

B(s) = t(s)At(s)",
B(s) = t(s)At(s)".

a(s) ve a(s) egrilerinin tegetler gostergelerinin dagilma parametreleri asagidaki gibidir:

det ((t(s)A'(s))',t(s),t'(s) )
b= HOIE '
_ det(t' ()AL (s) + t(s)A” (s), t(s), t'(s))
B lIt’ ()1 '
_ det(t'(s)At"(s), t(s), t'(s)) + det(t(s)At" (s), t(s), t'(s))
B I’ ()% '
3 det(t(s),t’(s),t’(s)/\t*(s)) + det(t(s),t’(s),t(s)/\t*’(s))
B I’ ()% '
_ (AL (), ' (S)AL™(5)) + (t(s)AL'(s), ()AL (s))
B lIt’ ()1 '
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0 0 1
(), ()M (5),t7(8)) — (£(s), £ (8)) (' (), ' () + (t(s), t(s)) {t'(5), t" (5))
- It ()1
2

(), T () (K (5), t(s))

lIt’ ()11 ’
_A{t'(s),t7(s))
IO
_ (ky(s)n(s), ky (s)n"(s) + ki(s)n(s))
B lIk; (s)n(s)||? ’

0
_ k:?(s) (n(s),n*(s))
k12(5)

)

I
e

det((f(s)/\f(s)*)’, t(s), t' (s))
ROIE '
ks ($)ky (5) + K3 (), (5)
GO

Pr =

Sonug¢
a(s) dual uzayda bir egri olsun. ®(s), a(s) nin tabii lift egrisi olmak iizere a(s) ve (S)
egrisinin asli normaller gdstergelerinin olusturdugu regle yiizey ciftleri sirasiyla agagidaki

gibidir;

xn(s,v) = n(s)An(s)* + vn(s),
Xn (s, v) = n(s)An(s)* + vi(s).

o ve o egrisinin asli normaller gostergelerinin striksiyon egrileri agagidaki gibidir.

B(s) = n(s)An(s)" — An(s),
B(s) = i(s)Afi(s)* — pA(s).

A ve u sabitleri asagidaki gibi hesaplanir:
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2= (WOA()" n'(s)) (n'(s)An” (s),n'(s))
(n'(s),n’(s)) (n'(s),n'(s)) ’
(k1 (9)t(5) + ka(5)b(5)) Ak ()t* () + Ki(5)t(s) + ko ()b"(s) + k3(s)b(s))
((k1()t(s) + k2 (s)b(s)), (k1 ($)t(s) + ka2 (s)b(s)))
(kq (s)t(s) + ka(s)b(s))
(k1 (s)t(s) + k2(s)b(s)), (k1 (s)t(s) + kz(s)b(s)))
=0.

REOLOMYO)
(n'(s),n'(s)y
=0

O halde a(s) ve a(s) egrilerinin asli normaller gostergelerinin striksiyon egrileri asagidaki

gibi elde edilir:

B(s) = n(s)An(s)",
B(s) = A(s)AR(s)".

a(s) ve a(s) egrilerinin asli normaller gostergelerinin dagilma parametreleri asagidaki

gibidir:

B det(n’(s)An’(s)*,n(s),n'(s) )
N lIn’(s)11?
det ((n(s)/\n*(s))’, n(s), n’(s))
B I’ (s) 12 '
_det(n’(s)An"(s) + n(s)An"'(s), n(s), n'(s))
B lIn’(s)1? '
B det(n’(s)/\n*(s), n(s),n’(s)) + det(n(s)/\n*’(s),n(s),n'(s))
B lIn’(s) |2 '
B det(n(s), n'(s), n’(s)/\n*(s)) + det(n(s),n’(s),n(s)/\n*’(s))
B lIn’(s) |2 '
_ (n(s)An’(s),n'(s)An"(s)) + (n(s)An’(s), n(s)An"'(s))
B lIn’(s)11? '
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0 0 1
_ (n(s),n'(s)) (n'(s),n"(s)) — (n(s),n*(s)) {n'(s),n'(s)) + (n(s),n(s)) (n'(s),n" (s))
- lIn"(s)1[2

0
_{(n(s),n” () {n'(s), n(s))
I’ ()11 '
_{'(s),n" (s))
YOI
_ @) +ka(9b(S), ki (D) = KIS +ka(b'() + k5 (b))
I=k1 ($)t(s) + ko (s)b(s)II?
0 —(t*(s),b(s))
_ —ki(®) {t(s),b(5)) + k%@@@)t@»—kﬂﬂb@ﬂﬂﬂb(9%+b@ﬂM®b®»
kz(s) + k2(s)

—k1(5)kz (s){b(s),t*(s)) + k3(s) (b(s), b (S))
k2(s) + k3(s)

_ k;(s)
~k3(s) + K3(s)

B det((n(s)/\n(s) ), n(s),n (s))
| a'(s)1I2 ’
kl(s)kl(s)cosze + (k1 (s)k3(s) + ka2 (8)kj(s) )sinBcosd + k, (s)k3 (s)sin?60
1 + (k;(s)cosb + k,(s)sin6)?

Sonug¢
a(s) dual uzayda bir egri olsun. ®(s), a(s) nin tabii lift egrisi olmak iizere a(s) ve (S)
egrisinin binormaller gostergelerinin olusturdugu regle ylizey ciftleri sirasiyla asagidaki

gibidir;

X8(s,v) = b(s)Ab(s)" + vb(s),
Xg(s,v) = b(s)Ab(s)* + vb(s).

a(s) ve ®(s) egrilerinin binormaller gostergelerinin dagilma parametreleri asagidaki gibidir:

B(s) = b(s)Ab(s)* — Ab(s),
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B(s) = b(s)AB(s)" — ub(s).
A ve p sabitleri asagidaki gibi hesaplanir:

_(b'(s)AD'(s)",b'(s)) _ (b'Ab",b")
IRCHONIO ) R D
_ (ko (5In()Ak, ()n"(5) — Kz (s)n(s)), (= kz(S)“(S)))
((=kz(s)n(s)), (=kz(s)n(s)))
_ (ko (9)n() Ak, ()" (5)) — (ko (SIn(SNA(kz($)n(s)), (= kz(S)n(S)))
k3(s) {n(s), n(S))

_ {0, (—ky(s)n(s)))
- k3(s) ’

=0.

_ (b'(s)Ab'(s)",b'(s))
(b'(s),b'(s))
(k1(s)sin® — k,(s)cosB) (k] (s)sin® — k3 (s)cos0)
- 1 + (k;(s)sin® — k,(s)cos0)?

O halde a(s) ve @(s) egrilerinin binormaler gostergelerinin striksiyon egrileri asagidaki gibi

elde edilir:

B(s) = b(s)Ab"(s),
(k1(s)sin® — k, (s)cosB) (ki (s)sinB — k3 (s)cos0) B

B(s) = b(s)Ab(s)* — 1+ (k(s)sin® — k,(s)cos0)? )

a(s) ve a(s) egrilerinin binormaller gostergelerinin dagilma parametreleri asagidaki gibidir:

det ((b(s)Ab*(5))',b(s), b'(s) )
%= Ok
det(b (s)Ab*(s) + b(s)Ab*'(s),b(s),b’ (s))
Ib”(s)||2
det(b (s)Ab*(s),b(s),b'(s)) + det(b(s)Ab*(s), b(s),b’ (s))
Ib"(s)|2
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det(b(s) b’(s),b’(s)Ab* (s)) + det(b(s) b’(s), b(s)/\b*’(s))
b (s)1[2
(b(s)/\b (s),b’(s)Ab*(s)) + (b(s)Ab'(s), b(s)Ab* (s))
|Ib’ (S)II2

0 1
_ (b(s),b’(s))(b'(s),b"(s)) — {b(s), b*’(S)) (b'(5),b'(s)) + {b(5),b(s)) (b'(5),b" (s))
- lIb"(s)II?

0
_{b(s),b" () (b'(s), b(s))
Ib" ()11 ’
_{b'(),b7(s))
I CHOTE
_ {=ka()n(s), —ka()n"(s) = K3 (s)n(s))
B I=k2(s)n(s)I? ’

1 0
_ ky(s) (n(s),n(s)) + kz(s)k5(s) (n(s), n*(s))
- k3(s) '
1
B ky(s)’

det ((B(s)Ab(s)")’, b(s),b'(s) )
oG
cose(e t(s))(sin?6 + (k,(s)sin® — k,(s)cosB)) + (8, n(s))(k (s)sin® — k, (s)cose)
1 + (k;(s)sin® — k,(s)cos0)?
_ (0,b(s)) sin 6 ((k,(s)sinB — k,(s)cosB)? + cos?0) — (k;(s)sind — k3 (s)cose)(cosesme)
1 + (k,(s)sin® — k,(s)cos0)?

Ps =
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde dual uzayda bir egri ve onun tabii lift egrisinin iirettigi regle yiizeylerle ilgili bazi
karakterizasyonlar verilmistir. Bu egrilerin kiiresel gostergelerinin ve darboux vektoriiniin
urettigi regle yiizeylerin sitriksiyon egrileri ve dagilma parametreleri hesaplanmistir. Dual
uzayda kiiresel hareketler geometrik olarak daha da yakindan mercek altina alinir ise dual

uzayda regle yiizeyler i¢in bagka karakterizasyonlar da elde edilebilir.
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