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OZET

Bu tez calismasinda; fuzzy antinormla elde edilen fuzzy antinormlu uzaylar ve 6zellikleri
ele alinmistir. Tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde girise yer verilmistir.
Ikinci boliimde t-conorm tanimi ile, Bag ve Samanta’ nin verdigi fuzzy antinorm tanimi
verilmistir. Uciincii béliimde daha 6nce verilen fuzzy antinorm tanimi genellestirilmistir.
Antinormlu lineer uzay ornekleri incelenmistir. T-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay
tizerinde ||x||, norm tamimlanmistir. Dordiincti béliimde antinorm tanimina goére fuzzy «
anti yakinsaklik, fuzzy o anti Cauchy dizisi, fuzzy a anti tamlik tanmimlart ve ilgili
teoremler verilmistir. Besinci boliimde fuzzy anti siireklilik ¢esitleri ve aralarindaki
iliskiler verildi. Ayrica fuzzy anti sinirlilik ¢esitleri verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis; Fuzzy antinormed spaces and their properties obtained by fuzzy antinormed
are discussed. The thesis consists of five chapters. In the first chapter, introduction is
given. In the second part, the definition of t-conorm is given by the definition of fuzzy
antinormed by Bag and Samanta. In the third chapter, the fuzzy antinormed definition
given earlier is generalized. Antinormed linear space samples were investigated. ||x||,
norm is defined on the fuzzy antinormous linear space with T-conorm. In the fourth
chapter, fuzzy o anti convergence, fuzzy o anti Cauchy sequence, fuzzy o anti
complentenes definitions and related theorems are given according to antinorm definition.
In the fifth chapter, fuzzy anti continuity types and relationships between them were given.
Also, fuzzy anti limitation varieties were given.
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TESEKKUR

Beni fuzzy normlu ve fuzzy antinormlu uzaylara yonlendirerek bilgilerimin derinlesmesi
ve anlamlanmasinda biiyiik katki saglayan, ¢alismalarim boyunca yardimlarin1 ve degerli
zamanini hi¢cbir zaman esirgemeyen c¢ok kiymetli danigmanim Saymn Prof. Dr. Hakan
EFE’ye; beni bu siiregte her zaman destekleyen, Semdinli’deki zorluklarda yanimda olan
esim Burak SANLI’ya; beni her zaman destekleyen, matematik¢i ve 0gretmen olmama
vesile olarak bugiinlere gelmemde ¢ok emegi olan sevgili annem Meva ALKAYA ve
babam Halil ALKAY A’ya tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Yillardir matematigin kesinligi diger bilimlere gére matematikle ugrasanlarin fikirlerinin
celismemesine neden olmustur. Ama yine de bu kesinlik matematik ilerledikge
sinirlandirict olmaya baslamis ve farkli bir matematik alani olarak ¢alisilan kiimenin
degistirilmesi diisiiniilmiistiir. Ilk kez 1965°te California Berkeley Universitesinden Azeri
matematik¢i Lotfi A. Zadeh bu diislinceyle fuzzy mantik ve fuzzy kiime kavramlarinm
tanimlanmistir. Zadeh bu ¢alismasinda insan diisiincesinin biiyiik ¢ogunlugunun bulanik
oldugunu, kesin olmadigini belirtmistir. Bu yiizden 0 ve 1 ile temsil edilen Boolean mantik
bu diisiince islemini yeterli bir sekilde ifade edememektedir. insan mantig1, agik, kapali,
sicak, soguk, 0 ve 1 gibi degiskenlerden olusan kesin ifadelerin yani sira, az agik, az kapali,
serin, 1lik gibi ara degerleri de goz Oniine almaktadir. Fuzzy (bulanik) mantik klasik
mantigin aksine iki seviyeli degil, ¢ok seviyeli islemleri kullanmaktadir. Ayrica Zadeh
insanlarin denetim alaninda, mevcut makinelerden daha iyi oldugunu ve kesin olmayan

dilsel bilgilere bagli olarak etkili kararlar alabildiklerini savunmustur.

Fuzzy sayilar, fuzzy kiimeler ve fuzzy mantiktan sonra 1984 yilinda Katsaras [1]
tarafindan tanimlanmigtir. 1992°de Felbin [2] lineer uzayda fuzzy norm tanimini vermistir.
Cheng Moderson [3] lineer uzaylarda bagka bir fuzzy norm tanimi vermistir. 2003’de Bag
ve Samanta [4] tarafindan Cheng Moderson[3]’ nun fuzzy norm tanimi degistirilmis ve
fuzzy normda lineer operatorlerin sinirliligi kurulmustur [5]. Jebril ve Samanta tarafindan
Bag ve Samanta ‘nin verdigi fuzzy anti norm tanimina bagh kalinarak lineer uzayda fuzzy

antinorm tanimi verilmistir [3,4].

Bu tezde lineer uzayda fuzzy antinorm tanimi, genellestirilmis Riesz lemmasi ve sonlu
boyutlu fuzzy antinormlu lineer uzayda bazi 6nemli 6zellikler ispatlanmistir. Son kisimda
fuzzy a-anti-yakinsaklik, fuzzy a- anti Cauchy dizisi, fuzzy a-anti tamlik tanimlanmis ve

bunlar arasindaki iligkiler verilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde t-conorm tanimi verildi. Bag ve Samanta’nin verdigi Fuzzy
antinorm tanimi verilmistir. Verilen antinorm tanimina gore bir dizinin yakinsaklik tanima,

Cauchy dizisi tanimi, kapalilik tanimi, kompaktlik tanim1 verilmistir [1-4].

Tezin ii¢lincii boliimiinde Bag ve Samanta’nin verdigi Fuzzy antinorm taniminin genel



tanim1 verilmistir. Ayrica t-conorm ile Fuzzy antinormlu lineer uzay tanimlanmistir. Bazi
Fuzzy antinormlu lineer uzay ornekleri incelenmistir. T-conorm ile Fuzzy antinormlu
lineer uzay tzerinde ||x||, norm tanimlanmistir. Fuzzy antinorma gore bir dizinin

tanimlanan o normlarina gore yakinsakligi, kapaliligi, sonlu boyutlulugu incelenmistir.

Tezin dordiincti boliimiinde Fuzzy o anti-yakinsaklik, Fuzzy a anti-Cauchylik, Fuzzy o
antinormlu kompaktlik ile artan normlar ailesinin uygunlugu incelenmistir. Ayrica t-
conorm ile Fuzzy antinormlu lineer uzayda yakinsak bir dizinin Fuzzy o anti limitinin

tekligi incelenmistir.

Tezin besinci boliimiinde Fuzzy antinormlu lineer uzayda Fuzzy anti siireklilik, diizgiin
Fuzzy anti sireklilik, gii¢lii Fuzzy anti siireklilik, zayif Fuzzy anti sireklilik
tanimlanmigstir. Fuzzy antinormlu uzaylar iizerinde Fuzzy anti smirlilik tanimlanmustir.
Ayrica zayif Fuzzy anti siirhilik, gliclii Fuzzy anti sinirlilik tanimlanarak birbirleriyle

iliskileri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1

*: [0,1]%x[0,1]—[0,1] ikili islemi eger,

Q) * birlesmeli ve degismeli,

(i) * stirekli,

(i)  vag[0,1]igin a*x1l = a,

(iv)  va,b,cvedeg[0,1]i¢in a<b ve c<d iken a*c < b*d

sartlarin1 sagliyorsa * islemine liggen norm (t-norm) denir [6].

Tanim 2.2

0:[0,1]x[0,1] - [0,1] bir ikili islem olsun. Eger her a,b,c,d€ [0,1] igin

1) o degismeli ve birlesimli
i) o stirekli
i) ao0=a

iv) a<c ve b<d ise acb<ced dir [1,2].

sartlar1 saglaniyorsa ¢ iglemine siirekli t-conormdur denir [7,8].

Birkag stirekli t-conorm 6rnegi;

acb=a+b-ab

aocb=maks{a,b}

acb=min{a+b,1} dir.

Her ¢ conorm i¢in maks{a,b}< acb gergeklenir.

Asagidaki sekillerde bu t-norm ve t-conormlarin {i¢ ve iki boyuttaki grafikleri verilmistir.



min{x,y} t-normu

Sekil 2.1. T1(X,y)

Xy t-normu

Sekil 2.2. T,(X,y)



Sekil 2.4. S;(x,y)=maks{x,y} t-conormu



min{1,x+y} t-conormu

X, F cismi {izerinde bir lineer uzay olsun (F; reel veya kompleks sayilar cismi). N*, X X R

Sekil 2.5. §,(x,y)=x+y—xy t-conormu
nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger N*, her x,y € X,Vc € F igin,
(N*1)Vte Rvet <0i¢in N*(x,t) =1

Sekil 2.6. S5(X,y)
Tanim 2.3

=0

(N*2)Vt € Rvet > 0i¢in N*(x,t) =0 & x



(N*3)Vt € Rve t > 0icin N*(cx,t) = {N (x’ |c|) poc#0
1 ;o ¢c=0

(N*4)Vt,s € Rigin N*(x + y,t +s) < maks{N*(x,t),N*(y,s)} dir.
(N*5)N*(x,.), R de artmayan fonksiyondur 6yle ki lim;_,, N* (x,t) = 0

sartlarini sagliyorsa N* ye X da bir B-S fuzzy antinorm denir [9].

Ayrica,

(N*6)Vt e Rvet > 0igin N*(x,t) < 1ise x = 6 oldugunu varsayacagiz.
Ornek 1

(X, |I. 1) normlu lineer uzay olsun. Her x € X ,t € R ve k,m,n € R* i¢in

N*:X xR - [0,1]

milxll
N*(x,t) = {kt”+mllxll ; £>0
1 ; t<0

olarak tanimlanan N* fonksiyonu X {izerinde bir fuzzy antinormdur.

Eger k=m=n=1 alinirsa

x|

; t>0
N*(x,t) = {t+IIxII
1 ; t<0
olup buna ||.|| tarafindan indirgenen standart fuzzy antinorm denir.

Tanim 2.4

(2.1)

(22)

(2.3)

(X,N*) B-S fuzzy antinormlu lineer uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger Vvt >0 ,

r € (0,1) igin en az bir ny € N var 3 Vn = ny icin N*(x, — x,t) < r kaliyorsa {x,}, x e

yakinstyor denir [10].



Tanim 2.5

(X, N*) B-S fuzzy antinormlu lineer uzay olsun. X de bir {x,,} dizisi eger Vt > 0
r € (0,1)vep =1,2,3,...icin Iny € N var oyle ki; t > 0,Vn > ng igin

N*(%p4p — X, t) <r oluyorsa bu diziye Cauchy dizisi denir [10].

Tanim 2.6

(X, N*) B-S fuzzy antinormlu lineer uzay ve AcX olsun. Egert > 0

0 <r < 1vardylekiVx € Aigin N*(x,t) < r oluyorsa A ya sinirlidir denir [10].
Tanim 2.7

(X, N*) B-S fuzzy antinormlu lineer uzayn bir alt kiimesi A olsun. Eger A da herhangi bir

{x,} dizisinin her alt dizisi A nin bir elemanina yakinsiyor ise A ya kompakttir denir [10].
Tanim 2.8

(X,N*) B-S fuzzy antinormlu lineer uzay olsun. BC X olmak tiizere B deki her dizinin

limiti yine B de kaliyorsa B ye kapalidir denir.

Yani {x,,}cB ve Vt > 0i¢in limN*(x, — x,t) = 0 = x € B [10].
n—oo



3. FUZZY ANTINORMLU LINEER UZAY

Tamim 3.1

X, F (=R veya C) cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. X X R nin bir v alt kiimesi asagidaki

sartlar1 sagliyorsa, v ye X de ¢ t-conorm ile bagl fuzzy antinorm denir [11].
Vx,y € X i¢in,

1) VteRvet <0i¢inv(x,t) =1

i) VteERvet > 0icinv(x,t) =0 x =10

iii) VteRvet > 0i¢inv(cx,t) =v(x,t/|c|])ic #0,c EF
iv) Vs, t € Ri¢in v(x +y,s +t) <v(x,s) ev(y,t)

V) lim,, v(x,t) =0

Tanim 3.1. Tanim 2.2. nin daha genel halidir. (N*4) de bulunan maksimum fonksiyonu
yerine daha genel olan conorm fonksiyonunu alinacak ve (N*5) de bulunan N*(x,.)
t(€ R)de artmayandir sartinin conorm fonksiyonu tarafindan sagladigi Lemma 3.2. de
gosterilecektir. Dolayisiyla B-S fuzzy antinormlu lineer uzaylar igin verilen tanimlar t-

conorma bagli fuzzy antinormlu lineer uzaylar igin de verilebilir.
Lemma 3.2

(v, max); X de fuzzy antinorm olsun. Bu durumda (v,¢) ¢ conorm olmak iizere X de fuzzy

antinorm olur.

fspat

N*(x+y,s+t) <N*(x,s) o N*(y,t) oldugu gosterilmelidir.
(N*, max); fuzzy antinorm oldugundan;

N*(x+y,s+t) <maks{N*(x,s),N*(y,t)} < N*(x,s) e N*(y, t) dur.
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Lemma 3.3

v, X de ¢ t-conorma bagl fuzzy antinorm olsun. v(x, t); Vx € V igin t ye gére artmayandir

[11].

fspat

t<svek=s—t>0 olsun.

v(x,t) =v(x,t) o 0 =v(x,t)ov(0,k) = v(x,s)olur.
Boylece v(x, t) = v(x,s) dir.

Tanim 3.4

A" = {((x, t),v(x, t)): (x,t) X X R} X lineer uzayinda, F cismi {izerinde ¢ t-conorm ile
bir fuzzy antinorm olsun. (X, A*); F cismi tizerinde ¢ t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer

uzay olarak adlandirilir [11].

Ayrica (X, A*) fuzzy antinormlu lineer uzayinin agagidaki sartlart sagladigini kabul edelim:

vi) vix,t) <1,vt>0=>x=20 (3.2)
vii)  v(x,.) R nin siirekli bir fonksiyonudur ve R nin {t: 0 < v(x, t) < 1} alt kiimesinde

azalandir. (3.2)
viii) Va€[0,1]igina¢a = a dir. (3.3)

Es. 3.1. Es. 3.2 ve Es. 3.3. sartlarin1 ayn1 anda saglamayan fuzzy antinormlu lineer uzaylar

da vardir.

Ornek 1

(X, I 1) normlu lineer uzay olmak iizere, v fonksiyonunu;

v:XXR-[01]; asb=a+b—a.b



(0 5 > il
vt = ) : < |l

seklinde tanimlansin.
Bu durumda v, X de bir fuzzy antinormdur ve (X, v) fuzzy antinormlu uzaydir.
Gergekten,;

i) VteRvet <O0igint <0 < [|x|| oldugundan v(x,t) = 1 dir.

i) VvVt € Rvet > 0i¢in v(x,t) = 0 olsun. Tamimdan t > ||x|| olmalidir.

Bu durumda t > 0 oldugundan ||x|| = 0 = x = 6 dur.

x = 6 olsun. Budurumda VvVt € R ve t > 0 igin t > ||x|| oldugundan v(x,t) = 0 dir.
i) VteRvet > 0vec # 0igin

(0 ; t>||cx||_{o ;ot/lel > llxll _
”(C’C'”‘{1 pot<llexl” W 5 t/lel < lxll

v(x, t/|c|)dir.
iv) v(x,s) ov(y, t) =v(x,s) +v(y,t) —v(x,s).v(y,t) dir.
s> ||lx||vet>|lyllolsun = v(x+y,s+t) =0dir.

s+t> x|l + llyll vev(x,s) ev(y,t) =0+0—-0
vix+y,s+t) =v(x,s)ov(yt)olur.

s> |lx]| ve t < |lyllolsun = v(x,s) ev(y,t) =04+1—-0=1

s < |lx]| ve t > ||y|l olsun = v(x,s) e v(y,t) =14+0—-0=1

s < |lx|]| vet <|lyll olsun = v(x,s) ev(y,t) =14+1—-1=1

v(x,s) ov(y,t) =1 =v(x +y,s +t) oldugu gosterilmis olur.

11

(3.4)
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v(x,s) cv(y,t) = v(x +y,s + t) saglanir.

v) Tanimdan ag¢iktir ki lim;_,, v(x,t) = 0

Boylece v, X de bir fuzzy antinorm ve (X, v) fuzzy antinormlu lineer uzaydir.

Omnek 1, Es. 3.1. i saglar, fakat Es. 3.2. sartin1 saglamaz.

Ornek 2

(X, 1I. 1) normlu lineer uzay ve v fonksiyonu

0 ;o t> x| ,t>0
)
v(x,t) = e lel t<|lx|| ,t>0 (3.5)
1 ; t<o0

olmak ilizere v:X X R - [0,1]; a ¢ b = min{a + b, 1} seklinde tanimlansin.

Bu durumda v, ¢ t-conorm ile X de bir fuzzy antinormdur. (X, v) fuzzy antinormlu uzaydir.
Gergekten,;

i) t < 0 ise tanimdan v(x, t) = 1 dir.

i) t>0vet > ||x|| olsun.

vix,t) =0 t>|x|]|Vt(>0) ER < ||x|| = 0 & x = 0 saglanir.

t <0wvet < ||x|| olsun.

_ lxll _ _ -
vix,t) =0 yvri 0 © ||x|]| = 0 © x = 6 saglanur.

i) viex,t) =0 t>|lcx|| © t > |c]llx]| &= > ||| @v(x,L) =0

[cl Ic|



v(cx, t)

llcx]l t t [l llcx|]
=— g etslalemslxleviyn—)=3 =

t + [lex]] |c| |c| ERA t + [lex|]
c

iv) v(x,s) ov(y,t) = min{v(x,s) + v(y, t), 1} seklinde tanimlanmist.
a) x|l = s ve [|lyll =t olsun.

1l Iyl
s+ lxll - ¢+ lyll

vix,s) +v(yt) =

_ Cellll + Ny 1l + sliy D) + llx[Hiyl
Cellxll + Iyl + sliyl) + st

21 ; |Ixllllyll = st

Bu durumda v(x,s) e v(y,t) =1 =>v(x +y,s + t) dir.
b) l|x|| = s ve ||yl <t olsun.

lx +y|| =s+t veya ||x + yl|| < s+ tdir.

=>v(x,s) +v(yt) = % + 0 < 1 olur.

v(x,s) o v(y,t) = % elde edilir.

llx + yl|l = s + ¢t olsun.
lyll < tves < ||x|| = st < t]|x]| olur.

Bu durumda;

llx + ¥l Il

vty s+ 0 =vos) ov(y, ) = e T T

llx11+ 11l [E3

T ostt+lixll+HIyIE o s+l

13
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_ sliyll = tlixl
(s +t+llxll + llylDCs + [lx]D)

< st — tl|x||
(s+t+xll + lylIDCs + llxID

< 0 oldugu gortiliir.
Bu durumda v(x + y,s + t) < v(x,s) o v(y,t) elde edilir.

l|x + yl| < s+ t olsun.

>v(x+ys+t)=0< il

T s+l

=v(x,s) ov(y,t) olur.

Benzer sekilde ||x|| = s ve ||y|| <t, |lx|| <svellyl| =t oldugunda da
vix+y,s+t) <v(x,s)ev(y,t)oldugu gosterilebilir.

C) l|lx|| < s ve|lyl|] <t olsun.

v(x,s) +v(y,t) =0+ 0 < 1olur

= v(x,s) ov(y,t) = 0dir.

Ayrica ||x + y|| < x|l + llyll < s + t dir.
v(x+y,s+t)=0olur.

>v(x+ys+t) =v(xs)ov(yt)dir

Bu durumdav(x +y,s +t) <v(x,s) o v(y,t) oldugu goriiliir.
V) t > ||x|| oldugunda lim;_, v(x,t) = 0 oldugu agiktir.

x # 0 vet < |x|| olsun.
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llx]|

= 0 elde edilir.
t+|lx||

Bu durumda lim,_, v(x,t) =

x =0vet < |x|| olsun.
. . . 1 .
lime,v(x, t) =lim,,,v(0,t) = llmt_m? = 0 elde edilir.

Boylece Vx € V im;_,, v(x,t) = 0 oldugu goriiliir.

Bu durumda v, t-conorm ile V de bir fuzzy antinormdur ve (X,v) fuzzy antinormlu

uzaydir.

Ornek 2, Es. 3.1. i saglar, fakat Es. 3.2. sartin1 saglamaz.
Ornek 3

(X, Il 1I) normlu lineer uzay olmak iizere, v fonksiyonu;
v:X XR - [0,1]; a o b = maks{a, b}

ol
v(x,t) = {t+uxu ;>0
1 ; t<0

(3.6)

seklinde tanimlansin.

v, ¢ t-conorm ile X de bir fuzzy antinormdur ve o t-conorm ile (X,v) fuzzy antinormlu

uzaydir.

Gergekten;

i) t < 0 oldugunda tanimdan v(x, t) = 1 dir.

i) t > 0 olsun.

x|
t+lx|l

vix,t) =0 =0 & ||lx]|| = 0 © x = 6 oldugu elde edilir.
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iii) t > 0 olmak tizere,

vicx, t) = llexll x|l _v(

t
= = X, —) oldugu goriiliir.
tlexll ol s

|cl

iv) v(x,t) o v(y,s) = maks{v(x,t),v(y,s)} ve Vt,s € RveVx,y € X olmak tizere,
vix +y,t+s) < maks{v(x,t),v(y,s)} oldugu gosterilmelidir.

Q) s+t<0=>s<O0veyat <0dir.

Bu durumda v(x,t) = 1 veya v(y,s) = 1 olmak zorundadir.
vix+y,s+t) =1=maks{v(x,t),v(y,s)} bulunur.

b) s+t=0=s=t=0veyas = —t olabilir.

s=t=0=>U(x+ys+t)=1=maks{v(x,t) =1,v(y,s) =1}
s=—-t=>v(y,s) = 1veyav(x,t) = 1 oldugundan;
vix+y,t+s) =1=maks{v(x,t) =1,v(y,s) = 1} bulunur.

C) s + t > 0 oldugunda;
s<0<t, t<0<s,0<t<s,0<s <tdurumlan olacaktir.
s<0<t, t <0< s durumlan igin;

v(y,s) = 1veyav(x,t) =1 olacagindan iki durum iginde maks{v(x,t),v(y,s)} =1

olmak zorundadir.
Yani v(x + y,t +s) < maks{v(x,t),v(y,s)} olacaktir.

0<t<s,0<s <tdurumlar i¢in;



v(x,t) > v(y,s) veyav(y,s) > v(x, t) durumlarindan biri gergeklesecektir.

v(x,t) > v(y,s) durumu ele alinirsa;

) (||| llyIl )
v(x,t) > v(y,s) ise Es. 3.4 tamimindan TR > e olmalidir. Bu durumda;

lxll iyl
t+lxll s+ lyll

>0

slixll = tllyll

e+ IknG+in Y

= sl|x|| — t||ly[l > 0 elde edilir.

v(x,t) > v(y,s) oldugundan maks{v(x,t),v(y,s)} = v(x, t) olacaktir.

Gosterilsin ki; v(x + y,t + s) < maks{v(x,t),v(y,s)} = v(x, t) dir.

llx+yli < _ lxlI+lyll y
= saglanir.
t+s+|lxl[+lyll = t+s+lxl|+]lyll
[l || llx|l + Iyl sllx|l — ¢llyll

t+llxll t+s+xll+ 1yl E+s+Ilxl+ My + lxID
Es. 3.5. den dolayz,

slix|—tllyll

0 dur.
st el Ty ern O 9

[l |l + 1y [l |l
Yan ir.
t+s+lxll+llyll — t+lxl
X+l el
Buradan saglanmis olur.
t+s+||x+yl| t+]|[x||

Benzer sekilde v(y, s) > v(x, t) durumu da gosterilebilir.

17

(3.7)
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vix +y,t+s) < maks{v(x,t),v(y,s)} oldugu goriiliir.

V) x=0ise lim,v(x,t) = limt_m% = 0 dir.

llx]l

——— = 0 bulunur.
t+ |||

x # B ise lime,,v(x,t) = lim,,,

Her iki durum i¢inde lim,_,., v(x, t) = 0 dir.

Bu durumda v, o t-conorm ile X de bir fuzzy antinormdur ve ¢ t-conorm ile (X,v) fuzzy

antinormlu uzaydir.

Ornek 3, Es. 3.1 sartin1 saglamaz, fakat Es. 3.2 sartin1 saglar.
Ornek 4

(X, |- 1I) normlu lineer uzay olmak tizere, v fonksiyonu;
v:iXXR - [0,1];a0ob =min{a+ b, 1}

llx|

— ,; t>||x
v(x, t) = {2t=lixll Il
T, <l

(3.8)

seklinde tanimlansin.

v, o t-conorm ile X de bir fuzzy antinormdur ve o t-conorm ile (X, v) fuzzy antinormlu

uzaydir.

Gergekten,;

i) VteERvet <0 igint <0 < ||x|| oldugundan v(x,t) = 1 dir.

llx||
2t—||xl

i) Vt€e Rvet > 0vet > |x| olsun. Es. 3.6 dan v(x,t) = olmalidir.
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Il

vix,t) =0 t>|x|; vt(>0) eR e v(x,t) = —— =
2t — [|x||

& ||x|| = 0 & x = 6 elde edilir.

i) v =1e <l o t<cllxl oL <lxll o v(xs) =1

l|cx|| t t
viex,t) =—ot>|cx||et> x|l e —> x| v (x,—)
2t — [ex]| |c] |c]
llx |l
t
2——||x
ol

iv) v(x,s) cv(y, t) = min{v(x,s) + v(y,t),1} ve Vt,s € R;Vxy € V

olmak tizere,

vix+y,s+t) <min{v(x,s) + v(y,t), 1} olup olmadig1 gosterilmelidir.

a) |lx|| =sve |[y|l =t olsun.

Bu durumda

vix,s)+v(y,t) =1+1=2>1=v(x,s) ov(y,t) =1 elde edilir.

v(x +y,t +s) <1 oldugundan;

vix+y,s+t) <min{v(x,s) + v(y,t), 1} = 1 oldugu gosterilmis olur.

b) l[x|]l =s ve |lyll <t olsun.|lx +y|| = s+t veya |[x + y| <s+ tdir.

[yl

> 1 olur.
2t=|lyll

=>v(xs)+v(yt) =1+

Bu durumda v(x,s) e v(y,t) = 1 elde edilir.
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llx + y|| = s + tolsun.

Bu durumda v(x + y,s + t) = 1 dir.

Boylece v(x +y,s +t) =v(x,s) o v(y,t) elde edilir.

l|x + || < s+ tolsun.

vix+y,s+t) <1vev(x,s)ev(yt) =1 oldugundan

vix+y,s+t) <v(xs)ov(yt) oldugu gosterilmis olur.

Benzer sekilde ||x|| = s ve ||y|| <t oldugunda gosterildigi gibi

|x]| < svelly|l =toldugundadav(x +y,s+t) <v(x,s) e v(y,t) oldugu gosterilebilir.
c) x|l < svelly|l <tolsun.

Bu durumda;

llx + yIl < llx]l + llyll < s+ tdir. (3.9)
Kabul edelim ki; v(x, s) + v(y,t) < 1 olsun.

Bu durumda;

v(x,s) ev(y, t) = v(x,s) + v(y,t) saglanir.

Gosterelim ki; v(x + y,s + t) < v(x,s) o v(y,t) dir.

vix+y,s+t)—v(x,s)ov(y,t) incelenirse;

eyl iyl
2G+0 —lx+yl 25— lall 2c— [yl

vix+ys+t)—v(x,s)ov(yt) =

Es. 3.7 esitliginden;
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eyl
S26+0 —Ixl =yl 2s—Ilxll 2t— Iyl

< lIxIl + 11yl I L. I 4
T2+ = llxll =yl 2s = llxll 2t = |lyll

_ Il N Iyl I 1 I 4|
2s+2t = |lxll = llyll ~ 2s + 2t = [lxll = llyll 25 = llx[l 2t = |lyll

[[x]| [yl [1x]| []|
< X — 2 25— x> 0,2t — |yl > 0
2s—|lx|l ~ 2t-=llyll 2s-lx|l 2t-|lyll

< 0 elde edilir.
Bu durumdav(x + y,s +t) < v(x,s) o v(y,t) dir.
Kabul edelim ki v(x, s) + v(y,t) = 1 olsun.

Bu durumda v(x,s) ¢ v(y,t) = 1olur. v(x + y,s + t) < 1 oldugundan her iki kabul i¢in
dev(x+y,s+t) <v(x,s)ov(y,t) saglanir.

91— 0 grr.

U) x = 0 ise limt_,oov(e, t) = limt—)oo 2t 110l —

llx||

——— = 0 bulunur.
2t—|Ix||

x # Oise lim;_,, v(x,t) = lim;_,

Her iki durum iginde lim;_,, v(x,t) = 0 dir.

Bu durumda v, o t-conorm ile X de bir fuzzy antinormdur ve ¢ t-conorm ile (X,v) fuzzy

antinormlu uzaydir.
Ornek 4, Es. 3.1 ve Es. 3.2 sartlarimi saglar.
Teorem 3.5

(X,N*); ot-conorm ile fuzzy antinormlu liner uzay olsun. Ayrica Tanim 3.4 de verilen Es.
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3.1 ve Es. 3.2 sartlar1 saglansin. V[ € (0,1) igin;

x|z, = A{t > 0:v(x,t) <1—a} (3.10)
seklinde tanimlanan ||x||7: X = [0, %) fonksiyonu X {izerinde bir normdur [11].
Ispat

i) Vx € X a € (0,1) i¢in antinorm tanimindan;

t<0iginv(x,t) =1=A{t>0v(x,t)<1—a}=0

= ||x||; = 0dir.

i) v; antinorm oldugundan, Vt € R,t > 0 i¢in

lx|l;, = 0=v(x,t) <1—a < 1saglanir. Es. 3.1 den x = 6 olur.

Tersine;

x=0=>v(,t)=0;VtER,t>0=2A{t>0:v(x,t) <1—a}=0; Va € (0,1)
= |Ixllz =0

iii) Kabul edelim ki; ¢ # 0 olsun

llex|lz = A{s > 0:v(cx,s) <1 —a}
S

= /\{S > 0:v<x,—) <1- a}
|c|

=A{clt > 0:v(x,t) <1—a}

= [c|A{t > 0:v(x,t) <1—a}

= |c|||x|I;, saglanir.
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Kabul edelim ki; ¢ = 0 olsun.

llexlle = 161le = 0 = 0. [lxllz = Iclllx|lz elde edilir.

iv) x|z + llvIlz=llx + vl saglandig1 gosterilmelir.

x|z + Iyl = At >0:v(x,t) <1 —a}+A{s>0:v(y,s) <1—a}; Va € (0,1)

>At+s>0v(xt) <1-av(ys)<1-a}

Es. 3.3 den;

>At+s>0vix+yt+s)<1—a}

= ||x + y||;, elde edilir.

Boylece {]|. ]|} X de bir normdur.

Lemma 3.6

(X, N*); o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay olsun.

x|z = A{t > 0:v(x,t) <1—a} (3.10)

seklinde tanimlanan ||x||;: X — [0,%0) norm [3] de bulunan Teorem 3.2 nin genel halidir.
[3] de Teorem 3.2 de v(x,t) < a yerine v(x,t) < 1 — a yazarak Teorem 3.9 elde edilir
[11].

Teorem 3.7

(X, N™); o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay olsun. a; < a, = ||x|l3, < lIx]|%, dir.

Yani {|. ||: « € (0,1)} ailesi X de artan norm ailesidir [11].

fspat
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a; < a; olsun. Gosterlim ki; ||x[|7, < [lx]|g, dir.

a; < a, kabul edildiginden;

{t>0v(x,t) <1—a,}c{t>0:v(x,t) <1—a,}olur.
SAE>0v(xt) <1l—ay} =2 A{t>0:v(xt) <1—ay}
= [Ixlla, = lixlla,

Fuzzy de Riesz teoremini tamimlarken kullanilmak {izere v i¢in baska bir tanim

verilecektir.
Teorem 3.8

(X,N™); Es. 3.1, Es. 3.2 ve Es.3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu linner

uzay olsun.
v:iX xR - [0,1];

Ml—a:|lx|lz <t} 5 (& t)# (6, O)}

vi(xt) = { 1 ; () =1(0,0)

(3.11)

seklinde tanimlansin.

Eger ||.||5; Es. 3.10 de verilen normlarin artan bir ailesi ise v/ = v dir [11].
Bu teoremi ispatlarken kullanilan bir Lemma verilecektir.

Lemma 3.9

(X,N*); Es. 3.1, Es. 3.2, ve Es. 3.3 sartlarim1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu

linner uzay olsun. {||. ||5: @ € (0,1)} Es. 3.10 de tanimlanan X nin normlarinin artan bir

ailesi olmak tizere; ||xoll;;, = s © v(xg,s) =1 — a dir [11].
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fspat
(=): Kabul edelim ki; ||xo|l7 = s ve s > 0 olsun. Gosterelim ki; v(xy,s) = 1 — a dir.

v(x0,Sp) <1—a,Vn €N igin n » w iken s, — s olacak sekilde {s,}nen;Sn > 0 dizisi

verilsin.

Es. 3.2 den;

7lli_r){)lov(xo,sn) <l-a=v (xo,rlli_rgosn) <1-—adm.

Es. 3.2 ve azalan oldugundan;

111%5” <|xllk=21-a=v (xo’#_t?os”) > v(xo, l1x|]%) olmalidir.

= v(x, IXII%) < 1 — a; Va € (0,1) elde edilir.

a € (0,1),x,(# 0) € X i¢in Lemma 3.14 den s = ||x]||}, = A{t:v(x,t) <1 — a} olarak

tamimlanmustt. Es. 3.2 den v(x, . )siireklidir.

Kabulimiizden;

v(xg,s) <1l—a (3.12)
ve Es.3.2 den v azalan oldugundan;

s’ > sikenv(xg,s) <v(xy,8) < 1— a saglanir.

Ancak bu s = Af{t: v(x,t) < 1 — a} oldugunda imkansizdir.

Boylece;

v(ixg,s) 21—« (3.13)

olmak zorundadir.
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Bu durumda Es. 3.12 ve Es. 3.13 den v(x,,s) = 1 — a olmak zorundadhr.

Boylece;

s = ||x|I;, = v(xy,s) = 1 — a saglanir. (3.14)

(<):

Kabul edelim ki; v(x,,s) = 1 — a olsun. Gosterelim ki; || x|}, = s dir.

Simdi v(xy,s) =1—a, a € (0,1) olsun.

Es. 3.2 den;

x|z = A{t:v(x, t) <1 — a} = s saglanr. (3.15)

Boylece Es.3.14 ve Es. 3.15 den a € (0,1), xo(# 0) € Vigin

s> 0,|lxll = s © v(xg,s) =1 — aelde edilir.

Teorem 3.8 in ispatina gegilirse;

(%0, ty) € X X R olsun. Bu teoremin ispatlamak igin asagidaki 5 durumun incelenmesi

gerekir.

Durum 1;

xo € V,t < 0 igin antinorm tanimimdan v(x,,to) = v (xo, tp) = 1 dir.

Durum 2;

Xg = 9, to >0 lg:ln V(xO, to) = Vl(xo, to) = 0 dir.

Durum 3;

Xo # 0, to,(>0) €R 3 v(xyty) =1 olsun. Va € (0,1) i¢in Lemma 3.9 dan
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v(xo, llx]l;) = 1 — a oldugu bilinmekedir.

v(xg, tg) =1>1—a=v(xyllx|ly) <1—a<v(xg,ty) olur.
v(x,,.) kesinlikle artmayan oldugundan ve t, < ||x||%, Va € (0,1) dir.
Bu yiizden v'(xq, to) = A{1 — a: ||x||% < to} = 1 dir.

Boylece v(xq,to) = Vv (xg,to) = 1 oldugu goriiliir.

Durum 4;

Xo # 60, ty(>0) € R 3 v(xy,ty) = 0olsun. Es. 3.10 den; Va € (0,1) igin ||x||;, < t, dir.
Boylece ||x|| < to = v'(xg,to) = 0 Es. 3.11 dan gergeklenir.

Durum 5;

Xo # 0,t,(>0) ER 30 <v(xgty) <1 olsun.

Kabul edelim ki; v(x,,t,) = 1 — B olsun.

Es. 3.10 den [|x||; < t, saglanir. (3.16)
Es. 3.11 da Es. 3.16 kullanilirsa v(xg,ty) < 1 — B elde edilir.

Bu durumda v(xo, t) = v (xq,to) olur. (3.17)
Lemma 3.9 dan v(xo, tp) =1 — B © x|l = ¢, dir.

Kabul edelim ki; B < a < 1 i¢in ||x]||;, = t’ olsun. Lemma 3.9 dan v(x,,t') =1 — a dir.
Buradan v(xy,t')=1—a <1—-p8 =v(x,t,) elde edilir. v(x,,.) kesinlikle monoton

azalan ve v(xg,t') < v(xq, ty) oldugundan t' > t, dir.

B < a < 1ligin ||x||;, =t >ty oldugundan
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V’(XO, to) > 1 _ﬁ = V(xO, to) O|UI’ ES 3.16 ve ES 3.17 V(xO, to) = Vl(xo, to) Oldugu

goriiliir.

Bes duruma bakildiginda (x,, ty) € V X R i¢in v(xy, ty) = v'(xg, to) oldugu goriliir.
Bu durumda (x,t) € V x R igin v(x,t) = v'(x,t) oldugu goriiliir. Yani v = v dir.
Lemma 3.10

(X,N™); Es. 3.1, Es. 3.2 ve Es. 3.3 sartlarim1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormiu

lineer uzay olsun. Bir {x,,} € X dizi yakinsaktir & Bu durumda {x,} € X dizisi;
a € (0,1) olmak tizere uygun a-normlara gore yakinsaktir [11].

fspat

(=>):

(X, N*) ile fuzzy antinormlu linner uzay ve Es. 3.1 ve Es. 3.2 saglansin.

{2, }nen X de bir dizi ve x,;, » x olsun.Bu durumda ,lfl?ov(xn —x,t) =0, Vvt > 0dir.
Kabul edelim ki; 0 < @ < 1 olsun.

#Zﬁv(xn —xt)=0<1-—a=ny(t)var aVn = n,(t,a) igin

v(x, —x,t) <1— adir. (3.18)
llx, — x|z, = A{lt > 0:v(x, —x,t) <1—a} = ||lx, — x|l <t,Vn =ny(a,c)dir.

t > 0 keyfi sabit oldugundan Va € (0,1) i¢in n — oo iken ||x,, — x]||;, = 0 dur.

(e):

Va € (0,1) iginn — oo iken ||x, — x||;, = 0 oldugunu kabul edelim.
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a€(0,1) ,e>0 i¢in ny(a,e) var sVn =ny(a,e) a € (0,1) i¢in

|x, — x||; < €olur. (3.19)
v(x, —x,t) = AM{1 —a:||x,, — x||;, < &} alalim.

2>v(x,—x,&) <1—a;Vn=ny(a,e), a €(0,1)

= limv(x, — x,&) = 0 elde edilir.
n—-oo

Boylece x, = x oldugu gosterilmis olur.
Lemma 3.11

(X,N*); Es. 3.1, Es. 3.2, Es.3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu linner
uzay olsun.W <€ X ,(X,N*) da kapalidir & «a € (0,1)olmak tlizere W S X a-normlara

gore kapalidir [11].

Lemma 3.12 fuzzy de sonlu boyutlu bir uzay kompakt kiime ile fuzzy anlamda karakterize
edecektir. Bu bizi fuzzy antinormlara gore sonlu boyutlu ve sonsuz boyutlu uzaylar

arasindaki temel farklara yonlendirecektir.

Lemma (Riesz) 3.12

W; (X,v) o t-conorm ile Es. 3.1, Es. 3.2, Es.3.3 sartlarin1 saglayan fuzzy antinormlu lineer

uzayiin kapali 6z alt kiimesi olsun.

Ve>0,Va € (0,1) ve w € W i¢in;

JyeX—-Wvar sv(y,1)<1l—-avev(y—w,1—¢)<1-a[ll].

fSpat

x|z = Alt:v(x,t) <1 —a}, a€ (0,1) ve {||.|li:a € (0,1)}, X lineer uzaymnda «

normlarinin artan bir ailesi olarak tanimlansin.
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Normlu uzaylar i¢in riesz teoremine gore;

Ve>0icindy e X—W s |ylly =1 (3.20)

ly —wll;, >1—¢&Vw € W dir. (3.21)

Teorem 3.8 den Va € (0,1) i¢in;

vy, t) = M1 —-a:llylly < t}

= 0,1 =Ml-a:llylly <1}

= [1(y,1) <1 — a oldugu biliniyor.

Tekrar v(y — w, t) bakilirsa;

vy —w,t) = A1 —a:ly —wllg < t}

=0y -—we) =M -ally—wl < &}

= [y —w,e) <1 — aelde edilir.

Teorem 3.13

(X,N™); Es. 3.1, Es. 3.2, Es.3.3 sartlarin1 saglayan ¢ t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer

uzay olsun.

Eger a € (0,1) olmak tizere {x:v(x,t) <1 — a} kiimesi kompakt ise X sonlu boyutlu
uzaydir [11].

fspat

{x:v(x,t) <1—a}={x:||xll; <1}, a € (0,1) oldugu gosterilebilir. Lemma 3.12 den

yararlanilarak a € (0,1)i¢in  {x:||x||;, < 1} kiimesi kompakt ise X nin sonlu boyutlu
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oldugu gosterilebilir. Lemma 3.10 dan a € (0,1) icin {x:v(x,t) < 1 — a} kompakttir. Bu

ise X nin sonlu boyutlu oldugunu soyler.
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4. FUZZY a- ANTI YAKINSAKLIK

Bu boéliimde fuzzy a-anti-yakinsaklik, fuzzy a-anti-Cauchylik, fuzzy a-anti kompaktlik ile

artan normlar ailesinin uygunlugu incelenmistir.
Teorem 4.1

(X,N*); Es. 3.1, Es. 3.2, Es.3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu linner
uzay olsun. Ayrica Es. 3.10 de tanimlanan {]|. ||}: « € (0,1)} X nin normlarinin artan bir
ailesi olsun. (0,1) de keyfi artan (veya azalan) {a,}nen dizisini alalim. Eger (0,1) de

a, — aise Vx € Vigin ||x|[z, — [[x]|% dir [11].

fspat

x =0 olsun. a, - a = |[x]|3, = x|z oldugu aciktir.

x # 6 olsun. Lemma3.13dan x # 8, « € (0,1) ve t > 0 olmak iizere;

x|z, =t © [(xo,t) = 1 — a gergeklenir..

(0,1) de {a,, }pen dizisini alahm 6yle ki a,, = a olsun.

Ayrica |[x]|g,, = s, Ve ||lx|[z = s olsun. Bu durumda Lemma 3.13 den

vix,s,) =1—-a,vev(x,s)=1—a 4.2)

olur. {||. I%: @ € (0,1)} normlarin artan ailesi ve {s,},ey reel sayilarin artan bir dizisidir.

Ayrica {s,},en; reel sayilarin artan bir dizisi ve tisten s ile sinirli oldugundan yakinsaktir.
Boylece

limv(x,s,) =1—lima, = [(x,lims,) =1—«a
n—-oo n—-oo

n—-oo

(4.2)
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elde edilir.

Es. 4.1 ve Es 4.2 birlestirilirse v(x, lim s,) = v(x, s) elde edilir. Bu lims, = s olmasi

n—-oo n—oo

gerektirir. Es 3.2 sartindan dolay1 lim||x||, = [|x||7 dir.
n—-oo

Benzer sekilde (0,1) de keyfi azalan {a,, },eydizisi alinarak (0,1) de a, — a ise
Vx € X icin ||x||z,, = llx]I7 oldugu da gosterilebilir.
Tanim 4.2

(X,N*); o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay, a € (0,1) ve {x,},ey X de bir dizi

olsun. Eger Vt > 0 i¢in x € X var 3 limv(x, — x,t) <1 — a ise {x,}nen dizisi (X,N*)
n—oo

da fuzzy a-anti yakinsaktir denir [11].
x noktast, {x;, },en dizisinin fuzzy a-antilimiti olarak adlandirilir.
Teorem 4.3

(X,N™); Es. 3.1, Es. 3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay

olsun. Fuzzy a-anti yakinsak dizinin fuzzy a-antilimiti tektir [11].
fspat

{xp}nen bir fuzzy a-anti yakinsak olsun. Kabul edelim Ki; {x,},ey dizisi, X de x ve y

noktalarina yakinsasin. Bu durumda V¢ > 0 ve VneN igin
7lli_)rg)v(xn —xt)<l—a ve Tllggov(xn —y,t) <1 — a saglanir.
vix—y,t) =v(x —x,+x,—y,t)

=v(x, —x,t) ov(x, —y,t)

Limit alinirsa;
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v(ix —y, t):Tlli_rilOv(xn —x,t)o Tlli_r)f)lov(xn —y,t)
Es. 3.3 sartin1 sagladigindan dolayi;
<(1-a)e (1—a)=(1—a) gergeklenir.

Bu durumda vVt > 0 i¢in v(x — y,t) < 1 olur.

Es. 3.1 sartindan dolay1 x —y = 6 olmak zorundadir. Buradan x = yolup {x,}nen

dizisinin fuzzy a-antilimiti tektir.
Teorem4.4

(X,N*); Es. 3.1, Es. 3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay
olsun. {x,}nen X de, X € X e yakinsayan fuzzy a-anti yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda

n — oo iken ||x,, — x||; = 0 dir [11].
fspat

{xn}nen bir fuzzy a-anti yakinsak olmak tizere kabul edelim Ki x,, — X olsun. Bu durumda

Vvt > 0 i¢in,

#_T)?ov(x" —x,t) <1—adir.

= Any(t) > 03 v(x, —x,t) <1—a,Vn = ny(t)

= Any(t) > 03 ||x, — x|, < t, Vn = ny(t).

t > 0 keyfi oldugundan n — oo iken ||x,, — x||;, — 0 elde edilir.
Tanim 4.5

(X,N™), o t-conorm ile fuzzy antinormlu liner uzay, a € (0,1) olsun. {x, },en X de bir
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dizi olsun. Egervt > 0,p = 1,2,3, ... icin limv(x, — Xp4p, ) < 1 — a oluyorsa {x,}nen
n—-oo

dizisine fuzzy a-anti Cauchy dizisidir denir [11].
Teorem 4.6

(X,N*); Es. 3.3 saglayan o¢t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay olsun. Bu
durumda a € (0,1) i¢in (X, N*) da her fuzzy a-anti yakinsak dizi, (X, N*) da bir fuzzy a-
anti cauchy dizisidir [11].

fspat
{xn}nen bIr fuzzy a-anti yakinsak dizi dyle Ki {x,}nen X € yakinsasin. Bu durumda

limv(x, —x,t) <1—a drr.

n—-oo

Vp = 1,2,3, ... i¢in;

v(xn — Xpip t) = V(% — X + X — X4, )

t t .
=v (xn - X, 5) oV (xn+p - x,;) elde edilir.

t t
i%v(x” — Xntp» t) < 1111_7){)101/ (xn - X, E) olimv (xn+p - X, E)
n—-oo

Es. 3.3 saglandg i¢in;
<(1-—a)e(1—a)= (1 — a) gergeklenir.
(X, N*) da fuzzy a-anti cauchy dizisidir.
Lemma 4.7

Bir (X,N*) o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzayinda a € (0,1) olmak {izere her
sabit dizi (X, N*) da a-anti Cauchy dizisidir [11].
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Teorem 4.8

(X,N*); Es 3.1 ve Es. 3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay
olsun. Bu durumda ||. ||}, @ € (0,1) i¢in Es. 3.10 de tamimlanan X iizerindeki normlarin
artan ailesi olmak tizere (X, ||.||) da her cauchy dizisi (X, N*) da bir fuzzy a-anti Cauchy
dizisidir [11].

fspat

a, € (0,1) keyfi fakat sabit secelim.

{Vulnen; X de |I. |I5, ile bir cauchy dizisi olsun. Bu durumda rlll_r,?o”y” — Ynipl|| = 0 dir.
Ve(> 0) igin bir pozitif ny(e) tamsayisi vardir 3 p = 1,2,3,... igin

lyn = ynsnll},, <&,V =no(e)

S At > 0:v(yn — Yp t) S1—ap} <e

= t(n,p,e) < evars

v (yn — Ynip t(0, D, s)) <1-ay Vn=ny(e)

= Uy = Ynep &) <1 —ag

(> 0) keyfi oldugundan,;

vt > 0 icin Tlli_tzlov(yn — Yniprt) <1 —agolup

{Vnlneny (X,N*) da fuzzy a,-anti-Cauchy dizisidir.

a, € (0,1) keyfi oldugundan (X, ||.]|;) da her Cauchy dizisi Va € (0,1) olmak {iizere
(X, N*) da bir fuzzy a-anti Cauchy dizisidir.
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Tanim 4.9

(X,N™), o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay olsun. Eger @ € (0,1) i¢in X de her a-
anti-Cauchy dizisi, a-anti-yakinsak ise X e fuzzy a-anti-tamdir denir [11].

Teorem 4.10

(X,N*); Es. 3.1 ve Es. 3.3 sartlarin1 saglayan o t-conorm ile fuzzy antinormlu lineer uzay

olsun. (X, N*); a € (0,1) olmak iizere fuzzy a-anti tamise X, ||. ||}, ile tamdir [11].
fspat

ao € (0,1) keyfi sabit ve {y,}nen; X de || [I%, ile bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

Teorem 4.8den {y,} ; (X,N") dabirfuzzy a-anti Cauchy dizisidir.

(X, N*) fuzzy a, -anti-tam olsun. Bu durumda

y € X var s Vvt > 0igin limv(y, —y,t) < 1 — a, gergeklenir.
n—-oo
Teorem 4.8 geregince lim||y, — yllg, = 0 dur.
n—-oo

Bu durumda [|. [|%,ile y, — y gergeklenir.

(X - ||;0) tamdir. @y keyfi oldugundan (X, ||.||%) tamdir.
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5. FUZZY ANTIi SUREKLILIK VE FUZZY ANTI SINIRLILIK

Bu boliimde fuzzy anti stireklilik, diizgiin fuzzy anti siireklilik, giiglii fuzzy anti siireklilik
tanimlanarak bunlarla iligkili bazi teoremler verilmistir. Bu boliimde (U,A) ve (V,B*)

ayn1 F cismi tizerinde iki fuzzy anti-normlu lineer uzay olarak alinacaktir.
Tanim 5.1

T: (U,A") =(V,B*) tanimli bir doniisiim olsun. Eger x, € U olmak iizere 3¢ > 0, a €
(0,1) i¢in 6 = 6(a, ¢€), B = B(a, €) € (0,1) vardir dyle ki; her x€ U igin

vy (x-%0,8)<B =v,(T(x) — T(x0),&) < a sart1 saglaniyorsa T ye fuzzy anti siireklidir
denir [12].

Tamim 5.2

T: (U,A") =(V,B*) tanimli bir doniisiim olsun. Eger x, € U olmak iizere her {x,} C

U i¢in x,, = x, iken T'(x,) = T(x,) oluyorsa yani;

Vvt > 0 igin lim,,_,, vy (x, — xo, t)=0 = lim,,_,,, vy, (T (x) — T(x,, t)=0 ger¢ekleniyorsa T

ye dizisel fuzzy anti-siireklidir denir [12].
Tanim 5.3

(U,4") =(V,B*) tanimli bir bir déniisiim olsun. Eger x, € U olmak iizere 3¢ > 0
icin 8 = &(a, €) >0 vardir dyle ki; v, (T (x) — T(x0),€) < vy(x-x¢,8) gergekleniyorsa T
ye giiglii fuzzy anti- siireklidir denir [12].

Tanmim 5.4

T: (U,A") =(V,B*) tamimli bir doniisiim olsun. Eger x, € U olmak iizere 3¢ > 0,a €

(0,1) i¢in & = 6(a, €) >0 vardir 6yle ki; her x € U igin

vy (x-%0,8)<1-0 =1, (T (x) — T(x,),€) < 1 — a oluyorsa; T ye zayif fuzzy anti- siireklidir
denir [12].
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Teorem 5.5

T: (U,A") =(V,B*) taniml bir doniisiim olsun. Eger T gii¢lii fuzzy anti-siirekli ise zayif

fuzzy anti-siireklidir. Fakat tersi dogru olmak zorunda degildir [12].

Teorem 5.6

T: (U, 4") =(V,B*) taniml bir doniisiim olsun. Bu durumda T fuzzy anti-siireklidir ancak

ve ancak T diizgiin anti-stireklidir [12].

Teorem 5.7

T: (U,A") =(V,B*) tanimli bir doniisiim olsun. Bu durumda T gii¢lii fuzzy anti-siireklidir

ancak ve ancak T diizgilin anti-siireklidir [12].

Teorem 5.8

T: (U, 4") =(V,B*) tanimli bir lineer doniisiim olsun. Eger T bir x, € U noktasinda dizisel

fuzzy anti-siirekli ise T, U da dizisel fuzzy anti-siireklidir [12].

fspat

X€ U keyfi bir nokta ve {x,},; U da bir dizi olsun.

X, — x olmak iizere , Vt > 0 icin lim,,_,,, vy (x,, — x, t)=0 saglanir.

Bu durumda lim,, ., vy (%, — x + x¢) — X, t)=0 dur.

T, xo da diizgilin fuzzy anti-siirekli oldugundan Vt > 0 icin

lim,, ., vy ((x, — x + Xx¢) — X, t)=0 saglanir.

Bu durumda;

limy, o vy (T (xn) = T(x) + T (x0) — T(%0),£)=0
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= lim,_,, vy (T (x,,) — T (x), t)=0 olur.

Boylece; lim,_, vy (x, —x,t)=0 ,Vt > 0 = lim,_, vy (T(x,) — T(x),t)=0,vt > 0
oldugu gortiliir.

Tanim 5.9

T: (U,A") =(V,B*) bir doniisiim olsun. Eger Vt > 0,Vx € U i¢in v,(T(x),t) < vy(x, ﬁ)

olacak sekilde bir M bir pozitif reel sayisi var ise T ye giiclii fuzzy anti- Sinirlidir denir
[12].

Ornek 1
Sifir doniistimii ve birim doniisiim giiglii fuzzy anti-sinirlidir [12].
Ornek 2
COKI1-1) bir F (=R veya C) cismi tizerinde normlu lineer uzay olsun. a;,a, € R ve
a; > a, > 0olsun.
v, V5. XX RT - [0,1] olmak iizere

aqlx||

vy (x, t):t_l_al”x” (5.1)
ve
v, (x t)=M (5.2)
2 g x| '

olarak tanimlansin.

Ayrica ao b=maks{a, b} her a,b € [0,1] olarak verilsin.
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[k énce vy, v, nin fuzzy anti normlu lineer uzay oldugunu gdsterelim.
i) ilk sart tanimdan agiktir.

aqlx|l
t+aq x|l

ii) v, (x, £)=0

=0e|x|| =0 x=0

liiyce Fvec+ 0

agllex|l _  aqllx|l  _ t
- 7T =V (X, T
t+aqllex|l  —+4aq]x|| Ic|

vy(cx, t)=

el

aqllx+yll  _ 1

stt+allx+yll  —StE 44
aglx+yll

Iv) vy(x+ys+t) =

1 aqllx[l + a4 llyll

st +1 SsHt+alxll+ailyll
allx|l + aqyy

<

alxll o _aillyl

Bger v1 (x,5) 2 11 (3,1) = 2502 0 = sl
Boylece;
aqllxll+adllyll  —  aqlix|l < 0 elde edilir
stt+aqllxll+aqllyll  s+aqllixll — '
a|lx|l + aqllyll aq||x||

vi(x+ys+t) = =vy(x,8) o, (), 1)

s+t+allxll + aqllyll = s+ aqllx]l
dir.
Benze sekilde eger v, (y, t) = v,(x, s) ise

araq|lyll_

vi(x+ys+t)= il v1(x,s) o vy (y,t) olur.
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Boylece v (x + y,5 +t) < v1(x,s) ¢ v1(y,t) oldugu goriiliir.

aqllx|l _

V) lim = lim —=

Boylece (X,v;) bir fuzzy anti normlu lineer uzaydir. Benzer sekilde (X,v,) bir fuzzy

antinormlu lineer uzaydir.

Simdi T: (X,v;) — (X,vy) ve T(X)=rx; re R\{0} olacak sekilde T doniisiimii
tanimlayalim. Bu durumda T lineer bir doniisiimdiir. Ayrica M= |r| ve X€ X olacak
sekilde M> 0 sabiti segilirse;

M= |r| = allx]l = az|r]llx|

= t+aq||x|| =t + ay|r|||x]||; vt >0

t
= VE>0
t+a|r||lxl t+a; M| x|
¢ L3
>—M —-vyt>0
t+as|rx|| M+a1||x||
¢ 13
1l—-———<1 -+ —:vt>0
t+as|lrx|| M+a1||x||
a|lrx|| aq x|l
<< VE> 0
t+ay|lrx|| M+a1||x||

v,(T(x),t) < v, (x, i) Vvt > 0 ve Vx € X olur.

Bu durumda T; X de giiglii fuzzy anti-sinirhidir.
Tanim 5.10

T: (U,A%)=(V, B*) olmak lizere eger Vx € U ve her a € (0,1) igin M, (> 0) vardir 6yle
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ki; te R* icin vy (x, ML) <1—-aikenv,(T(x),t) <1—aiseT zayif fuzzy anti-

siirlidir denir [10].

Teorem 5.11

T: (U, 4%)—=(V, B*) bir lineer doniisiim olsun. Eger T gii¢lii fuzzy anti sinirli ise zayif fuzzy

anti-siirlidir. Fakat tersi dogru olmak zorunda degildir [12].

fspat

Kabul edelim ki T gii¢lii fuzzy anti-siarlt olsun.

Vx € U igin M> 0 vardir 6yle ki; Vt € R igin vy, (T (x),t) < vy (x, i) dir.

Bu durumda her a € (0,1) igin M, (> 0) vardur.
vy (x, 5) <1-a=v,(T(x),t) <1-—aoldugu elde edilir.

T; zayif fuzzy anti sinirhdir.

Ornek 3; Teorem 5.11 in tersinin dogru olmadigma dairdir.
Ornek 3

K- 1D bir F (=R, C) cismi tizerinde lineer uzay olsun.

Ayrica v4, v, : XxR — [0,1] ve ao b = maks{a, b} olmak tizere,

2]|x||?
v1(x, t) = {t2+x]12
1 ;o 0<t<|x|

;o >l

ve

(5.3)
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llx|l

(5.4)

seklinde tanimlansin.
(X,v1) ve (X,v,) nin fuzzy anti-normlu lineer uzay oldugu gosterilebilir.

Bir T: (U,v;)= (V,v,) T(X)=x Vx € X olacak sekilde lineer operator tanimlayalim.

a€(01),xeV vet>0 ve M, = ﬁ secelim.
12 (x, Mia) <1—-a=v,(T(x),t)<1-—a oldugu gosterilmelidir.
2 (x Mi) < 1 — a olarak kabul edelim.

2]|x]|?
<l—-a
t2(1 — a)? + |[x]|?

2||x1?
Il cl-(l-w)=a

=>1-—
t2(1 — a)? + |[x]|> —

£2(1 - a)? — |lx|?
-2+ x>~

>t2(1—a)® > 1+ a)||x]|?

t(l—a)Vl—«a Vita+(1l—-a)Vvl—«a
= [lx|l < =>t+lxll<t
Vi+a Vi+a
t Vi+a

= =
t+lxll " Vita+ (@ -a)Vi—«a

t <1 Vi+a
t+lxll 7 Vita+(@-a)Vl-a
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N |l < (1-a)Vl—-a
t+lxll " Vita+ (@ -a)Vi—«a

olur. Ayrica

A-a)Vl—«a <1
Vita+(1—a)Vl—a

a

eVli—-a<Vi+a+(1—-a)Vl—a
S avl —a

<Vl+a
& 1+ a+ a® > a? ifadesi tim « € (0,1) i¢in dogrudur.

Bu durumda;

t
,— ) <1-
vl(xM> a

a

= v,(T(x),t) <1 — a elde edilir. T; zayif fuzzy anti-sinirlidur.

Tanim 5.12

T: (U,A%)=(V,B*) ve (||.|l;) fuzzy a-anti norm ailesinden olmak iizere

1Tz = Ml|x|l; » @ € (0,1) olacak sekilde M> 0 varsa T ye diizenli fuzzy anti-

sinirlidir denir [12].

Teorem 5.13

T: (U,4%)—=(V, B*) bir doniisiim olsun. T gii¢lii fuzzy anti-sinirlidir ancak ve ancak a-anti

norm ailesinde diizenli fuzzy anti-sinirlidir [12].
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6. SONUC VE ONERILER

Fuzzy normlu uzaylar konusu yeni bir ¢alisma alanina sahiptir. Klasik normlu uzaylardaki
kavram buraya aktarilmaktadir. Ayrica fuzzy kavraminin getirmis oldugu genis yelpaze

bize bir ¢ok farkli 6rnekler sunmaktadir.

Bu c¢aligmada fuzzy anti normlu uzaylar incelenmistir. Klasik normlu uzaylar ile fuzzy

antinormlu uzaylar arasinda ge¢is verilmistir.

Bu calismanin devaminda fuzzy antinormlu uzaylarin karakterizasyonu ve uygulamalari

yapilabilir.
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