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OZET

G ve H Riesz uzaylari, T: G = H bir operatdr olsun. Her I € G ideali igin T(I), H iginde
ideal oluyorsa T ideal operator olarak adlandirilir; benzer mantikla her B € G bandi igin
T(B), H iginde band oluyorsa T band operatér olarak adlandirilir. Bu tezde, Riesz uzaylari
arasinda tanimli ideal ve band operatorlerin 6zellikleri, hem birbirleri hem de diklik
koruyan operatorler ile karsilastirmalari, sira sinirlt olma kosullart ve sira siirli yapida
iken sagladiklar1 6zellikler ¢alisilmigtir. Operatdr tersinir iken ideal ve band operatorlerin
terslerinin hangi kosullarda yine aymi 6zelligi sagladiklar1 arastirtlmistir. Ayrica diklik
koruyan operatorler teorisine ait iki problemin ¢oziimii verilmis ve band operatdr tanimi
pre-Riesz uzaylarina genisletilerek 6zellikleri incelenmistir.
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ABSTRACT
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operator to pre-Riesz spaces.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

(E,<) E sirali vektor uzayi

E* E Riesz uzaymin pozitif kismi

I, x elemani tarafindan iiretilen ideal

I, A kiimesi tarafindan tiretilen ideal

B, x elemani tarafindan tiretilen band

B4 A kiimesi tarafindan tiretilen band

P, Goriintii uzay1 B, olan band projeksiyon
Py Goriintii uzay1 B, olan band projeksiyon
(xq) Net

X T Yukari yonlendirilmis net

Xg 1 Asagi yonlendirilmis net

Orth(G) G Riesz uzaymin orthomorfizmlerinin uzay1
S(G) G Riesz uzaymin stabilizeri

Z(@G) G Riesz uzaymin merkezi

Z(G)¢ Z(G) uzaymin degisenleri

S(G)¢ S(G) uzaymin degisenleri

Z(G)pc Z(G) uzaymnn sira siirli degisenleri
{x}¢ x elemanimin diki

A4 A kiimesinin diki

{x}dd x elemaninin iki diki

Add A kiimesinin iki diki

xly x ile y elemanlarinin birbirine dikligi
XAy x ile y elemanlarimin infimumu

xVy x ile y elemanlarinin supremumu

| x| x elemaninin modiilii

x* x elemaninin pozitif kismi



Simgeler

A®B
Xg =X
{x}*

{x}!
A'u

posA
XP

Aciklamalar

x elemaninin negatif kismi1

A kiimesi ile B kiimesinin direkt toplami

(x4) netinin x elemanina sira yakinsamasi
x elemaninin Ust sinirlart kiimesi

x elemaninin alt sinirlar1 kiimesi

A kiimesinin {ist sinirlar1 kiimesi

A kiimesinin alt sinirlar1 kiimesi

A kiimesinin pozitif lineer zarfi

X sirali vektor uzayinin Riesz tamlamasi



1. GIRIS

1930’larda birbirlerinden bagimsiz olarak F. Riesz, L. V. Kantorovich ve H. Freudenthal
tarafindan ileri siiriilen Riesz uzaylar teorisi, yillar igerisinde farkli yaklagim, yontem ve
tekniklerle genislemis; fonksiyon cebirleri, diferansiyel denklemler, fuzzy uzaylar gibi
matematigin ¢ok farkli alanlarmin yanmi sira matematiksel ekonomide de kendisine
uygulama alanlar1 bulmustur. Riesz uzaylar1 teorisi gilinbegiin genislemekle beraber,
1993’te M. van Haandel [1]’de Riesz uzaylarinin daha genel bir hali olan pre-Riesz uzay
kavramini ortaya atti. Ozellikle son yillarda yapilan calismalarla pre-Riesz uzaylari

teorisinin genisledigini gormekteyiz [2-11].

Bir vektor uzayir iizerinde, vektor uzayr islemleri ile uyumlu bir siralama bagintist
tanimlanmasiyla elde edilen sirali vektor uzayr yapisi, Riesz uzaylar teorisinin temelini
olusturur. Sirali vektdr uzaylarinin 6zel bir hali olan Riesz uzaylarinda diklik kavramu,
ideal ve band yapilar1 onemli yer tutar. Ozellikle Riesz uzaylarinda tanimli operatdrler
teorisinde; bir operatoriin diklik koruyan olmasi, tersinin hangi kosullarda bu 6zelligi
korudugu ve diger bilinen bazi operatdr simiflart ile diklik koruyan operatorlerin

karsilastirilmasi bir¢ok ¢alismada incelenmistir [12-18].

1992°de Y. A. Abramovich, [19]’un problemler boliimiinde “E ve F Riesz uzaylar1 olmak
iizere T: E — F bire-bir ve érten diklik koruyan bir operatér iken T~1: F — E operatorii
diklik koruyan midir?” sorusunu ortaya atti. Y. A. Abramovich ve A. K. Kitover [12]’de
normlu Riesz uzaylar1 arasinda tanimli bire-bir ve orten diklik koruyan bir operatdriin
tersinin diklik koruyan olmadigin1 gosterdiler. C. B. Huijsmans ve B. de Pagter [18]’de
goreceli dlizgiin tam Riesz uzayindan normlu Riesz uzayina tanimhi her bire-bir ve orten
diklik koruyan operatoriin tersinin de diklik koruyan oldugunu gosterdiler. C. B.
Huijsmans ve A. W. Wickstead [17]’de Arsimedyan Riesz uzaylari arasinda tanimli her
tersinir diklik koruyan operatoriin sira siirli olmasi durumunda tersinin de sira sinirli ve
diklik koruyan oldugunu gosterdiler. Ayrica Y. A. Abramovich ve A. K. Kitover [13]’te bu
sorunun cevabini genis bir sekilde ele aldilar, gerek Riesz uzaylarinin gerekse operatdrlerin
bazi kosullart saglamasi durumunda sorunun olumlu cevabinin oldugunu gosterdiler.
Benzer bir sekilde C. B. Huijsmans ve A. W. Wickstead [17]’de “E bir Arsimedyan Riesz

uzay1 olmak iizere, E iizerinde tanimli bire-bir ve orten band koruyan bir operatdriin tersi



de band koruyan olur mu?” sorusunu sordular ve E Riesz uzaymin esas projeksiyon
Ozelligine sahip olmasi veya goreceli diizgiin tam olmasi durumunda sorunun olumlu

cevabinin oldugunu gosterdiler.

Biz de bu tezde, benzer soruyu Riesz uzaylar1 arasinda tanimli ideal operatorler ve band
operatorler i¢in sorduk. Tersinir ideal ve band operatorlerin terslerinin hangi kosullarda
yine ayn1 6zellige sahip olduklarini arastirdik. Ayrica ideal ve band operatorlerin diger bazi
ozelliklerini, diklik koruyan operatorler ile iligkilerini ve hangi kosullarda sira siirekli
olduklarin1 inceledik. Diklik koruyan operatorler teorisine ait iki problemin ¢oziimiinii
verdik ve son olarak band operator tanimini pre-Riesz uzaylarina genisleterek 6zelliklerini

arastirdik.

E bir Riesz uzay1 ve A, E uzayinin bir altvektor uzayi olmak tizere her y € A ve x € E i¢in
|x| < |y| iken x € A oluyorsa A, E iginde bir ideal olarak adlandirilir. Riesz uzaylari
arasinda tanimli bir operator, tanim uzayindaki her bir idealin operator altindaki goriintiisi
deger uzayinda da ideal oluyorsa ideal operator olarak adlandirilir. Ideal operatdr tanimimi
2003’te B. Turan [20]’de verdi. Ideal operatdr ve ters ideal operatér tanimlarmin goz
oniline alindig1 bu ¢aligmada, tanimladig1 operatdrlerin baz1 6zelliklerini ortaya koydu ve

diklik koruyan operatdrler ile iliskilerini inceledi.

Riesz uzaylarinda bir idealin sira kapanist band olarak isimlendirilir. Ideal operatdr
tanimina benzer olarak Riesz uzaylari arasinda tanimli bir operatdr, tanim uzaymdaki her
bir bandin operator altindaki goriintiisii deger uzayinda da band oluyorsa band operator
olarak adlandirilir. Band operator tanimimi 2007°de A. Uyar [21]’de verdi ve bu tanim
yardimiyla Y. A. Abramovich ve A. K. Kitover tarafindan [13]’te acik birakilan diklik
koruyan operatdrler teorisine ait iki problemin ¢6ziimiinii elde etti. 2012°de Z. L. Chen ve
T. S. He [22]’de band operator tanimina ek olarak ters band operator tanimini verip bu
operatorlerin bazi 6zelliklerini elde ettiler ve diklik koruyan operatorler ile iligkilerini

incelediler.

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra gelen ikinci boliimde, bu

caligmada gerekli Riesz uzaylar1 teorisine ait temel tanim ve kavramlar ifade edilmistir.



Ucgiincii béliimde, band operatdr ve ters band operator kiimelerinin vektdr uzayi yapisina
sahip olmadiklar1 gdsterilmistir. Band operatdr ve ters band operator tanimlarina ek olarak
esas band operator ve ters esas band operatdr tanimlar1 verilmis, birbirleri ile iliskileri
incelenmis ve bu dogrultuda esas band operatdr, band operator ve diklik koruyan operator
kavramlarmin i¢liniin birbirine denk olma kosullar1 ortaya konulmustur. Ayrica Y. A.
Abramovich’in sordugu soru g¢ergevesinde, tersinir bir band operatdriin tersinin ne zaman
yine band operator oldugu gosterilmistir. Diger taraftan sira sinirli yapiya sahip band
operator ve ters band operatorlerin Ozellikleri incelenmistir. Buradan hareketle band
operatdriin ve ters band operatdriin sira siirekli olma kosullart arastirilmis, tersinir band
operatdriin tersinin de band operatdr oldugu gosterilmis ve orthomorfizm, band operator ve
ters band operatorler karsilastirilmistir. Bu boliimde son olarak band operatoriin sira
siirliligr arastirilmis; Oncelikle sira sinirli olmayan band operatdr 6rnegi olusturulmus,

ardindan da band operatoriin sira sinirl olma kosullari elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, 6ncelikle ideal operatorler ile ilgili [20]’de yer alan bazi tanim ve
teoremler ifade edilmis daha sonra da tersinir bir ideal operatoriin tersinin hangi kosullarda
yine ideal operator oldugu belirtilmistir. Ayrica ideal operatoriin sira sinirliligi aragtirilmis,
bu dogrultuda oOncelikle sira siirli olmayan bir ideal operatdr Ornegi olusturulmus,
ardindan da ideal operatoriin sira sinirli olma kosullar1 elde edilmistir. Sonug olarak, sira
siirlilik yardimiyla tersinir bir ideal operatoriin tersinin hangi kosullarda ideal operatdr

oldugu belirlenmistir.

Besinci boliimde, ideal ve band operatorlerin karsilagtirilmas: yapilmistir. Bunun ig¢in
oncelikle ideal operatorler ile band operatorlerin farkl iki kavram olduklarina dair 6rnekler
olusturulmus, ardindan hangi kosullarda birbirlerini gerektirdikleri ortaya konulmustur. Bu
boliimde ayrica diklik koruyan operatorler teorisine ait agik iki problemin ¢oziimi
verilmistir. Ilk problem D. R. Hart tarafindan [16] da verilen Teorem 2.1’in karsitinin ne
zaman dogru oldugu, ikinci problem ise Y. A. Abramovich ve A. K. Kitover tarafindan

[13]’te sorulan Problem 8.2°dir.

Altinct boliimde, band operator tanimi pre-Riesz uzaylarma genisletilmis ve Riesz

uzaylarinda elde edilen sonuglar, pre-Riesz uzaylarinda elde edilmeye caligilmigtir.

Son boliimde ise sonug ve Oneriler yer almaktadir.



Bu tezin iigilincli boliimiinde elde ettigimiz sonuglarin yer aldigi ve besinci boliimiinde
verdigimiz agik problemlerin ¢éziimlerinin bulundugu ¢alismalarimiz yayimlanmistir [23,
24].



2. TEMEL KAVRAMLAR

E bir reel vektor uzayi ve “<”, E tizerinde taniml1 bir siralama bagintisi olmak tizere
b

()x,y,zeEvex<yikenx+z<y+z

(i)x,yeEvex<yiken0 <1 € Rigin Ax < Ay

kosullar1 saglaniyorsa (E, <) ikilisi bir sirali vektor uzay1 olarak adlandirilir. (E, <) sirali

vektor uzayi sadece E ile de gosterilebilir. (E, <) bir sirali vektor uzay1 ve A € E olmak

lzere,

A

Her a € A i¢in a < x olacak sekilde en az bir x € E varsa A kiimesine lstten sinirh
kiime, x elemanina da A kiimesinin bir iist sinir1 denir.

Her a € A i¢in x < a olacak sekilde en az bir x € E varsa A kiimesine alttan sinirli
kiime, x elemanina da A kiimesinin bir alt sinir1 denir.

Alttan ve tstten sinirl kiimeye sinirh kiime denir.

A kiimesinin tiist sinirlar1 kiimesinin bir en kiiclik eleman1 varsa buna A kiimesinin en
kiiciik iist sinir1 denir ve supA ile gosterilir.

A kiimesinin alt siirlar1 kiimesinin bir en biiyiik eleman1 varsa buna A kiimesinin en
biiyiik alt sinir1 denir ve infA ile gosterilir.

kiimesini A = {x,y} segersek, sup{x,y} =xVvy ve inf{x,y} =x Ay seklinde

gosterilir. E bir sirali vektor uzayr ve 6, E uzaymin sifir vektorii olmak iizere E uzaymin

pozitif elemanlarinin kiimesi (pozitif kismi1) E* = {x € E: 0 < x} seklinde tanimlanir. Bir

E sirali vektor uzaymda her x,y € E i¢in x Vy € E veya x Ay € E ise E uzayma Riesz

uzay1 (vektor orgiisii) denir. Ornegin,

R™ = {x = (X, X2, 0, Xj, e, X): x; ER, 1 <i<n, ne Nt} reel vektér uzayi
“x,y ER", x <y ancak ve ancak i =1,2,...,n olmak iizere her i igin x; <y;”
siralamasi ile bir Riesz uzayidir.

R? = {x = (x1,x,): x1,x, € R} reel vektdér uzay1 “x,y € R? icin x <y ancak ve
ancak x; < y; yada (x; = y; ve x, < y,)” siralamasi ile bir Riesz uzayidir.
E={f|f:R— Rlineer}={f:R — R|Vx € R,Am € R : f(x) = mx} reel vektor
uzay1 “f,g € E i¢in f < g ancak ve ancak her x € R, f(x) < g(x)” siralamasi ile bir
Riesz uzay1 degildir.

X # @ bir topolojik uzay olmak tizere C(X) = {f | f: X — R siirekli fonksiyon}
reel vektor uzayr “f, g € C(X) i¢in f < g ancak ve ancak her x € X, f(x) < g(x)”

siralamasi ile bir Riesz uzayidir.



e X # @ bir kiime, 1 <p < o ve (X,X,u) bir 6l¢ii uzayr olmak tlizere L, = L,(X, )
vektor uzayr “f,g € L, i¢in f < g ancak ve ancak hemen hemen her x € X igin
f(x) < g(x)” siralamasi ile bir Riesz uzayidir.

e 1<p<oo olmak iizere I, = {x = (x1, %3, ..., X, ... ) | x; ER, X7 ]|x,]|P < o0} dizi
uzaylar1 “x,y € [, i¢in x <y ancak ve ancak her i € N* i¢in x; < y;” siralamasi ile

bir Riesz uzayidir.

Simdi Riesz uzaylan ile ilgili baz1 temel kavramlar1 verelim. E bir Riesz uzay1 ve x € E
olmak tizere; xV O elemanina x elemanmnin pozitif kismi, (—x)V 6 elemanina x
elemaninin negatif kismi, (—x) V x elemanma x elemanmin modiilii denir. x* = x Vv 0,
x~ =(—x) VO ve |x| = (—x) Vx seklinde gosterilir. Burada x*,x~,|x| € E* ve ayrica
xtAx™ =6 olup x =x* —x~ ve |x| =xT +x~ yazilislar1 mevcuttur. x,y € E igin
|x| A |y| = 6 oluyorsa x ile y birbirine diktir denir ve x L y seklinde gosterilir. @ # A € E
icin A4 ={y €E:Vx € A,x Ly} kiimesine A kiimesinin diki denir. @ # A S E bir
altuzay olmak iizere x € A ve her y € E igin |y| < |x| iken y € A oluyorsa A, E iginde
ideal olarak adlandirilir ve her ideal ayn1 zamanda bir Riesz altuzaydir. @ # A € E bir
ideal olmak tizere her @ + B € A icin supB € E iken supB € A oluyorsa A, E iginde band
olarak adlandirilir. Eger @ = A € E band iken E = A @ A% seklinde yazilabiliyorsa A
bandma projeksiyon band ve E Riesz uzayindaki her band, projeksiyon band oluyorsa E
uzayina projeksiyon ozelligine sahiptir denir. (x,), Riesz uzayinda bir net olmak tizere her
Xg, Xy i¢in Xpg < Xg (x5 < xﬁ) Ve x, < X5 (x5 < xy) olacak sekilde en az bir x5 € (x,)
varsa (x,) netine yukari yonlendirilmis (asagi yonlendirilmis) denir ve x, T (x, 1)
seklinde gosterilir. x, T ve supx, = x ise x, T x seklinde, x, I ve infx, = x ise x, | x
seklinde gosterilir. E Riesz uzayinda her x € E* ve her n € N* i¢in n”1x 1 0 ise E
uzayina Arsimedyan Riesz uzayr denir. @ # A C E bir kiime i¢in A kiimesi tarafindan
tiretilen ideal 1, ile A kiimesi tarafindan tiretilen band ise B, ile gosterilir. Bunlar sirasiyla
A kiimesini kapsayan en kiiciik ideal ve A kiimesini kapsayan en kiiclik banddir. x € E igin
A={x}alusak, , ={y € E:3A=0,|y| < Alx|}ve B, ={y € E: |y| An|x| T |y|} dir. E
Riesz uzayinda @ # A € E ideal iken A idealinin band olmasi igin gerek ve yeter kosul her
(x4) € Aicin 0 < x, T x iken x € A olmasidir. Ayrica A band ise 4 = (4%)% = A9 dir.

(x,) € E ve x € E i¢in |x, — x| <y, ve y, | 0 olacak sekilde bir (y,) S E neti varsa

- . o . . . . oqe .
(x4) neti x elemanina sira (order) yakinsar denir ve x, — x bigiminde gosterilir. Bir



idealin band olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul sira kapali olmasidir. E bir Arsimedyan
Riesz uzayi, u € Et, x € E ve {x,}, E i¢inde bir dizi olmak iizere her ¢ > 0 igin ny < n
iken |x, — x| < eu olacak sekilde bir n, € N varsa {x,} dizisi x elemanina u-diizgiin
yakinsar denir. Eger {x,} dizisi, en az bir u € E* i¢in x elemanina u-diizgiin yakinsiyor
ise {x,} dizisi x elemanina goreceli diizgiin yakinsar denir ve x, — x (ru) seklinde
gosterilir. E Riesz uzay1 Arsimedyan oldugunda goéreceli diizgiin limitler tektir. Ayrica her
£ > 0i¢inng < n,miken |x,, — x,,| < cu olacak sekilde bir ny € Nve u € E* varsa {x,,}
dizisine u-diizgiin Cauchy dizisi denir. {x,} dizisi, en az bir u € E™ i¢in u-diizgiin Cauchy
dizisi oluyorsa {x,,} dizisi goreceli diizgiin Cauchy dizisidir. Her géreceli diizgiin Cauchy
dizisi yakinsak ise o Riesz uzayina da goreceli diizglin tam uzay denir. E bir Riesz uzay1 ve
||-]l, E tizerinde bir norm olmak {izere her x,y € E i¢in |x| < |y| iken ||x|| < ||y]|| oluyorsa
bu norma 6rgii normu, vektdr uzayima orgii normlu uzay ve ayrica uzay bu norma gore tam
ise uzaya Banach orgiisii denir. Bir Riesz uzaymin bostan farkli ve iistten smirl her
altkiimesinin bir supremumu varsa (veya buna denk olarak bostan farkli ve alttan sinirli her
altkiimesinin bir infimumu varsa) bu uzay Dedekind tam olarak adlandirilir. Benzer sekilde
bir Riesz uzaymin bostan farkli ve tistten siirlt her sayilabilir altkiimesinin bir supremumu
varsa (veya buna denk olarak bostan farkli ve alttan sinirli her sayilabilir altkiimesinin bir

infimumu varsa) bu uzay o-Dedekind tam olarak adlandirilir.

Simdi de Riesz uzaylar arasinda tanimli operatorlerin 6zellikleri hakkinda bilgi verelim: E
ve F Riesz uzaylari olmak {izere E uzayindan F uzayina tamimli biitiin (lineer)
operatérlerin kiimesi L(E, F), her S,T € L(E,F) i¢in “S < T ancak ve ancak her x € E*
icin S(x) < T(x)” bagintisi ile bir sirali vektor uzayi olup T € L(E,F) i¢in T V (—T) varsa
buna T operatoriiniin modiilii denir ve |T| ile gosterilir. Ayrica her x € E* igin
sup{|Ty|: |yl < x} varsa |T| vardir ve |T|(x) = sup{|Ty|:|y| <x} dir. T:E —F
operatdrii, her x > 0 i¢in Tx = 0 oluyorsa pozitif operator; iki pozitif operatoriin farki
seklinde yazilabiliyorsa regiiler; her x,y € E i¢in T(xVy) = Tx V Ty oluyorsa Riesz
homomorfizmi; x L y iken Tx L Ty oluyorsa diklik koruyan operator; (x,) € E i¢in E
uzaymda x, 1 0 iken F uzaymda inf|Tx,| = 0 oluyorsa sira siirekli operator ve x € E*
olmak {izere |z| < x olan her z € E i¢in |Tz| < y olacak sekilde en az bir y € F* varsa
sira smirli operator olarak adlandirilir. E' uzayindan F uzayna tanimli biitiin sira sinirh
operatorlerin kiimesi Ly, (E, F) ile gosterilir. E = F ise bu gosterim Ly (E) bigimindedir.

Ayrica T:E — E operatorii her B € E bandi igin T(B) S B (veya x L yikenTx L y)



kosulunu sagliyorsa band koruyan operator olarak isimlendirilir. T: E — E sira sinirli ve
band koruyan operatdriine orthomorfizm denir ve tiim orthomorfizmlerin kiimesi Orth(E)
ile gosterilir. Orth(E), L,(E) iginde altvektor uzayr olup L, (E) uzaymdan indirgenen
“my, T, € Orth(E), m; < m, ancak ve ancak her x € E* i¢in m;(x) < m,(x)” siralamasi
ile bir sirali vektor uzayidir. Diger taraftan her x € E™ i¢in (7, V 1,)(x) = 1y (x) V 75 (x)
ve (m; Amy)(x) = my(x) Am,(x) islemleri ile Orth(E) Riesz uzay1 olup eger E Riesz
uzay1 Dedekind tam ise Orth(E), L, (E) iginde birim operator tarafindan tiretilen banddir.
T:E — E bir operatér ve [ : E — E birim operatdr olmak ilizere —AI < T < Al olacak
sekilde en az bir A € R* varsa T merkez operatérii olarak adlandirilir. Merkez
operatorlerinin kiimesi Z(E) ile gosterilir ve E uzaymin merkezi olarak isimlendirilir.
Z(E), Orth(E) icinde birim operator tarafindan iretilen idealdir ve dolayisiyla Riesz
altuzaydir. T: E — E operatorii her x € E* i¢in Tx € I, kosulunu sagliyorsa ideal koruyan
operator (contractor) olarak adlandirilir. Dolayisiyla T operatoriiniin ideal koruyan olmasi
icin gerek ve yeter sart her I € F ideali igin T(I) €I olmasidir. Her ideal koruyan
operatdr sira sinirl olup E tlizerinde tanimli tiim ideal koruyan operatorlerin kiimesi S(E)
ile gosterilir ve S(E) kiimesine, E uzaymin stabilizeri denir. S(E), Orth(E) iginde idealdir
ve dolayisiyla Riesz altuzaydir. Bu ii¢ kiime i¢in Z(E) S S(E) € Orth(E) olup eger E
Banach orgiisii ise Z(E) = S(E) = Orth(E) dir. E iizerinde tanimhi ve S(E) uzaymnda
bulunan operatorlerle degismeli olan operatorlerin kiimesine S(E) uzayinin degisenleri
denir, S(E). scklinde gosterilir ve S(E); ={T € L(E) : Vr € S(E), Tm =nT } dir.
Benzer sekilde E tizerinde tanimli ve Z(E) uzayinda bulunan operatorlerle degismeli olan
operatorlerin kiimesine Z(E) uzaymin degisenleri denir, Z(E). seklinde gosterilir ve
Z(E)c ={T € L(E) : Vm € Z(E), Tm = nT } dir. Diger taraftan bir E Riesz uzayi

e

iizerinde bilinen cebir 6zelliklerine sahip birlesmeli bir “-” carpma islemi tanimli olsun. Bu
¢arpma islemine gore her x,y € E* i¢in x -y = 0 oluyorsa E uzayina Riesz cebiri denir.
Bir E Riesz cebiri, her x,y € E igin x - y = y - x kosulunu sagliyorsa degismeli cebir ve
x Ay = 0 olmak lizere her z € E* igin (x-z) Ay = (z-x) Ay = 0 kosulunu sagliyorsa
f-cebiri olarak adlandirilir. Her Arsimedyan f-cebiri degismelidir. Orth(E) ve Z(E)
operatorlerdeki bileske islemine gore birimli Arsimedyan f-cebiridir ve E {izerinde tanimli
birim operator de birim elemandir. Ayrica E bir f-cebiri olmak iizere her x € E igin x2 = 0

iken x =0 oluyorsa E yariasal f-cebiri olarak adlandirilir ve birimli her f-cebiri

yariasaldir. Dolayisiyla Orth(E), S(E) ve Z(E) birimli f-cebiri olduklarindan yariasaldir.



E ve F Riesz cebirleri iken T:E — F operatorii her x,y € E igin T(x-y) =Tx-Ty

kosulunu sagliyorsa cebir homomorfizmi olarak isimlendirilir.

Bu c¢alismadaki biitlin Riesz wuzaylarinin Arsimedyan o6zelligine sahip olduklari

varsayilacaktir.

Bu boliimde Riesz uzaylar teorisi ile ilgili ifade ettigimiz tamimlar, kavramlar, yapilar ve
bunlarla ilgili 6zellikler [25-28]’den alinmistir. Bu kaynaklardan Riesz uzaylar1 teorisi ile

ilgili daha genis bilgiye ulagilabilir.
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3. BAND OPERATORLER

Band operator tanimimi 2007 yilinda Uyar, [21]’de verdi ve bu tanim yardimiyla
Abramovich ve Kitover tarafindan [13]’te sorulan diklik koruyan operatorler teorisine ait
acik iki problemin ¢oziimiinii elde etti. 2012 yilinda He ve Chen, [22]’de band operator
tanimina ek olarak ters band operator tanimini vererek bu operatdrlerin bazi temel

ozelliklerini elde ettiler ve diklik koruyan operatorler ile iligkisini incelediler.

3.1. Band ve Ters Band Operatorlerin Ozellikleri ve Diklik Koruyan Operatorlerle
Mliskisi

Calismanin bu boliimiinde band ve ters band operatorlerin farkli birtakim 6zellikleri
verildi. Bu dogrultuda diklik koruyan operatorlerle iliskileri incelendi. Son olarak bir band

operatdriin tersinin hangi kosullarda band operatdr oldugu belirlendi.

3.1.1. Tanim [22, Tanim 2.1]

G ve H Riesz uzaylar1 ve S: G — H bir operatdr olsun.

i-) Her B € G bandi i¢in S(B), H uzayinda band ise S band operator olarak adlandirilir.

ii-) Her B € H band: igin S™1(B), G uzayinda band ise S ters band operatdr olarak

adlandirilir.

Band operatorlerin kiimesi vektdr uzayir yapisina sahip degildir. Bu durum asagidaki

ornekte gosterilmistir.

Ornek

R? uzaymi, “V(x,y),(u,v) ER% (x,y) < (w,v) ©x<u A y<v” swalamas: ile
gbz Oniine alirsak, (R? <) Riesz uzayidir ve S:R? — R?, (x,y) — S(x,y) = (y,0)
seklinde tanimlanan déniisiim operatdrdiir. Burada R? Riesz uzaymin biitiin bandlari

B; ={(0,x):x € R}, B, = {(x,0):x € R}, B; = {(0,0)} ve B, = R? seklinde olup
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i-)S(By) ={S(0,x):x e R} = {(x,0):x € R} = B,

ii-) S(B,) ={S(x,0):x € R} = {(0,0)} = B;

iii-) S(B3) = Bs

iv-) S(Bs) = {S(x,y):x,y € R} = {(,0):y € R} = B,

oldugundan S band operatordiir. Diger taraftan I: R? — R? dzdeslik operatoriiniin tanimi

geregi I(B;) =By, I(B,)=B,, I(B3) =B; ve I[(By) =B, oldugundan [ band

operatordiir. Fakat [ + S operatorii

T+9)xy) =106y)+Sxy) =@y + (3.0 =x+yy)

seklinde olup B; = {(0,x): x € R} band: i¢in

T+SB)={U+500,x):x € R} = {(x,x): x € R}

elde edilir ki burada {(x, x): x € R}, R? uzayinda band olmadigindan I + S band operator
degildir.

Benzer sekilde ters band operatorlerin kiimesi de vektdr uzayr yapisina sahip degildir. Bu

durum asagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek

R? uzaymda alisilmis siralama olmak iizere S:R? — RZ, (x,y) — S(x,y) = (—=y,0)

operatoriinii goz oniine alalim.

i-) S~1(B,) = B, dir. Gergekten,

(x,y) € S7'(By) = S(x,¥) € B
= (_3’: O) € Bl
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=>y=0
= (x,¥) = (x,0) € B,

oldugundan S™1(B,) € B, ... (*) elde edilir. Diger taraftan

(x,y)EB,>y=0
= (x,y) = (x,0)
= S(x,y) = S(x,0) = (0,0) € B;
= (x,y) € ST(By)

oldugundan B, € S~1(B,) ... (**) olur. Dolayisiyla B, = S™1(B,) elde edilir.

ii-) ST1(B,) = R? dir. Gergekten,

(x,y) ER?* = S(x,y) = (=y,0) € B,
= (x,y) € S71(By)

oldugundan R? € S71(B,) ... (*) elde edilir. Diger taraftan S operatoriiniin tanimi1 geregi
S71(B,) € R?... (**) gerceklenir. O halde S~1(B,) = R? olur.

iii-) S71(B;3) = B, dir. Gergekten,

(x,y) EB, >y =0,(x,y) € R?
= (x,y) = (x,0)
= S(x,0) = (0,0) € Bs
= (x,y) = (x,0) € S71(By)

oldugundan B, € S~1(B3) ... (*) elde edilir. Diger taraftan,

(x,y) € S7'(B3) = S(x,y) = (—,0) € B;
=>y=0
= (x,y) = (x,0) € B,
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oldugundan S™1(B3) € B, ... (**) bulunur. Dolayisiyla S~1(B3) = B, dir.

iv-) S1(B,) = S"}(R?) = R? = B,

gergeklenir. Dolayisiyla S ters band operatdrdiir. Diger taraftan I: R? — R? 6zdeslik

operatOrii tanim1 geregi ters band operatordiir. Buna karsin

I+)xy) =1(xy) +Sxy) = xy)+ (=0 =x-yy)

seklinde olup B; = {(0, x): x € R} band1 i¢in

T+97B) ={Cy):U+9)xy) = (x—y,y) € By}
={(x,y):x—y =0}

={(x,x):x € R}

olur. Fakat {(x,x):x € R}, R? uzayinda band olmadigindan I + S ters band operatdr
degildir.

Simdi band ve ters band operatorleri karakterize eden lemmay1 verelim.

3.1.2. Lemma

G ve H Riesz uzaylar1 ve S: G — H bir operator olsun. Asagidakiler saglanir:

i-) S band operatdrdiir ancak ve ancak her @ # A © G kiimesi igin Bg(4y S S(B,) dir.

i-) S ters band operatdrdiir ancak ve ancak her @ # A € G kiimesi igin S(B4) S Bgy dir.

Ek olarak S bire-bir ve Orten ise,

iii-) S band operatordiir ancak ve ancak S~ ters band operatdrdiir.

iv-) S ters band operatordiir ancak ve ancak S~! band operatordir.
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fspat

I-) =: S band operatéor ve @ # A € G olsun. B, G iginde band ve S band operator
oldugundan S(B,), H ig¢inde band olur. Ayrica A € B4 oldugundan S(A) € S(B,) dir.
S(A) tarafindan iiretilen en kiiglik band B4y oldugundan Bg4y < S(B,) elde edilir.

: < A € G herhangi bir band olsun. A band oldugundan B, = A dir. O halde hipotez geregi
Bsay € S(B4) = S(A) yani Bgy € S(A) dir. Ayrica her zaman S(A) € Bg4y oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla Bgsy = S(A) elde edilir ki buradan S(A) band olup S band

operatordiir.

ii-) =: S ters band operatdr ve @ # A € G herhangi bir kiime olsun. A € S~1(5(A4)) ve

S(A) S Bg(a) oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle

S(A) S By = A S ST1(S(A)) € S~ (Bs(ay)
=> A C S_I(BS(A))

elde edilir. Bg(,) € H band ve S ters band operator oldugundan S™*(Bs,)), G iginde band
olur. Ayrica A tarafindan iretilen en kiigiik band B4 olup AS S ‘1(B5(A)) oldugundan
BA c S_I(Bs(A)) dir. O halde

By € S~Y(Bsuy) = S(By) € S (s—l(BS(A))) < By

= S(BA) c BS(A)

elde edilir.
:< B € H herhangi bir band olsun. O halde S™1(B) € G olur. Dolayisiyla hipotezden
5(35-1(3)) S Bg(s-1(s)) elde edilir. Diger taraftan S(S1(B)) € B ifadesi her zaman

dogrudur. Ayrica B band oldugundan By = B dir. O halde,

S(S_l(B)) c B = BS(S—l(B)) c BB = B

= S(Bs—l(B)) c B

elde edilir.
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S(Bs-1(s) € B = 57 (S(Bs-15))) € S74(B)

= BS_l(B) c S_l (S(Bs_l(B))) c S_I(B)

bulunur. Diger taraftan her zaman S™1(B) € Bg-1(py oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Bs-1(5y = S™*(B) elde ederiz ki buradan S~*(B) band olup S ters band operatordiir.

iii-) =: S:G — H band operatér ve A S G herhangi bir band olsun. S band operator
oldugundan S(A) € H banddir. S bire-bir ve 6rten oldugundan (S™1)~1(4) = S(4) olup
S(A), H icinde band ve dolayisiyla S~1 ters band operatdrdiir.

;< S™1:H — G ters band operatér ve A € G herhangi bir band olsun. S~ ters band
operatér oldugundan (S™1)71(A4), H icinde banddir. S bire-bir ve 6rten oldugundan
($™H71(A4) = S(A) olur. O halde S(A), H iginde band oldugundan S band operatdrdiir.

Iv-) (iii)’ye benzer sekilde elde edilir.
3.1.3. Tanim
G ve H Riesz uzaylari ve S: G — H bir operatdr olsun.

i-) Her x € G i¢in Bg, € S(B,) kosulu saglaniyorsa S esas band operatér olarak

adlandirilir.

ii-) Her x € G i¢in S(B,) € Bg, kosulu saglaniyorsa S ters esas band operator olarak

adlandirilir.

Lemma 3.1.2 ve Tanim 3.1.3 g6z Oniine alinarak A kiimesini, A = {x} olacak sekilde

secersek asagidaki sonucu elde ederiz.
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3.1.4. Sonug

G ve H Riesz uzaylari ve S: G — H bir operator olsun. Asagidakiler saglanir:
i-) S band operator ise esas band operatordiir.

1i-) S ters band operator ise ters esas band operatordiir.

3.1.5. Lemma [22, Lemma 3.1]

G bir Riesz uzay1 ve x,y € G olsun.

x Ly © B,NB, = {0}

dir.

fspat

=: x Ly olsun. Bu durumda |x|Aly| = 0 dir. z € B,NB,, alalim. Dolayisiyla z € B, ve

z € By olur.

(z€B, = |z| An|x| T|z]) ve (z €B, = |z|An|y| 1 IZI)

dir. [x| A |y| = 0 oldugu ve infimum igleminin 6zellikleri kullanilarak,

[zl An|x| T |z|] ve [|z| Anly| T |z|] = {[Iz| An|x|]Alz]l Anlyl]} T {lz| A lz|}
= {lzl An(lx| A1y} T |z]
=|z|=0

=2z=0

elde edilir. Dolayisiyla B,NB, = {0} olur.
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: < B,NBy, = {0} olsun. |x| A|y| < |x| ve |x| Aly| < |y| olup B, ile B, birer band ve
dolayisiyla ideal olduklarindan |x|A|y| € B, ve [x|Aly| € B, elde edilir. Buradan

hareketle x| A |y| € B,NB,, = {0} olur. Dolayistyla [x| A [y| = 0 olup x L y dir.
3.1.6. Onerme [22, Teorem 3.2]

G ve H Riesz uzaylari, S: G — H bir operator olsun.

i-) S bire-bir esas band operator ise S diklik koruyan operatordiir.

ii-) S bire-bir ve drten ters esas band operatodr ise S~1 diklik koruyan operatordiir.
fspat

i-) x,y € G ve x L y olsun. Dolayistyla Lemma 3.1.5 geregi B,NB,, = {0} olur. Ayrica S
esas band operatér oldugundan Bg, € S(B,) ve Bs, €S (By) dir. Buradan hareketle

BsxNBs, € S(By) ﬂS(By) elde edilir. Diger taraftan S bire-bir oldugundan

BsxNBsy, < S(B)NS(By) = S(B,NB,) = S{0}) = {0}

olur. Dolayisiyla Bs, NBs, = {0} olup Lemma 3.1.5 geregi Sx L Sy yani S diklik koruyan

operatordiir.

ii-) S:G — H bire-bir ve orten ters esas band operatér olsun. O halde S™! esas band
operatdrdiir. S bire-bir esas band operator oldugundan énermenin (i) maddesi geregi S~1
diklik koruyan operatordiir.

Onerme 3.1.6-(i) maddesinde operatdriin bire-bir olma kosulu kaldirilamaz.

Ornek

R? uzaym alisilmis siralama ile ele alalim ve S: R? — R?, (x,y) — S(x,y) = (0,x +y)

operatriinii goz oniine alalim. Burada
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i-)S(B,) ={(0,x):x e R} =B,

ii-) S(B) = {(0,x):x € R} = B,

iii-) S(B3) = {(0,0)} = B3

iv-) S(B,) = By

oldugundan S band operatdrdiir fakat bire-bir degildir. Diger taraftan (1,0),(0,1) € R?
icin (1,0) L (0,1) dir. Ancak S(1,0) = (0,1) ve 5(0,1) = (0,1) olup S(1,0) ve S(0,1)
birbirine dik olmadigindan S diklik koruyan operator degildir.

Simdi ileride kullanacagimiz asagidaki teoremi ifade edelim.

3.1.7. Teorem [26, Teorem 24.2]

G bir Riesz uzay1 ve A, G iginde bir altvektor uzayi olsun. G = A @ A% ise A = A% (dir.

3.1.8. Teorem

G projeksiyon 6zelligine sahip bir Riesz uzayi, H bir Riesz uzay1 ve S: G — H Orten bir

operator olsun. Eger S diklik koruyan operator ise S band operatordiir.

fspat

B € G herhangi bir band olsun. G projeksiyon &zelligine sahip oldugundan G = B @ B¢
seklinde yazilabilir. Ayrica S diklik koruyan operatdr oldugundan S(B%) < [S(B)]¢ dir.
Gergekten, y € S(B%) olsun. O halde Sx = y olacak sekilde en az bir x € B¢ vardur.
Burada x € B oldugundan her z € B icin x Lz olup S diklik koruyan operatdr
oldugundan Sx L Sz elde edilir. Dolayisiyla y L Sz yani y € [S(B)]¢ dir. Simdi S

operatoriiniin lineer oldugunu kullanirsak
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S(G) = S(B+ B%*) =S(B) + S(BY) € S(B) + [S(B)]¢

elde edilir. Burada S orten oldugundan S(G) = H olup H € S(B) + [S(B)]® olur. Diger
taraftan S operatdriiniin tanimi geregi S(B) € H olup buradan S(B) + [S(B)]¢ € H elde
edilir. Ayrica S(B)N[S(B)]¢ = {0} oldugundan H = S(B) @ [S(B)]¢ seklindedir.
Dolayisiyla H = S(B) @ [S(B)]* ve S(B) altvektdr uzayr oldugundan Teorem 3.1.7
geregi S(B) band ve dolayisiyla S band operatordiir.

Teorem 3.1.8’de operatoriin orten olma kosulu kaldirilamaz.

Ornek

Sifira yakinsak tiim reel dizilerin uzay1 ¢, ve sinirh tiim reel dizilerin uzay1 [, bilesen
bilesen siralama ile birer Riesz uzayidir. J:cy — lo ,x — J(x) = x donisimiini ele
alalim. J diklik koruyan operatordiir fakat 6rten degildir. J(cy) = ¢y S I, OlUp ¢y uzayi Lo,
uzay1 i¢inde band olmadigindan J band operatdr degildir.

3.1.9. Sonug

G ve H Riesz uzaylari, S:G — H bire-bir ve orten bir operatdr olsun. S ve S~ diklik

koruyan operatdrlerdir ancak ve ancak S ve S~! band operatorlerdir.

fspat

S ve S~1 diklik koruyan operatdrler olsun. Dolayisiyla herhangi bir @ = D € G kiimesi
icin S(D%) € S(D)? ve S~[S(D)4] € [S1S(D)]¢ = D dir. Buradan

S7S(D)4] € D* = S(D)¢ c S(DY)

elde edilir. S(D%) € S(D)4 ve S(D)¢ € S(D%) oldugundan S(D)? = S(D?) dir. Simdi

herhangi bir B € G band alalim. B = B%? oldugunu kullanirsak

S(B)4? = §(BY)? = S(B*) = S(B)
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bulunur. S(B)4?¢ = S(B) oldugundan S(B) bir band ve dolayisiyla S band operatordiir.

Benzer sekilde S™1 operatérii de band operatdrdiir.

Simdi de S ve S™1 band operatorler olsun. O halde Sonug 3.1.4-(i) geregi S ve S™1 esas
band operatorlerdir. S ve S~ bire-bir esas band operatdrler oldugundan Onerme 3.1.6-(i)
geregi diklik koruyan operatdrlerdir.

3.1.10. Sonug

G projeksiyon o6zelligine sahip bir Riesz uzayi, H bir Riesz uzayi ve S: G — H bire-bir ve

Orten bir operator olsun. Asagidakiler denktir:

i-) S diklik koruyan operatordiir.

ii-) S band operatordiir.

iii-) S esas band operatordiir.

fspat

(i) = (ii) G projeksiyon ozelligine sahip Riesz uzay1 ve S: G — H orten diklik koruyan

operator oldugundan Teorem 3.1.8 geregi S band operatordiir.

(ii) = (iii) S band operator oldugundan Sonug 3.1.4-(i) geregi S esas band operatordiir.

(iii) = (i) S bire-bir esas band operatdr oldugundan Onerme 3.1.6-(i) geregi S diklik

koruyan operatordiir.

Abramovich’in [19]’da sordugu sorunun bir cevabi [18]’de Huijsmans ve de Pagter

tarafindan verildi. Simdi bu cevabi ifade edelim.
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3.1.11. Teorem [18, Sonug 2.2]

G goreceli diizglin tam olan bir Riesz uzayi, H normlu bir Riesz uzay1 ve S: G — H bire-

bir ve 6rten diklik koruyan bir operatér ise S™1: H — G operatérii de diklik koruyandir.

Biz de Abramovich’in sordugu sorudan hareketle band operatorler igin sorunun cevabini
elde ettik. Simdi tersinir bir band operatdriin tersinin ne zaman band operatér oldugunu

verelim.

3.1.12. Sonug

G goreceli diizgiin tam olan bir Riesz uzayi, H normlu bir Riesz uzay1 ve S: G — H bire-

bir ve 6rten bir band operator ise S™1: H — G de band operatordiir.

fspat

S band operator oldugundan Sonug¢ 3.1.4-(i) geregi esas band operatordiir. Dolayisiyla S
bire-bir esas band operatér oldugundan Onerme 3.1.6-(i) geregi diklik koruyandir. G
goreceli diizgiin tam Riesz uzayi, H normlu Riesz uzay1 ve S:G — H bire-bir ve orten
diklik koruyan operator oldugundan Teorem 3.1.11 geregi S~! operatorii de diklik

koruyandir. S ve S~ diklik koruyan oldugundan Sonug 3.1.9 geregi S™! band operatédrdiir.
3.2. Sira Simirh Band ve Ters Band Operatérlerin Ozellikleri

Calismanin bu bdliimiinde sira sinirli olan band ve ters band operatorlerin hangi kosullarda
sira siirekli olduklar1 aragtirildi. Ayrica sira sinirli olan tersinir bir band operatoriin tersinin
ne zaman band operator oldugu verildi. Son olarak band operator, ters band operatér ve
orthomorfizmler arasindaki iliskiler incelendi.

3.2.1. Lemma [28, Lemma 139.3]

G bir Riesz uzay1 olmak iizere, G uzayinda uy, = u, 1 0 ve 0 < € < 1 olsun. Bu durumda
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()i — eu) 1% = (03

olur.
fspat

0 < v € Ng{(ug — €uy) T3 olsun. O halde her « igin 0 < v € {(u, — guy) T} ... (*)

olur. Diger taraftan

u, 1 0=>-u, 10

= (eug —uy) T euy,
elde edilir.
0<vA(eug—uy)" <vA(cuy)* =vAey, < eu,
oldugundan ve G uzaymin Arsimedyan 6zelliginden v A euy = 0 bulunur. Ayrica
0<ewAuy) =evAeuy <vAeu,=0
dir. Buradan e(v A ugy) = 0 olup v A uy = 0 elde edilir. O halde

0<(ug—cu)t<u," =u, <uy=>0<vA(u,—cu)t<vAu, =0

S VAU, —euy)t =0

oldugundan v € {(u, — eup)™}* ... (**) olur. Dolayisiyla (*) ve (**) geregi v = 0 elde

edilir.
3.2.2. Teorem

G ve H Riesz uzaylari, S: G — H bire-bir sira sinirli esas band operator olsun. Bu durumda

S sira sureklidir.
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fspat

G uzayinda uy = u, 1 0 ve 0 < € < 1 olsun. S sira sinirh oldugundan her 0 < x < u, i¢in
|Sx| < y olacak sekilde bir y € H* vardir. O halde 0 < x < €u, igin |Sx| < ey dir. Simdi
her a i¢in 0 < z < |S(u,)| alalim. Burada her a i¢in u, = (u, — €ug)t + (uy A cuy) ve

Ug N EUg < €Uy oldugu gbz Online alinirsa
0 <z <[S(ug)l = IS[(ug — uo) ™1 + Sluq A cuol|
< |S[(ua - €u0)+]| + |S[ua A EuO]l

< IS[(ug — eup) ]| + ey

olur. Ayrica S esas band operatér oldugundan B, S S(B,) dir. Buradan hareketle her a

icin 0 < z < |S[(uy — €uy)™]| + €y oldugu dikkate alinirsa
(z— gy)+ < |S[(ua - gu0)+]| = (z - g_’y)"' € ﬂ BS[(ua—euo)"’] c ﬂS(B[(ua—euo)"'])
a a

elde edilir. S bire-bir oldugundan

() 5(Btaue-eu) =3 <ﬂ B (ua—suoﬁ)
a

a

gergeklenir. O halde Lemma 3.2.1 geregi
() Bosweuor = [ it — e00)*1% = 0}
a a

oldugundan

(z—ey)t e ﬂ Bs(ug-cug)*1 S ﬂ S(Bitug-cue)*1) =S (ﬂ B(ua—euo)+> = S({o})
a a

a

= {0}
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elde edilir. Buradan
(z—ey)T=0=2z—cy<0=>z<ecy=>z=0=inf|S(uy,)| =0
olup S sira siireklidir.

3.2.3. Sonug

G ve H Riesz uzaylari, S: G — H bire-bir sira sinirli band operator olsun. Bu durumda S

sira streklidir.
fspat

S band operatér oldugundan Sonug 3.1.4-(i) geregi S esas band operatordiir. Dolayisiyla

Teorem 3.2.2°den S sira sureklidir.

Simdi ileride kullanacagimiz diklik koruyan operatorlerin bilinen bazi 6zelliklerini

verelim.
3.2.4. Teorem [18, Teorem 1.1]
G ve H Riesz uzaylari, T: G = H sira sinirh diklik koruyan operator olsun.

i-) T =T*% — T~ olacak sekilde T*,T~: G - H Riesz homomorfizmleri vardir. Ayrica her

x€GTiginT x = (Tx)*, T~"x = (Tx)" olupherx,y € G* i¢in (Tx)* A (Ty)~ = 0 dur.

ii-) |T| vardir. Ayrica |T| Riesz homomorfizmi olup |T| = T* + T~ seklide yazilabilir ve

her x € G i¢in |Tx| = ||T|x| = |T|x|| = |T||x] dir.
3.2.5. Teorem [18, Onerme 1.2]

G ve H Riesz uzaylari, T: G — H bir operator olsun. Asagidakiler denktir:
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i-) T sira sinirh diklik koruyandir.
ii-) G uzayinda |x| < |y| iken H uzayinda |Tx| < |Ty]| dir.
3.2.6. Teorem [25, Teorem 7.9]

G ve H Riesz uzaylari, T: G — H orten bir Riesz homomorfizmi olsun. Bu durumda T sira

stireklidir ancak ve ancak Ker(T), G uzayinda banddr.
3.2.7. Teorem

G ve H Riesz uzaylari, S: G — H sira sinirh diklik koruyan bir operatdr olsun. Eger S sira

stirekli ise ters band operatordiir. Ayrica S Orten ise bu ifadenin karsiti da dogrudur.
fspat

S sira siirekli ve B € H herhangi bir band olsun. B band oldugundan ayni zamanda bir
idealdir. Dolayisiyla S operatorii lineer oldugundan S~1(B), G icinde altuzay olur. Simdi
x€G, y€eSI(B) ve |x| <|y| olsun. O halde Teorem 3.2.5 geregi |Sx| < [Sy| dir.
Ayrica y € ST1(B) i¢in Sy € B ve B ideal oldugundan |Sx| < |Sy| iken Sx € B dir.
Buradan x € S~1(B) olup S™1(B) idealdir. Simdi de 0 < (x,) € S™(B) ve x, T x olsun.
Dolayisiyla her a i¢in S(x,) € B dir. x, T x oldugundan x, Sx ve S sira siirekli

oldugundan S(x,) 5 Sx elde edilir. (s (xa)) C B ve B band yani sira kapali oldugundan

S(xg) 5 sx icin Sx € B ve dolayisiyla x € S~1(B) dir. Buradan S~1(B) band olup S ters
band operatordiir. Diger taraftan S Orten ters band operator olsun. Teorem 3.2.4-(ii) g6z

Ontne alinirsa

x €EKerS§ ©S5x =0
S |Sx|=0
e |ISlx| =0
< |Slx=0

o x € Ker|S|
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oldugundan KerS = Ker|S| dir. B € H herhangi bir band olsun. B kiimesinin band oldugu

ve Teorem 3.2.4-(ii) kullanilirsa

x€SI(B)®Sx€B
& |Sx| €B
o |S|x€B
s x€e|S|71(B)

elde edilir. Dolayisiyla |S| ters band operatordiir. {0} € H band ve |S| ters band operator
oldugundan |S|~1({0}) = Ker|S| € G band olur. Simdi y € H* olsun. S érten oldugundan
Sx =y olacak sekilde en az bir x € G vardir. y = 0 oldugundan Sx > 0 dir. O halde
Teorem 3.2.4-(ii) geregi Sx = |Sx| = ||S|x| = |S||x| =y olur. Dolayisiyla her y € H*
icin |S||x| =y olacak sekilde en az bir |x| € G vardir. Burada keyfi bir y € H
sectigimizde y = y* — y~ seklinde yazilabilir ve y*,y~ € H* oldugundan ilk durum y™*
ve y~ i¢inde saglanacagindan |S| oOrtendir. Diger taraftan S sira smurlt diklik koruyan
oldugundan Teorem 3.2.4-(ii) geregi |S| Riesz homomorfizmidir. O halde |S| 6rten Riesz
homomorfizmi ve Ker|S| € G band oldugundan Teorem 3.2.6 geregi |S| sira siireklidir ve

dolayisiyla S sira stireklidir.

Simdi sira sinirhilik 6zelligine sahip tersinir bir band operatoriin, tersinin de band operator

olma kosulunu verelim.
3.2.8. Sonug

G ve H Riesz uzaylari, S:G — H bire-bir ve orten sira sinirli bir operatdr olsun. Bu

durumda eger S band operatér ise S~ band operatér olur.
fspat

S band operatdr olsun. Sonug 3.2.3 ve Teorem 3.2.7 geregi S ters band operator olur ve

dolayistyla S~ band operatordiir.
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3.2.9. Sonug
Her orthomorfizm bir ters band operatordiir.
fspat

Her orthomorfizm, sira smurli diklik koruyan sira siirekli operator oldugundan Teorem

3.2.7 geregi ters band operatordiir.
Sonug 3.2.9’daki ifadenin karsitinin her zaman dogru olmadigina dair bir 6rnek verelim.
Ornek

R? uzaymi alisilmis siralama ile goz oniine alalim. Bélim 3.1°den S:R? — R?,
(x,y) — S(x,y) = (—y,0) operatoriiniin ters band operatér oldugunu biliyoruz. Fakat
(0,1) L (1,0) iken S(0,1) = (—1,0) olup S(0,1) ile (1,0) birbirine dik olmadigindan S

orthomorfizm degildir.

Diger taraftan her orthomorfizm, band operatoér olmak zorunda degildir. Simdi bu durumu

aciklayan bir 6rnek verelim.
Ornek

[0,1] araliginda tanimli reel degerli ve siirekli fonksiyonlarmn uzayr C[0,1], noktasal
siralama ile bir Riesz uzayidir. G = €[0,1] olsun. q:[0,1] — R, q(x) = x fonksiyonunu
goz Oniine alirsak q € G dir. Buradan hareketle m,:G — G,m,(f) = q.f seklinde

tanimlanan operator bir orthomorfizmdir [28, Teorem 141.1]. Simdi w: [0,1] — R

1
w(x) = {|x.sin;| ,Xx € (0,1]
0 ,x=20
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fonksiyonunu ele alalim. Burada w € G, q € m,(G) ve 0 < w < q dir. Fakat w & m,(G)
oldugundan 7,(G), G iginde ideal degildir. Dolayisiyla m,(G), G icinde band degildir. O

halde 7, band operator degildir.

Simdi de bir orthomorfizmin hangi kosullarda band operator oldugunu verelim.

3.2.10. Sonug

G projeksiyon Ozelligine sahip bir Riesz uzayi olsun. Bu durumda m: G — G tanimli her

orten orthomorfizm bir band operatordiir.

fspat

Her orthomorfizm ayni zamanda bir diklik koruyan operatér oldugundan mw:G — G
orthomorfizmi de diklik koruyan operatordiir. Dolayisiyla m: G — G oOrten diklik koruyan

operatdr oldugundan Teorem 3.1.8 geregi m band operatdrdiir.

Diger taraftan her band operatér de orthomorfizm olmak zorunda degildir. Bu durumu

agiklayan Ornegimizi verelim.

Ornek

R? uzaymi alisilmis siralama ile ele alalm. S: R? — R?, (x,y) — S(x,y) = (0,x +y)
operatoriiniin Boliim 3.1°den band operator oldugunu biliyoruz. Fakat (1,0) L (0,1) iken
5(1,0) = (0,1) olup S(1,0) ile (0,1) birbirine dik olmadigindan S operatorii orthomorfizm
degildir.

3.3. Band Operatériin Sira Sinirhihi
Calismanin bu boliimiinde band operatdriin hangi kosullarda sira smirlt oldugu incelendi.

Bu dogrultuda oncelikle sira sinirli olmayan bir band operator 6rnegi olusturuldu ardindan

band operatoriin sira sinirli olma kosullar1 belirlendi.



30

3.3.1. Lemma [13, Sonug 13.9]

a,b € R ve a < b olmak iizere [a, b] araliginda tanimli 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayi
Lo[a, b] goz oniine alinirsa T~ diklik koruyan operatdr olmamak iizere bire-bir ve drten

diklik koruyan bir T: Ly[a, b] — Lg[a, b] operatorii vardir.

Simdi Lemma 3.3.1 yardimiyla olusturdugumuz sira sinirli olmayan band operator

ornegini verelim.

Ornek

a,b € R ve a < b olmak lizere [a, b] araliginda taniml1 6lgiilebilir fonksiyonlarin Ly[a, b]
uzaymi goz oniine alalim ve G = Ly[a, b] olsun. “f,g € G i¢in f < g ancak ve ancak
hemen hemen her x € [a, b], f(x) < g(x)” siralamasi ile G Dedekind tam Riesz uzaydir.
Ayrica Lemma 3.3.1 geregi T~! diklik koruyan operatdr olmamak iizere bire-bir ve drten
diklik koruyan bir T: Ly[a, b] — Lg[a, b] operatorii vardir. Diger taraftan G, Dedekind tam
Riesz uzay1 oldugundan projeksiyon ozelligine sahiptir ve T operatérii 6rten oldugundan
Teorem 3.1.8 geregi T band operatordiir. Simdi T operatoriiniin sira sinirli oldugunu
varsayalim. Bu durumda Sonug 3.2.8 geregi T~! band operator ve dolayisiyla esas band
operatdr olur. Sonug olarak T~ bire-bir esas band operatdr oldugundan Onerme 3.1.6-(i)

geregi T~ diklik koruyan operator olur ki bu bir geliskidir. O halde T sira sinirli degildir.
Yukaridaki Ornekten de goriilecegi lizere her band operatdr sira sinirli yapiya sahip
degildir. Simdi de band operatoriin sira sinirlt olma kosullarini elde edecegiz. Bunun i¢in
oncelikle agagidaki tanimimizi ifade edelim.

3.3.2. Tanim

G bir Riesz uzay: olsun. G iizerinde tanimli her band koruyan operator sira sinirh ise G

uzayina sinirlt band koruyan 6zelligine sahiptir denir.

Birgok uzay sinirlt band koruyan 6zelligine sahiptir. Bilinen bazi teoremler yardimiyla bu

ozellige sahip uzaylara 6rnekler verelim.
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3.3.3. Teorem [13, Teorem 2.6]

Banach orgiileri lizerinde tanimli biitiin band koruyan operatorler regular ve sira siireklidir.

3.3.4. Teorem [29, Sonug 9.10]

Dedekind o-tam normlu Riesz uzaylarinda tanimli biitiin band koruyan operatorler sira

sinirlidir.

3.3.5. Teorem [30, Sonug 2.3]

Uzerinde lokal konveks lokal solid Hausdorff topoloji tanimli géreceli diizgiin tam Riesz

uzaylarinda tanimli biitiin band koruyan operatdrler sira sinirlidir.

Ayrica [25, Ornek 8.4]’te smirli band koruyan &zelligine sahip olmayan Riesz uzay1 drnegi

verilmistir. Simdi bu 6rnegi ifade edelim.

Ornek

[0,1) araliginda tanimli ve reel degerli bir f fonksiyonunu ele alalim. [0,1) araliginin
herhangi bir pargalanis1 (f fonksiyonuna baglh olarak) 0 = x, < x; < --- < x,, = 1 olmak
tizere f fonksiyonu 1 <i < n igin her [x;_q,x;) araliginda afin (yani, f(x) = ax + b)
olsun. Bu sekilde tanimli biitiin fonksiyonlarin uzayma G dersek noktasal siralama ve
bilinen orgii islemleri ile G Riesz uzayidir. Simdi f € G alalim ve [0,1) araliginin bir
pargalanisi (f fonksiyonuna bagli olarak) 0 = x5 < x; < -+ < x, = 1 olsun. f fonksiyonu
her [x;_q,x;) araliginda afin yani, her x € [x;_1,x;), 1<i<n i¢in f(x) =a;x + b;

seklindedir. f € G, T: G — G, f — Tf doniisimii 1 < i < n olmak {izere
Vx € [xi-1, %), Tf(x) = a;
seklinde tanimlanirsa, T operatordiir fakat sira sinirh degildir. Diger taraftan her f,g € G

icin f L g iken Tf L g oldugundan T band koruyan operatordiir. Dolayisiyla G uzayi

siirlt band koruyan 6zelligine sahip degildir.
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3.3.6. Lemma [21, Onerme 2]

G ve H Riesz uzaylari ve T:G — H bire-bir ve orten bir operatdr olsun. Asagidakiler

saglanir:

i-) T band operator ise her S € Orth(H) igin T~1ST band koruyan operatdrdiir.

ii-) T~1 band operator ise her S € Orth(G) igin TST ! band koruyan operatdrdiir.

fspat

i-) B € G bir band olsun. T band operator oldugundan T'(B), H uzayinda band olur. O
halde S € Orth(H) igin S(T(B)) < T(B) elde edilir. Buradan T~*ST(B) € T™'T(B) = B

olup T~1ST band koruyan operatdrdiir.

ii-) B € H bir band olsun. T~ band operatdr oldugundan T~1(B), G uzayinda band olur.
O halde S € Orth(G) igin S(T~*(B)) €T '(B) elde edilir. Buradan hareketle
TST~Y(B) € TT~1(B) = B olup TST ! band koruyan operatdrdiir.

3.3.7. Teorem [31, Teorem 5.1]

G goreceli diizgiin tam yariasal f-cebiri ve H yariasal f-cebiri olsun. Eger T: G — H bir

cebir homomorfizmi ise T Riesz homomorfizmidir.
Burada Lemma 3.3.6’dan hareketle asagidaki lemmayi ifade ve ispat edebiliriz.
3.3.8. Lemma

G ve H Riesz uzaylar1 ayrica G smirlt band koruyan 6zelligine sahip olsun. Bu durumda

T:G — H bire-bir ve orten bir band operator ise

® : Orth(H) — 0rth(G), S— ®d(S)=T"1ST
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seklinde tanimlanan doniisiim bire-bir cebir homomorfizmidir. Eger H goreceli diizgiin

tam Riesz uzayi ise @ Riesz homomorfizmidir.

fspat

S,R € Orth(H) keyfi iki eleman olsun.

®(S)P(R) = (T7XST)(T*RT) = T1SRT = ®(SR)

oldugundan & cebir homomorfizmidir. Simdi S € Orth(H) ve ®(S) =0 olsun. y € H
keyfi bir eleman segelim. O halde Tx = y olacak sekilde bir x € G vardir. Dolayistyla

T-1S(y) = T~1ST(x) = ®(S)(x) = 0

elde edilir ki T~ bire-bir oldugundan S = 0 olur. Dolayisiyla @ bire-birdir. Simdi H
goreceli diizglin tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda [28, Sonug 142.9] geregi Orth(H)
uzay1 da goreceli diizgiin tam Riesz uzayi olur. Orth(H) goreceli diizgiin tam yariasal f-
cebiri, Orth(G) yarasal f-cebiri ve ®: Orth(H) — Orth(G) tanimli cebir homomorfizmi

oldugundan Teorem 3.3.7 geregi ® Riesz homomorfizmidir.

3.3.9. Tanim [13, Tanim 8.7]

G bir Riesz uzay1 olsun. I: G — G 06zdeslik doniisimii olmak tizere, |y| < |x| olan her
X,y € G i¢in Sx =y ve |S| <1 olacak sekilde bir S € Z(G) merkez operatorii varsa G

uzayina zengin merkeze sahiptir denir.

Dedekind o-tam Riesz uzaylar1 zengin merkeze sahiptir.

3.3.10. Teorem

H zengin merkeze sahip goreceli diizgiin tam Riesz uzayi, G smrli band koruyan
Ozelligine sahip Riesz uzayi ve T:G — H bire-bir ve orten bir band operator olsun. Bu

durumda T~1 sira sinirli diklik koruyan operatordiir.



34

fspat

Teorem 3.2.5°ten hareketle T~1 operatoriiniin sira smirli diklik koruyan oldugunu
gostermek i¢in H uzayinda |z| < |w| iken G uzayinda |T71(2)| < |T~1(w)| oldugunu
gostermek yeterlidir. Dolayisiyla H uzayinda |z| < |w]| olsun. T~1: H — G oldugundan
x =T 1(z) ve y =T 1(w) olacak sekilde x,y € G vardir. Ayrica H zengin merkeze
sahip oldugundan |z| < |w| iken I: H — H birim (6zdeslik) operator olmak tizere |S| < I
ve S(w) = z olacak sekilde bir S € Z(H) operatérii vardir. Buradan

STy)=Sw)=z=Tx =T 1ST(y) =x

elde edilir. Diger taraftan Lemma 3.3.8’de tanimladigimiz & doniisimii Riesz

homomorfizmi oldugundan

IT71ST| = |@(S)] = |@]IS| = @IS| < @) =1

olur ki buradan,

T @) = |x| = ITISTOWI < IT7STllyl < Iyl = |yl = [T (w)|

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak |T~1(z)| < |T~1(w)| oldugundan T~? sira sinirli diklik

koruyandir.

Tersinir bir diklik koruyan operatoriin sira siirli oldugunda tersinin de sira sinirli diklik

koruyan oldugu asagidaki teoremle ortaya konulmustur.

3.3.11. Teorem [17, Teorem 1]

G ve H Riesz uzaylar1 ve T: G — H bire-bir ve 6rten diklik koruyan bir operator olsun.

Eger T sira smirli ise T~ sira smirli diklik koruyandir.

Buradan hareketle bir band operatoriin sira sinirli olma kosullarini ifade edelim.
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3.3.12. Sonug

H zengin merkeze sahip goreceli diizglin tam Riesz uzayi, G smirli band koruyan
Ozelligine sahip Riesz uzayi ve T: G — H bire-bir ve orten bir band operatoér olsun. Bu

durumda T sira sinirh operatordiir.

fspat

Bu hipotezler altinda Teorem 3.3.10 geregi T~ ! sira siirli diklik koruyan operatdrdiir.

Dolayisiyla Teorem 3.3.11°den (T~1)~! = T sira sinirhdir.

Bu boliimde son olarak her Dedekind tam Riesz uzaymin sinirli band koruyan 6zelligine

sahip olmadigina dair bir 6rnek verelim.

Ornek

a,b € R ve a < b olmak ftizere [a, b] araliginda taniml1 6lgiilebilir fonksiyonlarin Ly[a, b]
uzayini gbz online alalim ve G = Ly[a, b] olsun. “f,g € G i¢in f < g ancak ve ancak
hemen hemen her x € [a, b], f(x) < g(x)” siralamasi ile G Dedekind tam Riesz uzaydir.
Ayrica Lemma 3.3.1 geregi T~! diklik koruyan operatdr olmamak {iizere bire-bir ve drten
diklik koruyan bir T: Ly[a, b] — Ly[a, b] operatorii vardir. Simdi G uzayinin sinirli band
koruyan ozelligine sahip oldugunu varsayalim. G Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan
projeksiyon ozelligine sahiptir ve T oOrten diklik koruyan operator oldugundan Teorem
3.1.8 geregi T band operatdrdiir. Diger taraftan Teorem 3.3.10°da G = H alirsak T~! sira
siurlt diklik koruyan operatdr olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayistyla G sinirli band koruyan

ozelligine sahip degildir.
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4. IDEAL OPERATORLER

Ideal operator ve ters ideal operatdr tanimlarini 2003 yilinda Turan, [20]’de vermistir ve bu
operatorlere ait onemli 6zellikleri elde etmistir. Ayrica bu operatorler ile diklik koruyan

operatorler arasindaki iligkiyi incelemistir.

4.1. ideal ve Ters ideal Operatérlerin Ozellikleri

Calismanin bu boliimiinde ideal ve ters ideal operatorlerin bilinen 6zelliklerinin yaninda
farkli birtakim ozellikleri verildi. Ayrica tersinir bir ideal operatdriin tersinin hangi
kosullarda yine ideal operator oldugu belirlendi.

4.1.1. Tanim [20, Tanim 2.1 ve Tanim 2.2]

G ve H Riesz uzaylari, T: G — H bir operator olsun.

i-) Her I € G ideal i¢in T(I), H iginde ideal oluyorsa T ideal operator olarak adlandirilir.

ii-) Her J € H ideal icin T~1(J), G icinde ideal oluyorsa T ters ideal operatdr olarak

adlandirilir.

4.1.2. Teorem [20, Onerme 2.3]

G ve H Riesz uzaylari, T: G — H bir operator ve I, , x € G tarafindan {iretilen ideal olsun.

Bu durumda asagidakiler saglanir:

i-) T ideal operatordiir ancak ve ancak her x € G i¢in I, < T(I,) dir.

ii-) T ters ideal operatordiir ancak ve ancak her x € G i¢in T(I,.) € Iy, dir.

Teoremden agikga goriilebilecegi lizere T: G — H bire-bir ve orten bir operatdr oldugunda

T operatdriiniin ideal operator olmasi igin gerek ve yeter sart T~ operatdriiniin ters ideal

operator olmasidir.
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4.1.3. Teorem [20, Onerme 3.2]

G ve H Riesz uzaylari, T: G — H bir operator olsun.

I-) T bire-bir ideal operator ise T diklik koruyan operatordiir.

ii-) T bire-bir ve orten ters ideal operator ise Tt diklik koruyan operatordiir.

4.1.4. Teorem [20, Onerme 2.3]

G ve H Riesz uzaylar1 ve T:G — H bir operatér olmak tiizere, T ters ideal operatordiir

ancak ve ancak |y| < |x| olan her x,y € G icin |Ty| < A, |Tx| olacak sekilde en az bir

Ay € R™* vardir.

Dolayisiyla Teorem 3.2.5 geregi her sira sinirhi diklik koruyan operator bir ters ideal

operatordiir.

4.1.5. Tanim [28, Sayfa 676]

G bir Riesz uzay1, T: G — G bir operatdr ve I, , x € G tarafindan liretilen ideal olmak
tizere her x € G* igin T(x) € I, oluyorsa T ideal koruyan operatér (contractor) olarak

adlandirilir.

Tanimdan hareketle, her x € G* i¢in |T(x)| < A, x olacak sekilde en az bir 1,, € R™ varsa
T operatoriiniin ideal koruyan olacagini veya T operatoriiniin ideal koruyan olmasi igin
gerek ve yeter sartin her [ € G ideal i¢in T(I) S I oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica G
lizerinde tanimli biitiin ideal koruyan operatorlerin kiimesi S(G) ile gosterilir ve S(G)

kiimesine G uzaymnin stabilizeri denir.

4.1.6. Teorem [28, Teorem 143.1]

G bir Riesz uzay1 olmak iizere G iizerinde tanimli her ideal koruyan operatér sira sinirlidir.
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4.1.7. Teorem [28, Sonug 143.2]

G bir Riesz uzayr olmak {izere G iizerinde tanimli her ideal koruyan operator

orthomorfizmdir.

Orthomorfizmler diklik koruyan operatdr olduklarindan Teorem 4.1.7 geregi her ideal
koruyan operatdr aynit zamanda diklik koruyandir. Buradan hareketle her ideal koruyan
operator sira sinirli diklik koruyan oldugundan ayni zamanda bir ters ideal operatordiir.

Fakat bu ifadenin karsit1 dogru degildir.

Ornek [20, Ornek 3.9]

¢, uzay1 vektorlerin bilesen bilesen siralamasina gore bir Riesz uzayidir. T: 4, — ¥,
dontisimiini x = (xq, X5, «o, Xy o) € €5 i¢in T (Xq, X5, vy Xy, o) = (0, X1, X, ... ) seklinde
tanimlarsak, T operatordiir. Diger taraftan her x € £, i¢in T(|x|) = |T(x)| oldugundan T
Riesz homomorfizmi olup her Riesz homomorfizmi sira sinirli diklik koruyan oldugundan
yukarida belirttigimiz tizere T ters ideal operatordiir. Fakat T operatori ideal koruyan
degildir. Ciinkii x = (1,0,0,..) € £,7 segersek T(x) = (0,1,0,..) olur, fakat burada

|T(x)| < A,x olacak sekilde bir A, € R bulunamaz.
Bir diger karsilastirma olarak ideal operator ve ideal koruyan operatér kavramlarina
bakacak olursak bu iki operatdr sinifinin birbirinden farkli olduklarini goriiriiz. Simdi bu

durumla ilgili 6rnekleri ifade edelim.

Her ideal operator, ideal koruyan olmak zorunda degildir.

Ornek [20, Ornek 3.9]

R? {izerinde bilinen siralama olmak iizere T: R? — R?, T(x,y) = (y,x) operatdriinii ele
alalim. R? uzayinin biitiin idealleri I; = {(0,x):x € R}, I, = {(x,0):x € R}, I3 = {(0,0)}

ve I, = R? seklinde olup bu ideallerin T altindaki goriintiilerini inceledigimizde

i) T() ={T(0,x):x € R} ={(x,0):x e R} =1,
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i) T(I,) = {T(x,0):x € R} = {(0,x)} = I
iii-) T(Iy) = I
iv-) T(y) ={T(x,y):x,y ER} ={(y,x):x,y ER} = I,

dir. Dolayisiyla T ideal operatordiir. Fakat T(I;) = I, € I; oldugundan T ideal koruyan
degildir.

Diger taraftan her ideal koruyan operator bir ideal operatdr olmak zorunda degildir.
Ornek [20, Ornek 3.9]

[0,1] araliginda tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayir olan C[0,1], noktasal

siralama ile Riesz uzayidir. G = €[0,1] olsun. Burada

Vf,9€G, f.g = Vxe[01], (f.9)(x) = f(x).g(x)

carpmasmi ve p:[0,1] — R, p(x) =x olmak {iizere m,:G — G, her f €G igin
m,(f) = p.f operatoriinii ele alalim. Keyfi bir f € G* secersek, her x € [0,1] igin
m, () (x) = (p. f)(x) = p(x).f(x) seklinde olup 0 < x <1 ve p(x) =x oldugundan
m,(f)(x) < f(x) dir. Dolayisiyla m,(f) < f yani m,(f) € I dir. O halde m, ideal

koruyandir. Fakat 1, ideal operator degildir. Bunu gérmek igin u: [0,1] — R,

1
.Sin— € 1
u(x) = {|x smx| ,x € (0,1]
0 ,x=20

fonksiyonunu g6z oniine alalm. u € G dir ve her x € [0,1] i¢in u(x) < p(x) oldugundan
u€l, olur. Ayrnica 1:[0,1]] = R, I(x) =1 fonksiyonunu ele alirsak 1€ G ve
m,(1) = p.1 = p oldugundan p € m,(G) dir. Fakat burada u € m,(G) dir. Varsayalim ki
bir f € G icin m,(f) = u olsun. Bu durumda p. f = u ve dolayisiyla her x € [0,1] i¢in
p(x).f(x) = u(x) olur. O halde x € (0,1] i¢in
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p(x).f(x) =ulx) = x.f(x) = |x. sinﬂ = X. |sin§|

= fx) = |sin§|

elde ederiz. Dolayistyla A € R olmak iizere f fonksiyonu,

Flx) = {’sm%’ ,x € (0,1]
A ,x=0

seklindedir. Fakat burada lirgl+ f (%) limit degeri mevcut olmadigindan f fonksiyonu x = 0
x—

noktasinda siirekli degildir. Bu ise f € G kabulii ile celisir. O halde u € I, iken u & m,(G)

oldugundan 7, ideal operator degildir.
4.1.8. Tanim [32]

G bir Riesz uzayt olmak iizere G~ (G nin sira duali), G uzaymin noktalarni ayirsin.

I: G — G birim doniisiim iken 0 < y < x olan her x,y € G ve her a i¢gin 0 < m, <1 ve

6.6™) . ..
T, () =, y olacak sekilde bir (m,) € Z(G) neti varsa G uzayia topolojik olarak dolu

merkeze sahiptir denir.
Her zengin merkeze sahip Riesz uzayi, topolojik olarak dolu merkeze sahiptir.

G ve H Riesz uzaylar, T: G — H bire-bir ve oOrten bir operatdr olsun. Bu durumda
T~ 1:H — G operatdrdiir. O halde L(G) = {m | m: G — G lineer déniisiim} olmak iizere
her t € L(G) i¢in TnT~! : H — H operator, yani TnT~! € L(H) dir. Dolayisiyla h ve u

operatorleri
h:L(G) — LH), m—> h(n) =TnT" ! ve u:L(H) — L(G), n — u(m) =T InT
seklinde tanimlanabilir. Buradan hareketle h operatoriinii Z(G) uzayina ve u operatoriinii

de Z(H) wuzayma kisitlarsak sirasiyla h:Z(G) — L(H) ve u:Z(H)— L(G)

operatorlerini elde ederiz.
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Ayrica G uzayi lizerinde tanimli ve S(G) uzayinda bulunan operatérler ile degismeli olan
operatorlerin kiimesine S(G) uzaymin degisenleri denir ve bu o6zellikteki operatorlerin
kiimesi S(G)c ={T € L(G) : VR € S(G), TR = RT } bi¢iminde ifade edilir. Benzer
sekilde G uzay1 tizerinde tanimli ve Z(G) uzayinda bulunan operatdorler ile degismeli olan
operatorlerin kiimesine de Z(G) uzayinin degisenleri denir ve bu o6zellikteki operatorlerin

kiimesi Z(G). ={T € L(G) : VS € Z(G), TS = ST } bigiminde ifade edilir.
4.1.9. Lemma
G ve H Riesz uzaylari, T: G — H bire-bir ve orten bir operator olsun. Bu durumda
VQ € S(H), T"1QT € S(G), < VRE€S(G),TRT ' e S(H),
dir.
fspat
=: R € S(G) ve Q € S(H) keyfi iki operator olsun.
(TRT™Y)Q = (TRT H)QTT*
=TR(T™1QTT™*
=T(T"1QT)RT!
= Q(TRT™)
oldugundan TRT 1 € S(H) dir.
&<:Q € S(H) ve R € S(G) keyfi iki operator olsun.
(T7XQT)R = (T"XQT)RTT
=T 1Q(TRT™HT

= T~Y(TRT~Y)QT
= R(T~1QT)
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oldugundan T~1QT € S(G) dir.
4.1.10. Lemma

G ve H Riesz uzaylari,, T:G — H bire-bir ve Orten bir operator olsun. Eger T ideal
operator ise her Q € S(H) icin T~1QT € S(G) dir.

fspat

T ideal operator, Q € S(H) ve I € G ideal olsun. T ideal operator oldugundan T(I) € H
idealdir. Ayrica Q € S(H) oldugundan Q ideal koruyan olup Q(T(I)) < T(I) olur.

QITMH) T =TT < T HTD] =1

dir. Buradan T~1QT(I) S I elde edilir. Dolayisiyla T~1QT ideal koruyan olur. Her ideal
koruyan sira sinirli oldugundan T~ QT € S(G) dir.

4.1.11. Lemma

G zengin merkeze sahip bir Riesz uzay1 ve T : G — G bir operator olsun. T € Z(G). ise

T sira sinirh diklik koruyan operatordiir.
fspat

X,y € G i¢in |y| < |x| olsun. G zengin merkeze sahip oldugundan I:G — G birim

operator olmak tizere |R| < I ve Rx = y olacak sekilde en az bir R € Z(G) vardir.
Rx=y=T(Rx) =Ty
dir. T € Z(G), ve R € Z(G) oldugundan T(Rx) = R(Tx) olur. Dolayisiyla

R(Tx) =Ty = |R(Tx)| = |Ty|
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elde edilir. Burada |R| <1 oldugu kullanilirsa |Ty| = |R(Tx)| < |R||Tx| < |Tx| olur.

|y| < |x| iken |Ty| < |Tx| oldugundan T operatorii sira sinirlt diklik koruyandir.

4.1.12. Sonug

G zengin merkeze sahip bir Riesz uzay1 ve T:G — G bir operatoér olsun. Bu durumda

T € S(G) ise T operatdrii sira sinirlt diklik koruyandir.

fspat

Z(G) € S(G) oldugundan S(G)c € Z(G), dir. Dolayisiyla T € S(G). iken T € Z(G).

olup Lemma 4.1.11 geregi T operatorii sira sinirl diklik koruyandir.

G Riesz uzay1 goreceli diizgiin tam ise G lizerinde tanimli biitiin orthomorfizmlerin kiimesi
olan Orth(G) uzay1 da goreceli diizgiin tamdir. Ayrica S(G) ve Z(G), Orth(G) iginde
ideal olduklarindan goreceli diizgiin tam uzaylardir [28, Boliim 20].

Diger taraftan Z(G) uzaymnin degisenlerinin kiimesini sira simirli operatorler igin
olusturursak bu kime Z(G)gc ={T € L,(G): VS € Z(G), TS =ST} bi¢iminde

gosterilir.

4.1.13. Lemma [32]

G bir Riesz uzay1 olsun ve G~, G uzayinin noktalarini ayirsin. Eger G uzayi topolojik

olarak dolu merkeze sahip ise Z(G)gc = Orth(G) dir.
4.1.14. Lemma
G ve H Riesz uzaylar olmak iizere T:G — H bire-bir ve Orten bir operatdr olsun.

h:S(G) — Orth(H), her R € S(G) icin h(R) = TRT™! seklinde tanimlanan bagmti

anlamli ise h operatdrii bire-bir cebir homomorfizmidir.
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fspat

h:S(G) — Orth(H), R — h(R) = TRT ! bagntis1 anlamli ve Q,R € S(G) olsun.
h(Q)h(R) = (TQT*)(TRT~') = TQRT ™' = h(QR)

oldugundan h cebir homomorfizmidir. Simdi R € S(G) ve h(R) = 0 olsun. x € G keyfi bir
eleman secelim. T: G — H bire-bir ve orten oldugundan Tx = y olacak sekilde bir y € H
vardir. Buradan T~ (y) = x oldugunu kullanirsak,

T(Rx) =TRT~'(y) = h(R)(y) =0

elde edilir ki T bire-bir oldugundan R = 0 ve dolayisiyla h bire-birdir.

Simdi de buraya kadar elde ettiklerimizden hareketle bu kisimda son olarak bir ideal

operatdriin tersinin hangi kosullarda yine bir ideal operator oldugunu verelim.

4.1.15. Teorem

G ve H zengin merkeze sahip Riesz uzaylari ve ek olarak G goreceli diizgiin tam olsun. Bu

durumda T: G — H bire-bir ve 6rten ideal operatdr ise T~ ideal operatordiir.

fspat

T~! operatdriiniin ideal operatdr oldugunu gostermek ig¢in T operatdriiniin ters ideal
operator oldugunu gostermemiz yeterlidir. Dolayisiyla her x € G igin T(l,) S Iy,
oldugunu elde etmeliyiz. O halde y € I, olsun. Genelligi bozmaksizin |y| < |x| bigiminde
secebiliriz. G zengin merkeze sahip oldugundan I : G — G birim operatdr olmak iizere

|R| < I ve Rx = y olacak bigimde en az bir R € Z(G) vardir. Buradan

Rx=y=T(Rx) =Ty = TRT }(Tx) =Ty
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olur. Diger taraftan Q € Z(H) i¢in Z(H) € S(H) oldugunu kullanirsak Q € S(H) elde
ederiz. Burada T ideal operator oldugundan Lemma 4.1.10 geregi T~1QT € S(G) ve S(G)
uzay1 degismeli oldugundan T~1QT € S(G). olur. Buradan hareketle Lemma 4.1.9 geregi
her R € S(G) i¢in

TRT™' € S(H), ...(*)

elde edilir. Dolayistyla Sonug 4.1.12 geregi TRT ™! sira sinirli olup TRT ! € S(H) g dir.
Ayrica H zengin merkeze sahip Riesz uzay1 oldugundan topolojik olarak dolu merkeze
sahiptir ve dolayisiyla Lemma 4.1.13 geregi Z(H)gc = Orth(H) dir. Diger taraftan
Z(H) € S(H) oldugundan S(H)gc € Z(H)gc = Orth(H) olur. O halde (*) geregi

h:S(G) — Orth(H)
R — h(R) = TRT1

seklinde tanimli baginti anlamlidir. Dolayisiyla Lemma 4.1.14 geregi h cebir
homomorfizmidir. S(G) ve Orth(H) yarasal f-cebirleri ayrica S(G) goreceli diizgiin tam
ve h:S(G) — Orth(H) cebir homomorfizmi oldugundan Teorem 3.3.7 geregi h Riesz
homomorfizmidir. Her Riesz homomorfizmi pozitif oldugundan sira koruyan operatordiir.
Ayrica Ig: G — G ve Iy: H — H birim doniisiimler olmak tizere h(I;) = TIT ™! = I dir.
Simdi R € Z(G) igin 0 < |R| <1 ve h sira koruyan oldugundan 0 < h|R| < h(I) =1

yani, 0 < T|R|T~! < I elde edilir. Diger taraftan h Riesz homomorfizmi oldugundan

ITRT~!| = [h(R)| = h|R| = T|RIT*

dir. Buradan hareketle Rx = y oldugunu kullanirsak,

Ty = TRT™Y(Tx) = |Ty| = [TRT"X(Tx)| < |TRT||Tx| = T|R|T~}|Tx| < |Tx|
= |Ty| < |Tx|

elde edilir. Buradan Ty € I, olup T(l,) € Iy, olur. O halde T ters ideal operator ve

dolayisiyla T~ ideal operatordiir.
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4.1.16. Sonug
I-) G ve H zengin merkeze sahip Riesz uzaylari, ek olarak H goreceli diizgiin tam ve
T:G — H bire-bir ve orten bir operator olsun. Bu durumda T~ ideal operator ise T ideal

operatordiir.

ii-) G ve H zengin merkeze sahip Riesz uzaylari, ek olarak her ikisi de goreceli diizgiin tam
ve T: G — H bire-bir ve orten bir operator olsun. Bu durumda T ideal operatordiir ancak

ve ancak T~1 ideal operatodrdiir.

fspat

i-) Bu hipotezler altinda Teorem 4.1.15’te T operatorii yerine T~1 alirsak (T™})"1 =T

ideal operator olur.

ii-) Teorem 4.1.15’ten agikga goriilir.

4.2. ideal Operatoriin Sira Simirhhg

Calismanin bu boliimiinde bir ideal operatoriin hangi kosullar altinda sira smirlt oldugu
belirlendi. Bu dogrultuda oOncelikle sira sinirli olmayan bir ideal operatdr Ornegi
olusturuldu ve ardindan ideal operatdriin sira sinirlt olma kosullari verildi.

Oncelikle olusturacagimiz rnek igin gerekli baz1 kavram ve ozellikleri ifade edelim.

4.2.1. Tanim [26, Tanim 26.1]

i-) G bir Riesz uzay1 ve 0 # x € G olsun. Eger 0 <y < |x|, 0 <z < |x| ve y L z iken

y =0 veya z = 0 oluyorsa x elemanina atom denir.

Ii-) G bir Riesz uzay1 ve 0 # x € G olmak iizere x elemani tarafindan iiretilen ideal

L. ={y |y = Ax, A € R} seklinde ise x elemanina ayrik eleman denir.
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4.2.2. Lemma [26, Lemma 26.2]

G bir Riesz uzay1 ve 0 # x € G olsun.

I-) x bir atom veya ayrik eleman ise ya x > 0 ya da x < 0 dir.

ii-) Eger G Riesz uzayr Arsimedyan degilse bir atom, ayrik eleman olmayabilir. Uzay

Arsimedyan 6zelligine sahip iken ayrik eleman ve atom kavramlar1 birbirine denktir.

Ayrica x bir atom (veya bir ayrik eleman) ise her 0 # 1 € R igin Ax de bir atomdur (veya
bir ayrik elemandir). x bir atom (veya bir ayrik eleman) ve 0 < |y| < |x| iseyay = 0 ya

da y bir atomdur (veya bir ayrik elemandir).

Biitiin reel dizilerin uzayini bilesen bilesen siralama ile goz oniine alirsak Riesz uzayidir ve

(1,0,0,...),(0,1,0, ...), ... elemanlar1 ayrik eleman olduklarindan atomdur.

[0,1] araliginda tanimli reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay: olan C[0,1], noktasal

siralama ile Riesz uzayidir ve bu uzayin higbir atomu yoktur.

Simdi de olusturdugumuz sira siirlt olmayan ideal operator 6rnegini verelim.

Ornek

f, [0,) araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere her x € [Af, ) i¢in
f(x) = Pr(x) olacak sekilde bir reel Py polinomu ve bir A reel sayis1 mevcut ise f
fonksiyonuna 6zde polinom fonksiyon denir. [0, 00) araliginda taniml1 biitiin 6zde polinom
fonksiyonlarin kiimesi G olsun. G, fonksiyonlarin noktasal siralamasina gére Arsimedyan
Riesz uzayidir [15, Ornek 2.1]. Simdi H, en az bir atomu olan Arsimedyan Riesz uzay1 ve

a eleman1 H uzayinin bir atomu olmak tizere

S:G—H
f—S(f) = Pr(0).a
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seklinde tanimlanan doniisiimii ele alirsak S anlamli ve lineer oldugundan operatordiir.
Burada a € H bir atom oldugundan a elemani tarafindan iiretilen ideal I, = {1.a : 1 € R}
seklindedir. Simdi I € G keyfi bir ideal olsun. S(I) = I, oldugunu gosterelim. Gergekten,
her f € I igin S(f) = P¢(0).a oldugundan S(I) € I, dir. Diger taraftan z € I, keyfi bir

eleman olsun. O halde en az bir 1 € R igin z = A. a seklindedir. Her f € I igin

i-) P+ (0) = 0 ise S(I) = {0} dur.

||)Enazb|rf0ellg1nPf(O)¢O|se () fo =g € 1olup

A A
S(g)=S<PfO(O)- 0> 7 (O) P (0)ra=la=z

oldugundan [, € S(I) elde edilir. Dolayisiyla S ideal operatordir. Simdi de S

operatoriiniin sira sinirli olmadigini gosterelim. Bunun i¢in n € N,

X—n, x=n
f"(x)={ 0 ,0<x<n

fonksiyon dizisini ve g :[0,00) — R, g(x) = x fonksiyonunu ele alalim. Burada her

n € Nigin f, € G ve g € G oldugu agiktir. Diger taraftan keyfi bir n € N igin,
xz2n=0<f(x)=x—n<x=g(x)

ve

0<x<n=f(x)=0<x=g(x)

oldugundan 0 < |f,,| < |g| olur. Bu durum keyfi bir n € N i¢in saglandigindan her n € N
icin 0 < |f,,| < |g]| elde edilir. Fakat

ISl = |Pr, (0).a| = |-n.al = n.|al
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olup |S(f)| = n.|la|l < b olacak sekilde herhangi bir b € H yoktur. Aksi taktirde bu
kosula uyan bir b € H varsa n.|a| < b iken |a| < %.b olur ki burada H Arsimedyan

oldugundan

1
OSIaISE.blOzlcﬂ:O

=a=0
elde edilir ki bu a elemaninin atom olmasiyla gelisir. Dolayisiyla S sira sinirli degildir.
Yukaridaki ornekten anlasilacagi ilizere her ideal operator sira smirli olmak zorunda
degildir. Simdi de bir ideal operatoriin hangi kosullar altinda sira smirli oldugunu
belirlemeye ¢alisacagiz.

4.2.3. Lemma

G ve H Riesz uzaylart T:G — H bire-bir ve Orten bir operatoér olsun. Asagidakiler

saglanir:

i-) T ideal operator ise her R € S(H) i¢in T~1RT ideal koruyan operatordiir.

ii-) T~ ideal operator ise her R € S(G) i¢in TRT ~? ideal koruyan operatordir.

fspat

i-) /] € G bir ideal olsun. T ideal operator oldugundan T(J), H iginde ideal olur. R € S(H)
igin R ideal koruyan oldugundan R(T(J)) € T(J) dir. O halde T~RT(J) € T™'T(J)) =]

yani T~1RT ideal koruyan operatdrdiir.

ii-) J € H bir ideal olsun. T~ ideal operator oldugundan T~1(J), G iginde ideal olur. O
halde R € S(G) igin R ideal koruyan oldugundan R(T~1(J)) € T~*(J) dir. Dolayisiyla
TRT~1(J) € TT~1(J) = J yani TRT ! ideal koruyan operatordiir.
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4.2.4. Lemma

G ve H Riesz uzaylari ve T: G — H bire-bir ve orten bir ideal operator olsun. Bu durumda

@ : S(H) — S(G),R — ®(R) = T~'RT

seklinde tanimlanan doniisiim bire-bir cebir homomorfizmidir. Eger ek olarak H goéreceli

diizgiin tam ise ® Riesz homomorfizmidir.

fspat

R, Q € S(H) keyfi iki operator olsun.

PR)P(Q) = (TT'RT)(T™'QT) = T"'(RQ)T = ®(RQ)

oldugundan @ cebir homomorfizmidir. Simdi R € S(H) ve ®(R) = 0 olsun. y € H keyfi
bir eleman segelim. T: G — H bire-bir ve orten oldugundan Tx = y olacak sekilde x € G

vardir. Dolayisiyla,

T-1(Ry) = T"'RT(x) = ®(R)(x) =0

elde edilir ki burada T~ bire-bir oldugundan R = 0 olur. Yani @ bire-birdir. Simdi H
goreceli diizgiin tam olsun. O halde Orth(H) uzay1 da goreceli diizglin tam olur. S(H),
Orth(H) iginde ideal oldugundan S(H) uzay: da goreceli diizgiin tamdir. Sonug olarak,
S(H) goreceli diizglin tam yariasal f-cebiri, S(G) yariasal f-cebiri ve ®:S(H) - S(G)

tanimli cebir homomorfizmi oldugundan Teorem 3.3.7 geregi ® Riesz homomorfizmidir.
4.2.5. Teorem
H zengin merkeze sahip goreceli diizgiin tam bir Riesz uzayi, G bir Riesz uzay1 ve

T:G — H bire-bir ve orten bir ideal operator olsun. Bu durumda T~ sira smirh diklik

koruyan operatordiir.
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fspat

T~1 operatoriiniin sira siirhi diklik koruyan oldugunu goéstermek icin H uzaymnda
|z| < |w| iken G wuzaymda |T71(2)| <|T '(w)| oldugunu gostermek yeterlidir.
Dolayistyla H uzayinda |z| < |w| olsun. Burada T~!: H — G oldugundan x = T~1(z) ve
y = T~1(w) olacak sekilde x,y € G vardir. Ayrica H uzayinda |z| < |w| iken H zengin
merkeze sahip oldugundan I: H — H birim operator olmak tizere |R| <1 ve Rw =z
olacak sekilde bir R € Z(H) operatorii vardir. Buradan

Rw=R(Ty) =Tx = T R(Ty) =T T(x) = x

elde edilir. Diger taraftan Lemma 4.2.4’teki & donlisimi Riesz homomorfizmi

oldugundan sira koruyan olup |R| < I iken |®(R)| = ®(|R|) < ®(I) = I dir. Dolayisiyla

IT~'RT| = [®(R)| = ®(IRD =T~ RIT < () =1

olur ki buradan,

1T (2| = Ix| = ITT*'RT| < [TT*RTIlyl = THRITIy| < Iyl = IT W)

esitsizligi elde edilir. O halde T ™! sira sinirh diklik koruyandir.

Dolayisiyla artik bir ideal operatdriin sira sinirli olma kosullarini verebiliriz.

4.2.6. Sonug

H zengin merkeze sahip goreceli diizgiin tam bir Riesz uzayi, G bir Riesz uzayr ve

T: G — H bire-bir ve 6rten bir ideal operatdr olsun. Bu durumda T sira sinirli operatordiir.

fSpat

Bu hipotezler altinda Teorem 4.2.5’ten T~! operatoriiniin sira smirh diklik koruyan

oldugunu biliyoruz. Dolayistyla Teorem 3.3.11 geregi (T~1)~! = T sira siirh olur.
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Ayrica sira sinirhilik yardimiyla tersinir bir ideal operatoriin tersinin de ideal operatdr olma

kosullarini elde etmis olduk.

4.2.7. Sonug

G bir Riesz uzayi, H g-Dedekind tam (veya goreceli diizgiin tam ve zengin merkeze sahip)

bir Riesz uzay1 ve T: G — H bire-bir ve 6rten bir ideal operatdr ise T~ ideal operatdrdiir.
fspat
Bu hipotezler altinda Sonug 4.2.6 geregi T operatoriiniin sira sinirli diklik koruyan

oldugunu biliyoruz. T sira smurlt diklik koruyan oldugundan ters ideal operatdr olur. O

halde T~ ideal operatdrdiir.
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5. IDEAL VE BAND OPERATORLERIN KARSILASTIRMASI

Bu boliimde ideal ve band operatorler arasindaki iliski incelendi, ayrica diklik koruyan

operatdrler teorisine ait iki problemin ¢éziimii verildi.
5.1. ideal ve Band Operatorler Arasindaki Iliski

Oncelikle ideal operator olup band operatér olmayan ve tersine band operatdr olup ideal
operatér olmayan Ornekler olusturuldu. Ardindan hangi kosullarda birbirlerini

gerektirdikleri verildi.
I1k olarak band operatédr olup ideal operatdr olmayan drnegimizi verelim.
Ornek

n € NT igin [0,1) araligimin 6lgiilebilir altkiimelerinin sonlu {44, A, ..., A, } koleksiyonu,
a) Kiimeler ikiser ikiser ayrik

b) Her bir kiimenin Lebesgue 6l¢iisii sifirdan biiylik

c) UiLi4;=1[01)

kosullarini sagliyorsa, [0,1) araliginin bir pargalanisi olarak adlandirilir.

f fonksiyonu [0,1) araliginda tamimli olsun. n € Nt i¢in [0,1) aralimmn bir
{A,,A,, ..., A, } pargalanis1 var ve i = 1,2, ...,n olmak iizere her t € A4;, f(t) = a;t + b;
olacak sekilde a;, b; reel sayilar1 varsa f fonksiyonuna pargali afin denir. G, [0,1)
araliginda tanimli parcali afin fonksiyonlarin hemen hemen her yerde esitligi ile
tanimlanan denklik bagintisina gore elde edilen denklik siniflarinin uzay1 olsun. G bilinen
lineer operasyonlarla ve hemen hemen her yerde noktasal siralama ile Riesz uzayidir ve
projeksiyon oOzelligine sahiptir. Diger taraftan H, [0,2) araliginda tamimli basit
fonksiyonlarin hemen hemen her yerde esitligi ile tanimlanan denklik bagintisina gore elde
edilen denklik siniflarinin uzayr olsun. Ayni sekilde H bilinen lineer operasyonlarla ve
hemen hemen her yerde noktasal siralama ile Riesz uzayidir. i =n+ 1,n + 2, ..., 2n i¢in
A; kimesi A; = A;_, +1 seklinde tanmimlanirsa bu diizenleme ile [0,2) araliginin
{A, A5, ..., A, Apyq, -, Ao} pargalanist elde edilir. Buradan hareketle her f € G igin bir
n € N* ve [0,1) arahigmm bir {4, A,, ..., A, } parcalanig1 vardir ve T: G — H
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n 2n
Tf = Z biXAi + Z ai—n)(Al-
i=1

i=n+1

seklinde tanimlanan operator bire-bir ve orten diklik koruyandir [13, Teorem 13.1]. Burada
G projeksiyon 6zelligine sahip ve T Orten diklik koruyan operator oldugundan Teorem

3.1.8 geregi T band operatordiir. Fakat T ideal operator degildir. Bunu gérmek igcin n = 1
ve A; = [0,1) olmak tizere {A,} parcalanisiyla f(t) =t —% fonksiyonunu secersek f € G
ve A, = [1,2) olup

1
rf(@) =] "2 L€ 10D
1;

t €[1,2)

seklindedir. Ayrica ayn1 pargalanisla her t € [0,2), g(t) =% fonksiyonunu g6z Oniine
alirsak g € H ve |g| < |Tf]| (yani g € Iry) fakat g & T(If) dir. Gergekten, oncelikle T
bire-bir ve orten oldugundan Th = g olacak sekilde bir h € G vardir ve burada
T 1g(t) = h(t) = it +i dir. Simdi h € I; oldugunu varsayalim. O halde hemen hemen

her yerde |h| < A|f| olacak sekilde en az bir A € R* vardir. Dolayisiyla hemen hemen her
t € [0,1) i¢in

|R|(t) = [R(®)] < AIfI(E) = [Af ()] = Et +i| < |/1t_§|

A 1
-—At,t €[0,2)
:%t+ls 2 ?

4 A 1
-2 tefz,1)

dir. Fakat burada

. . A— . A— .. .

i) A > % ise 0 < % < % dir ve her t € (;_4,1'%] icin |h|(t) > A|f|(t) olur ki bu durum
hemen hemen her yerde |h| < A|f| olmasi ile gelisir.

ii-) 1 < % ise her t € [O,%) icin |h|(t) > A|f|(t) olur ki bu durum hemen hemen her yerde

|h| < Alf| olmasi ile gelisir.
Dolayistyla hemen hemen her yerde |h| < A|f| olacak sekilde bir 2 € R* bulunamaz. O
halde h & Ir ve buradan da g & T(If) dir. Sonug olarak T ideal operator degildir.
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Simdi de tersine ideal operatdr olup band operatér olmayan 6rnegimizi ifade edelim.

Ornek

Sifira yakinsak tiim reel dizilerin uzay1 ¢, ve smirh tiim reel dizilerin uzay1 [, bilesen
bilesen siralama ile Riesz uzaylandir. J: ¢y — [l ,x — J(x) = x operatoriinii ele alalim.
co uzayl, l, uzay: i¢inde ideal oldugundan ¢, uzayindaki her ideal de ayni zamanda [,
uzayinda idealdir. Buradan hareketle J ideal operatordiir fakat ¢, uzayi, [, i¢inde band

olmadigindan J band operator degildir.

Bu 6rneklerden de goriilecegi iizere ideal operator ile band operator farkli kavramlardir. Bu
noktada ideal ve band operatorler igin birbirlerini hangi kosullar altinda gerektirdiklerine
dair elde ettigimiz sonuglar1 ifade edelim.

5.1.1. Sonug

G projeksiyon 6zelligine sahip bir Riesz uzayi ve H bir Riesz uzay1 olmak iizere T: G — H

bire-bir ve 6rten bir ideal operatér ise T band operatordiir.

fspat

T bire-bir ideal operatdr oldugundan Teorem 4.1.3-(i) geregi T diklik koruyan olur.
Dolayisiyla Sonug 3.1.10°dan T band operatordiir.

5.1.2. Sonug

G ve H Riesz uzayi, T: G — H bire-bir ve orten sira sinirli bir operatdr olsun. Bu durumda

T band operator ise ideal operatordiir.

fSpat

T band operatdr oldugundan Sonug 3.1.4-(i)’den esas band operatordiir. Dolayisiyla T bire-

bir esas band operatdr olup Onerme 3.1.6-(i) geregi diklik koruyan operatdr olur. O halde
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T bire-bir ve orten sira siirli diklik koruyan operator oldugundan Teorem 3.3.11 geregi
T~1 de bire-bir ve 6rten sira smrh diklik koruyandir. T-1 sira smirli diklik koruyan

oldugundan ters ideal operatordiir ve dolayisiyla T ideal operator olur.

5.2. Diklik Koruyan Operatorler Teorisine Ait iki Problemin Coziimii

Calismanin bu kisminda ayrica diklik koruyan operatorler teorisindeki iki problemin
¢oziimii verildi. Oncelikle [16]’da Hart tarafindan ifade edilen Teorem 2.1’in karsitinin ne
zaman dogru oldugu belirlendi. Ardindan [13]’te Abramovich ve Kitover tarafindan agik

birakilan Problem 8.2’nin ¢6ziimii elde edildi.

5.2.1. Teorem [16, Teorem 2.1]

G ve H Riesz uzaylari ve T: G — H Orten sira sinirli diklik koruyan bir operator olsun. Bu
durumda her m € Z(G) igin W(m)T = T Ozelligini saglayan ve tek tirlii tanimli bir
Y:Z(G) — Z(H) diklik koruyan operatorii vardir.

Inceledigimiz ilk problem, Teorem 5.2.1’in karsitinin hangi kosullarda dogru oldugudur.
5.2.2. Problem

G ve H Riesz uzaylari ve T: G — H bir operatér olsun. Her w € Z(G) i¢in ¥(m)T =Trn
Ozelligini saglayan bir W: Z(G) — Z(H) diklik koruyan operatorii varsa T operatorii diklik

koruyan olur mu?

Oncelikle Problem 5.2.2’nin ¢dziimiiniin her kosulda dogru olmadigina dair bir drnek

verelim.
Ornek
[0,1] araliginda tanimli parcali afin siirekli fonksiyonlarin uzayr G olsun. G, noktasal

siralamaya gore Riesz uzayidir ve [:G — G birim operatdr olmak {izere G uzayinin

merkezi Z(G) = {Al : 1 € R} seklindedir [33]. Simdi G = H alalm ve T:G — G
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herhangi bir diklik koruyan olmayan operator olsun. Bu durumda ¥ : Z(G) — Z(G) birim
operatoriinii ele alirsak her m € Z(G) i¢in W(rr)T = T kosulunu saglayan diklik koruyan

operatordiir fakat T : G — G operatorii diklik koruyan degildir.

5.2.3. Tanim [25, Sayfa 35]

G bir Riesz uzay1 olsun. G uzayindaki her esas band, projeksiyon band oluyorsa G uzayina

esas projeksiyon 6zelligine sahiptir denir.

G uzay1 esas projeksiyon ozelligine sahip iken Problem 5.2.2°nin olumlu ¢éziimii Turan
tarafindan [20]’de verildi.

5.2.4. Onerme [20, Onerme 3.7]

G ve H Riesz uzaylari, G esas projeksiyon Ozelligine sahip ve T : G — H bir operator
olsun. Eger her m € Z(G) i¢in W(n)T = Tw kosulunu saglayan bir ¥ : Z(G) — Z(H)

diklik koruyan operatorii varsa T operatdrii diklik koruyandir.

Baska kosullar altinda Problem 5.2.2°nin olumlu ¢oziimiinii arastirdik. Simdi de bu

dogrultuda elde ettigimiz ¢6ziimii verelim.

5.2.5. Teorem

G ve H Riesz uzaylari, G zengin merkez 6zelligine sahip ve T : G — H bir operatdr olsun.
Eger her m € Z(G) ig¢in W(rr)T = T kosulunu saglayan bir ¥ : Z(G) — Z(H) diklik
koruyan operatorii varsa T diklik koruyandir. Ek olarak T bire-bir ve orten ise T~ de

diklik koruyandir.

fSpat

u,v€G ve ulv olsun. Genelligi bozmaksizin u > 0 ve v > 0 alabiliriz. Buradan

hareketle u <u+v ve v<u+v elde edilir. G zengin merkeze sahip oldugundan



60

m,(u + v) = u ve m,(u + v) = v olacak sekilde m,,m, € Z(G)* operatédrleri vardir. Eger

vy, =1, — (my A,) vey, = m, — (m; AT,) seklinde secersek y; Ay, = 0 dir. Ayrica

(mAm)u+v)<mu+v)=uve (mAr)(u+v)<mu+v)=v

dir. Burada u 1 v oldugundan (7, Am,)(u + v) = 0 elde edilir. O halde y;(u+v) =u
ve ¥, (u + v) = v dir. Buradan hipotez ve W (y,), ¥(y,) € Z(H) oldugu goz oniine alinirsa

0<[TWIAITW| = [Ty1(u+ )| ATy (u + v)|
= [YI)Tw + )| A[PEIT U+ v)l
= [PIIT@+ ) APFIITu +v)l

= (PG A TPGIDIT(u + v)
=0

elde edilir. Dolayisiyla u L v iken T(u) L T(v) oldugundan T diklik koruyan operatordiir.
Ek olarak T bire-bir ve drten olsun. T~ operatdriiniin diklik koruyan oldugunu gostermek
icin T operatoriiniin ters ideal operatdr yani, her x € G i¢in T(l,) € I, oldugunu
gostermek yeterlidir. Simdi y € I, secelim. Genelligi bozmaksizin |y| < |x]| alabiliriz.
Buradan hareketle G zengin merkeze sahip oldugundan I: G — G birim doniisiim olmak

tizere, m(x) = y ve || < I olacak sekilde bir m € Z(G) vardur.

y=mn(x) = T(y) =Tn(x) =¥(mT(x)

elde edilir ki burada W(rr) € Z(H) oldugundan |W(m)| < Al olacak sekilde bir0 < 1 € R

vardir. Dolayisiyla

T = [Y@T)| = [PY@IT)| < AT x|

olur. |T(y)| < A|T(x)| oldugundan T (y) € I, yani, T(l,) S I, dir. O halde T ters ideal
operatordiir. T bire-bir orten ters ideal operatér oldugundan T~! ideal operatordiir.
Buradan hareketle T~ bire-bir ideal operatdr olup Teorem 4.1.3-(i) geregi T~ ! diklik

koruyandir.
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Inceledigimiz ikinci problem Abramovich ve Kitover tarafindan [13]’te acik birakilan
Problem 8.2°dir.

5.2.6. Tanim [13, Tanim 4.2]

G Riesz uzayinin sifirdan farkli her B bandi i¢in D € B olacak sekilde sifirdan farkli bir D
projeksiyon bandi varsa G uzayma “a cofinal family of projection bands” 6zelligine

sahiptir denir.

5.2.7. Problem [13, Problem 8.2]

G ve H Riesz uzaylar “a cofinal family of projection bands” 6zelligine sahip ve T: G — H
bire-bir ve &rten bir operatér olsun. Eger her m € Z(G) igin W(r) = TnT~! seklinde

tanimli bir ¥: Z(G) — Z(H) izomorfizmi varsa T diklik koruyan olur mu?

Simdi problemin ¢ézlimiine yonelik elde ettigimiz teoremimizi verelim.

5.2.8. Teorem

G ve H Riesz uzaylari ve T: G — H bire-bir ve orten bir operator olsun.

(1) Eger G “a cofinal family of projection bands” 6zelligine sahip ve her m € Z(G) i¢in
Y(r)T = Tw dzelligini saglayan bir W: Z(G) — Z(H) diklik koruyan operatorii varsa
T diklik koruyan operatordiir.

(2) Eger H ““a cofinal family of projection bands” 6zelligine sahip ve her w € Z(H) i¢in
TY(rm) = nT Ozelligini saglayan bir W: Z(H) — Z(G) diklik koruyan operatorii varsa

T~1 diklik koruyan operatordiir.

(3) Eger G ve H uzaylarinin her ikisi de “a cofinal family of projection bands” 6zelligine
sahip ve her m € Z(G) i¢in W(m)T = Tr Ozelligini saglayan bir W:Z(G) — Z(H)
orten diklik koruyan operatorii varsa T ve T~! operatdrlerinin her ikisi de diklik

koruyandir.
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fspat

(1) Oncelikle her h € H igin T~(Bp) € By-1¢;y oldugunu gosterelim. Olmadigim
varsayalim yani, en az bir t € By i¢in T~*(t) & By-1(,) olsun. O halde [T~ (¢)| A Ju] # 0
olacak sekilde en az bir u € Bg_l(h) vardir. Simdi z = |T~1(t)| A |u| segelim. z € G olup,
z elemanimin trettigi esas band B, olmak iizere, hipotez geregi B € B, olacak sekilde
sifirdan farkli bir B projeksiyon bandi ve buradan hareketle bu B projeksiyon banda
karsilik bir P: G — B band projeksiyonu vardir. Ayrica bu P: G — B band projeksiyonu
icin PT~1(t) # 0 ve PT~1(h) = 0 dir. Gergekten,

B c BZ = BlT_l(t)l/\lu| = B|T‘1(t)|nB|u| = BT—1(t)ﬂBu c Bu

oldugundan B € B, elde edilir. Ayrica u € B?—l(h) icin B, € B?—l(h) olur. Dolayisiyla

B € By, dir.

B S Bf-1(, = By S B9

elde edili. O halde T7'(h) € By-1() oldugunu kullanirsak T~*(h) € B¢ olup
PT~1(h) = 0 olur. Diger taraftan PT~1(t) # 0 oldugunu gostermek i¢in T~ 1(t) ¢ B*
oldugunu gostermemiz yeterlidir. Varsayalm ki T71(t) € B4 olsun. Bu durumda
BT_l(t) c Bd olur.

BZ = B|T‘1(t)|/\|u| = B|T‘1(t)|nBIu| = BT_l(t)nBu c BT_l(t)

oldugundan B, € Br-1(y dir. Dolayisiyla B, € Br-1(;y Ve Br-1) € B? iken B, € B¢

elde edilir.
B, S BY{= B CB,*
dir. Ayrica hipotezden {0} # B € B, oldugunu biliyoruz. Hem B € B, hem de B € B,*

olusundan B € {0} olur ki bu bir geliskidir. O halde T-(t) € B¢ ve dolayisiyla
PT~1(t) # 0 dir. Simdi hipotezi kullanirsak, W:Z(G) — Z(H) operatérii her m € Z(G)
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icin W(m) = TnT~! seklinde tanimlanirsa, P: G — B bir band projeksiyon oldugundan
P € Z(G) olup T"*¥(P)(h) = PT~1(h) = 0 elde edilir. Burada T~ bire-bir oldugundan
Y(P)(h) = 0 dir. Dolayisiyla W(P) € Z(H) olup Bj, bandi tizerinde ¥(P) = 0 olur. O
halde t € By, i¢in de W(P)(t) = 0 dir. Buradan T~1W(P)(t) = PT1(t) = 0 elde edilir ki
bu bir ¢eliskidir. O halde her h € H i¢in T~1(B),) S Br-1(y dir. Simdi T operatdriiniin
diklik koruyan oldugunu gosterelim. Bunun i¢in u L v olacak sekilde u, v € G alalim. O
halde T-*(h) =u ve T~ 1(t) = v olacak sekilde h,t € H vardir ve Lemma 3.1.5 geregi
u L v oldugundan B,NB, = {0} dir. Ispatin ilk kismindan,

T~'(Bry) = T™'(By) € Br-1(ny = By Ve T™'(Bp,) = T™'(B,) € By-1() = B,

olur ki buradan By, € T(B,) ve Br, S T(B,) elde edilir. T bire-bir oldugundan
BryNBry, € T(B,)NT(B,) = T(B,NB,) = T({0}) = {0}

dir. By,NBry, = {0} oldugundan Lemma 3.1.5 geregi Tu L Tv yani T diklik koruyandir.

(2) Bir onceki ispata benzer sekilde oncelikle her x € G i¢in T(B,) € By, oldugunu
gosterelim. Olmadigini varsayalim yani, en az bir y € B, i¢in T(y) & By, olsun. O halde
ITy| A |u| # 0 olacak sekilde en az bir u € B¢ vardir. Simdi z = |Ty| A |u| secelim.
Burada z € H olup hipotez geregi B S B, olacak sekilde sifirdan farkli bir B projeksiyon
bandi ve buradan hareketle bu B projeksiyon banda karsilik bir P:H — B band
projeksiyonu vardir. Ayrica bu P: H — B band projeksiyonu i¢in PTy # 0 ve PTx =0
dir. Gergekten,

BC<CB,= BlTyl/\|u| = B|Ty|ﬂB|u| = BTyﬂBu c B,

oldugundan B € B, elde edilir. Ayrica u € B¢, icin B, € B%, dir. Dolayisiyla buradan

B < B, olur.

B € B4, = B, € B¢
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dir. O halde Tx € By, oldugunu kullanirsak Tx € B¢ olup PTx =0 olur. Diger
taraftan PTy # 0 oldugunu gostermek icin Ty & B¢ oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Varsayalim ki Ty € B? olsun. Bu durumda B, € B¢ olur.
B, = Biryajul = Biry|NBu| = BryNB, S Bry

oldugundan B, € By, dir. Dolayisiyla B, < Br,, Ve Br, C B? olmasindan B, € B® elde

edilir.
B, BY{= B c B,

dir. Ayrica hipotezden {0} # B € B, oldugunu biliyoruz. Hem B € B, hem de B < B,*
olusundan B € {0} olur ki bu bir celiskidir. O halde Ty ¢ B® ve buradan da PTy # 0 dur.
Simdi hipotezi kullanirsak, W: Z(H) — Z(G) operatdrii her T € Z(H) igin W(r) = T 1nT
seklinde tamimlanirsa, P:H — B band projeksiyon oldugundan P € Z(H) olup
TWY(P)(x) = PTx = 0 elde edilir. Burada T bire-bir oldugundan W(P)(x) =0 dir.
Dolayisiyla W(P) € Z(G) olup B, bandi iizerinde W(P) = 0 dir. O halde y € B, igin de
Y(P)(y) = 0 olur. Buradan TW(P)(y) = PTy = 0 elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O halde
her x € G i¢in T(B,) € By, dir. Simdi T~! operatdriiniin diklik koruyan oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in u L v olacak sekilde u,v € H segelim. Dolayisiyla Tx =u ve
Ty = v olacak sekilde x,y € G vardir ve Lemma 3.1.5 geregi u L v iken B,NB, = {0}

dir. Ispatm ilk kismindan,
T(Br-10y) = T(By) € Brx = By,
ve

T(Br-1y) = T(By) € Bry =B,

olur ki buradan Bp-1,) ST '(B,) ve Bp-1,) S T~ '(B,) elde edilir. T' bire-bir

oldugundan
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Br-1)NBr-1) € T (BINT1(B,) = T~ (B,NB,) = T~*({0}) = {0}

dir. By-14yNBr-1(,) = {0} oldugundan Lemma 3.1.5 geregi T~'(u) L T~*(v) yani T~!
diklik koruyandir.

(B) W:Z(G) — Z(H), her m € Z(G) igin W(mr) = TrT~! operatériiniin bire-bir oldugu
agiktir. Ayrica hipotezden W ortendir. Dolayisiyla W™1: Z(H) — Z(G) operatordiir. O
halde (1) ve (2) den T ve T~ operatérleri diklik koruyandir.

Dolayisiyla [13]’te sorulan agik problemin ¢dziimiinii, sadece G uzay1 “a cofinal family of
projection bands” 6zelligine sahip iken yani, daha zayif kosullar altinda elde etmis olduk.

Asagidaki sonucta bu ¢6ziimii ifade ederek bu boliimii tamamlayalim.
5.2.9. Sonug

G ve H Riesz uzaylar1 ve T: G — H bire-bir ve orten bir operator olsun. Eger G “a cofinal
family of projection bands” &zelligine sahip ve her m € Z(G) igin TnT 1 € Z(H) ise T

diklik koruyan operatordiir.
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6. PRE-RIESZ UZAYLARDA BAND OPERATORLER

Bu boliimde oncelikle pre-Riesz uzaylar hakkinda bazi bilgiler verildi, ardindan Riesz
uzaylarda yapilan band operator tanimi pre-Riesz uzaylarina genisletilerek bu operatoriin

ozellikleri incelenmeye ¢alisildi.

6.1. Pre-Riesz Uzaylarin Genel Ozellikleri

Bir vektor uzayr lizerinde, vektdor uzayr islemleri ile uyumlu bir siralama bagintisi
kullanilarak infimum ve supremum islemleri tanimlandiginda, vektor uzayimin herhangi iki
elemaninin infimumu veya supremumu yine uzayin elemani oluyorsa o uzayin Riesz uzay1
yapisina sahip oldugunu biliyoruz. Birgok uzay Riesz uzayi olmakla beraber; lineer
fonksiyonlarin uzayi, tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayi, polinomlar uzayr gibi bazi
onemli uzaylar da Riesz uzay1 yapisina sahip degildir. Bu noktada vektor uzayi tizerindeki
herhangi iki elemanim infimumunun veya supremumunun uzaya ait olma sarti1 kaldirilip
sadece siralama yapist kullanildiginda, Riesz uzayr olmayan bazi uzaylar iizerinde de
caligma imkan1 dogacaktir. Buradan hareketle Riesz uzaylarinin daha genel bir hali olan

pre-Riesz uzay kavrami ortaya ¢ikmigtir.

Pre-Riesz uzaylar, Riesz uzaylar i¢ine sira yogun olacak sekilde gomiilebilen sirali vektor
uzaylanidir ve 1993’te van Haandel tarafindan [1]°de tanimlanmistir. Oncelikle sirali

vektor uzaylari ile ilgili bazi kavramlari hatirlatalim.

(X, <) bir sirali vektor uzayi olsun. a,b € X ve a < b igin [a,b] ={x € X : a < x < b}
kiimesi sira aralik; M € X olmak lizere M¥ = {x € X : Ym € M,x = m}, M kiimesinin
{ist sinirlar1 kiimesi ve M! = {x € X : Ym € M,x < m}, M kiimesinin alt sinirlar1 kiimesi
olarak adlandirilir. Eger M C [a, b] olacak sekilde a,b € X varsa M kiimesine sira sinirl
kiime denir. M € X herhangi bir kiime olmak {izere her x,y € M igin x <z ve y <z
olacak sekilde bir z € M varsa M (yukar1) yonlendirilmis kiime olarak isimlendirilir. D, X
uzayinin bir altvektor uzayi iken her x € X igin x = inf{y € D:y > x} ise D altuzayma X
icinde sira yogundur denir. @ # K € X olmak iizere her x,y € K ve 4, u € [0,00) i¢in
Ax + py € K oluyorsa K kiimesine, X i¢inde bir wedge denir. K, X i¢inde bir wedge ve
KN(—K) = {0} ise K kiimesine, X i¢inde bir cone denir. X bir vektor uzayi ve K, X iginde
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bir cone olmak tizere her x,y € X i¢in x <y & y —x € K bagintisi, X iizerinde bir
siralama bagintisidir ve bu siralama ile (X, K) bir sirali vektor uzayidir. (X, K) bir sirali
vektor uzayr olmak tizere her n € N i¢in nx <y iken x <0 ise (X,K) uzayma

Arsimedyan denir.

6.1.1. Tanim [10, Tanim 2.2.1]

(X,K) bir sirali vektor uzayr olsun. {x + z,y + z}* < {x, y}* kosulunu saglayan her

X,y,z € X igin z € K oluyorsa (X, K) pre-Riesz uzay olarak adlandirilir.

Tanimdan hareketle bu kosulu Riesz uzaylarinda ele alirsak (x +z)V(y+2z)=>xVy
iken (x Vy) +z = x Vy olup buradan z > 0 olacagindan her Riesz uzay1 bir pre-Riesz

uzaydir.

Simdi pre-Riesz uzay yapisina sahip olan ve olmayan bazi 6rnekleri ifade edelim.

Ornek [10, Ornek 1.1.19]

[0,1] araliginda tanimli reel degerli siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzay:r olan
Cc[0,1], K = {f € €'[0,1]: Vx € [0,1], f(x) = 0} alisilmis cone ile pre-Riesz uzayidir
fakat Riesz uzay1 degildir.

Ornek [2, Ornek 3.5]

n € N olmak tizere [0,1] araliginda tanimli n. dereceden polinomlarin uzayi olan P™[0,1],
K ={p € P"[0,1]: Vx € [0,1], p(x) = 0} alisilmis cone ile pre-Riesz uzayidir fakat Riesz
uzay1 degildir.

Ornek [2, Ornek 4.3]

X = R? uzaymu ele alirsak K = {(a, b) € R?: b > 0}U{(0,0)}, X icinde cone olur fakat bu
cone ile (X, K) pre-Riesz uzay degildir.
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6.1.2. Onerme [10, Onerme 2.2.3]

Her pre-Riesz uzay1 yonlendirilmistir ve her yonlendirilmis Arsimedyan sirali vektor uzayi

bir pre-Riesz uzaydir.
6.1.3. Tanim [10, Tanim 1.2.1]

X ve Y sirali vektor uzaylari ve i: X — Y lineer doniisiim olsun. “Her x € X i¢in i(x) = 0

ancak ve ancak x > 0” 6nermesi dogru ise i operatdriine bi-pozitif denir.
6.1.4. Tanim [10, Teorem 2.1.15]

Y bir Riesz uzay1 ve X, Y uzaymin bir altvektdr uzayr olmak iizere eger her y € Y i¢in
y=VZi a — V;-lzl b; olacak sekilde ay,...,Qpm, by, ..,by € X varsa X altuzaymna, Y

uzayini Riesz uzay olarak iiretir denir.

6.1.5. Teorem [6, Teorem 4.3]

(X, K) bir sirali vektor uzayi olsun. Asagidakiler denktir:
i-) X bir pre-Riesz uzaydir.

ii-) i(X), Y icinde sira yogun olacak sekilde bir Y Riesz uzay1 ve bir i: X — Y bi-pozitif

lineer doniisiim vardir.

iii-) i(X), Y i¢inde sira yogun olacak ve i(X), Y uzaymni Riesz uzay olarak iiretecek sekilde

bir Y Riesz uzay1 ve bir i: X — Y bi-pozitif lineer doniisiim vardir.

Burada (ii)’deki (Y,i) ciftine X sirali vektor uzaymin Riesz uzayr kaplamasi, (iii)’deki
(Y,i) giftine ise X uzayinin Riesz tamlamasi denir ve izomorfizme gore tek olan bu

tamlama (X”, i) seklinde gosterilir.
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Yukaridaki teorem pre-Riesz uzaylarinin onemli bir karakterizasyonunu vermektedir.
Teoremden de goriilecegi lizere pre-Riesz uzaylar, Riesz uzaylarinin igine sira yogun

gomilebilen sirali vektor uzaylardir.

6.1.6. Tanim [ 10, Sayfa 2]

X bir vektor uzayt ve @ # A € X i¢in {3j-; L;a;:n €N,i € {1,...,n},; € [0,0),a; € A}

kiimesine A kiimesinin pozitif lineer zarfi denir ve pos(A) ile gosterilir.

Ornek [6, Ornek 4.8]

X = R® olmak iizere, A = {(1,0,1),(0,1,1),(—=1,0,1),(0,—1,1)} kiimesini ele alirsak
K = pos{A}, X i¢inde cone olur. Bu cone ile (X, K) pre-Riesz uzaydir.

6.1.7. Tanim [6, Tanim 3.1]

X bir siral1 vektor uzayr ve @ # M € X herhangi bir kiime olsun. Her x € X ve y € M i¢in

{x,—x}* 2 {y,—y}* iken x € M ise M kiimesine solid kiime, solid altuzaya da ideal denir.

6.1.8. Tanim [6, Tanim 3.6]

X bir sirali vektor uzayr ve x,y € X olsun. {x +y,—x — y}* = {x — y,y — x}* oluyorsa x
ile y diktir denir ve x L y seklinde gosterilir. M € X herhangi bir kiime olmak {izere M
kiimesinin diki M* = {y € X : Vx € M,x L y} seklindedir.

6.1.9. Tanim [6, Tanim 3.7]

X bir sirali vektdr uzay1 ve M € X bir altuzay olsun. (M#)? = M oluyorsa M band olarak

adlandirilir.

X bir pre-Riesz uzay ise M € X icin M% banddir. Ayrica M kiimesi tarafindan iiretilen ve

M kiimesini kapsayan en kiigiik band (M%)4 olup By seklinde gosterilir. Dolayisiyla
buradan B,, = (M4)%¢ve M c (M%)4 dir.
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6.1.10. Tanim [2, Tanim 5.7]

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun. x L y olan her x,y € X i¢in Y

uzayinda Tx L Ty oluyorsa T diklik koruyan operator olarak adlandirilir.
6.2. Pre-Riesz Uzaylar Arasinda Tammh Band Operatorlerin Ozellikleri
Bu boliimde, band operator tanimi pre-Riesz uzaylarmma genisletilerek bu operatdriin

ozellikleri arastirilmistir. Riesz uzaylarda band operator i¢in elde edilen sonuglarin hangi

kosullarda pre-Riesz uzaylar i¢in de gegerli oldugu incelenmistir.

6.2.1. Tanim

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun.

i-) Her B € X bandi i¢in T'(B), Y i¢inde band oluyorsa T band operatdr olarak adlandirilir.

ii-) Her B € Y band: i¢in T~1(B), X iginde band oluyorsa T ters band operatdr olarak

adlandirilir.

Pre-Riesz uzaylarda tanimli band operatdrlerin kiimesi vektor uzay: degildir.
Ornek

R3 uzaymi goz Oniine alirsak, yukarida daha once Ornekte gosterdigimiz iizere

1 0 -1 0
K=pos{<0),(1>,< 0 )(—1)} R3 iginde bir cone olup X = (R3,K) pre-Riesz
1 1 1 1

uzaydir. X uzayindaki biitiin bandlar:

31={0},Bz={X},33={<§):xeR},B4={<g>:xeR},BS={<:(:x>:xEIR{},
ENE R
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dir [10, Ornek 4.4.18]. Simdi

T:X — X, (x1,%2,x3) — T (x1,%2,x3) = (X3, %2, %)

seklinde tanimladigimiz doniisiimii ele alirsak, T operatordir. Burada T(B;) = B; ,
T(B;) =B, , T(B3) =B3 , T(By) =B; , T(Bs) =Bs , T(Bg) =Bg , T(B;) =B, ,
T(Bg) = B¢ oldugundan T band operatordiir. Diger taraftan [: X — X birim operatori
tanim1 geregi band operatordiir. Fakat

(T+T):X > X, (xq,%,%3) = (I +T)(xy, %2, x3) = (%1 + x3, 223, %1 + x3)

seklinde olup

(I+T)B,) ={00,x,x) + (x,x,0): x € R} = {(x,2x,x): x € R}

X i¢inde band olmadigindan I + T operatdrii band operator degildir.

Benzer sekilde pre-Riesz uzaylarda tanimli ters band operatorlerin kiimesi de vektor uzayi

degildir.
Ornek

Yukaridaki &rnekte oldugu gibi X = (R3,K) pre-Riesz uzaymi goz Oniine alirsak, bu

uzayin biitlin bandlarinin

x 0 —x
B, = {0}, B, = (X}, B3—{<0> xE]R} B, {(x) xER} Bs_{<0> xE]R}
X X X
0 x X
BG={<—x>:xER} {(x) xelR} ={< >.xe]R}
x 0
oldugunu biliyoruz [10, Ornek 4.4.18]. Burada

T:X — Xr (xlrx2r X3) — T(x11x21x3) = (_x31x21 xl)
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doniisiimiinii tanimlarsak, T operatordiir. Ayrica T™Y(B;) =B, , T Y(B,) =B, ,
T~*(B3) =Bs , T""(B,) =B, , T"*(Bs)=B; , T *(Bg)=Bg , T""(B;) =B ,
T~1(Bg) = B, oldugundan T ters band operatdrdiir. Diger taraftan I:X — X birim
operatorii tanimi geregi ters band operatordiir. Fakat

(T+T):X —X,(x1,x2,x3) = (I +T)(xq,x5,x3) = (X1 — X3,2%5, %1 + X3)

seklinde olup

(I+T)1(Bg) = {(x,—x,x):x € R}

X i¢inde band olmadigindan I + T operatorii ters band operator degildir.

6.2.2. Lemma

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun. Asagidakiler saglanir:

i-) T band operatdrdiir ancak ve ancak her @ # A < X kiimesi i¢in By ) S T(By) dir.

li-) T ters band operatordiir ancak ve ancak her @ # A € X kiimesi i¢in T(By) S Br(y) dir.
Ek olarak T bire-bir ve Orten ise,

iii-) T band operatordiir ancak ve ancak T~ ters band operatordiir.

iv-) T ters band operatordiir ancak ve ancak T~ band operatdrdiir.

fspat

i-) =: T band operatér ve @ # A € X olsun. B, € X band oldugundan hipotez geregi

T(B,), Y i¢inde band olur. Ayrica A € B, oldugundan T (A) € T(B,) dir. T(A) tarafindan
tiretilen en kiigiik band By (4 oldugundan By 4y € T (B,) elde edilir.
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: & A € X herhangi bir band olsun. A band oldugundan B, = A dir. O halde hipotez geregi
Bray € T(B4) = T(A) yani By € T(A) dir. Ayrica her zaman T (A) S Brs) oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla Br4y = T (A) yani T(A), Y i¢inde band olup T band operatdrdiir.

ii-) =: T ters band operatdr ve @ # A € X herhangi bir kiime olsun. A € T~(T(A4)) ve

T(A) < Br(ay oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle
T(A) € Bray = AS T (T(A) ST '(Bry) = A S T (Brey)

elde edilir. By(4y € Y band ve T ters band operatdr oldugundan T"l(BT(A)), X icinde band
olur. A tarafindan iretilen en kiigik band B, ve AC T_l(BT(A)) oldugundan

By € T™(Br(a)) dir. O halde

By € T (Breay) = T(Ba) € T (T~ (Brea)) € Breay = T(Ba) < Bre

elde edilir. T(B,) € Bra) oldugundan T ters band operatérdiir.

:< B CY herhangi bir band olsun. Dolayisiyla T~1(B) € X dir. O halde hipotezden
T(Br-1(s)) € Br(r-1(sy) elde edilir. Diger taraftan T(T~'(B)) € B ifadesi her zaman
dogrudur. Ayrica B band oldugundan By = B dir. Buradan hareketle,

T(T~"(B)) € B = Br(r-1()) S Bp = B= T(Br-1(3)) € B

elde edilir.

T(Br-1(5)) € B = T~ (T(Br-1s)) ) € T71(B)

= Bri() € T4 (T(By-15)) € T71(B)

bulunur. Diger taraftan her zaman T~ !(B) C Br-1z) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Br-15y = T~1(B) elde ederiz ki buradan T~'(B) band olup T ters band operatordiir.
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Iii-) Tanimdan agik¢a goriiliir.

iv-) Tanimdan agikga goriliir.

6.2.3. Tanim

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun.

I-) Her x € X igin By, € T(B,) ise T esas band operator olarak adlandirilir.

ii-) Her x € X i¢in T(B,) S By, ise T ters esas band operator olarak adlandirilir.

Dolayistyla Lemma 6.2.2°de A = {x} alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

6.2.4. Sonug

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun. Asagidakiler saglanir:

i-) T band operator ise esas band operatordiir.

ii-) T ters band operator ise ters esas band operatordiir.

Simdi pre-Riesz uzaylarla ilgili baz1 kavramlar: ifade edelim.

6.2.5. Tanim [10, Tanim 4.1.13]

X bir pre-Riesz uzay1 ve (X”,i), X uzaymin Riesz tamlamasi olsun. Her 0 < y € X” i¢in

i(M)? = {y}? olacak sekilde M € X varsa X uzayma fordable denir.

6.2.6. Tanim [11, Tanim 2.6]

X bir pre-Riesz uzay1 ve (X?,i), X uzayinin Riesz tamlamasi olsun. Her 0 < y € X” i¢in

0 < i(x) < y olacak sekilde bir x € X varsa X uzayina pervasive denir.
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6.2.7. Onerme [10, Onerme 4.1.15]

Her pervasive pre-Riesz uzay1 fordable uzaydir.
Bu ifadenin karsit1 her zaman dogru degildir.
Ornek [10, Ornek 4.1.19]

[0,1] araliginda taniml1 siirekli fonksiyonlarin uzay: olan C[0,1], noktasal siralamaya gore

Riesz uzayidir. Y = C[0,1] olsun. Burada 1:[0,1] — R,I(x) =1 olmak iizere Y
uzaymm X = {a]l +f:a€eR,feC[01],f(0)=0, folf(t)dt = 0} altuzaymi ele

alirsak, X pre-Riesz uzaydir. X uzayi fordable olup pervasive degildir.

Riesz uzaylarinda, herhangi iki elemanin birbirine dik olmasinin {irettikleri bandlarin
arakesitinin sadece sifir vektoriinden olusmasi ile Kkarakterize edildigini biliyoruz.
Herhangi bir x € X icin {x}9¢ = B, ile gosterecek olursak pre-Riesz uzaylarinda bu
karakterize asagidaki sekilde yapilmistir.

6.2.8. Lemma [11, Lemma 7.2]

X bir pre-Riesz uzay1 ve x, y € X olsun.

(i) Eger x 1 y ise B,NB), = {0} dur.

(ii) Ek olarak X fordable iken B,NB,, = {0} ise x L y dir.

Burada X uzay1 fordable degilken (ii) ifadesi her zaman dogru degildir.

Ornek [11, Ornek 4.1]

X = R® uzaym ele alalim ve e® standart taban vektorler olsun. i € {1,2} olmak iizere
x@ =e@ 4B ve y® = —e® 4 oG yektdrleri tanimlamirsa bu vektorler yardimiyla

olusturulan K = pos{x(l),x(z),y(l),y(z)}, X icinde cone olur. Burada (X,K) pre-Riesz
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uzay olup fordable degildir. x = x™ ve y = x® segersek B,NB,, = {0} olur fakat x ile y
birbirine dik degildir.

6.2.9. Teorem

X,Y fordable pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bir operatdr olsun.

(i) T bire-bir esas band operator ise T diklik koruyan operatordiir.

(ii) T bire-bir ve drten ters esas band operatér ise T~ diklik koruyan operatordiir.
fspat

(i) x,y € X ve x L y olsun. Dolayistyla Lemma 6.2.8 geregi B,NB,, = {0} olur. Ayrica T
esas band operatdr oldugundan Br, € T(By) ve Br, € T(By) dir. Buradan hareketle
BrxNBry € T(Bx)ﬂT(By) elde edilir. Simdi T operatoriiniin bire-bir oldugunu
kullanirsak  Br,NBr, € T(Bx)ﬂT(By) = T(BxﬂBy) = T({0}) = {0} olur. Dolayisiyla
BrxNBr, = {0} olup Lemma 6.2.8 geregi Tx L Ty dir.

(i) T: X — Y bire-bir ve orten ters esas band operatdér olsun. O halde T~! esas band
operatordiir. T~1 bire-bir esas band operator oldugundan &nermenin (i) maddesi geregi
T~1 diklik koruyandir.

6.2.10. Tanim [3]

X bir pre-Riesz uzay1 ve B € X bir band olsun. X = B @ B? seklinde yazilabiliyorsa B

projeksiyon band olarak adlandirilir.
6.2.11. Onerme [3, Sonug 3.4]

X bir pre-Riesz uzayr ve V, X uzaymin bir altvektdr uzay: olsun. X =V + V¢ seklinde

yazilabiliyorsa V projeksiyon banddir.
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6.2.12. Tanim

X bir pre-Riesz uzay1 olsun. X igindeki her band, projeksiyon band oluyorsa X uzayina

projeksiyon 6zelligine sahiptir denir.

Ornek [10, Ornek 4.3.20]

R3 uzaym ele alirsak K = {(x,v,z) € R3: x? + y? < z%,z > 0}, R3 i¢inde cone (ice-
cream cone) olup X = (R3,K) pre-Riesz uzaydir. X uzayinda, @ ve X (asikar bandlar)
haricinde baska band yoktur. Dolayisiyla X uzay1 projeksiyon 6zelligine sahiptir.

Diger taraftan, K; cone ile X bir pre-Riesz uzay ve K, cone ile Y bir pre-Riesz uzay olmak
tizere eger Z = X X Y uzaymi “(a, b),(c,d) e X XY, (a,b) < (c,d) ®a<c Ab<d’
siralamasi ile ele alirsak K = K; X K, Z iginde cone olup Z bu cone ile pre-Riesz uzaydir.
Burada A = X x {0} ve B = {0} x Y altuzaylan Z icinde projeksiyon band olup A% = B ve
B% = A dir. Dolayisiyla asikar bandlardan baska bandlar1 da olan projeksiyon 6zelligine
sahip pre-Riesz uzay elde etmis oluruz [4, Ornek 3.2].

6.2.13. Teorem

X projeksiyon ozelligine sahip bir pre-Riesz uzay ve Y bir pre-Riesz uzay olmak iizere

T:X — Y orten bir operator olsun. Eger T diklik koruyan ise band operatordiir.

fspat

B € X herhangi bir band olsun. X projeksiyon &zelligine sahip oldugundan X = B € B¢
seklinde yazilabilir. Ayrica T diklik koruyan operator oldugundan T(B%) € [T(B)]¢ dir.
Gergekten, y € T(B%) olsun. Dolayisiyla en az bir x € B¢ vardir ki T(x) = y dir. x € B¢
oldugundan her b € B igin x L b dir. T diklik koruyan operator oldugundan T(x) L T(b)
dir. O halde y L T(b) yani y € [T(B)]¢ dir. Simdi T operatdriiniin lineer oldugunu

kullanirsak,

T(X)=T(B+B% =T(B)+T(BY cT(B)+[T(B)]*
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bulunur. Ayrica T o6rten oldugundan T(X) =Y olup Y € T(B) + [T(B)]¢ elde edilir.
Dolayisiyla Y = T(B) + [T(B)]¢ dir. T(B), Y uzaymn altvektdr uzayr oldugundan
Onerme 6.2.11 geregi T(B) band ve dolayisiyla T band operatér olur.

6.2.14. Sonug

X, Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bire-bir ve 6rten bir operator olsun.

i-) T ve T~ diklik koruyan operatérler ise T ve T ™! band operatorlerdir.

ii-) X,Y uzaylan fordable iken T ve T~! band operatédrler ise T ve T~1 diklik koruyan

operatdrlerdir.

fspat

i-) T ve T~! diklik koruyan operatorler olsun. O halde herhangi bir @ # D € X igin
T(DY) c T(D)Eve T~YT(D)4] € [T'T(D)]¢ = D4 dir. Buradan

T-1T(D)4] c D¢ = T(D)% < T(D%)

elde edilir. T(D%) € T(D)? ve T(D)% € T(D%) oldugundan T(D)% = T(D?) dir. Simdi
herhangi bir B € X band olsun. B = B4 oldugunu kullanirsak,

T(B)% = T(BY)? = T(B*) = T(B)

bulunur. T(B)4¢ = T(B) oldugundan T(B) band ve dolayisiyla T band operatordiir.

Benzer sekilde T~ de band operatérdiir.

ii-) X,Y uzaylan fordable olmak iizere T ve T~! band operatorler olsun. T ve T~! band
operatorler oldugundan Sonug 6.2.4-(i) geregi T ve T~ bire-bir esas band operatorlerdir.
Dolayisiyla X,Y uzaylan fordable oldugundan Teorem 6.2.9-(i) geregi T ve T~ diklik

koruyan operatorlerdir.
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6.2.15. Sonug

X projeksiyon Ozelligine sahip fordable pre-Riesz uzayr ve Y fordable pre-Riesz uzayi

olmak tizere T: X — Y bire-bir ve orten bir operator olsun. Asagidakiler denktir:

(i) T diklik koruyan operatordiir.

(if) T band operatordiir.

(iii) T esas band operatordiir.

fspat

(i) = (ii) X projeksiyon Ozelligine sahip pre-Riesz uzay1r ve T:X — Y orten diklik

koruyan operator oldugundan Teorem 6.2.13 geregi T band operatordiir.

(ii) = (iii) T band operator oldugundan Sonug 6.2.4-(i) geregi T esas band operatordiir.

(iii) = (i) T bire-bir esas band operatér oldugundan Teorem 6.2.9-(i) geregi T diklik

koruyan operatordiir.

6.2.16. Tanim [11, Tanim 7.1]

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T:X — Y bir operatdr olsun. {x}%¢ € {y}4¢ olan her x,y € X

icin {Tx}4¢ < {Ty}?? oluyorsa T, (8)-kosulunu saglar denir.

6.2.17. Teorem [11, Teorem 7.3]

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bire-bir operator olsun.

(i) Eger X fordable ve T, (8)-kosulunu sagliyor ise T~1: T(X) — X diklik koruyandir.

(ii) T orten ve diklik koruyan olsun. Eger T~ diklik koruyan ise T, (8)-kosulunu saglar.



81

6.2.18. Onerme

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y ters esas band operator olsun. Bu durumda T, (B)-

kosulunu saglar.
fspat

T:X — Y ters esas band operator oldugundan her x € X i¢in T(B,) S Br, Yani,
T({x}?%) € {Tx}%¢ dir. Simdi x,y € X ve {x}4¢ < {y}*? olsun. Dolayisiyla B, S B,, dir.

B, € B, = T(B,) S T(B))

elde edilir. Diger taraftan x € {x}?¢ = B, oldugundan Tx € T(B,) dir.

Tx € T(B,) € T(By) S Bry = Tx € Br, = {Ty}%

olur. Tx € {Ty}? ise By, = {Tx}%? € {Ty}? dir. Dolayisiyla T, (8)-kosulunu saglar.

6.2.19. Sonug

X,Y pre-Riesz uzaylar ve T: X — Y bire-bir ve 6rten bir operator olsun. Eger X fordable

ve T ters esas band operatdr ise T~ diklik koruyandir.
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7. SONUC VE ONERILER

Riesz uzaylarinda tanimli ideal ve band operatorlerin 6zelliklerini inceledigimiz bu tezde
Abramovich’in sordugu sorudan hareketle cevaplar elde ettik, ayrica diklik koruyan
operatorler teorisine ait iki problemin ¢6ziimiine ulastik. Gordiik ki band operator ve ideal
operatdr tanimlar1 pre-Riesz uzaylarma genisletilebilir ve Ozellikleri arastirilabilir. Bu
baglamda band operator tanimini pre-Riesz uzaylarinda verip bazi 6zelliklerini elde ettik.
Diger taraftan van Haandel [1]’de X,Y pre-Riesz uzaylar olmak tizere her @ # A € X
sonlu kiime icin T[A%] € T[A]* kosulunu saglayan T:X — Y operatoriinii Riesz*
homomorfizm olarak adlandirdi ve Riesz* homomorfizmler ig¢in Riesz uzaylarina
genisleme kosullarini:

“X,, X, pre-Riesz uzaylar, T: X; — X, bir operatér, (Y;,i;) ve (Y;,i,) sirastyla X; ve X,
uzaylarinin Riesz tamlamalar1 olmak iizere; T operatoriiniin Riesz* homomorfizmi olmasi
icin gerek ve yeter kosul Toi; =i,oT olacak sekilde bir T:Y; — Y, Riesz

homomorfizmi var olmasidir”

Xl L’ XZ

l l

T
Y, —> Y,

seklinde elde etti. Buradan hareketle Kalauch ve Malinowski Onerme 3.12’de sira siirekli
operatorler i¢in genisleme kosullarini elde ettiler [9]. Ayrica Kalauch, van Gaans ve Zhang
Teorem 6.4’te normlu pre-Riesz uzaylarda siirekli operatorler ve Teorem 6.6’da normlu
pre-Riesz uzaylarda diklik koruyan operatorler i¢in genisleme kosullarini elde ettiler [11].
Dolayisiyla benzer bir sekilde band operatorler igin genisleme kosullari arastirilabilir.
Ayrica pre-Riesz uzaylarda ideal operator tanimi yapilarak benzer sorular ideal operator

icin sorulabilir ve band operator ile ideal operator karsilastirmasi yapilabilir.
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