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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

Orth(E) E iizerinde taniml1 ortomorfizmlerin kiimesi
Orthe(A) A’nin biitiin ortomorfizm elemanlarinin kiimesi
0I(A) Sira idempotentlerin kiimesi

E, E i¢inde X tarafindan iiretilen ideal

By X tarafindan iretilen band

x*t X’in pozitif kismi

x~ X’in negatif kismi

| x| X’in modiili

|1x]| X’in normu

x4 X’in diki

A®B A ile B’nin direkt toplami

At A kiimesinin pozitif kismi

A~ A’nin sira duali

A, A’nin regiiler elemanlarinin kiimesi

A, A’nin sol sira siirekli elemanlarinin kiimesi
Ay, A’nin sag sira siirekli elemanlarinin kiimesi
A, A’nin sira siirekli elemanlarinin kiimesi

Ay A’nin sol singiiler elemanlarinin kiimes

Ag A’nin sag singiiler elemanlarinin kiimesi

Ag A’nin singiiler elemanlarinin kiimesi

x, Tx Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu X olan net
Xq, $x Asagi yonlendirilmis ve infimumu x olan net
xly Birbirine dik elemanlar

XAY X ile y’nin infimumu

xXvy X ile y’nin supremumu

infA A kiimesinin infimumu



Simgeler

sup A

Ly

°(E7) = {0}
L(E)

B(E)

Ly (E)

C(K)

Aciklamalar

A kiimesinin supremumu

Sinirh diziler uzayi

E~, E yi noktalarina ayirir

E den E ye tanimli operatdrlerin vektor uzay1

E den E ye tanimli Sinirlt operatorler uzay1

E den E ye tanimli Sira sinirlt operatdrlerin uzay1

K iizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin kiimesi



1. GIRIS

E Archimedian Riesz uzay ve T:E — E bir operatér olmak iizere eger T iki pozitif
operatoriin farki olarak yazilabiliyor ise T ye regiiler operator denir ve bunlarin kiimesi
L.(E) ile gosterilir. (x,) < E bir net ve x € E olmak iizere |x, — x| <y, ¥ 0 olacak sekilde
(¥,) < E neti varsa (x,) neti x elemanina sira yakinsaktir denir. T: E — E operatorii E
icindeki sira yakinsak netleri sira yakinsak netlere gotiiriiyor ise T ye sira stirekli operator
denir ve bunlarin kiimesi L, (E) bigiminde gosterilir. Eger her B  E band: i¢in T(B) < B
ise T ye band koruyan operator, T band koruyan ve sira sinirl1 ise T ye ortomorfizm denir ve

bunlarin kiimesi de Orth(E) ile gosterilir.

Egor A. Alekhno herhangi bir sirali cebirde, yukaridaki tanimlara paralel olarak, regiiler
elemanlar, sira siirekli elemanlar ve ortomorfizm elemanlarin tanimlarini vermistir. Bunlar

sirastyla A,, Ay, Orthe(A) ile gosterilmistir [1].

Dogal olarak akla su soru gelmektedir: E' Riesz uzay1 olmak tizere A = L(E) siral1 cebiri
alindiginda verilen tanimlar denk olur mu? Herhangi bir sirali cebirde tanimlarin denk

olmadig1 goriilmiistiir.

Bu ¢aligmada ilk olarak sirali cebir, Riesz cebiri, Banach cebiri, idempotent eleman gibi

gerekli olan baz1 temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Sonra [1] ve [2] g6z Oniine alinarak regiiler elemanlarin ve sira siirekli elemanlarin 6zellikleri

ayrintili olarak incelenmistir.

Son bolimde ortomorfizm elemanlar uzaymin, ortomorfizm operatérler uzayinin benzer
ozelliklerine ne zaman sahip oldugu verilmistir. A birimli sirali cebir, A, principal
projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay1 ve Orthe(A), A. ye gore topolojik dolu iken
Orthe(A) nin A, iginde birimin iirettigi band ve Orthe(A) nin f-cebiri oldugu gosterilmistir.

Buradan Orth(E) nin bilinen 6zellikleri sonug olarak elde edilmistir.






2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar ve bazi teoremler [1], [2], [3], [4]

ve [5] kullanarak verilmistir.

2.1. Sirali Cebir, Riesz Cebiri ve Banach Cebiri

2.1.1. Tanim

A, R tlizerinde bir vektor uzay olsun. e : A xA — A islemi ile her x, y,z € Ave her ¢ € R
i¢in;

(i) alxey)=(ax)ey=x-(ay)

(ii) xe(y+z)=xey+xoezve(x+y)ez=x0z+yez

(ii) xe(yez)=(xey)ez

sartlar1 saglaniyorsa A ya R tizerinde cebir denir.

2.1.2. Tanim

E vektor uzay1 K # & ve K < E olsun. Eger;
() Herx,yeKicinx+yekK

(i) HerxeKvea >0i¢inax € K

(i) Kn(-K) = {0}

ozellikleri saglaniyorsa K ya A iizerinde bir kon denir.

2.1.3. Tanim

E reel vektor uzay ve lizerindeki siralama bagintis1 ‘<’ olmak tizere, her x,y € E ve x <y
1¢in;

() HerzeEiginx+z<y+z

(i) Her0<ae Rigin ax < ay

kosulunu saglayan E uzayina swrali vektor uzay: denir.

2.1.4. Tanim

E sirali vektor uzay1 olsun. E deki herhangi iki elemanin supremumu veya infimumu var ve

E ye ait ise, E ye Riesz uzay denir.



2.1.1. Sonug

E sirali vektor uzay1 ise EY = {x € E: x > 0} kiimesi kondur.

fspat

(i) Her x,y e E*olsun.x € E*ise x>0 ve y € ET ise y >0 dir. Dolayisiyla x + y >0
olur.Ohalde x + y € E* dur.
(i) Herx e E* ve a> 0 olsun.
xeEt=>x>0
=>ax=0
= axeE"
dir.
(iii) E* = {xeE:x>0}ve-E* = {x € E: x <0} oldugundan E* n—-E* = {0} olur. O

halde E* kiimesi bir kondur.

2.1.1. Teorem

E vektor uzay1 K < E bir kon olsun. Her x, y € E igin,
x<ye(y—x)ek

ile tanimlanan bagint1 bir siralama bagintisidir. Bu siralama ile E sirali vektor uzaydir.

fspat

e Her x e FE i¢in Tanim 2.1.2 (ii) den 0 € K dir. Ayrica x —x = 0 oldugundan
(x —x) € K olur. O halde x < x dir.
e Herx,y e E igin,
x<yvey<x=y—xeKvex—yek
>x—ye-Kvex—yekK
=>x—-yeKn(-K)
Tanim 2.1.2 (iii) den K N (-K) = {0} oldugundan x —y = 0 olur. O halde x = ydir.
e Herx,y,zeE igin,
x<yvey<z=y—xeKvez-yek
=>y—x+z—-y=z—Xx
Tanim 2.1.2 (i) den z — x € K dir. O halde x < z olur.

Dolayisiyla tanimlanan baginti bir siralama bagintisidir.



e Herx,y,zeE igin,
x<y=>y—xek
>y—x+z—zekK
>W+2)—(x+2)eK
=>x+z<y+z
dir.
e Herx,y e E veher a>0 igin,
x<y=>y—xekK
>aly—x)ekK
>ay—axek
=>ax<ay
dir.
O halde E sirali vektor uzaydir.

2.1.5. Tanim

A siral1 vektor uzayi ve bir cebir olmak tizere, her a, b > 0 i¢in ab > 0 ise A ya sirali cebir
denir. Eger A cebir ve Riesz uzay ise A ya Riesz cebiri denir. Ayrica e > 0 birim elemani

varsa A ya birimli sirali cebir denir.

2.1.6. Tanim

A sirali cebir olmak {lizere, her a,be A ve her ce At icin anb =0 iken

ca Ab = ac A b = 0 kosulu saglaniyorsa A ya f-cebiri denir.

2.1.7. Tanim

A bir siral1 cebir, ||.|| A lizerinde bir norm ve A bu norma gore tam olsun. Her a, b € A igin
|labl| <||a|| ||b|| sart1 saglaniyorsa A ya Banach cebiri denir. Ek olarak, A* konu kapali ise A

ya swralt Banach cebiri denir.

2.1.8. Tanim

E sirali vektor uzay, her x € E ve x; x, e ET i¢in x = x; —x, yani E = E* —E* ise

E, E* tarafindan doguruluyor denir.
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2.1.1. Ornek

E Riesz uzay ise her x € E i¢in x = x* — x~ olacak sekilde x*, x~ e E* vardir dolayisiyla

E, E* tarafindan dogurulur.

2.1.2. Ornek

E bir sirali vektor uzay, E, E* tarafindan dogurulsun, L(E) = {T | T: E — E lineer operator}
olsun.
T< S<HerxeEtiginT(x)<S(x)
bi¢iminde tanimlanan ” <" bagintisin1 alalim.
e HerT e L(E) veherx e E* igin T(x) < T(x) oldugundan yansima 6zelligini saglar.
e HerT,S e L(E) igin,
T<SveS<T=HerxeE*i¢inT(x)<S(x)veS(x)<T(x)
= Herx € E* i¢in T(x) = S(x)
—HerxeE, x;,x, € EYvex = x; — x, igin
T(x1) = S(xp) veT(xz) = S(x2)
= T(x1) = T(x2) = S(x1) — S(x2)
=T —x2) = S(x1 — x3)
=T(x)=S(x)
oldugundan ters simetrik olma 6zelligini saglar.
e HerT,S, H e L(E) igin,
T<SveS<H=HerxeE"i¢inT(x)<S(x)veS(x)<H(x)
= Herx e E* igin T(x) < H(x)
oldugundan gecisme 6zelligini saglar.
e HerT,S, H e L(E) igin,
T<S=Herx e E*iginT(x) <S(x)
= Herx e E*igin T(x) + H(x) <S(x) + H(x)
=>T+H<S+H
dir.
e HerT,S e L(E) veher A>0 igin,
T<S=Herx e E*iginT(x) <S(x)
= Her x € E* igin AT (x) < AS(x)
= AT <AS



dir.
L(E) siral1 vektor uzaydir.
Ayrica,
o: L (E)xL(E) > L(E)
(S,T)y>SoT
bileske islemini diistinelim. Her S, T, H € L(E) ve her 4 € R igin,
(1) Herx e E igin,
ASoT)(x) = A[(SoT)(x)]
= AS(T(x))]
= ([T ()]
= [(45) o T](x)
dir. Diger yandan her x € E i¢in,
ASoT)(x)=A(SoT)x)]
= AS(T(x))]
= S[AT (x)]
=[S o (AD)](x)
dir.
(i) Her x € E igin,
[So (T +H)](x) = S[T + H)(x)]
= S[T(x) + H(x)]
= S[T ()] + S[H(x)]
=(SoT)(x)+ (SoH)(x)
=[(SoT)+(SoH)](x)
dir. Diger yandan her x € E igin,
[So (T +H)](x) = (S+T)[H(x)]
= S(H(x)) + T(H(x))
=(SoH)(x)+ (ToH)(x)
=[(SoH)+ (T o H)](x)
(iii) Her x € E igin,
[S o (T oH)](x) = S[(T o H)(x)]
= S[T(H(x))]
= (SoT)(H(x))
=[(SoT)oH]x)



L(E) bir cebirdir. Her T,S>0 ve her x € E* igin (So T)(x) = S(T(x)) dir. x e E* ise
T(x) € E* olur. S pozitif ve T(x) € E* oldugundan (SoT)(x) = S(T(x)) € ET dur.
Dolayisiyla SoT >0 olup L(E) swrali cebirdir. Ayrica, her x e E' igin
(ToD(x)=T{U(x))=T(x)ve({oT)(x)=I(T(x)) =T(x) olur. O halde L(E) birimli

siral1 cebirdir.

2.1.9. Tanim

E bir Riesz uzay ve ||.|| normuna gore tam olsun. Her x, y € E igin,
x| < |yl = llxl| < Iyl

saglaniyorsa E ye Banach orgiisii denir.

2.1.3. Ornek

E sirali Banach uzay, E* — E* = E ve B(E) = {T | T: E — E smurh operator} olsun.
T< S< Herx e EYigin T(x) <S(x)
siralamasi ile,
HerT,S € B(E) ise,
e Herx e E igin,
IS+ T = [ISCx) + T
<[[SCOIl + [T
< Mylx]| + Malx]|
= (M; + M) |x]]
= M|x]]
dir.
e Her e Rigin,
AT = IA[T (O]l
= AT )l
< |AIM |||
= M;||x]
oldugundan B(E), L(E) nin alt vektor uzayidir. Dolayisiyla L(E) den indirgenen
siralama yanstyan ve gegislidir.
e HerT,S e B(E) igin,
T<SveS<T=HerxeEticinT(x)<S(x)veS(x)<T(x)



= Herx e E* igin T(x) = S(x)
=>T=S
Ayrica, x € EY — Et ve x = x; — x;, ise,
T(x1) =S(x) veT(xz) = S(x2) = T(xy) — T(xz) = S(x1) — S(x2)
=T (x1 —x2) = S(x1 — x2)
=Tx) =Sx)
olur. Diger yandan, x € E ise x € E* — E* dir. O halde en az bir (x,) € E* — E* igin
x, — x olur. Dolayisiyla en az bir (x,) € E* — E* i¢in T (x,) — T(x) ve S(x,) — S(x)
dir. Her n igin T (x,) = S(x,) oldugundan T (x) = S(x) olur. O halde ters simetrik olma
ozelligini saglar. Boylece B(E) nin birimli sirali cebir oldugu L(E) ye benzer sekilde

gosterilebilir.

2.1.2. Sonug

E Riesz uzay ise L(E) ve B(E) birimli sirali cebirlerdir. E Dedekind tam Riesz uzayi ise
L.(E) Dedekind tam birimli Riesz cebiridir.

2.1.10. Tanim

(Vo) bir net olsun. Her yg, v, € (1) igin, yg < ys Ve yy < ys olacak sekilde y5 € (y,) varsa
(v,) ya yukart yénlendirilmis net denir. y, T ile gosterilir. Benzer sekilde, her Vg ¥y € (Vo)
igin y5 < yg Ve ys < ¥, olacak sekilde y5 € (¥,) varsa (y,) Ya asag: yonlendirilmis net denir.
v,V ile gosterilir.

Ayrica, v, T ve supy, = yise y, Ty seklinde gosterilir. Benzer sekilde y, ¥ ve infy, = y
ise y, ¥ ¥ seklinde gosterilir.

2.1.11. Tanim
E sirali vektor uzay1 ve (x,) < E bir net olsun. x € E olmak tizere y, < x —x, < z, Ve
) 10, (z,) ¥ 0 olacak sekilde (v,), (z,) < E netleri varsa x,, X e sira yakinsaktir denir

Ve x, Sxile gosterilir. Eger E Riesz uzay, (x,) c E ve x € E ise |x, — x| <y, ¥ 0 olacak

sekilde (y,) < E neti varsa x,,, x e sira yakinsaktir denir.
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2.2. idempotent Elemanlar ve Ozellikleri

2.2.1. Tanim

A siral1 birimli cebir ve b € A olsun. Eger 0 < b < e ve b? = b ise b ye sira idempotent denir.
Biitiin sira idempotentlerin kiimesi O1(A) ile gosterilir.

OI(A) = {b € A; 0< b <e ve b? <b} seklinde ifade edilir.

2.2.2. Tanim

A birimli sirali cebir ve b € OI(A) olsun. 01(A) igindeki (e — b) elemanina b nin diki denir
ve b4 ile gosterilir.

Ayrica bb% =b(e —b) =b —b?>=0 olur. Benzer sekilde b%b =0 dir. O halde
bb? = b9b = 0 elde edilir.

2.2.3. Tanim

A birimli sirali cebir ve by, b, € OI(A) olsun. Eger by A b, = 0 ise by ve b, birbirine diktir

denir ve by L b, ile gosterilir.

2.2.4. Tanim

(X, <) siral1 kiime olsun.

(i) X bir orgiidiir.

(if) X dagilimhdir.

(iii) X in null ve birim elemani vardir.

(iv) X deki her elemanin tamlayani vardir.

sartlar1 saglaniyorsa X e Boolean cebiri denir.

2.2.1. Lemma

A birimli siral1 cebir ve by, b, € 01(A) olsun. Asagidakiler dogrudur.
(1) Her by, b, € 0I(A) i¢in byb, = b, b, dir.

(i) by, b, € OI(A) ve b; < b, ise b, — b, € 0I(A) dir.

(iii) Eger by, b, € OI(A) ve byb, = 0ise b; + b, € OI(A) dir.

(iv) bib, =0,x € Aig¢in x <b; ve x < b, ise x <0 dir.
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(V) bib, € OI(A) ve byb, = by A b, dir. Ayrica b; 1 by, < bbb, = 0 dur.

(vi) by, b, € OI(A) igin by v b, = by + b, — b, b, dir.

(vii) Eger A Dedekind tam ve @ =M < OI (A) ise A i¢inde infM ve sup M vardir. Ayrica
infM, supM € OI(A) dir.

(viii) Eger z € A nin modiilii varsa her b € OI(A) i¢in b|z| = |bz| ve |z|b = |zb| dir.

fspat

(i) Keyfi by, b, € 0I(A) igin,
by <e = bbby < byby
= bib, + bibyby < bib, + byby
= bib, — byby < bib, — bibyby
= b,b,(e — by)
<bi(e —by)
=b; — b;°
=b;—b; =0
Yani byb, — b,b; < 0 olur. Benzer sekilde,
b, <e = b,b1b, < bib,
= byby + byb1by < byby + bib,
= b,b; — b1b, < byby — bbb,
= byby(e — by)
<b,(e —by)
= b, — b,”
= b,—b, =0
Yani b,b; — byb, < 0 olur. Boylece,
bib, — b,b; <0=0<b,b, — b,b,
= 0<byby —b1b, <0
= by,b; — b1b, =0
= by,b; = b1b,
elde edilir.
(i) b;<b, oldugundan 0<bh, —b;<b,<e olur. by =b;> = bb, <b;b,<h, ise
b,b, = by ve b,b; = b;b, = b, dir. Bu nedenle (b, — b;)? = b, — b, olur. Bdylece
b, — by € OI(A) dir.
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(iii) by, b, € OI(A) ve byb, = 0 olsun. by = by(e —b,) <e — b, ise 0<b; + b, <e olur.
Ayrica  (by + by)? = by + byby + byby + b,> = by +b, dir. O halde
b, + b, € OI(A) olur.

(iv) x<b,ise xb, < b;b, = 0 dir. Dolayisiyla xb, < 0 olur.
b,® = e — by vex <b, = xb,* <b,b," =0

= xbzd <0
dir. O halde xb, + xb,% <0 ise xb, + x(e — b,) = x olur. Sonug olarak x < 0 dir.

(V) byb,<b; ve bib, <b, dir. Farz edelim ki y € A igin y<b; ve y<b, olsun.
y —biby, <b; —bb, ve y—bib,<b,—bib, dir. (ii) sikkindan b, — byb,,
b, — bib, € OI(A) ve (by — byiby)(b, —byby) =0 dir. Bu nedenle (iv) sikkinin
ispatindan y — b;b, <0 ise y<bh;b, dir. O halde b,b, = by A b, olur. Ayrica
by L b, < by A by = 0 dir ve bir 6nceki esitlikten by b, = 0 oldugu agiktir.

(vi) Once b;b, <b; + b, oldugunu gosterelim. b; <e, b, <e oldugundan b;b, <e ve
byb, < by, byb, < b, olur. Taraf tarafa toplarsak, b;b, <2bib, <b; + b, olur. Yani
b,b, < by + b, dir. Diger yandan, b; + b, = (b; A b,) + (by v by) ve (V) sikkindan da
bib, = b; A by oldugunu biliyoruz. O halde (b; v b,) = (by + b,) — (b,b,) dir.

(vii) Mc[0,e] ve A Dedekind tam oldugundan A i¢inde infM ve supM vardir.
sup M = b, olsun. Keyfi by, b,e M igin by + b, = (by A by) + (by v by) Ve (V)
sikkindan,
by + by = (b1by) + (by v by)

< (b1b2) + by
< by + by
dir.
sup (by + by) <by® 4+ by= 2by < by> + by
= by < by> < b,
= by’ = by
dir. Ayrica 0 < by <e oldugundan b, € OI(A) elde edilir. Dolayisiyla sup M € OI(A)
olur. Simdi, e — M c OI(A) ise e —inf M = sup (e — M) dir. —inf M = sup (—M)
oldugundane —inf M = e + sup M = sup (e — M) e OI(A) olur.inf M € OI(A) dir.
(viii) z<|z| ve —z<|z| ise bz<b|z| ve —bz<b|z| dir. Ayrica z<|z| oldugundan
biz<bd|z| dir. Eger bz<x ve —bz<x ise z=bz+b%z<x+bdz ve

—z = bz — b2 < x + bY|z| olur. Bundan dolayz, |z| < x + b9|z| dir. Yani b|z| < x olur.
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O halde —bz v bz = b|z| dir. Boylece |bz| var ve b|z| = |bz| dir. Benzer olarak |zb| var ve
|z|b = |zb| dir.

2.2.1. Teorem

A birimli sirali cebir olmak {izere 0I(A) Boolean cebiridir. Ayrica A Dedekind tam ise
01(A) Dedekind tamdir.

fspat

(i) by, b, € 0I(A) olmak iizere (byb,)* = (byby)(byb;) ve Lemma 2.2.1 (i) den,

(b1b2)(b1bz) = (b1b;)(b2b1)

= b1b22 by

= b1b;by

= b1b1 b,

= b12b2

= b1b,
dir. Yani (b;by)? = byb, olur. Ayrica by, b, € OI(A) oldugundan 0<b; <e ve
0<b, <e dir. Bu iki esitsizligi taraf tarafa ¢arparsak 0 <bh,b, <e olur. Boylece
b,b, € OI(A) dir. O halde by A b, € OI(A) dir. Ayrica,
(by + by — byby)? = by® + 2b,b, — 4byb, + byby + by’

= by + by — b1b,
dir. Dolayisiyla (b, + b, — b;b,)? = (by + b, — b1 b,) olur. Ayrica b;b, € 0I(A) ve
b, € OI(A) oldugundan b, <e dir. Dolayisiyla b; <e ise b;b, <b, olur. O halde
Lemma 2.2.1 (ii) den b, — b;b, € OI(A) olur. Ayrica b; < e ve b, <e ise b;b, < b,ve
b,b; < b, dir. Esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,
2byb, <by + by = b1b, <2b1b, <by + b,
= bb, <b, + b,
=0<by+ by —bib,

elde edilir. b, € OI(A) ve b, € 0I(A) oldugundan b, (b, — b1b,) = byb, — b;b, =0
dir.
Dolayisiyla Lemma 2.2.1 (iii) den by + b, — b1b, € OI(A) olur. Yani by v b, € 0OI(A)
olur. O halde 01(A) orgiidiir.
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(i)

(iii)

(iv)

by, by, b3 € OI(A) igin,
by A (by v b3) = by(b, v b3)
= by(b, + b3 — b;ybs3)
= b1b, + bybs — b1b, b
dir. Diger yandan,
(by A bz) v (by Abs) = (byby) Vv (bybs)
= byb, + b1b3; — b1b,b b3
= byb, + b1b3 — b1b, b
olur. Dolayisiyla, b; A (b, v bs) = (b; A by) v (by A b3) elde edilir. O halde 01(A)
dagilimlidir.
0I(A) kiimesinin minimal elemani, min OI(A) = 0 oldugu asikardir. Dolayisiyla null
eleman1 @ =0 dir. OI(A) kiimesinin maximal elemani, max OI(4) = e oldugu
asikardir. Dolayisiyla birim elemani I = e dir. O halde O (A) kiimesinin birim ve null
elemani vardir.
bd=e—b olsun. Lemma 2.2.1 (ii) den e, b € 0I(A) ve b<e oldugundan
e —b € 0I(A) dir. Yani b € 0I(4) dur.
Ayrica bAa(e—b) =b(e—b) =b—b%>=b—b =0 olur. Dolayisiyla b A b4 =6
dir.
Benzer sekildle bv(e—b)=b+e—b—b(e—b)=e—b—b?=edrr. Yani

b v b = I olur. O halde 0I(A) kiimesinin her elemanimin tamlayani vardr.

Dolayisiyla OI(A) Boolean cebirdir. Lemma 2.2.1 (vii) den A Dedekind tam oldugu igin

0I(A) kiimesinin de Dedekind tam oldugu asikardir.

2.2.2. Lemma

A Dedekind tam birimli sirali cebir, (p,) < 0I(A) ve p € A olsun. A iginde p, ¥ p olmasi

icin gerek ve yeter sart 01(4) i¢inde p, ¥ p olmasidir.

fSpat

= 1cinde p, v p olsun. Her ¢ 1i¢in 0 <p, <e Ise 0 <infp, <e dIr. alde 0<p<e
A iginde p, ¥ p olsun. H icin 0 <p, <e ise 0 <infp, <e dir. O halde 0
a

olur. Ayrica sabit herhangi bir a ve a < ficin,

0<p—pup<p—ppp

<Ppp — PpP



15

<pp(pg —P)
<pg—p 40
olmasindan p — p,p = 0 buradan da p = p,p elde edilir.
0<p—p*=(po—PIP<Pu—p=0<p—p*<inf(p, —p) =0
=p—p?=0
=p=p°
dir. O halde p € 0I(A) olur.
(<) 0I(A) iginde p, ¥ p olsun. (p,) < 4, her ai¢in 0 < p,, ve A Dedekind tam oldugundan
igf Do = a olacak sekilde a € A vardir. Ispatin ilk kismindaki gibi a € 0I(A) oldugu

goriliir. Buradan a = p dir.
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3. SIRA SUREKLi ELEMANLAR

Bu boliimde [1] de verilen “The ordered continuity in ordered algebras” isimli makalenin

sira siirekli elemanlar kismi1 detayli olarak incelenmistir.

3.1. Regiiler Elemanlar

3.1.1. Tanim

A birimli sirali cebir ve a € A olsun. Eger a = a; — a, olacak sekilde a,, a, € A™ var ise

a elemanina regiiler eleman denir. A nin regiiler elemanlarinin kiimesi A, ile gosterilir.

3.1.1. Sonug

A birimli siral1 cebir olmak {izere a nin regiiler eleman olmasi igin gerek ve yeter sart a < b

olacak sekilde b € A var olmasidir.

3.1.1. Onerme

A birimli siral1 cebir olmak iizere A,, A nin sirali alt cebirdir.

fspat

a,beA.veay, a,, by, b,e At i¢gina = a; — a,, b = b; — b, olsun.
a+b=(ay—az)+ (by—by)
= (a; + by) — (az + by)

bi¢iminde yazilabildiginden (a; + b,) € A* ve (a, + b,) € A* oldugundan A, nin
tanimindan (a + b) € A, olur. la € A, olduguda kolayca goriiliir.
ab = (a; — a;)(by — by)

= a;b; — a;b, — ay,by + ayb,

= (a1by + azb;) — (a1b; + azb,)
bigiminde yazilabildiginden (a,b; + a,b,) € A* ve (a;b, + a,b;) € A* oldugundan A,
nin tanimindan ab € A, olur. O halde A, alt cebirdir. Alt cebir ise cebirdir. Siral1 reel cebirin

her alt cebiri de siral1 alt cebir oldugundan A, reel sirali alt cebirdir.
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3.2. Sol Sira Siirekli, Sag Sira Siirekli ve Sira Siirekli Elemanlar

3.2.1. Tanim

A birimli sirali cebir ve a € A4 olsun. Her (p,) < 0I(A) ve p, ¥ 0 i¢in A i¢inde p,a 5 0ise

a ya sol swra stirekli (I-sira siirekli) eleman denir. Benzer sekilde her (p,) < OI(A) ve
Py ¥ 0 icin A i¢inde ap,, So0isea ya sag swra stirekli (r-sira siirekli) eleman denir. A nin sol
sira siirekli elemanlarmin kiimesi Ay, ile sag sira siirekli elemanlarinin kiimesi ise 4, ile

gosterilir.

3.2.1. Onerme

A birimli sirali cebir ise A, ve A, , A nin alt vektor uzaylaridir.

Ispat

a e Ay, ise her (p,) < 0I(A) Ve p, ¥ 0 igin pya — 0 dur.

pya — 0= 3(by), (c,) < Aicin (by) 10, (c,) ¥ 0ve b, <p,a<c,

onermesi dogrudur. Her y € Rve a € A, igin,

y= 0 iken p, (ya) 30 oldugu asikardir.

y> 0 iken,

by < 7Pu@ = Poya < yc, dir. Ayrica (by) T oldugundan bg, bs € (by) i¢in bg < bs ve

bs < bs olacak sekilde bs € (b,,) vardir. Dolayisiyla ybg, yb; € (yb,) igin ybg < ybs Ve

b < ybs olacak sekilde ybs € (yb,) vardir. O halde (yb,) T dir. Ayrica (b,)TO
oldugundan (b,) T ve sup b, = 0 dir. Supremum tammmindan sup yb, = 0 elde edilir. O
halde (yb,) T ve sup 7, = 0 oldugundan (yb,) T 0 dir. Benzer sekilde, (c,) ¥ oldugundan
Cp, Cs € (€q) igincs <cg Ve c5<c; olacak sekilde c; € (c,) vardir. Dolayisiyla jycg,
7¢s € (jcq) igin yc5 < yep Ve yc5 < e olacak sekilde yes € (jc,) vardir. O halde (jc,,) ddir.
Ayrica (c,) ¥ 0 oldugundan (c,) ¥ ve infc, = 0 dir. infimum tanimidan inf yc, = 0 elde
edilir. Dolaysiyla (yc,) ¥ ve inf ¢, = 0 oldugundan (yc,) 4 0 dir. O halde p,(ya) 30

olur.

y< 0 iken,
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Yo < Wo@ = Pura < b, dir. Ayrica (by) T oldugundan bg, bs € (b,) icin bg <bs ve
b, < by olacak sekilde bs € (b,,) vardir. Dolayisiyla y< 0 ve ybg, ybs € (yb,) igin ybs < ybg
Ve ybs < b, olacak sekilde ybs € (3b,) vardir. O halde (3b,) ¥ dir. Ayrica (b,) T0
oldugundan (b,) T ve sup b, = 0 dir. Supremum tanimi ve < 0 oldugundan inf yb, = 0
elde edilir. O halde (yb,) ¥ ve inf b, = 0 oldugundan (y,) ¥ 0 dir. Benzer sekilde, (c,) ¢
oldugundan cg, ¢; € (c,) i¢in ¢5 < cg Ve ¢5 < ¢, olacak sekilde ¢5 € (c,) vardir. Dolayisiyla
7B, s € (JCq) igin yeg < jc5 Ve g < jes olacak sekilde jcs € (yc,) vardir. O halde
(yc,) T dir. Ayrica (c,) ¥ 0 oldugundan (c,) ¥ ve infc, = 0 dir. Infimum tanimi ve y< 0
oldugundan sup yc, = 0 elde edilir. Dolayisiyla (3c,) T ve supyc, = 0 oldugundan
(7c,) T 0 dir. O halde p, (7a) - 0 olur.

Simdi her a, b € A, ise her (p,) < 0I(A) ve p, ¥ 0 icin,

pea—0=3(cy), (dy) c Aicin (c,) 10, (d,) ¥ 0ve c, <pya<d,

pyb >0 =3 (hy), (k,) c Aicin (hy) 10, (k) L 0 ve hy <p b <k,

onermeleri dogrudur. O halde ¢, + h, <p,a + p,b<d, +k, dir. Ayrica (c,) T
oldugundan cg, ¢ € (¢,) igin cg < c5 Ve ¢; < ¢5 olacak sekilde c5 € (¢,) vardir ve (hg) )
oldugundan hg, h; € (h,) igin hg < hs Ve h; < hs olacak sekilde hs € (h,) vardir. O halde
cg+hg<cs+hs ve c;+ hs<cs+ hs olacak sekilde c¢5 + hs € (¢, + hy) vardir. Yani
(¢co + hy) T olur. Ayrica supc, = 0, suph, = 0 oldugundan ve supremum tanimindan
sup (¢, + h,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla (c, + hy) T 0 olur. Benzer sekilde, (d,) 4
oldugundan dg, d; € (d,) i¢in ds < dg Ve d5 < d; olacak sekilde ds € (d,,) vardir ve (k) J
oldugundan kg, k; € (k) i¢in k5 < kg Ve ks < k olacak sekilde ks € (k) vardir. O halde
ds + ks <dg + kg ve ds + ks <d, + k olacak sekilde ds + ks € (d + k) vardir. Yani
(dy + ko) T olur. Ayrica infd, =0, infk, =0 oldugundan ve infimum tammindan
inf (d, + k,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla (d,, + k) ¥ 0 olur. O halde p,(a + b) > 0 olur,
Sonu¢ olarak Ap, alt vektor uzaydir. Aym sekilde A, nin de alt vektor uzay oldugu

gosterilebilir.

3.2.2. Onerme

A birimli sirali cebir ise A, U A, < A, dir.
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fspat

Hera e Ap, U A, isea e Ay veyaa € A, _dir.

_{e,nzl
Pn =10 n>2

dizisini diislinelim.

pn ¥ 0 oldugu asikardir. (p,) c 0I(A) ve a € Ay, oldugundan pra 50 dir,

pra = 0= 3(by), (c,)  Aicin (by) 10, (cy) L 0ve b, <pa<ec,

onermesi dogrudur. n = 1 i¢gin,

by <ea<c; ve ¢, ¥ 0 oldugundan a<c, ve c; € A* dir. Sonu¢ 3.1.1 den a regiiler
elemandir. Benzer sekilde a € A,,_ise a nin regiiler eleman oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla

An, U Ap, C A, dir.

3.2.1. Sonug

A birimli sirali cebir olmak {izere A, < A, Ve A, C A, dir.

3.2.2. Tanim

A birimli sirali cebir ve a € A olsun. a hem sag hem de sol sira siirekli ise sira siirekli olarak
adlandirilir. A4 nin  biitlin  sira  silirekli elemanlarinin  kiimesi  4,, ile gosterilir.

Yani A, N A, = A, dir.

E Riesz uzay1 olmak tizere A = L(E) birimli sirali cebirini aldigimizda sira siirekli elemanlar
ile sira siirekli operatorler arasindaki iligkiyi sorgulamak akla gelir. Asagidaki iki drnekte

bunlarin farkli siniflar oldugu gosterilecektir.

3.2.1. Ornek

E, [0,1] araligindan R ye taniml siirekli fonksiyonlarin Riesz uzay1 yani E = C[0,1] ve
A = L.(E) olsun. [5, s. 140] (v) den OI(A) = {0,1} dir. T € A sira siirekli olmayan pozitif
bir operatdr olsun. T sira siirekli elemandir. Her (P,) < {0,1} ve P, { 0 igin,
Pl0=VxecE*P(Tx)L0

= Vx e E*,(P,T)(x) 40

=PT0
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olur. Buradan T sol sira siirekli elemandir. Diger yandan (P,) < {0,1} ve P, { 0 oldugundan
o < aiken P, = 0 olacak sekilde ¢ vardir. T pozitif ve P, { oldugundan TP, ¥ dir. Simdi
her e i¢in U < TP, olsun. ¢, < ei¢in U < TP, = TO = 0 olacagindan TP, ¥ 0 olur. Boylece

sira siirekli eleman olan fakat siirekli operatdr olmayan bir T nin varlig1 gosterilmis olur.

3.2.2. Ornek

Sira siirekli operatdr olan ama sira siirekli eleman olmayan bir eleman vardir.
K={-=; keN"}U[01], E = C(K) ve A = L(E) olsun. K, = {—%; k2n} U [0,1] ve
Xk, K, nin karakteristik fonksiyonu olmak iizere,
Bi:E—>E
foPf =1 f

seklinde tanimlansin.
Her n € Nt i¢in,
P f = Pa(Pa(H)

=Pz f)

= X Xk,

= ()2 ()

= X, f

=hf
dir. O halde P,? = P, olur. Ayrica, 0 < Xk, Ve 0 < f oldugundan 0 < P, f dir. Diger yandan,

Xg, < 1 oldugundan y, f <f olur. Yani P,f < f dir. Dolayisiyla 0 < B, <Iolur. O halde
B, € OI(A) dir. Her n € N* i¢in K,,,; < K;, oldugu asikardir. Dolayisiyla Xy Sk, olur.
Ayrica, t € [0,1] igin, ;(Kn+1(t) =1ve y (H)=1 dir. O halde ;(Kn+1(t) = Xk, (® olur.
1. . .
t = — —igin, ;(Knﬂ(t) =0ve Xk, (t) = 1dir. O halde ZKnH(t) <Xk, (t) olur. Dolayisiyla
her t € K i¢in ;(Knﬂ(t) S;{Kn(t) dir. O halde ;(Knﬂ(t)f(t) S;(Kn(t)f(t) saglanir. Yani
P,+1 < P, dir. Bundan dolay1, 01(4) i¢inde B, ¥ dir. Simdi, hern € N* i¢in 0 < P < P, olsun.
1 1
0<P(D)(=D) <Py (D(=D) = 1,
P(1) € C(K) oldugundan siireklidir. Dolayisiyla,

Jim P(1)(=) = P(D)(lim -2

(-)1=0 dir. O halde P(1)(-;)=0 dur.

n+1
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= P(1)(0)
=0
dir. C(K) f-cebirive P(1) L (I — P)(1) oldugundan P(1)(I — P)(1) = 0 dur.
P -P)A) =0=P(M)I(1) - P(1)) =0
=P(11-P1)P(1) =0
= P(1) = [P(D)]?

dir. Her t € K igin P(1)(t) = [P(1)(t)]? olmasindan dolay1 her t € K igin P(1)(t) = 0
veya P(1)(t) = 1 elde edilir. P(1) siirekli ve [0,1] baglantihdir. P(1)([0,1]) = {0,1} ve
P(1)([0,1]) baglanti olacagindan [0,1] {izerinde P(1) ya sabit fonksiyon 0 ya da 1 dir.
P(1)(0) = 0 oldugundan 1 olamaz. O halde P(1)(t) = 0 dir. Herhangi bir 0 < f € C(K)
icin, K kapali ve K < [—1,1] oldugundan K sinirhidir. [—1,1] kompakt ve K kapali, sinirlt
oldugundan K kompakttir. |f (t)]<M = M1 olacak sekilde 0 <M vardir. Dolayisiyla
If| < M1 dir. Buradan 0 < f < M1 olacak sekilde 0 < M vardir. Ayrica P pozitif oldugundan
sira koruyandir. O halde, 0 < P(f) < P(M1) = MP(1) = 0 dir. Dolayistyla P(f) = 0 olur.
Simdi, f = f*— f~ i¢in,
P(f)=P(f* =)

=P(f)—-P(U")

=0-0

=0
olur. O halde P = 0 dir. Dolayistyla 0I(A) i¢inde B, ¥ 0 olur.
T:C(K) > C(K)

f T = 200/

seklinde tanimlayalim.

0< X011 Ve 0 < f oldugundan 0 < T(f) dir. Yani T pozitiftir. Ayrica her f, g € C(K) ve her
A € Rigin,
T(f +9) = 2o (f +9)

= Xo) X9

= T(f)+T(9)

ve

T(f) = 201 ()
= 22100 (F)
= IT(f)
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oldugundan T lineerdir. Yani T € L.(E) dir. Her n igin [0,1] c K,, dir. Dolayistyla

o) S X, dir 0= 70 1 f <z f ise 0ST <P, ve T#0 dir. O halde L(E) iginde P, Lo

degildir. ...(*)

I: E — E sira siirekli operatordiir, fakat I sira siirekli eleman degildir. Olmayana ergi
yontemiyle, I sira siirekli eleman olsun. Yani, I hem r hem | sira siirekli olsun. Dolayisiyla
her (P,) c 0I(A) ve (P,) 0 iken IP, 20 d. (B,) yukarida tanimlanan sekilde olmak
iizere, (P,) c 0I(4) ve (P) V0 dir.L.(E) iginde IP, = P, 20 olmalidir. L(E) iginde

(P) 4 ve P, 20 ise inf B, = 0 olur. Bu ise (*) ile geliskidir. O halde I, r ve | sira siirekli

eleman degildir. Yani sira siirekli eleman degildir.

3.2.3. Onerme

A birimli sirali cebir olmak tizere A Dedekind tam ise A, Riesz uzaydir.
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A Dedekind tam, x,y € A* ve D = {x,y} olsun. x<x +y ve y<x+ y oldugundan D
kiimesi x + v ile tistten siurli ve sup D = sup {x,y} = x vy € A" olur. Benzer sekilde D,
0 ile alttan sinirli oldugundan x Ay € A™ dir. Yani A* bir 6rgiidiir. x, y, z, u € A* olsun.
x—y)viz-—uw)=[k+u)vEz+y)]—(yv+u)essitliginde (x + u) € A%, (z+ y)eA*
oldugundan (x +u)v (z+y) € AT olur ve ayrica (y+u)e At dir. Dolayisiyla
A, = A* — A" oldugundan (x — y) v (z — u) € A, elde edilir. O halde A, Riesz uzaydir.

3.2.4. Onerme

A birimli sirali cebir olsun. A nin Dedekind tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart A, nin

Dedekind tam olmasidir.

fspat

(=) A Dedekind tam sirali cebir olsun. B < A, ve B istten sinirli olsun. Her b € B iginb < a
ve a € A, alalim. A, < A ve A Dedekind tam oldugundan sup B = u, A i¢inde vardir ve
u<adir. Ayrica A, Riesz uzay oldugundan a* € A, ve u<a<a' dir. Dolayisiyla

u =a* — (a* — u) sekilde yazilabilir. Yani u € A, olur. O halde A, Dedekind tamdir.
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(<) A, Dedekind tam, B < A ve a € A {ist sinir olsun. D = {b — a; b € B} tanimlansin.
Dc— At c A, ve D nin A, iginde st smir1 0 dir. O halde A, iginden sup D vardir.
sup D = d olsun. Supremum tanimindan,
Herx e Dicinx<d =Herb e Bicinb—a<d
= HerbeBicinb<d+a

dir. d + a, b igin bir st sinirdir. b nin baska bir tist sinir1 t olsun.
b<t=>b—-—a<t—a

=>d<t—a

=>d+a<st

olur. Dolayisiyla sup b = d + a olur. Yani sup B € A dir. O halde A Dedekind tamdir.
beB

3.2.3. Tanim

E bir sirali vektér uzay ve x € ET olsun. Ey ={y € E; 34 € R* igin — Ax <y < Ax}

kiimesine X in iirettigi ideal denir.

3.2.5. Onerme

E bir siral1 vektor uzay, x € E™ ve X tarafindan tiretilen ideal E, olsun. E, E nin alt uzayidir.

fspat

a, b € E, olsun.

aeE,=aecEveenazbir e R i¢cin — Ax <a < Ax,

beE,= b eE veenazbir ye Rt igin — yx <b < .

Taraf tarafa toplanirsa, a + b € E ve 1+ ye R* i¢in —(A+ p)x<a+b< (A + p)x elde
edilir. O halde a + b € E olur.

a € E, ve a € R* olsun.

aa € E ve en az bir al € Rt i¢in —adx < aa < alx dir.

a € E, ve a< 0 olsun.

—aa € E ve en az bir al € RY i¢in —alx < — aa < aix dir.

O halde elde edilen bu iki esitsizlikten aa € Ey olur. Dolayisiyla Ey, E nin alt uzayidir.
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3.2.6. Onerme

E bir siral1 vektor uzay, E, regiiler elemanlarin kiimesi, x € E™ ve X tarafindan iiretilen ideal

E, olsun. E, c E., dir.
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y € E; olsun. En az bir A€ Rt i¢in —Ax<y<Ax dir. Ax>0 ve y <Ax oldugundan
y=Ax — (Ax —y) seklinde yazilabilir. O halde y iki pozitifin farki seklinde
yazilabildiginden y € E, dir. Dolayisiyla E, c E, dir.

3.2.7. Onerme

A birimli siral1 cebir ve b € An1+ ise b nin iirettigi ideal Ay, igin A, < Ay, dir.

fspat
y € Ay, olsun. Yani, en az bir A € R* igin —Ab <y <1b dir. (p,) € 0I(A) ve p, ¥ 0 igin,
—Ab <y < Ab ise —Apyb <p,y < Py (Ab) = Ap,b dir. Ayrica p, ¥ 0 oldugundan Ap,b 4 0

ve —Ap,b T 0 dir. Dolayisiyla p,y > 0 olur. O halde y € Ap, dir. Yani A, ¢ Ay, olur.

A birimli sirali cebir ve a € A i¢in N,' = {p € 0I(A); pa = 0} bigiminde tamimlayalim.

3.2.8. Onerme

A birimli sirali cebir olmak iizere N, 01(A) nn solid alt kiimesidir, yani p < q, p € 0I(A4)

veq e N, isep e N, dir.
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0<p<q= —q<p<qdir.
—pa=(q—pla<qga=0= —pa<0
= 0<pa
olur. Diger yandan,
pa=(p+qa<2qa=0=pa<0
dir. Elde edilen bu iki esitsizlikten pa = 0 olur. O halde p € N, dir.
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3.2.1. Teorem

A birimli sirali cebir, A, Riesz uzay ve b € A* olsun. Asagidakiler denktir.

(i) beAy,dir.

(i) Her a € A, N, 01(A) iginde sira kapalidir yani 0I(A) iginde p, T p ve her « igin
po € N, ise p e N, dir.

(iii) Her a € Ay, ve her (p,) neti igin 01(A) iginde p, T e ve her aigin p,a =0ise a =0
dir.

(iv) ae A" ve 0I(A) iginde p, T e ve her « i¢in p,a = 0 olacak sekilde (p,) neti varsa
anb=0dr.

fspat

(i = ii) b € Ay, ise her (p,) < 0I(A) ve p, 4 0 igin p,b S0dirveac A, ise en az bir
AeR*, a e Aigin —Ab <a < Ab olur. Ayrica p, € Nal ise her o igin p,a = 0 dir. p, Tp
oldugundan p, —p < 0 dir. O halde pa= (p —p,)a<A(p —p,)b+ 0 olur. Buradan
pa <0 dir. Benzer sekilde, pa = (p — p,)a>— A(p — p,)b T 0 olur. Buradan 0 < pa dir.
O halde pa = 0 olur. Yani p € N,! dir.
(il = iii) a € A, ve 0I (4) iginde p, T e ve her e igin p,a = 0 dur.
a=ea=(e—pa<i(e—p)bl0=ea=a<0dr.
a=ea=(e—pa>—Ae—p)bT0=ea=a>0dr.
O halde a = 0 olur.
(iii = i) a € Ay, ve (py) < 0I(A), p, T e ve her a igin pya = 0 iken a = 0 olsun. 0I(A)
icinde p, ¥ 0 ve p b ¥ > c olsun. A, Riesz uzay oldugu i¢in p,b 4 > c* dir. p, >0, b > 0 ise
pb =0 olur. O halde ¢ = p,b — (p,b — c) seklinde yazilabilir. Dolayisiyla ¢ € A, olur ve
A, Riesz uzay oldugundan c¢* € A, dir. ¢* <p,b <eb = b oldugundan —b <c* <b dir. O
halde A = 1 secilirse ¢t € Ay, dir. Ayrica,
¢t <pub = po? ¢t <pyipgb

= p,dct <0
dir. 0 <p,%ve 0 < c* oldugundan 0 < p,9c* olur. Bu iki esitsizlikten p,9c* = 0 dir. p, 4 0
oldugundan p,9 T edir. Dolayisiyla ¢t e Ay, p,dTe ve pdct =0 ise c* =0

oldugundan ¢ < 0 dir. O halde inf(p,b) = 0 dir. Béylece p,b ¥ 0 olur. Ayrica —p,b T 0 dur.

Dolayisiyla —p,b < p,b < p,b dir. O halde p, b > 0 olur,
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(i=iv)aecAt, p,Te p,a=0vec<a bolsun. p,c<p,a=0isec<p,dc<p,ib0
dir.p, Teisep, 44 0dir. b € A* oldugundanp,9b 4 0, b € Ay, oldugundan ¢ < 0 dur. Yani
anb=0dmr.

(iv = iii) a € A*, p, Te, p,a =0 iken anb = 0 olsun. pyla] = |p,al = 0 dir. Ayrica
hipotezden |a| A |b| = 0 dir. a € Ay, ve en az bir S € R i¢in |a| < Bb dir.

la| < pb = |a| Ala| < b A|al

= la < (B+ (bl Ala]) = 0

=|al <0
=la|=0
=a=0
elde edilir.
3.2.2. Teorem

A birimli sirali cebir olsun. A, alt uzay1 A, i¢inde sira kapalidir. Ozellikle A, Riesz uzayi ise

Ay, Ay iginde bir bandtir,

fspat

A iginde 0 < cp T ¢ yi saglayan (cp) < Ap, netini alalim. (p,) < O1(4), pq 1 0 ve her arigin
d <p,c olsun.
d<p,c = pa(c - CB) + Do Cp
SC—Cp+ PuCp
dir. ¢g € Ay, oldugundan p,cg J 0 olur.
déigf (c—cg+pocg) >d<c—cg=c +(—c)
=d Sirgf (¢ + (—cp)
=d<c+ i%f (—cp)
=d<c+ (—c)
=d<0
dir. O halde p,c{ 0 dir. A, Riesz uzay ve (p,) < OI(A), p, ¥ 0 olsun. Eger |a| < |b| ve
b € Ay, ise [p,al = pylal < pglb| 50 dir ve pP.a > 0 olur. O halde a e Ay, dir. Dolayistyla

Ay, bir ideal olur ve Ay, sira kapali oldugundan bir bandtir.



28

3.2.3. Teorem

A birimli siral1 cebir ve A, Riesz uzay olsun. Asagidakiler denktir.

() Ar= Ay,

(i) Hera e A,, (p,) < 0I(A), p, T p veher aigin p,a = 0 iken pa = 0 dur.

(iii) Sifirdan farkli her a € A, ve 0 < q < p esitsizligini saglayan her g € OI(A) ig¢in qa # 0
olacak sekilde sifirdan farkli p € OI(A) vardir.
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(i=ii) A, = Ay, olsun. a € A, (p,) < 01(A), p,, T p ve her aigin p,a = 0 kabul edelim.
po. T p oldugundan p — p, ¥ 0 dur.
aeAnlz(p—pQ)agO

= En az bir (bp), (cp) = Aigin by < (p — p)a<cp ve (by) T0, (c) 4 0

= bg<pa—p.a<cg

= bg<pa<cg

= sup bg<pa vepa Sigfcﬁ
p

=0<pavepa<0
=>pa=0
olur.
(ii = iii) (iii) dogru olmasin. Yani, her sifirdan farkli p € OI(A) i¢in en az bir q' € 0I(4),
0<q'<pi¢inqg'a=0dir. D = {q € 0I(A); qa = 0} kiimesini diisiinelim. Her q € D igin
q<qo € 0I(A) ve q, <e olsun. Hipotezden en az bir q," € 0I(4), 0 <gi<e — q, igin
qo'a = 0 dir. Buradan q," € D olur. Dolayisiyla q,' < q, dir. Boylece,
0<qo'<e—qo<e—q =0<(q")°=q"'<q" —(9)* =90 —q' =0
=0<q, <0
=qy =0
dir. O halde bu bir ¢eliskidir. Yani q < q, < e olacak sekilde q, yoktur. ... (*)
Simdi, r baska bir {ist sinir olsun. Her g € D igin g <r ikens =r aeolsun. 0<g<s<e
ise () ifadesinden s = e dir. Yani s =rAe =-e ise e<r dir. O halde supD = e olur.
Bundan dolay1, D T e dir. Hipotezden ea = a = 0 olur.
(iii = i) a € A*, (p,) < OI(A), p, ¥+ 0 ve her a igin c <p,a olsun. ¢ = p,a — (p,a — c)

seklinde yazilabilir. O halde ¢ € A, dir. A, Riesz uzay1 oldugundan c* < p,a olur. Buradan
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p.dct <p,Ip,a ise p,dct <0 dir. Ayrica 0<p,?4 ve 0<c* oldugundan 0 <p,%c* dur.
Dolayistyla p,%c* = 0 olur. 0 < c* olsun. ¢ € A, oldugundan hipotezden 0 < g < p olacak
sekilde sifirdan farkli bir p € 0I(A) igin 0 <qgc™ dir. Keyfi a, igin 0< paodp <p dir.
Hipotezden 0 < p, pc™ dir. 0 = p, c*p olur. O halde geliski elde edilir.

3.2.9. Onerme

A Dedekind tam birimli sirali cebir olsun. Eger a € A", tersi A da olan bir b eleman:

tarafindan domine ediliyorsa a sira siireklidir.
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01(4) iginde p, ¥ 0 ve ¢ € A igin ¢ < p,a olsun. b, a y1 domine ettigi icin a < b dir. A¢ik¢a
¢ < p,b olur. Dolayisiyla ch~* < p,, dir. Lemma 2.2.2 den 0I(A) iginde p,, ¥ 0 oldugundan
A icinde de p, ¥ 0 olur ve ¢ch~1 <0 dir. O halde ¢ < 0 dir. Dolayisiyla p,a ¥ 0 olur. Yani

a € Ay, dir. Benzer sekilde a € A, oldugu da gosterilir. O halde a sira siireklidir.

A Dedekind tam birimli sirali cebir olsun. Onerme 3.2.4 den dolay1 A, Dedekind tam Riesz

uzay1, Teorem 3.2.2 den A, band ve Dedekind tam uzaylarda her band, projeksiyon band

oldugundan A, = A, ® Anld bi¢iminde yazilabilir ve Anld = Ay, ile gosterilir.

3.2.4. Tanim

A Dedekind tam birimli sirali cebir olsun. A, = A, @ Ay bigimde yazildiginda Ag nin her
bir elemanina |-singiiler eleman denir. Benzer olarak As_ve Ag tanimlanabilir.
Ap, Ve Ay, A; iginde band oldugundan A, M A, = A, de A, i¢inde bandtir. Dolayisiyla

A=A, ®A,% = 4, ® A olur.

3.2.1. Lemma

A Dedekind tam birimli siralt cebir olsun.
As° ={a € A; 3(p,) < 01(A) ve p, T e igin p,a = 0}

kiimesi A, iginde ideal, Ag, i¢inde sira yogundur. Ayrica A ° = {0} ise A, = A, dir.
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a,b e As° ve (p,), (qp) = 0I(A) i¢inp, T e, q3 T evep,a = ggb = 0olsun. Her 4, u e R
i¢in p,qp Teve Podp(Aa + pb) = 0 dir. Ag°, A nin alt vektor uzayidur.
Her b € A, igin |b| <|a| iken a Asl0 ise (p,) < OI(A) ve p, Te icinp,a =0
b < la] = pq|b| < polal = [pyal
= [p,b| <0
=0<|p.b| <0
=>pub =0
dir. O halde b € A ° olur. Dolayisiyla A ° idealdir.
acAy°=lal € A°
= 0 = pylal
= 0 = pylan| + polas)|
= Doln| = 0 ve pylag] = 0
dir.
p, TeveaeAg " ise,
a € Ay, = (py) < OI(A), p ¥ 0 igin pya > 0 dir.
pe Te=e—p, 40
=a—p.a 3 0
dir. Ayrica a — p,a ¥ oldugundan inf (a — p,a) = 0 olur. Dolayisiyla a — p,a ¥ 0 dir. O
halde p,a T a olur. ...(*)
Pulan,| = 0ise p, T e ve (*) dan dolay1 |ay,, | = 0 dir. O halde a,, = 0 du.
Ayrica a = ap, + ag Ve a,, = 0 oldugundan a = as olur. Bu durumda a € A, dir.
O halde A ° < A, dir.
Simdi, 0 <c € A, oldugunu kabul edelim. Teorem 3.2.1 (iii) den (F,) < OI(A), OI(A)
icinde P, T e, P,d = 0 ve bir 0 < &igin 0 < d < & olacak sekilde bir d € A, bulunabilir.

O<d£§c:>0<%£c

=

o | &

=c—(c=9

oldugundan % € A, dir.
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% e A,, en az bir (p,) < 0I(A) ve p, T e i¢cin pa% =0dr. 0< % oldugundan % € Asli ve
% < ¢ olur. Dolayisiyla Aslo ideali, A, iginde sira yogundur.
3.2.5. Tanim

E Dedekind tam Riesz uzay ve (x,,) sira sinirli bir net olmak {izere,

V A xpelemanma x, nin alt limiti denir ve lim inf x, bigiminde gosterilir.
o a<P o

A V xpelemanma x, nin iist limiti denir ve lim sup x, bigiminde gosterilir,
a alP o

3.2.10. Onerme

- - . 0 . .
E Dedekind tam Riesz uzay ve (x,) sira smirl bir net olsun. x, = x igin gerek ve yeter

sart x = lim sup x, = lim infx, dir.
o a

fspat

o
(=) x, = x = En az bir (k,)  E olmak iizere [x, — x| <k, { 0
|x, — x| <k, ise —k, < x, — x < k,dir.
Xg —X<k,=>x,<k,+x

= V.X'ﬁ_ \/(kB+x)—x+ V kB

a<lP a<P
AV x<x+AV kB—x+/\k =x+0
oa aslP o a<P

= lim supx, <
(04

Benzer sekilde,
—k,<x,—x=>x—ky,<x,

fm— /\(x—kB)< /\ XB

as<lP
=X — V kBS /\ xg
a<p a<P
=>x—AV kg=x—Aky=x-0<YV Xg
o a<P o o asP
=>x<V A x
a a<lP

= x < lim infx,
o
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Ayrica her a < § ve keyfi sabit y > «igin,
A xg <x, < Vx :/\xB<x <AV x

a<pP a alp
:>V /\xB<xy /\V xg
>V Ax<AVx
a a<lP a alP

= lim infx, < lim sup x,
a o

Yani x < lim infx, < lim supx, <x dir. O halde x = lim infx, = lim sup x,, olur.
o o a o

(<) lim supx, = A V xg = x olsun.

o o a<sp

V xB Ve yal’ yaz € (ya) 1g:1n ya3 < yocl Ve ya3 < yOL olmak tizere y(xg, Vv y(xg, yonl Vv yaz

a<lP
dir. O halde y,, € () olur. Yani y, ¥ dir. infy, = x oldugundan y, ¥ x olur.
Ayni sekilde, hm infx, =V A xg = xolsun.

a a<lP

/\B Xg V€ Zy,, Zy, € (Z4) i6In 2, <z, Ve Zz,, <z, olmakiizere z,, A Zy, <Zy, A Zg,
o<

dir. O halde z,, € (z,) olur. Yani z, T dir. sup z, = x oldugundan z, T x olur. Simdi,

«< 'V xp Ve z, <x oldugundan —x < — z, dir. O halde x, —x < V xp — z, olur.

ash ash
Xo—x< V x5— A X
a<B as<fp
=Ya — Za

dir. x <y, ve z, < x, oldugundan —x, < — z, dir. Dolayisiyla x — x, <y, — z, olur.

x=%,<V xg— A xp

a<p a<p

= Yo — Za
dir. O halde |x,, — x| <y, — z, dir. y, — z, = u,, olsun. y, ¥ ve z, T oldugundan —z, { dur.
O halde y, — z,,  elde edilir. Yani u, ¥ dir. Ayrica y, ¥ x ve z, T x oldugundan —z, ¥ — x
olur. Dolayisiyla y, — z, ¥ 0 elde edilir. O halde u,, ¥ 0 olur. Yani |x, — x| <u, ¥ 0 dir. O

(o]
halde x, — x olur.

3.2.4. Teorem

A Dedekind tam birimli sirali cebir ve a € A* olsun.

an, = inf(limainfpaa) = inf(lim sup p,a) = inf(sup(p,a))

esitlikleri A, icinde dogrudur.
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(Burada infimumlar (p,) < 0I(A) ve p, T e olmak iizere (p,,) netleri iizerinden alintyor.)

fspat

Keyfi bir b € A*, (p,) < 01(4) ve p, T e igin,
T: At > A*
b — T(b) = inf(sup(p,b))

bigiminde tanimlayalim. Her b € A*, (p,) < 0I(A) ve p, Te i¢in p,<e oldugundan
pob < b dir. A Dedekind tam oldugundan sup (p,b) € A™ vardir.
o

Ayrica (p,) < 0I(4), p, T e i¢in 0 < sup (p,b) oldugundan inf(sup(p,b)) € A* vardir. O
a Pa a

halde T anlamlidir. Ayrica T iyi tanimlidir.
beAy, " i¢cinTh =bveceAtigin0<Tc<cdir
b e Ay,* = Her (r,) < 0I(A), 7, ¥ 0igin r,b = 0
= Her (1) < 0I(A), 1, ¥ 0, en az bir (b,), (c,) < A i¢in, b, <1,b < cy,
(b) T0, () L 0
= Her (1) < 0I(A), 1, 4 0, en az bir (b,), (c,) < A igin,
b—c,<b—1rb=(e—-1,)b<h
elde edilir. p, = (e — 1;,) olmak tizere p,, T e dir. Buradan b = sup(b — c,) < sup(p,b) ve
boylece b < inf(sup(p,b))  olur.  Diger yandan  sup(p,b)<b  oldugundan
inf(sup(p,b) < b elde edilir. O halde Th = b dir.
Her aigin p, < e ise p,c < c olur.
sup(pyc) < ¢ =inf (sup(pyc)) <c
a Pa «a
dir. O halde Tc < c dir.
b, c € A" olsun.
T(b+¢) = inf(sup(pab + pac))
= Inf(sup(pob) + sup(Puc))
>Tb+Tc
dir. Diger yandan, 0I(A) i¢inde p, T e ve qp Te, (Po4p) (a,p) Neti igin her (a, B), poqp < d
olsun.

Paqp < d = sup(p.qp) = SUupp.qs = eqg<d
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= sup(qp) <d
B

=e<d

dir. Buradan,
T(b+c)< sug)(pa qp(b +¢))
a,

= sup(py gpb) + sup(py qpc)
op ap

< sup(p, b) + Slép(qs c)
o

dir. py, qp keyfi oldugundan,

Th+c)< iglf (sup(pqy b) + sup(qpc))
o o B
= Tb + inf (sup(qp ¢))
QB B

=Tb+Tc
dir. O halde T toplamsaldir.
[3] Teorem 1.7 Kantorovic teoreminden T: A, — A, genislemesi vardir ve 0 < T <[ dr.
Herce A,V igin0<T = Tc<c = Ic dir.
b € Ay, < Ay Riesz uzay oldugundan b*, b~ € A™ igin b = b™ — b~ seklinde yazilabilir.
Th=T("-b")
=T(b") -T®B)

=T —T()
=b*— b~
=b

dir. b € Ag,° olsun.

p, T eikenp,b = 0 = sup(p,b) =0
o

= inf (sup(p,b)) =0
Pu  q
=Tb=0
dir. Dolayisiyla T sira siireklidir.
Yani Ag,° tizerinde T sifirdir. Lemma 3.2.1 den A °, Ay, iginde sira yogundur. Keyfi b € A

igin, bg Sb olacak sekilde (bB)gAslo vardir. Boylece T sira siirekli olur. Yani

T (bg) > Tb dir. Buradan T(bg) = 0 — Th olur. Dolayistyla Th = 0 bulunur. Sonug olarak
keyfi a € At igin,

an, = Tay,



=Ta

= inf (sup(p,a))

> inf (lim sup p,a)
> inf(lim infp,ay,)
= a,,

elde edilir.

3.2.2. Sonug

Teorem 3.2.4 de verilen hipotezler altinda A, iginde her (p,) < 0I(A) ve p, ¥ 0 igin,

as, = sup (inf(p,a)) = sup(lim inf(p,a)) = sup(lim sup(p,a))
Pa o Pa a Pa a

saglanir.

fspat

Her (p,) < OI(A) ve p, ¥ 0 olmak iizere,

as, = a — ap,

= a — inf (sup(q.a))
Te

do o

= a + sup(inf (—q,a))

ane

= sup(inf(a—q,a))
qeTe ©

= sup(inf(q, a))

que

= sup (inf(p,a))
polo *

dir. p, ¥ 0 iken,

as, = a — ap,

= a — inf (lim sup(q,a))
ane o

= a + sup(lim inf —q,a)
o

ane

= sup (lim inf (a — q,a))
a

qqTe

= sup(lim inf p,a)
polo ¢

dir. O halde sup(inf(p,a)) = sup(liminfp,a) olur.
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3.2.11. Onerme

A Dedekind tam birimli sirali cebir ve a € A olsun. Nasll, a nin I-sira siirekli eleman oldugu,

OI(A) nin en genis solid alt kiimesidir.

fspat
J, OI(A) nin a elemanmin I-sira siirekli oldugu herhangi bir alt kiime olmak {izere,
(Po) € Ng,,' Ve Py ¥ 0 Olsun. Her « igin ¢ <p,, ¢ € OI(A) ise p, € No, ' Ve Ny, ' solid
oldugundan c € Nasll dir. O halde Nasll i¢inde inf p, = 0 olur. 4 = A, ® A olmasindan
dolay1 a = ay,, + ag, ay, € Ap, a5, € Ay bigiminde yazilabilir. Buradan,
Paa = Po(an, + as)

= pOLal’l] + pOLaSI

dir. Simdiq € J ve q ¢ Nasll olsun. O halde gas, # 0 dur.

as, &An, = 3¢ € Ag,, 3P, [Py Te p,c=0nac=0],

Ce AaSl ise —Alag | < ¢ < Aag)|

onermeleri dogrudur. | % |=bolsun. O halde 0 <b <|ay | <|al ve 0 <gb dir. g, = p,q 0lmak
iizere q, T q dur. a, ] i¢inde I-sira siirekli oldugundan b, J i¢inde I-sira siireklidir, ¢ — g,¥ 0

icin gb = (q —q,)b 5 0 ve gb =0 dir. O halde bu 0 < gb olmasiyla gelisir. Ispat

tamamlanir.

3.2.5. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay, T: E — E bir operator olsun. T nin I-sira siirekli olmasi igin

gerek ve yeter sart T nin regiiler operator olmasidir.

fspat

(=) T, |-sira siirekli olsun.

P, = {8’ Z>:Ol bigiminde tammlansim. P, ¥ 0 ve P, T 5 0 ise en az bir (Sn), (Ky) < L(E)

icin S, <P.,T<K,ve (§,) 10, (K)V0dir.n=11icin S; <P,T<K, ise S; <T<K; ve
O<K;olur. YaniT <K;dir.OhaldeT = K; — (K; —T) ve 0<K;, 0 <K; — T oldugundan

T regiiler operatordiir.
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(<) T regiiler operator olsun. T regiiler ve E Dedekind tam oldugundan |T| pozitif lineer
operatorii vardir. Keyfi (P,) < OI(L(E)) ve P, { 0 olsun. Lemma 2.2.2 den L(E) i¢inde
P, L 0 dir. —P,|[T|<P,T <P,|T| ve —P,|T| 1 0, B,JT| 4 0 dir. O halde P,T - 0 olur. Yani T

I-sira sureklidir.

3.2.6. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay, T: E — E operator olsun. Asagidakiler denktir.
(1) T, L(E) iginde r-sira siireklidir.
(i) T, L(E) i¢inde sira siireklidir.

(i) T sira siirekli operatordiir.

fspat

(il =) T, L(E) iginde sira siirekli olsun. O halde L(E), = L(E)n, M L(E)p, oldugundan
T, r-sira sureklidir.
(ifi = i) T sira siirekli operator olsun. O halde T sira sinirli olur ve E Dedekind tam Riesz
uzay oldugundan |T| vardir. Her (P,) < OI(L(E)) ve P, { 0 igin,
—P,|T|<PR,T <P,|T| ve —|T|P, < TP, <|T|P, i¢in (—R,|T) T 0, (R,|T|) 1 0 ve (—|T|P,) T,
(T|P) ¥ 0 oldugundan P,T 5 0ve TP, 5 0 olur. T, L(E) i¢inde hem r-sira siirekli hem
I-sira siireklidir. O halde L(E), = L(E)y, N L(E)y, oldugundan T, L(E) iginde sira
stireklidir.
(i = iii) T, L(E) iginde r-sira siirekli ve T pozitif olsun.x € E*igin Tx = 0 ise, her z € B, "
icin Tz =0 oldugunu gosterelim. z € B,* ise [3] Teorem 1.38 den zAnx Tz dir.
Yn = (nx — z)~ ve B, , By nin tanmimladig1 projeksiyonlar olarak tanimlansin. Her n igin,
z —nx <P, (¥n) <P, (2)olur. Buradan (I — B, )(z) <nx elde edilir. E Archimedian Riesz
uzay oldugundan (I — B, )(z) = 0 dir. Boylece T(I — B, )(2z) = 0 olur. Ayrica, hernvey,
Yo € E*igin 0<y, <P, (y) = 0 olsun.
nc<(n+Dx=>nx—z<(n+1x—z

>Zz-Mm+Dx)v0<(z—nx)VvO0

>((n+Dx—-—2)"<(x-2)"

= Yn+1=n

dir. O halde y, ¥ olur. Yani B, dir.
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nx € By, z € By igin y, = (nx — z)A 0 <nx — z oldugundan nx — z € B, dir. Yani y,, € By

olur. B, < By dir. Her ni¢in B, (y) € By < By olur. Dolayisiyla y, € By, ise y, € By dir.
Her n igin (nx — 2)* 1 y, oldugundan (nx — 2)* Ly, veya (x — )* Ly, dr,

0<x—(x— %)“L < %Z ise E Archimedian Riesz uzay oldugundan x — (x — %)J“ 40 dur.
Dolayisiyla (x —2)* Tx olur. Buradan x Ly, dir. x Ly, ise y e B ve y, € B,

oldugundan y, = 0 dir. O halde infP,, = 0 olur. Yani B, 4 0 dur. T, r-sira siirekli ve pozitif
oldugundan,
Tz=T(I-P,)(2) + TR, (2)

=TP, (2)4 0
dir. O halde Tz = 0 dur.
Her w € E* igin P(w) € B, oldugundan TP, (w) = 0 dir. Keyfi w igin, w = wt —w™
seklinde yazlabilir. TP(w*)=0 ve TP(w~) =0 oldugundan TP,(w) =0 olur.
Dolayisiyla TP, = 0 dir. T pozitif olsun. Her x € E* i¢in Tx = 0 ise TP, = 0 oldugu
gosterildi. Simdi, olmayana ergi yontemi kullanilarak, T sira siirekli olmasin.
Ny ={x € E; |S|(|x|) = 0} ve NSd = C, olmak {izere [3] Teorem 4.9 dan dolay1 0<S<T
ve Cs = {0} olacak sekilde S operatorii vardir. T r-sira siirekli oldugundan S de r-sira
stireklidir. Bir onceki teoremden S I-sira siireklidir. O halde S sira siirekli elemandir.
Cs = {0} oldugundan C¢ = (Ny®)d = E dir. O halde Ny, E iginde sira yogun idealdir.
Buradan, N; iginde kesin sifirdan biiyiik bir {zg} maximal disjoint sistem vardir. Yukaridaki
ispattan her Bigin S(zg) = 0 iken SP,, = 0 dur.

D=, Py, »n € N} kiimesi tammlansm. dy = Z?ﬂPZB_ ve d, =YjL, P, olsun.
i 1 )

d € D i¢in,
Zg., k=12, ..,n
z, =4 !
Tk Za) k=n+1,..,n+m
b H —_ n+m
tanimlansin. k € 1,2, ...,n + migin ZR s s ZB s Zanys o Zongm dir.d = Y37 PZyk alinirsa,

d D olacak sekilde d = Y3IT'P, >d, ve d 2 d, dir. O halde D Tolur. x,y € E*, her g
i¢in P,;x <y olsun. Eger 0 < (x — y)* ise en az bir g, i¢in 0 < PZBO((x —y)*) dr.
Pzﬁox <y= PZﬁo (Pzﬁox) < PZBOy

= PZBOX < PZBoy

= PZﬁox - PZﬁoy <0
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:>PZBO(x —y)<0
dir. 0< (PZB0 (x—yNt= (PZBO (x —y)*) = 0 olur. Bu bir geliskidir. O halde (x —y)* =0

dir. x <y elde edilir. ...(*)

(P,,) ikiser ikiser dik oldugundan Z}LlPZBi =V, PZBi olur. Her d € D, en az birn € N ve

her i =1,2,...,n i¢in B, <I oldugundan d = V?=1PZ[3_ <Tolur. Yani I, D igin bir st

siirdir. Bagka bir {ist sinir H olsun. Her d € D igin d < H olur. (*) gbz oniine alinirsa,
Py <H = Herx € E* igin Py (x) <H(x)

= Herx € E* igin x < H(x)

= Herx € E* i¢inx = I(x) <H(x)

=I<H

= supD =1

dir. O halde D T I olur. Her P € D igin SP = 0 olsun. sup SP = 0 ise S(sup P) = 0 olur.
peD

D = (R,) alalm. P, T I olur.
I—P, =S —P,)>0veSI—SP

= inf(SI = SP,) =0

= SI +inf(=SP) =0

=S —supSP, =0

=S =sup Sk,

=5=0
dir. Bu ise 0<S<T olmasiyla celisirr O halde T sira siirekli operatordiir.
T € L(E)y, < L(E), < Ly (E) ve E Dedekind tam oldugundan |T| vardir. Her P € OI(L(E))
i¢in |T|P = |TP| dir. Ispatin ilk kismindan ve |T| pozitif oldugundan |T| sira siirekli

operatordiir. Dolayisiyla |T| sira siirekli ise T sira siirekli operatordiir.
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4. ORTOMORFIZM ELEMANLAR

Bu boliimde ortomorfizm elemanlar uzayimin, ortomorfizm operatorler uzayma benzer

Ozelliklerini elde ettik.

4.1. Ortomorfizm Elemanlarin Ozellikler

4.1.1. Tanim

E Riesz uzay, T: E — E lineer doniisiim olsun. Eger her B  E bandii¢in T(B) c B ise T ye
band koruyan denir [3].

4.1.2. Tanim

E Riesz uzay, T: E — E sira sinirh ve band koruyan lineer doniistime ortomorfizm denir [3].

4.1.3. Tanim

A birimli sirali cebir ve a € A olsun. Her p € OI(A) igin (e —p)ap = 0 ise a ya siwra
idempotent koruyan elemandir denir. Eger a € A, ise a ya ortomorfizm eleman denir. A sirali

cebirinin biitiin ortomorfizm elemanlarinin kiimesi Orthe(A) ile gosterilir [1].

4.1.1. Onerme

A birimli siral1 cebir ve a € A olsun.
(1) a nm sira idempotent koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart a nin biitiin sira
idempotentler ile degismeli olmasidir.
(if) Eger a nin modiilii varsa,
a nin sira idempotent koruyan olmasi igin gerek ve yeter sart 01 (A) iginde p; L p, ise A

icinde pya L p,a olmasidir [1].

fSpat

(i) (=) asira idempotent koruyan olsun. Her p € 0I(A) i¢in,
plap =0= (e —p)ap =0
=ap—pap =0
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=ap =pap ... (l)
dir. Diger yandan p9 yerine p alinirsa,
pap? = 0= pa(e —p) =0
=pa—pap =0
= pa =pap ...(Il)
dir. Dolayisiyla (1) ve (I1) den ap = pa olur.
(<) a biitiin sira idempotentlerle degismeli olsun. Her p € OI(A) igin,
ap = pa = ap® = pap
= ap = pap
=ap —pap =0
=plap =0
dir. O halde a sira idempotent koruyandir.
(ii) (=) a sira idempotent koruyan olsun. Yani her p € 0I(4) igin p%ap = 0 dur.
0I(A) i¢inde p; L p, olmak iizere 0 < p;|a| ve 0 <|a|p, dir. Baska bir alt sinir b olsun.
b € A, pilal = b ve |alp, > b = p,9ps|al = p,Ub ve |alp,p; = bp;
= 0>p,9 ve 0> bp,
=0>(p,Y+p)b=>b
olur. O halde pjlalAlalp, =0 dir. a swra idempotent koruyan oldugu igin
lalp, = |ap,| = |p2al = p,|a| dir. O halde p,a L p,a olur.
(<) p € 0I(A), p Lp oldugundan pa L pa olur. 0 < |pap| < (p9|a)) A (lajp) = 0 olur.
Dolayistyla [pal A |ap| = 0 dir. Ayrica p < e oldugundan, [p%ap| < |pYa ise [p@ap| < pYal
olur. pi<e oldugundan, pYap|<|ap|] ise |pYap|<|ajp dir. O halde
0 < |pdap|<pYal A |alp = 0 elde edilir. Dolayisiyla pdap = 0 dir. Yani a sira idempotent

koruyandir.

4.1.1. Sonug

A sirali cebir ve a € A olsun. a sira idempotent koruyan ve a™* varsa, a~?! sira idempotent

koruyandir [1].

fSpat

pda=tp = b olsun. p € 0I(A) igin,

ab = apa~lp
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=p‘aa~'p

=0
olur. Yani ab =0 elde edilir. a ! var oldugundan a lab =0 dir. Dolayisiyla
pda='p = b = 0 olur. O halde a~? sira idempotent koruyandir.
E Riesz uzay ve A = L(E) birimli sirali cebiri alindiginda Orth(E) ve Orthe(A)

karsilastirilmasi yapildiginda bu iki kiimenin genelde esit olmadigi goriliir.

4.1.1. Ornek

[0,1] de tanimli pargali afin, siirekli fonksiyonlarin uzay1 E olsun. E Riesz uzay ve [3]
Problem 7 den Orth (E) = {Al; A € R} dir. A = L(E) olsun.
P € 0I(A) ise P> = P ve 0<P <] dir. Ayrica OI(A) c Orth (E) oldugundan P € 0I(A)
ise P € Orth (E) olur. O halde en az bir 4 € R i¢in P = Al dir.
A € [0, ) igin,
P2 =0 Al = 2*I = Herx € E i¢in Ax = 1*x

=x#0i¢in(A* = Dx =0

=1 -1=0

=12 =1

=P =0veyaP =1
olur. Yani OI(A) = {0,1} dir. Buradan L(E), = Orthe(A) elde edilir. L(E), # Orth(E)
oldugundan T € Orthe(A) fakat T ¢ Orth(E) olacak sekilde T operatdrii vardir.

4.1.2. Ornek

E principal projeksiyon ozelligine sahip Riesz uzay ve A = L(E) olsun. P(E), E tizerinde
sira projeksiyon olmak tizere [3] Teorem 3.10 dan P(E) = OI(A) dir. Diger yandan, [3]
Teorem 8.3 ve Onerme 4.1.1 den dolay1 Orth(E) = Orthe(A) olur.

4.1.3. Ornek

C[0,1], [0,1] kapali aralifinda tanimli, reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere
A =C[0,1] swali cebiri almirsa [5,5.140] (v) den OI(A) ={6,1} oldugundan
Orthe(A) = A, = Aolur.
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4.1.2. Onerme

A birimli siral1 cebir olsun. A, < Orthe(A) dir [1].

fspat

Her a € A, ve her p € OI(4) i¢in,
acl,=>3I1e R, —de<acx<ie
=3le R, —Aep<ap<lep
=3Ile R, —Ap<ap<ip
=31 e R, pd(=Dp <plap <piip
=3ie R, —Apdp <pap < pp
=0<plap<0
=plap =0
= a € Orthe(A)
oldugundan A, < Orthe(A) bulunur.

4.1.3. Onerme

A birimli siral1 cebir, A, Riesz uzay olmak iizere Orthe(A), A, i¢inde bandtir.

fspat

Orthe(A), A, nin alt uzayidir. b € A, a € Orthe(A) ve p € OI(A) olsun.
bl <|a| = plb| < plal
= [pb|<|pal
= |pblp? <|palp?
= |pbp?| < |pap|
= 0<phpi<0
= pbpd =0
olur. O halde Orthe(A) idealdir. Simdi (x,) < Orthe(4), x, T x ve x € A olsun.
0<pixp
= p(x — x)p + pxup
<X — X Lo

olur. Yani p%xp = 0 dir. Dolayisiyla x € Orthe(A) olur. O halde Orthe(A) bandtir.
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4.1.2. Sonug

A birimli siral1 cebir ve A, Riesz uzay olsun. A, i¢inde € nin iirettigi band B, olmak iizere,
B. — Orthe(A) dir.

fspat

Onerme 4.1.3 den Orthe(A) band ve birimi kapsadigindan ve B, nin tanimindan
B, < Orthe(A) olur.

4.2. Birim Elemanin Urettigi Bandin Ortomorfizm Elemanlara Esit Olma Sartlar

E Dedekind tam Riesz uzay Ornek 4.1.2 ve [3] Teorem 8.11 den
Orth(E) = Orthe(A) = By olur. Fakat herhangi bir birimli sirali cebir i¢in B, = Orthe(A)
esitligi dogru degildir. Ornek 4.1.1 den A, = L.(E) = Orthe(A) fakat B;# L.(E) dir.

4.2.1. Teorem

A Riesz cebiri ve e birim eleman olmak tizere birimin tirettigi ideal A, f-cebiridir.

fspat

a,b € A, ise sirastyla A, tanimindan, en az bir 4, S € R* igin —le<a<Jleve —fe < b < fe
dira<leise le —a>0ve —fe<bise b+ fe >0 dir. Dolayisiyla,
0<(le—a)(b+ fe)=>0<Ab+ Affe —ab — fa
=ab< b+ Afe — pa
= ab< Afe + Afe + Afe
= ab<31pe
u =310 ise ab<pue olur. Diger yandan —le<a ise 0<a+ e ve —fe<b ise
—b — fe <0 dir. Buradan,
(a+2e)(=b—pe)<0=> —ab—affi— b — 1Pe<0
= —aff—Ab— Ape<ab
= — Afe — Afe — Afe < ab
= —3Ape<ab
—u = —3Apise —ue < ab dir. Dolayisiyla en az bir £ € R* i¢in —ue < ab < e oldugundan

ab € A, olur. O halde A, A iginde alt cebirdir. A Riesz cebiri ise A, Riesz cebiridir.
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a € A, olsun. En az bir 2 € R* igin —a < Ae ve a < Ze olur. Buradan |a| < Ze elde edilir.

Diger yandan —Ae <0<|a| oldugundan —Ae < |a|] <Ale dir. O halde |a| € A. olur.

Dolayistyla A, Riesz uzaydir. Simdi a, b, ¢ € A,* ve a A b = 0 i¢in A, tanimindan sirasiyla

enazhir 4, B ye Rticin0<a<ie, 0<b<pfe, 0<c<edir.

0<c<Lyr=0<ac<y
=0<acab<ypmrb<(y+Dar(y+1b=((+1)(arnb)=0

olur. Buradan ac A b = 0 dir. O halde A, f-cebiridir.

[1] Sonug 1.3 de A, nin degismeli cebir oldugu verilmistir. Onun ispatindan farkli olarak

Teorem 4.2.1 den A, nin degismeli cebir oldugu elde edilebilir.

4.2.1. Sonug

A Riesz cebiri olmak tizere A, degismeli cebirdir.

fspat

[3] Teorem 8.21 den her f-cebiri degismelidir. Dolayisiyla A, f-cebiri oldugundan degismeli

cebir olur.

4.2.1. Lemma

A Dbirimli sirali cebir ve A, principal projeksiyon ozelligine sahip Riesz uzay olsun.

b € Orthe(A) olmasi igin gerek ve yeter sart her a € A, i¢in ab = ba olmasidir.

fspat

(=) b € Orthe(A) olsun. Her p € OI(A) igin pb = bp olur. [3] Teorem 6.8 den keyfi
acl, icin 0<a-—a,< ﬁe olacak sekilde a,e — adim fonksiyonu vardir ve
a, = Y, Aip; burada 4; € R, p; € 0I(A) dir.
a,b = Z%;l Aipi b

= Z%(=1 b A;p

=b 2}21 Aipi

= ba,
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olur. Dolayisiyla 0 < ba — ba, < ~b Ve 0 < ab — ayb < =b olur. Buradan a,b = ba, — ab

ve a,b = ba,, — ba dir. Limit tek oldugundan ab = ba olur.
(<) Her a € A, igin ab = ba olsun. Keyfi p € 0I(A) ise 0I(A) < A, oldugundan p € A,
dir. Buradan pb = bp olur. O halde b € Orthe(A) dir.

4.2.1. Tanim

A birimli sirali cebir, A, Riesz uzay ve °(Orthe(A)~) = {0} olsun. Her b,c € Orthe(A),
0<b<c i¢gin 0<a,<e olacak sckilde en az bir (a,) <A, neti varsa ve
o(Orthe(A),Orthe(A)™) topolojisine gore a,c — b ise Orthe(A) ya topolojik dolu denir
[7].

4.2.1. Ornek

E Dedekind tam Riesz uzay ve °(E~) = {0} olmak tizere A = L(E) alinirsa [6] Teorem 4.3
den A, = Z(E) ye gore Orthe(A) = Orth(E) topolojik doludur.

A birimli sirali cebir ve A, Riesz uzay1 olmak iizere her b, c € Orthe(A4) ve p € OI(A) igin
(bc)p = p(bc) oldugundan Orthe(A) Riesz cebiridir.

b € Orthe(A) ve a € A olmak lizere,
Ly: Orthe(A) — Orthe(A)
b— Ly(a) =ab
ve
Ry: Orthe(A) — Orthe(A)
b — Ry(a) = ba
dontigiimleri lineerdir. Eger 0 < b ise Ly, ve Ry, operatdrleri pozitif operatorlerdir. Dolayisiyla

L, :Orthe(A)™ — Orthe(A)~ ve R, : Orthe(A)~™ — Orthe(A)~ operatorleri tanimlidir.

h € Orthe(A)™ ve a € A, olmak iizere,
Sh: Orthe(A) —> A~
b— Spn, Spna) = h(ab)

Vh: Orthe(A) > A~
b—Vpn, Vpn(a) = h(ba)
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operatorleri tanimlansin. Sy, ve V;, lineer operatorlerdir. Eger 0 <h ise Sy, ve V, pozitif

operatdrlerdir.
Asagidaki Lemma, [7] Teorem 3.2 nin adaptasyonu olarak elde edilmistir.

4.2.2. Lemma

A birimli sirali cebir ve A, Riesz uzay olsun. Eger Orthe(A)~, Orthe(A) nin noktalarini
ayiriyor ve Orthe(A), A. ye gore topolojik dolu ise S}, 6rgii homomorfizmdir. Ayrica A,

principal projeksiyon 6zelligine sahip ise V}, 6rgii homomorfizmdir.

fspat

Her b,c € Orthe(A) ve b A c = 0 olsun. Her h € Orthe(A)7 igin Sy A Scp = 0 oldugunu
gostermeliyiz. 0 < a € A igin [3] Teorem 1.13 den,
[Sh(B) A Sh(©)](@) = (Spn A Sch)(@)

= inf{Spn(ay) + Scn(az); a; +a; = a,ay,a; >0}

= inf{h(a,b) + h(a,c); a; + a, = a,a, a, >0}
oldugu biliniyor. d = b + c olsun. Ay, A. Ve Aq sirasiyla b, ¢, d tarafindan tretilen idealler
olmak tizere Aq = Ap, @ A dir. p: Ag — Ay, sira projeksiyon ve J, Orthe(A) lizerindeki sira
smirli  fonksiyonellerin  Agq  ye  kisitlanmiglarimin =~ kiimesi  olsun.  Yani,
] ={flAq: f € Orthe(A)~}. ] nin A4~ iginde vektor uzay1 oldugunu gormek kolaydir. Her
hejJveher g e Ay i¢in |g| < |h| olsun. h € ] ise f|Aq = h olacak sekilde f € Orthe(A)~
vardir. |g| <|h| = |g| < |f|Aq| dir. g: Ag > R olmak tizere [3] Teorem 2.1. Hahn-Banach
teoreminden g: Orthe(A) — R sira siirl doniisiimii vardir ve g|Aq = g olur. Yani g € ]
dir. Dolayisiyla J, Orthe(A)~ iginde idealdir. p: A4~ — Aq~ olmak tizere 0 <p <[ dir. p
ideal koruyan oldugundan p(J) </ olur. Buradan p:(A4q,6(44,))) = (Aq,0(44,)))

projeksiyonu siireklidir. 0 <p(d) <d oldugundan en az bir (a,) 4., 0<a,<e ve

a,d —>p(d) =b dir. p(a,d) G(A—d']z b =>p(Lg,(d))—>b dir. L, €Z(Aq) olur.

Lo,peZ(Ag) Vve Z(Aq) degismeli oldugundan L, p =pL,  elde edilir.
p(Laad) =Ly, (pd) = a,pd =a,b—>b dir. d=b+c=a.d=a,b+a,c olur.

Buradan a,c — 0 dir. Her aigin (a — aa,) + aa, = a oldugundan,
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(Son A Sen)(@) <h[(a —aag)b + (aay)c]

= hla((b — axb) + a,c)]

= Ly (M((b —agb) + ay0)
olur.
(Sop ASen)(@) <limL,™ (M) (b — agb) + a,c)

= Lo~ (M {Iim((b — ayb) + a,c))

=0
dir. O halde Sy, 6rgii homomorfizdir. Simdi A, principal projeksiyon &zelligine sahip Riesz
uzay olsun. Her b,c € Orthe(A) ve bac=0 olsun. Her h e Orthe(4); igin
Voh A Ven = 0 oldugunu géstermeliyiz. 0 < a € A igin,
[Va(6) AVa(©1(@) = (Vo A Ven) (@)

= inf{Vpn(ay) + Ven(az); a; +a; = a,aya; 20}
= inf{h(ba,) + h(ca,); a; + a, = a,a, a, >0}

olur. d = b + ¢ olmak iizere Ay, A. ve Aq sirasiyla b, c,d tarafindan iretilen idealler,
Aq = Ay, @ A dir. p: Aq > Ay, sira projeksiyon ve | = {f|Aq: f € Orthe(A)~} dir. J nin
Ag4” iginde vektor uzayi ve J nin Orthe(A)~ iginde ideal oldugu benzer sekilde gosterilir.
p: Aq” — A4~ olmak tizere 0 <P <[ dir. p ideal koruyan oldugundan p(J) < J olur. Buradan
p: (Aq,6(44,])) — (Aq,06(Aq,])) projeksiyonu siireklidir. 0 <p(d)<d ve A, principal
projeksiyon ozelligine sahip Riesz uzay oldugundan en az bir (a,) € 4., 0<a,<e ve
da, = a,d —>p(d) =b dir. Benzer sekilde L, € Z(Agq) Ve L, p =pLg, olur.
p(Laad) = Lq,(pd) = a,pd = aab — b ve ayrica A, principal projeksiyon ozelligine
sahip Riesz uzay oldugundan ba, = a,b dir. Dolayisiyla ba, — b olur. Ayrica
d=b+c=>a,d=a,b+a,c olur. Buradan a,c — 0 dir ve ca, = a,c oldugundan
ca, — 0 elde edilir. Her « igin,
(Vo AVen)(@) <h[b(a — aqa) + c(a,a)]

= h[((b — ba,) + ca,)a]

= h[Ra((b — bay) + ca,)]

= Ry"(W((b —bay) + cay)
dir.
(Vo A Ve)(@) <lim Ry~ (W) ((b = bay) + ca,)

= R (W) (lim((b — ba,) + ca,)

=0
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olur. O halde 1}, 6rgii homomorfizmdir.

4.2.1. Onerme

A birimli sirali cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay, e € Orthe(A)
birim eleman ve Orthe(A), A, ye gore topolojik dolu olmak tizere Orthe(A) iginde birimin

rettigi band B,, Orthe(A) kiimesine esittir.

fspat

0<b e Orthe(A)vee nb = 0ise her 0<h € Orthe(A)~ i¢in,
0<Sph =Sbh ASbh
= Sheh ASbh ---(*)
olur. Burada her a € 4, igin,
Spen(a) = h(a(be))
= h(b(ae))
= h(Ly(ae))
= Ly~ (h)(ae)
= Se1,~(m) (@)
olur. (*) esitliginde yazildiginda,
Sbeh A Sbh = SeL,~(h) A Sb,h
< Se Ly~ (h)vh A Sb,Ly~(W)vh
= Senb,Lp~(h)vh
=0
olur. Dolayistyla 0 < Sy, <0 dir. Yani S, = 0 olur. 0<b ve keyfi h € Orthe(A)~ i¢in
h = h* — h™ seklinde yazilabilir. O halde Sy, = Spp+_p- = Spn+ — Spn- olur. Ispatin ilk
kismindan Sy, ,+ = 0 ve Sp - = 0 oldugundan Sy}, = Sy, h+ — Spp- = 0 olur. Benzer sekilde
keyfi b e Orthe(A) i¢in b=b*t—b~ seklinde yazlabilir.  Dolayisiyla
Svh = Sp*+—b-h = Sp+h — Sp-p dir. Ispatin ikinci kismindan Sprn =0 ve S,-, =0
oldugundan Spy = Sp+y —Sp,-p =0 elde edilir. Simdi e birim elemani igin,
Spn(e) = h(be) = h(b) ve Spn =0 oldugundan h(b) =0 olur. Buradan b =0 dur.
Baoylece e49 = Orthe(A) olur ayni zamanda e99 = B, oldugundan Orthe(A) = B, oldugu

goriiliir.
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4.2.2. Onerme

A birimli sirali cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay, e € Orthe(A)
birim eleman ve Orthe(A), A, ye gore topolojik dolu olmak tizere Orthe(A) i¢inde birimin

iirettigi band A, i¢inde birimin iirettigi banda esittir.

fspat

Orthe(A) kimesi A, i¢inde bandtir. Birim elemanin Orthe(A) iginde firettigi band
Bl = {y € B:|y| nne T |y|} ve A, icinde iirettigi band B2 = {y € A,:|y| ~ne T |y|} olmak
iizere Orthe(A) c A, oldugundan Bl — B2 olur. Diger yandan y € A, ve |y|ane Ty
olsun. Her nigin |y| A ne < ne oldugundan ne € B} dir. Dolayisiyla B band oldugu i¢in
ly| Ane € Bl dir. Ayrica Bl band oldugundan sira kapalidir ve |y| € B} olur. Buradan
B2 — Bl elde edilir. O halde B! = B2 dir.

E Dedekind tam Riesz uzay ve E~, E nin noktalarina ayiriyor ise, her © € Orth(E) ve her
€ Orth(E)™ igin u(n) = 0 olsun. Her x € E ve f € E~ igin,
Hy¢: Orth(E) > R
n—> Hye(m) = f(x)

bi¢iminde taniml1 Hy ¢ sira sinirhidir. Yani Hy ¢ € Orth(E)™ dir. Her x € E ve f € E™ igin,
Hys(m) = 0= Hy¢(m) = f(nx) = 0

=>nx =0

=>n=0
dir. Yani Orth(E)~, Orth(E) nin noktalarin1 ayirir. Dahas1 Ornek 4.2.1 den A, = Z(E) ye
gore Orthe(A) = Orth(E) topolojik dolu oldugunu biliyoruz. Bu gézlem ve Onerme 4.2.1

den, daha 6nce teorem olarak kanitlanmis olan asagidaki sonucu elde ederiz.

4.2.2. Sonug

E Dedekind tam Riesz uzay ve °(E~) = {0} olsun. L.(E) i¢inde birim operatoriin iirettigi
band By, Orth(E) ye esittir.

4.2.2. Teorem

A siral1 cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay ve Orthe(A), A, Yye gore
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topolojik dolu ise Orthe(A) f-cebiridir.

fspat

Her b,c € Orthe(A), a € Ae, b Ac = 0veherd € Orthe(A), olsun. Her h € Orthe(A);

i¢in,

Sabn(a) = h(a(db))
— h(d(ab))
= h(Lq(ab))
= Lq~ (h)(ab)

= Sp,Lq~ () (@)

olur. Dolayisiyla Sqpn = Sp,Ly~(n) dir-
0<Sabrch = Sdbh A Sch

= SbLg~() A Sch

= Sb,Lg~(h)vh A ScLy™(h)vh

= SbacLg™(W)vh

=0
dir. Buradan Sqp, . ., = 0 elde edilir.

e € Orthe(A) birim elemant igin Sqp, , cn(€) = h(db A c) dir. Dolayistyla db A ¢ = 0 olur.

Diger yandan,

Vhan(a) = h((bd)a)
= h((ba)d)
= h(Rq(ba))
= Rq " (R)(ba)

= Vory~ () (@)
dir. Dolayisiyla Vi, = Vi r4~(ny OlU.
0<Vbarch = Vban A Ven
= Vhry~m) A Ven
= Vb rg~()vh A Verg~(h)vh
= VbrcRg™(h)vh
=0
olur. Buradan Vpg.cn =0 elde edilir. e e Orthe(A) birim eleman1 icin

Vbd »cn(e) = h(bd A c) dir. Dolayistyla bd A ¢ = 0 olur. O halde Orthe(A) f-cebiridir.
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4.2.3. Sonug

E Dedekind tam Riesz uzay ve °(E~) = {0} olsun. Orth(E) bir f- cebirdir. Dahas1 L.(E)

nin dolu altcebiridir.

4.2.4. Sonug

A siral1 cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay ve Orthe(A), A, ye gore
topolojik dolu olmak {tizere her f-cebiri [3] Teorem 8.21 den degismeli cebir oldugu igin
Orthe(A) degismeli cebirdir.

4.2.5. Sonug

A sirali cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay ve °(Orthe(A4)™) = {0}
olsun. Orthe(A) f-cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter sart Orthe(A), Ae ye gore topolojik

doludur.

fspat

Orthe(A) f-cebiri ise [7] Onerme 2.6 dan Orthe(A), A. ye gore topolojik doludur. Diger
yandan Orthe(A), A ye gore topolojik dolu ise Teorem 4.2.2 den Orthe(A) f-cebiridir.

4.2.2. Ornek

A =1, @ R cebiri icin Orthe(A) f-cebiri degildir.
l,, reel Dedekind tam sirali Banach cebiri ve birimi e, olmak tizere, [, R iizerinde vektor
uzaydir. L, (x,) < (yn) < Her n igin x,, <y, siralamasiyla Riesz uzaydir. (x,), L, iginde
Cauchy dizisi olsun. Yani n,m — o igin, ||x, — xp|| = sup [x3 — xp| —> 0 olsun. £>0 ve
S
her n,m > N igin, ||x, — Xn| < £ saglayan bir N € N goz Oniine almsin. Bu durumda (x3)
dizisi R iginde bir Cauchy dizidir. Ciinkii her n,m>N ve her se N* igin,
x5 — Xl < |IXn — x|, < olur. O halde R tam oldugundan her bir s € N* igin (x3) dizisi
yakinsaktir. x,(s) = lim x,(s) olsun. Bdylece her s € S ve her n > N i¢in,
n—oo

en — 2% = lim Jon — x|

m-—oo

< lim [jx, — meOO
m-—oo

<¢&
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olur. Buradan, sup |x; —x°| <&  bulunur. Dolayisiyla ~n—>o  igin,
seNt

lXn — x|, = sup |x3 —x®|— 0duwr. Yanix e L, dir. O halde L, ||. || , normuna gére Banach
seN*t

uzay olur. Simdi, (x,) (Vn) = (xp¥n) islemiile @ € R ve (x,), (), (zn) € L, igin,
(1) a((xn)(¥n)) = a(xnYn)

= (@xnyn)
= (axn)(¥n)
dir. Ayrica,
a((xn) Yn)) = a(Xn¥n)
= (Xn@n)
= (xn)(ayn)
(i) a((xn)(¥n)) = a(xXnyn)
= (@xn¥n)
= (axn)(¥n)
dir. Ayrica,
a((xn) Wn)) = a(Xn¥n)
= (Xnn)
= (xn)(ayn)

dir. Yani, a((xn)(¥n)) = (axn) (¥n) = (xn)(ayn) olur.
(i) () (n) + (20)) = () (On + 2n))
= (XnYn) + (XnZn)
= (xn) ) + (%) (2n)
ve
((n) + ) (2n) = ((tn + Y1) (2n)
= (xnzn) + (Xn¥n)
= (xn)(2zn) + (Xn) (Vn)
) (O) + (z0) = C)On) + @) (@), () + 0) (@) = () () + () Oh)
olur.
(iv) () () (Zn)) = (xn)((YnZn))
= (¥nYnZn)
= (*nY¥n)(Zn)
= ((xn) (")) (2n)
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olur. Yani (x,) (") (Zn)) = ((xn)(¥n)) (2n) elde edilir.
O halde 1, cebirdir.

(), () el,” ig¢in 0<x, <M ve 0<y,<K olacak sekildle M, K>0 vardur.
0<x,yn <MK olacak sekilde MK>0 var ve (xpy,) = (x,)(¥,) oldugundan
(x,) (%) € L," olur. Dolayisiyla L, sirali cebirdir.

e = (1,1, ...) birim ve her n igin,

si=1,1<i<n
Pn:(si):{l

=0, n<i
ve Poys = (r)olsun.i<nigins; =njises;<rydir.i=n+1ises;=0<r;=1ises;<n
dir. i>n+1 ise s;=7r,=0 ise s;<r, dir. O halde P,<P,,, dir. Dolayisiyla P, T
dir.P,<a = (a;)) el, olsun. Keyfi ieN ve P,<(a;) oldugundan i<n igin,
P,=(11,..,14y..,14)00,..) dir. B, = (s;) olmak iizere i < n oldugundan s; = 1 dir.
P, < (a;) oldugundan s; < a; ise 1 < g; dir. i keyfi oldugundan e < a olur. sup P, = eve P, T
oldugundan P, T e olur.
foile, >R

(xn) = fa(xn) = x4

seklinde tanimlansin.
Sl )] = fal(xnyn)]

= XnYn

= fo(xn) fo(Wn)
olur. O halde f carpimsaldir. ||f]| = inf{M > 0; |f(x)| < M||x|]} oldugundan her n igin,
| fo(xn) | = |xn| < 1|jx|| olur. Buradan ||f,|| < 1 elde edilir. ,' = {f; f:l, — Rlineer, sinirli}
normlu uzay ve Banach uzaydir. [, birim yuvar, B = {f € l.; ||f||<1} dir. Alaoglu
teoreminden B, o (l,//,l,)-kompakttir. f, —> f, o (.., 1) olacak sekilde f € [, vardir. Her
x € L, i¢in f (x) = f(x) dir. Keyfi y = (y;) € ¢ segilsin. (y;) € cqise her > 0 igin en az
bir iy € N, iy <i i¢in |y;] < g olur. Her >0 ve iy <i i¢in, fr(y) = yjise [fn(x) | =yl < ¢
dir. Dolayisiyla (f,(y)) — 0 olur. Diger yandan, f,(y)— f(y) dir. Dolayisiyla f(y) = 0
dir. O halde f(cy) = {0} olur.
A=1,OR (b;, A1) + (by, A) = (by + by, 44 + A,) ve B(b,A) = (pb, 1) islemleri ile
vektor uzaydir.
(b1, A1) £(by, A;) < by < b, Ve Ay < A, siralamastyla, her (by, 4,), (b2, 43), (b3, A3) € A

icin, (b1, 41) < (b1, 41) < by < by ve 44 £ 44 oldugundan yansima 6zelligini saglar.
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(b1, 41) £(by, Ay) ve (by, A3) < (b1, 41) = by <by ve A4 <Ay, by<b;ve A, <14
= b1 <by,by<byve 4 <Ay, A <4
=b;=byvely =1,
= (b1, A1) = (b2, 12)
oldugundan ters simetrik olma 6zelligini saglar.
(b1, 41) £ (by, Ay) ve (by, A3) < (b3, A3) = by < by ve A4 £ Ay, by<bz ve A, < A3
= b1 <by, by <bzve A <Ay, 1,< A3
= b <by<byve 1 <A, < ;5
= b;<bz3vel; <3
= (b1, 4) < (b3, 43)
oldugundan gecisme 6zelligini saglar.
(b1, 41) £ (by, A) > by <byve 1 £ 4,
= by +b35by+byve 4 + A3, + 45
= (by + b3, 44 + 13) < (by + b3, A, + A3)
dir. Her > 0 igin,
(b1, 41) £ (by, A) > by <byve 1 £ 4,
= aby < ab, ve aly < al,
= (aby, aiy) < (ab,, aly)
= a(by, 4) < a(by, 4,)
dir. O halde A sirali vektor uzaydir.
(b1, 41), (by,A) € A icin (b, A1) Vv (by, A3) = (by Vv by, A4 vV A) oldugunu gormek
kolaydir. [, Riesz uzay oldugundan b, v b, € [, dur. Ayni sekilde R Riesz uzay oldugundan
A1 v A5 € R olur. Dolayisiyla (by, 4;) v (by, 4,) = (by v by, 41 v 4,) € A olur. O halde A
Riesz uzaydir.
Simdi, (by, A1) * (b, A3) = (b1by, A4 f(by) + A, f (b)) + 41 4;) islemi tanmimlansin. Her
(b1, 41), (b3, A3), (b3, A3) € A ve o € R igin,
a[(by, 21) * (b, 23)] = a(biby, 211 (b2) + A2f (b1) + A4 42)
= (abyby, a(Af(bz) + A2f (by) + 41 43))
= (abiby, ad f(by) + al,f(by) + ati 4y) ... (1)
[a(b1, 21)] * (b2, A2) = (aby, aly) * (b2, A2)
= (ab1by, akif (by) + 2, f (aby) + ady ;)
= (ab,b,, at,f(by) + alyf(by) + atiAy) ... (1)
(b1, 44) * [a(by, A2)] = (b1, 44) * (aby, ady)
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= (byaby, L1f (aby) + al,f(by) + LLaly)
= (abib,, al f(by) + alyf(by) + alidy) ... (111)
O halde (1) = (I1) = (1) diir.
(b1, 41) * [(by, 42) + (b3, A3)] = (by, A1) * (by + b3, A, + 13)]
= (by(by + b3), A1 f(by + b3) + (A, + A3)f (by)
+21 (A, + 43))
= (b1by + bybs, 1 (f (by) + f(b3)) + Aof (by)
+A3f(b1) + L1, + 41 43)
— (byby + bybs, A f (by) + Auf (bs) + A f(by) + Asf (by)
A0 + A4 A5) .. (IV)
[(b1, A1) * (b2, A2)] + [(by, A1) * (b3, A3)] = (byby, A1f (by) + Aof (by) + A1 42)
+(b1bs, A1 f (b3) + A3f (by) + A1 43)
= (b1by + bybs, A1 f (bz) + A1 f (b3) + A2f (by)
A f(by) + Ay + A4 A5) ... (V)
O halde (IV) = (V) dir.
Ve,
[(b1, 44) + (b2, A2)] * (b3, A3) = (b1 + by, A4y + A2) * (b3, 43)
= ((by + bz)bs, (A1 + A2)f (b3) + A3f (b1 + b3)
+(A + 1) A3)
= (bybs + byb3, A1 f (b3) + Ao f (b3) + A3f (b1)
+A3f (b)) + L1 A, + 11 A3)...(VI])
[(by, A1) * (b3, A3)] + [(b2, A2) * (b3, A3)] = (b1bs, A1 f (b3) + A3f(b1) + A1 43)
+(bybs, A,f (b3) + A3f (b2) + A2 43)
= (b1b3 + byb3, A1 f (b3) + A,f (b3)
+A3f (b)) + A3f(by) + 11 A, + 41 43) ... (VII)
O halde (VI) = (VII) dir.
(b1, 44) * [(b2, A2) * (b3, A3) = (b1, A1) * [(b2b3, A2f (b3) + A3f (b)) + A243))]
= (bybb3, A1 f (byb3) + (A2f (b3) + A3f (by)
+2243)f (b1) + 24 A2 f (b3) + A1 A3f (by) + A1 A2 43)
= (bybybs, A1 f (b2)f (b3) + Aof (b3)f (b1) + Asf (b2)f (b1)
+ A, A5 (by) + L Ao f (b3) + L4 Asf(by) + A1 A, 43)...(VIII)
[(b1, 44) * (b2, A2)] * (b3, A3) = (b1by, A1 f (b)) + A,f (by) + A4 42) * (b3, A3)
= (bybybs, (A1 f (bz) + 221 (b1) + A1 42)f (bs)
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+23f (b1bz) + (A1 f (b2) + 251 (by) + 21 22) 23)
= (bybzbs, A1 f (b2)f (b3) + Aof (b3)f (by) + A3f (b2)f(by1)
+A243f (by) + 24 Ao f (b3) + A A3f (b)) + A4 A2 43)...(IX)
O halde (VI1I1) = (IX) dur.
Dolayisiyla * iglemi ile A cebir olur.
Ayrica, e = (ey,0), e, =(1, 1, ...) i¢in,
(b, A) * (eg, 0) = (beg, Af (eo) + 0f (b) + 40)

= (b, f (e0))
= (b, A
dir. Yani A nin birimi e = (e, 0) dir.

Il.l: A—>R
(b, )= (b, V|, = lIbIl,, + 14
biciminde tanimlansin. ||. || anlamli ve iyi tanimlidir.
0 <||bl|,, ve 0 <[] oldugundan 0 <||b|| , + [4] olur. Dolayistyla 0 <{|(b, A)]|, dur.
(b,A)=(0,00=b=0vel=0
< |bll,=0vel|d =0
< |bll,, + 14 =0

<, D[, =0
dir.
15(b, Vi, = [1(Bb, B[ o
= [|bl|,, + |BA
= |Alpll,, + 1814
= 18I(b, Dl o
dir.

1(b1, 44) + (b2, 22) ||, = [I(B1 + b2, 44 + A2
= ||by + by, + |41 + 42|
<|[ball,, + [1b2]l,, + 41| + |42
dir. O halde (4, ||.]|,) normlu uzaydir.
(b1, ANl (B2, 22|, = (Pall,, + [4D P2, + [42])
= b1l b2l + |A2[lIb1ll,, + [Aalllb2]l, + |41l 42] ... (%)
f (b)) < [Ifllllb2ll,, < L[b2l,, = |4[lf (b2)] < A4l - (+*)
(b1, A1) * (b2, 22)|l, = [[(b1b2, A1f (b2) + A2f (by) + 21 2)|l,
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= [|b1ball,, + |41 f (b2) + A2f (1) + A1 25|
<||bll lb2ll,, + [A41f (b)| + |A2f (b1)| + |41 25
(%) ve (x) <[[b4| |ID2ll,, + |Z2lllball,, + [Aalllb2l, + |441]|4,]
dir. O halde A Banach cebiridir.
l, = B olmak tizere OI(A) = {(p,0); p € OI(B)} oldugu kolayca goriiliir.
Simdi Orthe(A) = {(b,A); b € Orthe(B) ve 1 € R} oldugunu gosterelim.
{(b,); b € Orthe(B) ve A € R} = D olsun. a € Orthe(A) ise en az bir ce B, 1R
olmak tizere a = (c, ) ve her q € OI(A) i¢in a *q = q * a dur. q € OI(A) oldugundan
q = (p,0), p € OI(B) bigiminde yazilabilir.
a*q=q*a=(,A)*{@0 =(0)=*(AD
= (cp, Af (p) + 0f (c) + 0) = (pc, 0f () + Af (p) + 0)
= cp = pcve Af (p) = Af (p)
olur. Buradan ¢ € Orthe(B) elde edilir. Dolayisiyla a € D dir. Benzer sekilde, (b, 1) D
ve her q e OI(A) olsun. Burada q = (p,0), p e OI(B) bi¢iminde yazilabilir.
(b, D) *q=q*(b,A)= (A *(p,0) = (p,0)*(b,A)
= (bp, Af (p) + 0f (b) + 0) = (pb,0f (b) + Af (p) + 0)
= bp = pbve Af(p) = Af(p)
dir. O halde (b, A) € Orthe(A) olur. Béylece Orthe(A) = {(b, A); b € Orthe(B)ve 4 € R}
dir. Simdi (e, 0),(0,1) € Orthe(A) igin,
(e,0) L (0,1) = (e,0) = (0,1) = (e0,0f(0) + 1f(e) + 0)
=(0,1)
olur. Dolayisiyla Orthe(A) f-cebiri degildir. O halde Sonug 4.2.5 den Orthe(A), A, ye gore
topolojik dolu degildir.

4.3. Ortomorfizm Elemanlarin Sira Siurekliligi
E Riesz uzay olmak tizere her T: E — E ortomorfizmi sira siireklidir. E Dedekind tam Riesz

uzay ve A = L(E) alindiginda Orthe(A) < A,, dir. Fakat herhangi bir sirali cebir i¢in bu
kapsama dogru degildir.
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4.3.1. Ornek

K ={-; k e N*}U[0,1], E = C(K) ve A = L(E) olsun. I € Orthe(A) dir. Fakat Ornek

3.2.2 de gosterildigi lizere sira siirekli eleman degildir.
A Dedekind tam olsa bile Orthe(A) < A, olmayabilir.

4.3.2. Ornek

Ornek 4.2.2 deki A = 1, ® R cebiri goz oniine alindiginda Orthe(A) < A, dogru degildir.
(0,1) € Orthe(A) dir. n € N* olmak tizere p, = (1,1, ..., 1(4), 0,0, ...) i¢in, (p,) < OI(B)
ve p, T e, olsun. Buradan e, — p,, ¥ 0 olur. Her n i¢in,
(eo = Pn, 0) * (0,1) = ((eo — pn)0, 1f (eo — pu) + 0£(0) + 0)

= (0, f(eo — Pn)
olur. f lineer oldugundan f(e, — p,) = f(ey) — f(p,) olarak yazilabilir. Ve f ¢arpimsal
oldugundan f (ey) = f(egeq) = f(ey)f(eo) = f(ey)? dir. Buradan f(ey) = 1 olur. Ayrica,
(pn) < ¢y oldugundan f(p,) = 0 dir. Yani (e; — py,) * (0,1) = (0,1) elde edilir. Buradan
(0,1) ¢A,, olur. O halde Orthe(A) < A,, dogru olmadig: goriiliir [1].

4.3.1. Onerme

A herhangi bir birimli sirali cebir olsun. a € Orthe(A) iken a € A, olmas igin gerek ve

yeter sart a € A, olmasidir [1].

fspat
(=) a € Orthe(A) ise her p € OI(A) icin pa = ap dir. Simdi a € A, olsun. a € 4, ise

her (p,) < 0I(A) ve p, {0 igin paagO dir. Dolayisiyla p,a = ap, olur. O halde

(Po) < OI(A) Ve p, ¥ 0igin ap, - 0 oldugundan a < A,_dir.

(<) Benzer sekilde ispatlanir.

4.3.1. Teorem

A Dedekind tam sirali cebir ve Ag° N Ay, ° = {0} olsun. O halde Orthe(A) c A, dir [1].
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fspat

a € Orthe(A) olsun. 0 < a segilebilir. 0I(A) iginde p, ¥ 0 ve 4 iginde 0 < ap, { b olsun.
0I(A) iginde p, 2 T e dir.
0<bh<ap,= 0<p,db<p,tap,
=p, =0
olur.
0<b<ap,=0<bp,t<ap,p,*
= bp,4=0
dir. Yani p,?b = bp,® = 0 olur. Dolaystyla b € Ag° N Ap,° = {0} oldugundan b = 0 dur.
Boylece a € Ay, elde edilir. O halde Orthe(A) < A, olur.

4.3.1. Sonug

E Dedekind tam Riesz uzay, A = L(E) iken A ° = {0} oldugundan Orthe(A) c A, dir [1].

fspat

0<T e L.(E), (p,) < OI(L(E)) ve p, T e i¢in p,T = 0 ise her x € E* i¢in 0 < Tx dir.
Ayrica,
pTx TITx =Tx =07 Tx

=Tx=0

=T=0

dir. Keyfi x € E i¢in x = x* — x~ olsun.

0<Tx
=Tkt —x")
=Txt —Tx~
=0

dir. Keyfi T € L.(E) i¢in T =T* — T~ yazlabilir. Aslo, A, iginde ideal oldugundan
T*, T~ €Ay dr. T* =0veT” =0ise T=T*—T~ =0 olur. O halde 4,,° = {0} dur.

Bir 6nceki teoremden Ay ° N A, © = {0} oldugundan Orthe(A) < A, olur.
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4.3.1. Tanim
A birimli siral1 cebir, A, Riesz uzay ve a € A olsun.

Lyt Ay — A,
b—L,b=ab

tamimlansin. Eger L, b Riesz homomorfizm ise a ya orgii homomorfizm eleman denir [1].

4.3.2. Onerme

A sirali cebir, A, Riesz uzay ve b e A tersinir olsun. b ve b~ nin 6rgii homomorfizm eleman

olmas! igin gerek ve yeter sart b, b~! € A* olmasidir [1].

fspat

(=) b ve b~! 6rgii homomorfizm eleman olsun. Ly: A —> A, 6rgii homomorfizm ise Ly,
pozitiftir. 0 < e oldugundan Lye = be = b dir. O halde 0 < b olur. Yani b € A* dir. Benzer
sekilde, Ly-1: A, > A, Orgli homomorfizm ise Ly pozitifti, 0<e oldugundan
Lyae=b"te=b"1olur. Yani b~ € A* dir.

(<) b, b1e A* olsun. Her a € A, igin L sirali cebir oldugundan |Lya| = |ba| < b|a] dir.
Buradan b~1|ba|<b~'blal = |a| olur. Ayricalal = |b~1bha|< b~ 1|bal dir. Dolayisiyla
la| < b~|ba|<|alolur. O halde |a| = b~1|ba|ve b|a| = |ba| dir. Benzer sekilde, Her a € A,
igin L siral cebir oldugundan |Ly-1a] = |[b~ta|< b7 Y|a| dir. bjb~1a|<bb~!|a| = |a| olur.
Ayrica |a| = |bb~'a|<blb~ta| dir. Dolayisiyla |a|<blb~ta|<|a| olur. O halde

la| = blb~ta| ve bt a| = |b~'a| dir. Boylece b ve b~! 6rgii homomorfizm eleman olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Egor A. Alekhno tarafindan [1] de sirali cebirlerde verilen sira siirekli elemanlar ve
ortomorfizm elemanlar bu makale baz alinarak incelenmistir. Bu tezde, ortomorfizm
elemanlar uzayimin ortomorfizm operatorler uzayina benzer 6zelliklerini elde etmek hedef
olarak belirlenmistir. Genel durumda ayn1 6zelliklere sahip olmadiklar1 goriildiikten sonra

hangi sartlarda ayni 6zelliklere sahip olacaklari arastirilarak belirlenen hedefe ulasilmistir.

A birimli sirali cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay, e € Orthe(A)
birim eleman ve Orthe(A), A, ye gore topolojik dolu olmak tizere Orthe(A) iginde birimin

iirettigi band B,, Orthe(A) kiimesine esit oldugu,

A birimli siral1 cebir, A, principal projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay ve Orthe(4), A.

ye gore topolojik dolu ise Orthe(A) f-cebiri oldugu gosterilmistir.

Elde edilenlerin dogrultusunda, benzer aragtirmalarin sira siirekli elemanlar iginde

yapilabilecegini ve calismalarimizi bu yonde devam ettirmeyi diistinmekteyiz.
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