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Bu tez, dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismanin kapsami ve amaci belirtilmistir.

Ikinci boliimde, galigma igin gerekli olan temel tamim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii bélimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike regle yiizeyler, -
merkez noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma parametresi ve agilabilir spacelike regle
yiizeylere ait teoremler verilmistir.

Dérdiincti boliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike regle yiizeyler,
merkez noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma parametresi ve acgilabilir timelike regle
yiuzeylere ait teoremler verilmigtir.
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This thesis is composed of four chapters.
In the first chapter, the aim and content of the thesis are explained.
In the second chapter, basic definitions and theorems are given.

In the third chapter, spacelike ruled surfaces, central point, curve of striction,
distribution parameter and theorems with related to developable spacelike ruled -

surfaces are obtained in the three dimensional Minkowski space.
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1. GIRIS

Bu galismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda gok iyi bilinen regle yiizeyler ve regle
ylizeylere ait olan bogaz noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma parametresi, agilabilir regle
yiizeyler ve bu kavramlara ait temel teoremlerin, 3-boyutlu ]R{’ Minkowski

uzayindaki kargiliklan aranmgtir.

3-boyutlu IR} Minkowski uzayinda spacelike bir regle yiizey, dayanak egrisi
spacelike bir egri ve anadogrusu spacelike bir dogru alinarak elde edilmistir.
Spacelike regle yiizeylerde bogaz noktasi, bogaz ¢izgisi, dafilma parametresi
belirlenerek bu kavramlara ait temel teoremler elde edilmigtir. Ayrica spacelike bir
regle yiizeyin agilabilir olmas i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike regle yiizeyler farkli segeneklerde
elde edilebilir:

i) Dayanak egrisi spacelike bir egri ve anadogrulan timelike birer dogru olan
regle yiizeylere timelike regle yiizeyler diyecegiz. Bu cins bir yiizeyin bogaz
noktasina, bogaz ¢izgisine, dagilma parametresine ve agilabilir regle ylizey olmasina
ait temel teoremler verilmigtir. |

i) Dayanak egrisi timelike bir egri ve anadogrulan spacelike birer dogru olan
regle yiizeylere de timelike regle yiizeyler diyecegiz. Bu cins bir yiizeyin bogaz
noktasina, bogaz ¢izgisine, dagilma parametresine ve agilabilir regle ylizey olmasina
dair teoremler verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimdeki temel kavramlar ve teoremler (O’Neill, 1983) den alinmugtir.
2.1. Lorentz Uzay1

Tanim 2.1.1 (Skalar Carpim Uzay) :

V bir reel vektdr uzayi olsun. V tizerinde taniml

g: VxV->IR

doéniigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V lizerinde bir skalar ¢arpim, bu
durumda V vektér uzayina da bir skalar ¢arpim uzay: denir.

Tamm 2.1.2 (Simetrik Bilineer Formun Indeksi) :

V bir skalar ¢arpim uzayi, W da iizerindeki skalar ¢arpim negatif taniml
olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W nin boyutuna g
skalar ¢arpiminin indeksi denir.

g skalar ¢arpimmin indeksi v ise 0<v<boyV dir. Ayrica V skalar ¢arpim

uzayinin indeksi, iizerinde tanimli g skalar ¢arpimimin indeksi olarak tanimlanir.
Tamm 2.1.3 (Lorentz Uzayi) :

V bir skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak tizere v=1 ve boy V>2
ise V skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay: denir.

Tanim 2.1.4 (Spacelike, Timelike ve Null Vektir):

V bir Lorentz uzayi olsun. veV igin

g (v, v) > 0 veya v=0 ise v ye spacelike vektor,
g (v,v) <0 ise v ye timelike vektor,
g (v, v) =0 ve v#0 ise v ye null (lightlike) vektor

ve |]v|| = | g(v, v)lll2 reel sayisina v vektoriiniin normu denir.



V Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin climlesi I" olsun. u € I' i¢in
C(u) = {v el ( g(v,u)< 0}
u vektoriinii kapsayan V Lorentz uzayimn timekonisi denir.
Teorem 2.1.5.
V Lorentz uzay1 ve iki timelike vektor v, ® olsun. Bu durumda
i) lg(v.0)| 2 [e]

esitsizlifi vardir. Bu egitsizlikte esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart v ve © nin lineer
bagimli olmasidir.

ii) v, o timelike vektorleri aym timekonide ise
g(v,0) =—|v]-|o|che

olacak sekilde bir tek ¢ > O sayisi vardir. Bu ¢ sayisina v ve o timelike vektorleri
arasindaki hiperbolik a¢1 denir.

Burada v ve o vektérleri aymi timekonide degilseler o zaman

lg(v.0)|=[v]-|o[che @2.1)
dir.

V Lorentz uzayinda spacelike vektorler v ve @ olmak tzere

8(v.0) (2.2)

vl

cosB =

olacak gekilde bir tek 0<0 <7 sayis1 vardir. Bu saytya v ve @ spacelike vektorler
arasindaki a¢1 denir v ve o spacelike vektorler igin

s(v.0)<|{-Jol @3)
esitsizligi vardir.



Tanmm 2.1.6 (Spacelike, Timelike ve Lightlike Altuzay):

V bir Lorentz uzay: ve W, V nin bir altuzayi olsun. Bu durumda

g]w pozitif tanimli ise W ya spacelike altuzay,
g]w nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

g[w dejenere ise W ya lihgtlike altuzay denir.

Teorem 2.1.7.

V bir Lorentz uzay1 , V nin bir altuzay1r W ve boy W > 2 olsun. Bu durumda
agsagidaki onermeler birbirine denktirler.

1) W timelike uzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir.

i1) W uzay: iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir.

iii) W uzayi bir tane timelike vektor igerir.

2.2. Yarr-Riemann Manifoldlar
Tanim 2.2.1 (Metrik Tensdr) :

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, nondejenere
ve sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensér alanina bir metrik tensor denir.

Bagka bir deyisle g, M manifoldunun her p 'noktasma T,M tanjant uzayi
izerinde bir gp skalar garpimi karsilik getirir ve g skalar garpiminin indeksi her peM
i¢in aymidir.

Tamm 2.2.2 (Yar-Oklidyen Uzay) :

IR, n-boyutlu standart reel vektdor uzayr lzerinde her pelR? ve
vy, @, €T,IR" olmak tizere

p 2
n-v n
<Vp,0p>= 3 Vi0j— X Vi®; (2.4)
i=1 i=n—v+1

esitligiyle verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklidyen
uzay denir ve IR ile gosterilir. Burada 1<i<n olmak izere,sirastyla, v; ve o; ler v,

ve oy, tanjant vektorlerin bilegenidir.



Tanmm 2.2.3 (Minkowski Uzay) :

IR? yan-Oklidyen uzayinda v=1 ve n>2 ise IR]' yarn-Oklidyen uzayina

Minkowski n-uzay denir.
Tanum 2.2.4 (Yari-Riemann Manifoldu) :

M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli bir
metrik tensér olmak lizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir.

Bundan sonraki gosterimlerde (M, g) yari-Riemann manifoldunu sadece M ile

gosterecegiz.
Tanm 2.2.5 (Yari-Riemann Manifoldunun indeksi) :

M bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M yari-Riemann
manifoldunun indeksi denir.

Tanim 2.2.6 (Lorentz Manifoldu):

M bir yan-Riemann manifoldu olsun. boyM=>2 ve M nin indeksi 1 ise M ye bir
Lorentz manifoldu denir. ~

Bu tanima gore bir M Lorentz manifoldu igin

n~1
gp(vp,mp)z‘z‘l vi' mi‘ @, peM, v,,0, €M
1=

p p P

dir.
Tanim 2.2.7 (Spacelike, Timelike ve Null Egri) :

M bir Lorentz manifoldu ve a.IcIR—> M bir egri olsun. o egrisinin teget
vektor alam1 T olmak iizere

g (T, T) > 0 ise o egrisine spacelike egri,

g (T, T) < 0 ise o egrisine timelike egri,

g (T, T) = 0 ve T0 ise a egrisine null egri denir.



Egrinin bir 6zel hali olan dogruyu gozonine alalim. Dogrunun dogrultman
vektorii spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman vektori timelike ise dogru
timelike dogru, dogrultman vektort null ise dogru null dogrudur.

Tanim 2.2.8 (Yari-Riemann Altmanifoldu) :

M bir yar-Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.
j: M— M inclusion déniigiimii olmak tizere her p € M igin

(7" @) ) = 8i(e))

seklinde tanimli j*(g) donisimii M izerinde bir metrik tensér ise M ye M nin bir
yari-Riemann altmanifoldu denir.

Bundan sonraki gosterimlerde M tizerindeki metrik tensor ile M {izerindeki
metrik tensori g ile gosterecegiz.

Tamm 2.2.9 (indirgenmis Konneksiyon) :

M, M nin bir yarn-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki Levi-Civita

konneksiyonu D olsun.

D: (M) x % (M) - %(M)
indirgenmis fonksiyona M yan-Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis
konneksiyon denir. Burada % (M) ile, M nin her bir p noktasma T,M de bir tanjant
vektor karsihik getiren vektor alanlarimin F(M)-modiili gosterilmektedir.

Teorem 2.2.10.

M, M nin bir yar-Riemann altmanifoldu ve M {zerinde Levi-Civita
konneksiyonu D olsun. Her V, Wey(M) igin

DyW =tanDyW (2.5)

seklinde tammli D fonksiyonu M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur.



Tanmm 2.2.11 (Sekil Tensorii) :

M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

ILx (M) x x (M) - x (M)*
(V,W) > II(V,W) = norDyW

seklinde tamimli 3(M)-bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin sekil tensorii (veya
ikinci temel form tensorii) denir.

Tanum 2.2.12 (Yarn-Riemann Hiperyiizeyi) :

n-boyutlu bir M yari-Riemann manifoldunun (n-1)-boyutlu bir M yan-
Riemann altmanifolduna M nin yan-Riemann hiperylzey: denir.

Tanim 2.2.13 (Sekil Operatorii) :

M nin bir yar-Riemann hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alant N
olsun. Her V, Weyx(M) igin

g (S(V),W) =g (II(V,W),N) (2.6)

seklindeki (1,1)-tipinden tensér alan1 S ye M nin N den elde edilen sekil operatorii
denir.
Diger bir deyisle, S sekil operatorii M nin her p noktasinda

S: T,(M) - T,(M)
bir lineer operatérdiir.

Teorem 2.2.14.

M nin bir yan-Riemann hiperyiizeyi M ve S, M nin normali olan N den elde
edilen gekil operatorii olsun. Bu durumda Vey(M) igin

S(V)=-D,N 2.7

dir ve ayrica S sekil operatorii self-adjointdir.



M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M olsun. M nin N normalinden elde
edilen sekil operatorii S olmak tizere, her V, Wey(M) igin

L(V,W)=¢ g(S(V), W)N (2.8)

ve burada € = g(N,N) dir. Yari-Riemann hiperytizeyleri i¢cin Gauss Denklemi; her
V, Weyx(M) olmak iizere

D,W=D,W+g g(S(V),W)N (2.9)
seklinde verilir.
Tanim 2.2.15 (Asimptotik ¢izgi) :

M nin bir yan-Riemann hiperyiizeyi M olsun. M nin normali olan N den elde
edilen sekil operatori S ve o: I - M egrisinin teget vektor alani T olmak tizere

g(8(1), T)=0 (2.10)
ise o egrisine asimptotik ¢izgi (egri) denir.
Tanim 2.2.16 (Jeodezik Egri) :

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi M olsun. M iizerindeki konneksiyon D
ve o I—> M egrisinin teget vektor alam T olmak tizere

ET T = O
ise o egrisine M iizerinde bir jeodezik egri denir.
2.3. 3-Boyutlu IR% Minkowski Uzay: Uzerinde Vektirel Carpim

n-boyutlu, v-indeksli IRY yari-Oklidyen uzayin, boyutunu 3 ve indeksini 1

olarak alalim. O zaman IR3 iizerinde her p € IR3 ve v, @, eTpIR3 igin

<Vp, @p >=ViD 1+ Vylg — V30 3



esitligiyle verilen 1-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya 3-boyutlu
Minkowski uzay1 denir ve IR% ile gosterilir.

Tanim 2.3.1 (Vektorel Carpim) :

IR';’, Minkowski uzayinda iki vektér v ve ® olsun. v=(vy,v,,v3) ve
® =(0,0,,03) olmak izere

(V303 —Va03 , Vi@3— V301, Vi03 ~ Vo01) (2.11)

vektorine v ve @ nin vektérel ¢arpimi (veya dig carpimi) denir. vxo® veya VA®
seklinde gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

1 , i=] ise
8ij={0 ixj ise ve ¢ =(8, 8p2, 8i3)

olmak (izere
& & €
vao=—det [v; v, V3 (2.12)
®; ©; O3
veya

€ —& €
VAR = det Vi Vo V3

@ ©, O3

olarak hesaplanabilir. Burada e;ne; =e3, e; Ae3=—¢;, e3ne =—¢, dir. Saat yoni-
niin tersi pozitif yon olarak alinmugtir. Bu ifadeyi

seklinde sembolize edebiliriz.
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Saat yontniin tersi negatif yon olarak kabul edilecek olursa o zaman
ejAey =—€3, & Ne3=¢e|, e3Ae =g, olur ve

)
€1
€3
seklinde sembolize edebiliriz. Bu durumda
& € ~€

vao =det |v; vy V3
®; By 03

seklindedir.

Teorem 2.3.2.

IR3, 3-boyutlu Minkowski uzaymnda ii¢ vektor u=(uy, u,, u3), v=(vy,v,,v3)
ve 0 =(®;,0,,®3) olsun. Bu durumda

1) <uav,o0>=-—det(u,v,0) ' (2.13)
i) (UAV)AD . =—-<Uu,0 >V+<V,0>Uu (2.14)
i) <uav,u>=0 ve <uAv, v>=0 (2.15)
V) <UAV, UAV>=—<UUu><V,Vv>+(< u,v>)2 (2.16)
dir.
Ispat :
1) (2.11) den uAv=_uzv, —uyv3 , WV3—usVvy, Ujvy —UyVy)
dir.

<UAV,0 >= U3V —UyVid1 + UpVaiy — UsVily — U1Vo® 3+ Up VD3 (2.17)

elde edilir.
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u U U3
—det(u,v,0)=—{v; vy V3
0 ® O3

—det(u,v,0)= —UjVo® 3+U1V30 9 +Uy Vi 3 — Uy V30 | —U3VI0 9 +U3 VD (2.18)
bulunur. (2.17) ve (2.18) den

<unv,0 >=-det(u,v,0)
dir.

€ ) —€3
1) (UAVIAD® =—{uzvy —UpVs WV3—Usvy U1Vy —UpVg
1 03 03

= (—111"3CD 3T U3VI0 3 +UVady — U VIO 2)61 + (U3V2€°.3 —~UpV303

~U Va1 + U VIO 1)62 + (U3V2€°2 —UV307 — U V301 + U3vi®d 1)03

elde edilir. (uAv)A® vektoruniin birinci bilesenine u;vi@, ikinci bilesenine uyv,0,
ve Uiglincii bilegenine de u;v;m 5 ifadeleri bir eklenip bir gikanilacak olursa

(UAV)A® =(—u V30 3+ U3Vi0 3 + U Vel — Uy ViBy — U V01 + Uy Vi® 1) €
+(U3Va0 3 — Us V303 — U Vo@ 1 + Ug Vi1 +Up Vol — Uy Va®3 )€,
+(uzvo® — UpV3y — UV30 | +U3Vi®] + U3V303 — U3Va03)es
= (-0 — W0, +u303)(Vie] + Ve +V3e3)
+(Vi01 + V405 — V30 3)(use) + Uye, +Use3)

=—<U,®>V+<V,0>U
elde edilir.

iii) (2.13) den, <uav,u>=—det(u,v,u)=0 dir.
Ayni digiince ile <uAv,v>= —det(u,v,v)=0 dir.

iv) (2.13), (2.14) ve determinant fonksiyonun 6zelliklerinden
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<uAv,uAv>=-—det(u,v,uAv)

=det(u,unv,v)
=—det(unv,u,v)
=<(UAV)AU,V>
=<—<WUSV+SV,U> U, V>
=—<u,u><v,v> +(<u,v>)2
bulunur.
Teorem 2.3.3.

IR3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektor u ve v olsun.
1) u ve v spacelike vektér ise uav bir timelike vektordiir.
i) u spacelike ve v timelike vektor ise unv spacelike vektordiir.
1) u spacelike ve v null vektér olmak tizere <u,v>=0 ise uav null vektér,
eger <u,v>=0 ise uav spacelike vektordur.
iv) u ve v null vektor ise uav spacelike vektordiir.
v) u timelike ve v null vektor ise uav spacelike vektordiir.
vi) u ve v timelike vektor ise uav spacelike vektordiir.

ispat R

1) u ve v spacelike vektorler oldugundan <u,u> >0, <v,v> >0 ve
“u“2 =<u,u>, “v“2 =<v,v> dir. (2.16) dan

<UAV, UAV>=(L u’v>)2—<u,u>< v, V>= (<u,v>)2 -llu“z llvﬂz

dir. (2.3) den (<u,v>)? s”u||2 ||v|]2 elde edilir ve buradan (< u,v>)2—”u||2 "v”2 <0

bulunur. Burada u ve v vektorleri lineer bagimsizdir. Eger lineer bagiml iseler
uav=0 dir. Bu nedenle (<u,v>)? —"u"2 ”vﬂ2 #0 dir. O halde <uav, uanv> <0 dir,

uAv  vektorii bir timelike vektordir.

ii) u spacelike ve v timelike vektor oldugundan <u,u> >0, <v,v> <0 ve
uullz =<u,u>, —||V"2 =<v,v> dir. (2.16) dan

<UAV, UAV>= (<u,v>)2—<u,u>< v,V>

- (cuv>P oo
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elde edilir. Buradan <uav, uanv> >0 dir. O halde uAv spacelike vektordiir.

iii) u spacelike ve v null vektor oldugundan <u,u> >0 ve <v,v>=0 dir.
(2.16) dan

<UAV, UAV>=(< u,v>)2— <y,u><v,v>=(< u,v>)2 dir. Eger <u,v>=0
ise <unv,unv>=0 dir. O zaman uAv null vektordir. Eger <u,v>=0 ise
<uAv, uav> >0 dir. Bu durumda uav spacelike vektordiir.

iv) u ve v null vektérler oldugundan <u,u>=0 ve <v,v>=0 dir. (2.16) dan

<UAV, UAV>=(< u,v>)2— <u,u><v,v>=(< u,v>)2
elde edilir. (O’Netll, 1983) den ortogonal iki null vektér lineer bagimhdir. Bu
durumda uAv=0 dir. O halde <u,v>%20 dir. Buradan <uaAv,uav> >0
oldugundan uAv spacelike vektordiir.

v) u timelike ve v null vektér oldugundan <u,u> <0 ve <v,v>=0 dir. (2.16)
dan

SUAV, UAVS>=(<u,v>)—<uu><y,v>=(<u,v>)?

dir. (O’Neill, 1983) den <u,v>=0 dir. O halde uAv spacelike vektérdir.

vi) u ve v timelike vektér oldugundan <u,u> <0, <v,v> <0 ve
*”““2 =<u,u>, -“V”2 =<v,v> dir. (2.16) dan

<UAV, UAV>= (<u,v>)2 - <Y u><V,v>=(< U,V>)2 -IIUIIZMZ

elde edilir. Teorem 2.1.5 in (i) stkkindan

[<u,v>{>ul- ||

2 2R
[<uv>{">{uf M

<> I >0

bulunur. (O’Neill, 1983) den <u,v>=0 dir. O halde ua v spacelike vektordiir.
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2.4. 3-Boyutlu IR% Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M yari-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu IR} Minkowski uzaym ve M

yari-Riemann hiperytizeyi olarak da (U,p) parametrizasyonu ile verilen

¢: UcIR? > IR}
@) =0 )=(01v), 0,(wv), ¢3(wv))
o(U) yiizeyini g6zonine alalim. {cp*(%), (p*(—a—av—)} lineer bagimsiz olmak tizere
yizeyin vektor alanlarinin bir bazi {(p*(é%)’ (p*(—gv—)} dir. Kisalik i¢in (p*(é%) yu

o, ile gosterecegiz. Yizeyin bir normali N=¢p A, dir. Gergekten (2.15) den
<N, ¢, >=0 ve <N, 9,>=0 dir. Yizeyin I. temel formunu yani metrigini

hesaplamadan once baz egitlikleri verelim.
E=<0y, 04>, F=<0,, 0>, G=<0,, 0,> (2.19)

dir. Burada <N,N>=<0,AQy, 0, AQ, > ve (2.16), (2.19) dan

2
<N, N>=(<0y,0,>) =<0y, 0y ><Py,0, >
<N,N>=F? -EG

(2.20)

elde edilir. Simdi yiizeyin I. temel formunu hesaplayalim. ¢ nin tam diferensiyeli

do= g—;p-du +~g%dv

dir.

I=(ds)? =<do,dp>

<2 20, P +2< 22, 2 gugye <22, 2 (gvp
ou Ou ou ov ov oOv

=E(du)? +2Fdu dv + G(dv)? (2.21)

bulunur. Buradan
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2 2
%=E d—u) +2F911~+G (2.22)
(dv) dv dv
du _,_ (ds)?
ve A=—,1 =-— olmak iizere
dv (dv)
I'=EX +2FA+G (2.23)

elde edilir. M yiizeyi tizerindeki I=(ds)? indirgenmis metriginin pozitif tanimli veya
indefinit olup olmadiZim incelemek ile, I=(dv)*I’ oldugundan, I’ yii incelemek
aynidir.

Tanim 2.4.1 (Nondejenere yiizey) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. Her peM ve her
wp €T,M , vp €M igin

<Vp,0p >=O:>vp:0

onermesi saglaniyorsa M ye IR} uzayinda bir nondejenere yiizey denir (Beem ve
Ehrlich, 1981).

M yiizeyi lizerindeki metrigin matris formu

BT 2.24
F G (229)

~ dir. M yiizeyi tizerindeki metrigin nondejenere olmasi igin gerek ve yeter sart
E F

det #0
F G

Bir bagka ifadeyle, M yiizeyinin nondejenere yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter

olmasidir.

sart, yiizeyin normalinin null vektor alani olmamasidir.
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Tanim 2.4.2 (Spacelike Yiizey) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine
indirgenmis metrik pozitif taniml ise M ye IR% de bir spacelike yiizey denir (Beem
ve Ehrlich, 1981).

Teorem 2.4.3.

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen bir

¢: UcIR? 5> IR}
(ua V) g (p(ua V) = ((Pl(u, V)> (02 (u’ V)a (93(11’ V))

ylizeyinin spacelike bir yiizey olmas: igin gerek ve yeter sart, ylizeyin normalinin

timelike bir vektor alani, yani
<N, N> <0 (2.25)
olmasidir. Burada N, M yiizeyinin normal vektor alamdir.
Ispat:

M yiizeyi iizerine indirgenmig metrik I=(dv)’I' ve I'=EX +2FA+G dir. A

ya gore ikinci dereceden olan bu denklemin diskriminant1
A=4(F?—-EG)=4<N,N>
dir. I'> 0 olmasi igin gerek ve yeter sart A< 0 olmasidir. O halde <N, N> <0 dir.
Tanim 2.4.4 (Timelike Yiizey) :
IR?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye timelike yiizey denir (Beem ve Ehrlich,
1981).
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Teorem 2.4.5,

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin timelike yiizey olmasi
i¢in gerek ve yeter gart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani

<N, N> >0
olmasidir.

Ispat :

M vyiizeyi iizerine indirgenmis metrik I=(dv)’I' ve I'= EX? +2FA+G dir. A
ya gore ikinci dereceden olan bu denklemin diskriminant:

A=4(F?-EG)=4<N,N>

dir. I’ nun Lorentz metrigi olmasi igin gerek ve yeter sart A>0 olmasidir. Buradan bir
M yiizeyinin timelike olmas1 i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike
vektor alani olmasidir.

Tanim 2.4.6 (Gauss Egriligi) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve M nin gekil operatériine
karsilik gelen matris S olsun. p € M igin

K(p)=€ det S,

M vyiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K : M—IR fonksiyonuna M yiizeyinin
Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada € =<N,N >= =1 dir; N, M yiizeyinin normal
vektor alanidir.

M yiizeyi spacelike ise € =<N,N>=~1 dir. O zaman

K=-det S (2.26)
dir.

M yiizeyi timelike ise £=<N,N>=1 dir. O zaman

K=det S (2.27)
dir.
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2.5. 3-Boyutlu IR% Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

(O’Neill, 1966) ve (Hacisalihoglu, 1983) referanslarinda 3-boyutlu Oklid
uzayinda, regle yiizey ve regle yiizeylere ait bazi1 kavramlar verilmigtir. Bu kavramlar
IR3, 3-boyutlu Minkowski uzaymna asagidaki gibi uyarlayabiliriz.

Tanmim 2.5.1 (Regle Yiizey) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda, verilen bir £ dogrusunun, verilen bir o

egrisi boyunca hareket ettirilerek bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu
Minkowski uzayinda bir regle yizey denir. Bu durumda verilen ¢ dogrusuna, regle
yiizeyin bir anadogrusu ve verilen a egrisine, regle yiizeyin dayanak egrisi denir.

Tanim 2.5.2 (Aglabilir Regle Yiizey) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca

teget diizlemleri ayni ise regle yizeye agtlabilirdir denir.
Tanim 2.5.3 (Bogaz Noktas) :

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda acilabilir olmayan bir regle yiizey
verilsin. Regle yiizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas anadogru iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir.

Tanim 2.5.4 (Bogaz Cizgisi) :

3-boyutlu Minkowski uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizeyin
anadogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin
geometrik yerine, regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) denir.

Tanim 2.5.5 (Ortogonal Ydriinge) :

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrularinin herbirini dik
olarak kesen bir egri varsa, bu egriye regle yiizeyin bir- ortogonal yériingesi denir.
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3.3-BOYUTLU IR} MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE
REGLE YUZEYLER

3.1. Giris

Bu boliimde 3-boyutlu IR} Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir

egri, anadogrusu spacelike bir dogru olan spacelike regle yiizeyler ve oGzellikleri
incelenecektir. Ayrica bu boliimde aksi belirtilmedikge regle ytizeyin dayanak egrisi
spacelike bir egri, anadogrular1 da spacelike birer dogru olarak alinacaktir.

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda {0}cIcIR olmak iizere diferensiyelle-

nebilir birim hizl1 bir egri

o:I>IR}
t—>a(t) = (o (1), ay(t), as(t))

olsun. Her tel igin a(t) noktasindaki To1) teget vektori ile anadogrunun dogrultman

vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde

¢:IR—>IR?
v £(v) =y (£) + vay (1), ap(t) +vay (1), as(t) + vas(t))

dogrusunu segelim. Burada 1<i<3 olmak izere a;(t) IR, skalarlar, o(t)

noktasindaki dogrultman vektoriiniin bilegenleridir.

£ dogrusunun o egrisi boyunca hareket etmesiyle, (IxXIR @) parametrizasyonu
ile verilen bir regle yiizey olarak

¢:IxIR—> IR%
(t,v) > o(t,v) = (o (£) + vay (1), oy (t)+vay(t), os(t) + vas(t))

elde edilir. Bu regle yiizeyi M ile gosterelim.
M regle yiizeyinin, o egrisi boyunca ortonormal gati alani, o egrisinin birim
tegeti T ve £ anadogrusunun teget vektor alani yani (dogrultman vektéri) Z ise bu

diizlemde T ye dik olacak gekilde

Y=Z-<Z,T>T
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secilerek Y spacelike vektor alani elde edilir. Ayrica
lel%” alinirsa "X”:l ve <X, T >=0 3.1)
olur.
N=TAX (3.2)
olmak zere

<XN>=0, <T,N>=0, <N,N>=-1

olur. Bu durumda {T, X, N} sistemi M nin ortonormal ¢ati alamidir. Simdi bu
sistemin o-efrisi boyunca degisimini inceleyelim. IR} iizerindeki Levi-Civita

konneksiyonu D olsun.

<T,T>=<XX>=1, <N,N>=-1
T[<N,N>]=2<D{N,N>=0

<DtN,N >=0 bulunur. Benzer gekilde
< DTT,T >=0, < DTX,X>= 0

elde edilir. a,b,c fonksiyonlarm

a=<D7T,X>=T[<T,X>]-<T,DrX>=-<T,DrX>
b=-<D;T,N>=-T[<T,N>}<T,D{N>=<T,D;N> (3.3)
c=—<D{X,N>=-T[<X,N>]+ <X,DyN>=<X,D{N >

esitlikleriyle tanimlayalim. Burada

D,T=aX+bN
DyX=-aT+cN (3.4)
D{N=bT+cX

dir.
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(3.4) ifadesinin matris formu

DT 0 a b||T
DiX|=|-a 0 ¢||X (3.5)
DTN b ¢ 0 N

elde edilir.

Bir B matrisi B! =—€B¢ esitligini sagliyorsa, bu matrise skew-adjoint matris

1 0 O
denir (O’Neill, 1983). Burada €=|0 1 0 | matrisidir.
) 0 0 -1

(3.5) ifadesindeki matrisi B ile gosterelim. Yani;

0 a b
B=|-a 0 ¢
b ¢ O
olsun. Bu durumda
0 -a b
—gBe=|a 0 ¢ , (3.6)
b ¢ O
dir. Diger taraftan
0 -a b
BT=la 0 ¢ 3.7
b ¢ 0

dir. (3.6) ve (3.7) den B! =—€Be oldugundan B matrisi bir skew-adjoint matristir.

o:IxIR—> ]ZR%
(t,v) > o(t,v)=a(t) +vX(t) (3.8)

parametrizasyonu ile verilen M regle yiizeyi igin

@ =a(t) + vX(t)=(1-av)T+cvN
oy =X(t) (3.9)
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seklinde ve
E=<o;,0,>=(1- av)2 ~ 2V
F=<0,0y>=0, G=<0,,0,>=1
dir. Ayrica (2.25) ifadesi gézéniine alinirsa
E=(1-av)? -V
esitligini asagidaki sekilde yorumlayabiliriz.
E= (a2 —-cz)v2 —2av+1

ikinci dereceden denklemin kokleri

min{ L , —l—} ve ma.x{L s —1—}
a-c¢c atc a—-c atc
bulunur. Burada

a2 ~c? =<D1X , DX >
dir. Bu durumda

1) DyX vektor alani spacelike ise a® —¢? >0 dir. O zaman

. 1 1 1 1
OO<V<m1n{a_C , a+c} veya max{;—_—c , ;_’_—C}<V<OO

dur.

2) DX vektor alan: timelike ise a® —c? <0 dir. O zaman

dir.

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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3) DX vektor alam null ise a? —¢? =0 dir. O zaman

a>0 ise v<-2L
a (3.15)

. ].
> —_
a<0 1se v 2

dir.

Bu nedenle DpX vektor alam hangi cins vektor alami ise regle ylizeyin
parametrizasyonunda tanimh olan v parametresinin tamim arali1, reel sayilarnn timi
olmayip, yukarida belirtilen araliklar olacaktir. Bu bilgilere gore v nin tanim aralifim
J ile gosterelim. Bu tanim aralifinda v degeri sabit olmak ilizere M spacelike regle
ylizeyinin bir

O, Ix {v}—) M
(t, V)= 0, (t,v)=a(t) + vX(t)

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alam
A=(1-av)T+cvN (3.16)

dir. (2.25) den <N, N> <0 ve <A, A>=-<N, N> oldugundan A spacelike bir vektor
alanidir. Bu durumda ¢, egrisi spacelike bir egri olur ve

<X,A>=(1-av)<X,T>+cv<X,N>=0 3.17)
dir.
3.2. Acilabilir Spacelike Regle Yiizeyler
Bir anadogru boyunca, M spacelike regle yiizeyinin teget diizlemlerinin
¢akigik oldugu genellikle dogru degildir. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmast, ¢
fonksiyonu ile yakindan ilgilidir. Bu durumda agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.2.1.

M spacelike bir regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget diizlemlerin
ayni olmasi igin gerek ve yeter sart c=0 olmasidir.
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Ispat :

M spacelike bir regle yiizey olsun. o dayanak egrisi boyunca ortonormal ¢ati
alam {T, X, N} ve anadogrunun herhangi bir v=sbt degerine karsihik gelen
noktasindan gegen

Oy: Ix{v}—)M

egrisinin A=(1-av) T + cvN teget vektor alanin1 g6zéniine alalim.

o (t) noktasindan gegen anadogrunun her noktasinda, teget diizlemlerin sabit
olmasi i¢in, anadogru boyunca N normal vektor alaninin sabit olmas: gerekir. Ciinki
bu halde, her teget diizlemin ortak bir anadogrusu var ve normalleri aymdir. N
normal vektériiniin anadogru boyunca sabit olmasi igin {A,T} sisteminin lineer

bagimh olmasi gerekir. Bu ise
A=(l-av) T + cvN
esitligi geregince c=0 olmasini gerektirir.
O halde bir anadogru boyunca M nin teget diizlemlerinin gakigik olmasi i¢in
c=0 olmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 3.2.2.

Spacelike bir M regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart c=0
olmasidir.

Ispat :
Teoremin ispati Tamim 2.5.2 ve Teorem 3.2.1 den agiktir.
Sonug 3.2.3.
Spacelike bir M regle yiizeyi igin
| ¢ =det (T, X, X) (3.18)

dir.
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ispat :

(3.4) den X vektor alamnin degeri yerine yazlarak ve determinant
fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

det (T, X, X) = det (T, X, -aT+cN)
=-adet (T, X, T) + c det (T, X, N)
=¢ det (T, X, N)

=c
elde edilir. Burada -1=<N,N>=<TAX,N>= - det (T,X,N) olup det (T,X,N)=1 dir.
3.3. Bogaz Noktasimin Yervektorii

Agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizeyin merkez noktasinin, dayanak
egrisine olan uzakhgl_ ﬁ".olm'qk ﬁzere, &(_t): yervektorii

q(t,0) = a(t) +1 X(t) (3.19)

seklinde ifade edilebilir, burada o(t) dayanak egrisinin yervektori ve X(t) de
anadogruya ait dogrultman vektoriidir. U parametresi, spacelike regle yiizeyin
dayanak egrisinin yervektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Spacelike
regle yiizeyin, ilk ikisi X(t) ve X(t)+dX(t) olan, komsu ti¢ anadogrusu verilsin.

Q”

o

X + X @ dat

X

Sekil 3.1.

P, P" ve Q, Q komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular
tizerindeki ayaklan olsunlar. Bu durumda P ve Q farkl iki bogaz noktasidir. Ik iki
komsu anadogrunun ortak dikmesi
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X(t) A (X(t) + X(£)dt) = X(t) A X(t)dt

(3.20)

- -
nin bir katidir. Limit halinde PQ vektoéra PP’ ile cakisacak ve bogaz egrisinin tegeti

olacaktir. Dolayisiyla

- -
<X,PQ>=0, <X+DpXdt,PQ>=0

olacagindan
_)
<DX, PQ>=0
elde edilir.
da
< DTX 5 —dt— >=0
— du
< DTX , T+ UDTX+EX>= 0

<T,X>+u<X,X>=0

<T,X> __ &
<X X> a?-¢?

u=

bulunur. Boylece bogaz egrisinin yervektori igin (3.19) dan

S(t) = Gi(t) - j}l;i(; X()

elde edilir. Burada < X, X >0 dir.

a
Burada u=
3.2 - 02
a : a .
<T+(—2-—2') X+(2—7) X X>=0

a“—c a“—c
<TX>+( 2 )<XX>+( a ).<X,X>—O
’ a%-c? a?-c?)
2 Y
—< _l=0
)

a
=sbt

2

dir.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

=sabittir. Gergekten (3.21) den <a(t) , X>=0 dir. O zaman

(3.24)
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Teorem 3.3.1.

Agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin
secilisinden bagimsizdir.

Ispat :

Spacelike bir regle yiizeyin farkli iki dayanak egrisi o ve B olmak iizere
spacelike regle ytlizey,

o(t,v)=a(t)+v X(t)
veya

o(t,8)=B(t) +s X(1)

denklemiyle verilsin. Spacelike regle yiizeyin bogaz egrileri sirasiyla,

A1) =a(t)- <};’§> X(t)
<B X>
B =B~ <3 ZX0

dir. Buradan

o oo <T=B(),X>

a(t)-B()=a(t)-B(t) XX> X
o <(v-9XX>
=(v-9)X(t) X X> Xt
=0

bulunur. O halde bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin segiliginden bagimsizdir.
Teorem 3.3.2.
Agilabilir olmayan bir M spacelike regle yiizeyi verilsin. a(t) noktasindan

gegen anadogru lizerinde o(t,v,) noktasinin bogaz noktas: olmasi i¢in gerek ve yeter
sart @ (t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normalinin DX olmasidir.
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ispat :

M agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey olsun.
M nin dayanak egrist o iizerindeki ot) noktasindan gecgen, anadofru
tizerinde o(t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normali DX olsun.

Py Ix{v,} > M

egrisinin teget vektor alam1 A=(1-av,) T + cv,N olmak tzere <D1X, A>=0 dir. O
halde

<-aT +cN, (1-av,) T+v,cN>=0

-a + (a2-c2) v,=0

elde edilir. Bu ise ¢(t,v,) noktasinin bogaz noktast olmas: demektir.

a(t) noktasindan gegen anadogruya ait bogaz noktast ¢(t,v,) olsun.

<X, X>=<—-aT+cN, X>=0
<X A>=<-aT+cN, (1-av)T+cvN >=—a +(a? - c?)v

dir. ¢(t,v,) bogaz noktas: oldugundan
~a+(a%-c?)v=0
olur. O zaman
<D1X, A>=0
elde edilir. O halde ¢(t,v,) bogaz noktasinda teget diizlemin bir normali X dir.

Bogaz noktasinda X teget diizlemin bir normali oldugundan bogaz
noktasinda X bir timelike vektordir. O halde

<X, X>=a*-c? <0 (3.25)
dir.
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Teorem 3.3.3.
Agilabilir olmayan bir M spacelike regle ylizeyinin bogaz egrisi

q() =) + ——— X(1)

c2
bir spacelike egridir.
ispat :

Teoremin ispatt igin oo bogaz egrisinin teget vektor alaninin spacelike bir
vektor alant oldugunu géstermek yeterlidir. o nin teget vektor alani

a(t)= oc(t)+( ) X(t)+( )X(t)
2.2

dir. (3.24) den
da a .
—d?—-T-f‘(az_cz) X

bulunur. Buradan

)<T,X>+——a2——<X,X>
(a2-2)’

<—, —>=<T,T>+2
dt’ dt 2_¢2

a —c¢

doo do (

2
=12 .
a“—c
&
P
elde edilir. (3.25) den c?>-a®>0 dir. Bu durumda 02—02—2>0 olur. O halde
~-a
d—a ii—> >0 dir.

dt * dt
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3.4. Dagilma Parametresi

Spacelike bir M regle yiizeyinin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim.

Bu durumda u= 5-=0 olur. Buradan a=0 dir. O zaman X=-aT+cN oldugundan

a“—¢
X, yiizeyin normali N ile lineer bagimhdir. O halde

. do
A.X—T/\X—E—/\X
ve buradan
-<InX>__da1. X3 629
<X X> <XX>

dir. A ya spacelike regle yiizeyin dagima parametresi denir ve A veya Py ile
gosterilir. Burada X vektor alani yiizeyin normali ile lineer bagimli oldugundan, X
bir timelike vektor alamdir, dolayisiyla <X, X>#0 dir.

Teorem 3.4.1.

Bir M spacelike regle yiizeyinin agilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart
dagilma parametresinin sifir olmasidir.

ispat :
Teoremin ispati1 (3.26), (3.18) ve Teorem 3.2.2 den agiktir.
Teorem 3.4.2.

Spacelike bir regle ylizey M olsun. M nin her noktasindan bir tek ortogonal
yorlinge gecer.

ispat :
M nin bir parametrizasyonu

¢ : IxJ>IR}
(t,v) > o(t,v) =a(t) +vZ(t)
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olsun. Ortogonal yoriinge

B:I->M (3.27)
s—>B(s)=a(s) +{(s) Z(s)
seklindedir. T, I nin i¢inde degilse bir 6teleme ile I y1 I min igine yatirabiliriz.. Yani
I < I olarak alabiliriz.

Simdi ©(s,,v,)=P, noktasindan bir tek ortogonal yoriinge gegtigini

gosterelim. (3.27) nin tiirevini alirsak
B(s) =) + F(8)Z(8) + £()Z()
olur. B egrisi her noktada Z(s) ye dik oldugundan <B(s), Z(s)>=0 olur. Buradan

<A(s)+F(8)Z(s) + £ ()Z(s), Z(s) >=<a(s),Z(s) >
+1(s) <Z(s), Z(s) > +£(s) < Z(s), Z(s) >
f(s)+<a(s), Z(s)>=0
d £(s)
ds
d f(s)=—<a(s), Z(s) >ds
f(s)=-]<a(s), Z(s)>ds+h

=-<a(s), Z(s)>

bulunur. Burada <Z(s), Z(s)> =1 dir

—J<aus), Z(s)>ds=F(s)

dersek f(s)=F(s)+h olur. h keyfi segildiginden <B(s), Z(s)>=0 kosulunu saglayan bir

¢ok egri vardir. Bu egrilerden P, noktasindan gegeni bulmak istiyoruz. Buna gére

Py =a(s) + (F(s) + h) Z(s)

olacak bigimde bir s sayisinin bulunmasini istiyoruz.
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Sekil 3.2.

P, = a(s,)tv,Z(s,) oldugundan a(s,)+v,Z(s,)=c(s)+f(s) Z(s) olur. Buradan
a(s,)=0(s) ve v,=f(s) bulunur. I aralifim o nmin bire-bir oldugu bir aralik segersek
s=s, bulunur. v =f(s) esitliginden f(s,)=F(s,)+h ve buradan h=f(s,)-F(s,) bulunur.
Sonug olarak P, noktasindan gegen bir ve yalmz bir ortogonal yéringe vardir. Bu
ortogonal yoriinge her anadogruyu keseceginden I =1 olmak zorundadir.

Teorem 3.4.3.

Agilabilir olmayan spacelike bir regle yizey M olsun. M nin herhangi iki
a

22 o2

anadogrusu arasinda ortogonal yoringeler boyunca en uzun uzaklk, v=
degerine kargilik gelen ¢,:I— M egrisi boyunca dlgiilen uzakliktir.
ispat :

ty, ty€l ve t;<t, olmak ilizere a(t;) ve a(t,) noktalarindan gegen iki anadogru
gbzoniine alalim. Bu iki anadogru arasinda, v=sbt ortogonal yoriingesi boyunca elde
edilen uzakhg j(v) ile gosterelim.

i=T JAldt=T JRAAS a
ty f1

(v)= tjz [(a2 —c?)v? —2av+ 1]1/2 dt
t
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olur. j(v) nin maksimum deger almast ( j(v))' =0 olmasi ile miimkindir. Bu ise

(az—cz)v—a=0

olmasini gerektirir. Yani ortogonal yoriinge olan

B:I>M

t— B(t) = a(t) +——

: X(t
22 (t)

egrisi boyunca oOlgilen uzakhk, sozkonusu iki anadogru arasindaki ortogonal
yoriingeler boyunca 6lgiilen en uzun uzakliktir.

Teorem 3.4.4.

Spacelike bir regle yiizey M olsun. M nin anadogrular1 M tizerinde asimptotik
ve jeodezik ¢izgilerdir.

ispat :

Spacelike M regle yiizeyinin bir anadogrusunun teget vektor alani X olsun.
Her bir anadogru bir dogru oldugundan IR% Minkowski uzayinda bir jeodeziktir.

Boylece

dir. (2.9) Gauss Denkleminde € =<N,N >=-1 oldugundan
Dy X=DyxX-<S(X),X>N

dir. Burada D, M spacelike regle yizeyi tizerindeki indirgenmis konneksiyondur.
(3.28) den

DyX=<S(X),X>N

dir. (DxX)ex(M) ve (<S(X),X>N)ex“"(M) dir. M spacelike yizey (metrik

nondejenere) oldugundan
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AR =x(M)Sx-(M) ve x (M) (M)={0}
dir. O halde
DyX=0 ve <S(X),X>=0
elde edilir. M spacelike regle yiizeyinin anadogrulan asimptotik ve jeodezik ¢izgilerdir.
Teorem 3.4.5.

M spacelike bir regle yiizey olsun. M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak
tizere her peM igin

K(p)=0
dir.

ispat :

peM noktasindaki anadogrunun teget vektor alamt X olsun. ¢(M) nin {X, Y}
ortonormal bazini elde edelim. X ve Y spacelike vektor alanlaridir. M nin S gekil
operatériinii ortonormal bazlar cinsinden

SX)=c; X+c, Y
S(Y)=c3 X+cg Y

seklinde yazabiliriz. Bu durumda S sekil operatdriine karsilik gelen matris

<S$(X),X> <S(X),Y>
<S(Y),X> <S(Y),Y>

dir. (2.26), Teorem 2.2.14 ve Teorem 3.4.4 den
K =—detS=(<S(X),Y>)* (3.29)

bulunur. Buradan her peM i¢in K(p)=>0 dir.
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Teorem 3.4.6.

M spacelike bir regle yiizey olsun. M nin dayanak eZrisinin birim teget vektor
alan1 T, anadogrusunun birim teget vektér alant (dogrultman vektori) X ve yiizeyin
birim normal vektdr alan1 N olmak tizere

TAX =N
TAN =X (3.30)
XAN =-T
dir.
Ispat :
T ile X spacelike birim vektor alanlari, N de timelike birim vektor alam
oldugundan

<T,T>=<X,X>=1; <N,N>=-1
ve ayrica det (T, X, N)=1 dir. Bu durumda

TAX=uN , uelR
<T A X, N>=p <N,N>
-det (T, X, N) =-u

p=1

bulunur. O halde TAX = N dir.

TAN=vyX , velR
<TAN, X> =y <X, X>
~det (T, N, X) =vy

det (T, X, N) =v

y=1

bulunur. O halde TAN=X dir.
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XAN=ET , EelR
<XAN, T> =E <T,T>
det (X, N, T)=£
~det (T, X, N) =¢

=1

bulunur. O halde XAN=-T dir.
Teorem 3.4.7.

Agilabilir olmayan spacelike bir M regle yiizeyinin Gauss egrilii bir anadogru
tizerinde bogaz noktasinda minimum degerini alir.

Ispat :

M, agilabilir olmayan spacelike bir regle yizey olsun. y(M)=sp{A,X}
ortogonal bir bazdir.

Ao=—£= (1—av)T+ch

(3.31)
"A“ [(a2 ~c? )v2 —2av+ 1]1/2

birim spacelike vektor alam ve y(M)=sp {A,, X} ortonormal bir baz olur. @(t,v)
noktasinda M spacelike regle yiizeyin normalini N =N; (t,v) 1le gosterelim.

N:A AX
”A" (1-av)T+cN)AX
”A”{(l av)TAX+cvWNA X}
dir. (3.30) dan
{ch+(1 av)N} (3.32)

N

elde edilir ve

<N,N>= EA—}”?[czvz —(l—av)z]z—l
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oldugundan N =N . birim timelike vektordir.

S(Ag)=mA, +HpX
S(X)=u3A, +1gX

ve (3.29) dan

K =—detS=(u,)% =(<S(A, ), X>)* (3.33)
dir. (2.7) den
- dN dN dt
S(A,)=-D, N=-L_
Bo)=DaN="0""0 o

dir. Burada t* ile .+ ¢, , v=sbt egrisinin yay parametresi gosterilmektedir. O halde

_do(tv) _do(tv) dt _, dt

A
° o dt dt dt*  dt’
ve (3.31) den dt " l” bulunur. Béylece
1 dN
TR @

(1) roreeay s
WM(MMT“ N}

(1-av)DN+évT+cvD1T] }

bulunur. (3.4) den DT ve DN degerleri yerlerine yazilir ve ifade T, X, N bazlarina

gore diizenlenirse

__ 1 I3 . L Cv b(l av)
SB)= ﬂ) o

av bev
leﬂwww
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elde edilir. Boylece

(v

<S(Ay), X>=- =
AF

<X, X>
A
A
olur. (3.33) den ¢(t,v) noktasindaki Gauss egriligi

2
K(t,V) = ——r

" JAf

K(t,v)=

CZ

(3.34)
[(a2 WP —2av+ 1]2

bulunur. Buradan

K(t,v) _ 2¢2 [(a.2 —c?)v?—2av+ 1] [Z(a2 —)v- 2a]

ov [(a2 —c? )v"Z —2av+ 1]4

K (t,v) 4c? [(a2 —cz)v—a]
o [< AA >]3

dir. M agilabilir olmayan bir regle yiizey oldugundan c¢#0 ve <A,A> >0 dir.
oK(t,v)

=0 dan v= 5 ekstremum noktas: bulunur ve
ov a’-c
2
0 I;Z(t,v) s> 0
M a2—¢?
dir. Boylece v=— 2 5 noktasi K(t,v) - nin minimum noktasidir. v= 3 2 5 dege-

a“—c¢ a‘-c¢
rine anadogru Uzerindeki karsilik gelen nokta merkez noktasi oldugundan X
anadogrusu iizerinde K fonksiyonu minimum degerini merkez noktasinda alir. v nin
bu degeri (3.34) de yerine yazilirsa

(a2 . 02)2

02

(3.35)

K min =

bulunur.
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Teorem 3.4.8.

M spacelike bir regle yiizey olsun. M nin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart M nin Gauss egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir olmasidir.

ispat :
Teoremin ispat: (3.34) ve Teorem3.2.2 den kolayca goriiliir.
Teorem 3.4.9.

Bir M spacelike regle yiizeyinin dagilma parametresi yalmizca anadogrulara
baglidir.

ispat :

(3.35) den, bir anadogru boyunca Gauss egriliginin minimum degeri

dir. Bogaz noktasinda a=0 ve (3.26) dan

LY
K. =c¢*=|—
min = [PX)

Q‘Kmm =L
Py
1

VEuia

elde edilir. K., degeri bir anadogru boyunca bir tekdir. O halde dagima
parametresinin degeri bir anadogru igin aynidir, anadogrudan anadogruya degisir.

Py = (3.36)

3-boyutlu Oklid uzayindaki regle yiizeylerde, merkez noktas ile ilgili teorem,
1839 yilinda Chasles tarafindan verilmigtir. Simdi bu teoremin 3-boyutlu Minkowski
uzaymndaki spacelike regle yiizeyler igin kargihgin1 verelim.
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Teorem 3.4.10.

M agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey olsun. M nin bir anadogru
boyunca normali N, bu anadogru tizerindeki merkez noktasinda M nin normali N ise
N ile N, arasindaki aginin hiperbolik tanjanti, N, nin baglangi¢ noktasinin merkez
noktasina olan uzaklig ile doéru orantilidir.

ispat :
M spacelike regle ylizeyi

o:IxJ—> [R{’
o(t,v) = (o () +vay (), ay () +vay (1), a3(t)+vaz(t))

olmak tizere (IxJ, @) parametrizasyonu ile verilsin. v=0 igin ¢(t,0) noktast M nin bir
bogaz noktas: olsun. o:I—>M egrisi ¢(t,0) merkez noktasindan gegen bir ortogonal
yoringe olur. o egrisinin birim teget vektor alamn T ve a(t) noktasindan gecen
anadogrunun birimi teget vektér alami X olmak tzere, ¢(t,0) noktasinda Teorem
3.3.2 den DX vektor alani, M ye normaldir. Béylece v=0 oldugundan a=0 dir. Buna
gore dagilma parametresi

Py =+ : (3.37)
c

dir. (3.32) den, anadogru boyunca yiizeyin normali

cvT+N

\/1~02v2

N, = (3.38)

dir. N ile N, arasindaki agty1 O ile gosterelim. N ile N, birim timelike vektorlerdir.
(3.38) den '

<N,N, >=<N, CVT-ZTZ >
ll“c (3.39)
<N,N, >= ———
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bulunur Teorem 2.1.5 in (ii) sikkindan

<N, N, >=—|N| [Ny ch6 = —ché

elde edilir. (3.37) den c=PL degeri (3.39) da yerine yaziirsa

X
chf =
2
26
Py
bulunur.
Sh20 =ch?9 -1
1

th = —
Py
bulunur.
Sonug 3.4.11.

(3.40)

Agcilabilir olmayan spacelike bir M regle yiizeyi tizerinde bir anadogru

boyunca teget diizlem 1 <v< 1 araligindaki miimkiin olan biitiin dénmeleri yapar.

v v

ispat :

M, agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey ve peM noktasindan gegen £,

anadogrusu Gzerindeki merkez noktast p olsun. peM noktasinda M nin normali N,
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ve qe{, noktasindaki normali de Ny olsun. p ve q noktalar1 arasindaki uzaklk v

olmak tzere Nj ile Ny arasindaki ag1 6 ise Teorem 3.4.10 dan th® =FV— dir. Bogaz
X

noktasinda X timelike vektor alani oldugundan (3.14) den
, { 1 1 } { 1 1 }
min{—— , —j<v<max{— , ——
a—c a+c a—-¢c a-+c

dir. a=0 oldugundan

dir.

Eger v=0 ise p ile q noktalar1 arasindaki uzaklik sifirdir. O zaman p=q dir. Bu
durumda th8=0 ve buradan €2 =1 olur. Boylece 6=0 bulunur.

Eger O<v< max{——l— , l} ise bu durumda th6=vc dir. (3.3) ve Teorem 2.1.5
S o

in (i1) sikkindan c=—<X,N>=“Xﬂ “N" ch® olup ¢>0 dir. Buradan th6>0 ve e?®>1

olup 6>0 bulunur.

Eger rmn{—l , l} <v<0 ise bu durumda thO<0 dir. Buradan 6<0 bulunur.
c ¢

Sonug olarak bir anadogru boyunca teget diizlem —l<v<l degerlerine
c c

karsilik gelen miimkiin biitin donmeleri yapar.

Ornek 3.4.12.

K 2 2. K [ 2 T
o(t,v)=| ( 3 5 —V)cos Kz—rzt,(——i—z-—v)sm k212t ————t
K°~1 K°-1 ,/KZ_TZ

I. cegit helikoid ylizeyi spacelike bir regle yiizeydir (Woestyne, 1990). Burada x ve t©
dayanak egrisi o mnn, sirasiyla, birinci ve ikinci egnligi, |1c| >|'r| olup

v<min{—L —1-} veya v>max{—_1—, ! } dir. Yizeyi o(t,v) =a(t) + vX(t)

T+x T—K T+K T—X

formunda yazalim.
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K 2 2 K . ) T
o(t,v)= 55 C0S k2 -1 t,———sin x2 — Pt ———t
K™ —T K™—=7T \/KZ —1:2

+ V(—COS\/KZ —7%t,—sinvk? - 7 t,O)

dir. <a, a>=1 oldugundan a dayanak egrisi spacelike ve <X,X>=1 oldugundan
anadogrular da spacelike birer dogrudur.

X(t) =(\/K2 —7? sin\/u:2 -2 t,—\/Kz 2 COS\/I?;‘EZ t,O)

2_7? olup IK, >|'cl oldugundan X spacelike bir vektor alandir.

—KSin‘\/Kz—th kcosVki—T?t 1
det(T,X,X)=| —cosV Kzfrzt —sinvk?-7%t 0
sin\hcz-—'czt —cosVxZ -1t 0

=‘C(0082\/K2—‘L'2t+sin2\/1<2—‘52t)

=T

ve <X, X>=x

dir. Teorem 3.2.2 ve Sonug 3.2.3 den I. ¢esit helikoid yiizeyinin agilabilir olmasi igin
gerek ve yeter sart =0 olmasidir.
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Ornek 3.4.13.

o(t,v)= ( ——v)ch\/

- v)sh\/t —K t}

\/‘t —Kz K -7

I1. ¢esit helikoid yiizeyi spacelike bir regle yiizeydir (Woestijne, 1990). Burada x ve t

dayanak egrisi o nn, sirastyla, birinci ve ikinci egriligi, |1:| >|1c| olup

mm{ ! , - }<v<max{ nL , - } dir. Yizeyi o(t,v) =a(t)+vX(t) formunda
K—T K+7T K—T K+7

yazalim.

K Tt K
o(t,v)=| ——5~ch 72—k, ,—5 3 sh 72—t
K°—1 \/1;2_1(2 K“ -1

(Ch‘C—KtO——Sh‘C—Kt)

dir. <&, a>=1 oldugundan o dayanak egrisi spacelike ve <X,X>=1 oldugundan
anadogrular da spacelike birer dogrudur.

X(t)=(—\/’t2 —KZSh\/'!ZZ —Kzt, 0, —\/1:2 —chh\/'r:2 —Kzt)

2

ve <X,X>=1<2 -1° olup |'c[>[1<[ oldugundan X timelike bir vektor alamdir..

<T,X>=—x ve (3.22) den

u= :;r(’,iz = 3 ]i 3 bogaz noktasimin yervektoridir. Bogaz egrisi
(1) = a(t) +——5 X(1) ve
K°—1
- 2 -
<a(t),t) >=<T,T>+2 5<T X>+( 5 2) <X, X>
-1 K°-1
K2 «?
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2_x%>0 oldugundan @ spacelike bir egridir. det(T, X,X)= -t bulunur ve (3.26)
dan dagilma parametresi Py = 5 i 5 dir. Teorem 3.2.2 ve Sonug 3.2.3 den II. gesit
T°-x

helikoid yiizeyinin agilabilir olmast i¢in gerek ve yeter sart =0 olmasidir.

T

Sekil 3.4.

Ornek 3.4.14.

: Kt2 -‘czt3 KT t3
o(t,v)= +v, +t—xvt, ——+ 1Vt
2 6 6

II. ¢esit Enneper'in eslenik yiizeyi spacelike bir regle yiizeydir (Woestyne, 1990).
=|t|=0

Burada « ve T dayanak e@risi o nin, sirastyla , birinci ve ikinci egriligi ve IK

olup
. 1
>0 1se V< —
2k
k<0 ise v> i
2%

dir. Yuzeyi o(t,v) =a(t)+ vX(t) formunda yazalim.
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2 % xtt3

Kt
t,v)= , +t, +v(l, -xt, Tt
o(t,v) (2 i, J v )

dir. <d, a>=1 oldugundan o dayanak egrisi spacelike ve <X, X>=1 oldugundan
anadogrular da spacelike birer dogrudur.

X=(0,~x,7) ve <X, X>=x*-7°

olup ,Kl = ]1:] oldugundan X bir null vektor alamdir.

2.2 2
L L

, 2 2
det (T, X, X)=| 1 —Kt Tt
0 —-K T

dur. Teorem 3.2.2 ve Sonug 3.2.3 den bu yiizeyin agilabilir olmast i¢in gerek ve yeter
sart =0 olmasidir.

Sekil 3.5.
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Ornek 3.4.15.
o(t,v) =a(t) +vX(t)=(0,t,0) +v(t,0,0)

xy-diizlemi spacelike bir regle yiizeydir (Woestijne, 1990). <a, & >=1 oldugundan
dayanak egrisi spacelike <X, X>= t2 >0 oldugundan anadogrular da spacelike birer

dogrudur.

o ' f] £
o é'&?@gy il ] jl\q 6’; (L,
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4. 3-BOYUTLU IR} MINKOWSKIi UZAYINDA TIMELIKE
REGLE YUZEYLER

4.1, Dayanak Egrisi Spacelike ve Anadogrulan Timelike Olan
Regle Yiizeyler

Bu kesimde 3-boyutlu IR} Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir
egri, anadogrularni timelike dogrular olan timelike regle yiizeyler ve ozellikleri
incelenecektir. Ayrica bu kesimde aksi belirtilmedikge regle yiizeyin dayanak egrisi
spacelike bir egri, anadogrular da timelike dogrular olarak alinacaktir.

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda {0}cIcIR olmak tzere diferensiyellene-
bilir birim hizli bir egri

o: >IR3
t—>a(t) = (o (), aa(t), az(t))

olsun. Her tel igin a(t) noktasindaki Ty teget vektoru ile anadogrunun dogrultman

vektoril lineer bagimsiz olacak sekilde

¢: IR—-IR}
v—>£(v) =(; (1) + vby (1), atp (1) +vby (1), a3(t) +vbs(1))

dogrusunu segelim. Burada 1<i1<3 olmak tzere b;(t) IR skalarlan, o(t)

noktasindaki dogrultman vektoriinin bilesenleridir.

¢ dogrusunun o. egrisi boyunca hareket etmesiyle, (IxIR,@) parametrizasyonu
ile verilen bir

o:IxIR—> IR%
(t,v) > o(t, V) =(a; (£) + vy (), oty () +vby (1), a3 (t) + vb3(t))

regle ylzeyi elde edilir. Bu regle yiizeyi M ile gosterelim.

M regle yiizeyinin, o. egrisi boyunca ortonormal ¢at1 alanmi, o egrisinin birim
tegeti T ve ¢ anadogrusunun teget vektor alani Z ise bu diizlemde T ye dik olacak
sekilde
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Y=2-<Z, T>T
secilerek Y timelike vektor alam elde edilir. Ayrica

X:W;{—” almirsa <X, X>=-1ve <X T >=0 “4.1)

olur.

N=TAaX (4.2)
olmak tzere

<X,N>=0, <T,N>=0, <N,N>=1

olur, Bu durumda {T,N,X} sistemi M nin ortonormal gat1 alanidir. $imdi bu sistemin
o-egrisi boyunca degisimini inceleyelim. IR} iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu D
olsun.

<T,T>=1, <X X>=-1, <N,N>=1

T[<N,N>]=2<D{N,N>=0

<DiN,N>=0

bulunur. Benzer sekilde

<DT, T>=0, <DX,X>=0
elde edilir. a,b,c fonksiyonlarini

a=<T,DX>=T<T,X>-<DT,X>=-<D{T,X>
b=<DiT,N>=T<T,N>~-<T,DN>=~<T,DN> (4.3)
c=<DX,N>=T<X,N>-<X,DIN>=-<XDrN>

esitlikleriyle tanimlayalim. Burada

DTT = bN +aX
DN =-bT+cX (4.4)
DTX = aT+cN
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dir.
(4.4) ifadesinin matris formu

DTl [0 b a][T
D{N|{=|-b 0 c||N (4.5)
DX| |2 ¢ 0f[X

elde edilir.

0 b a
C=|-b 0 ¢
a ¢ O
matrisinin transpozu
0 -b a
cT=lp 0 ¢ (4.6)
c
dir. Diger taraftan
0 -b a
—eCe=|b 0 ¢ 4.7
c O

dir. (4.6) ve (4.7) den cl=—¢Ce oldugundan C matrisi bir skew-adjoint matristir.

¢:IxIR—> IR%
@, v) > o(t,v) =a(t) + vX(t) (4.8)

parametrizasyonu ile verilen M regle yiizeyi igin

0; =a(t)+vX(t)=(1+av)T+cvN
9y =X() (49
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seklinde ve
E=<0;,0;>=(1+ a,v)2 +c2v? (4.10)
F=<0;,0,>=0 , G=<0@,,0,>=-1

dir. Buradan <N,N>= F2~EG=E ve E >0 oldugundan <N,N> >0 bulunur. Teorem
2.4.5 den M regle ytizeyi bir timelike yiizeydir.

o(t,v)=a(t)+vX(t) ile verilen ifade (IxIR, ¢) parametrizasyonunda her velR
sabit degeri igin M nin bir o, : Ix{v}—>M eprisini belirtir. Bu egrinin teget vektor

alani ise
A=T+vDX

ve burada DyX=aT+cN oldugundan

A = (1+av) T+cvN (4.11)

seklinde bulunur. <A,A>=E ve E>0 oldugundan A spacelike bir vektor alamdir. Bu
durumda o, egrisi spacelike bir egri ve

<X A>=(1+av)< X T>+cv<XN>=0 . (4.12)
dir.

Bir anadogru boyunca, M timelike regle yiizeyinin teget diizlemlerinin ¢akistk
oldugu genellikle dogru degildir. Ancak, bu dizlemlerin daima sabit olmasi, ¢
fonksiyonu ile yakindan ilgilidir. Bu durumda asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.1.1.

M timelike bir regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget diizlemlerin
ayni olmast igin gerek ve yeter sart c=0 olmasidir.

ispat :
M timelike bir regle yiizey olsun. o. dayanak egrisi boyunca ortonormal gati

alam {T,NN,X} ve anadogrunun herhangi bir v=sbt degerine karsilik gelen
noktasindan gegen
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Oy : Ix{v}—)M
egrisinin A= (1+av)T+cvN teget vektor alanim gozoniine alalim.
o(t) noktasindan gegen anadogrunun her noktasinda, teget dizlemlerin sabit
olmast i¢in, anadogru boyunca N normal vektér alanimin sabit olmas: gerekir. Ciinki
bu halde, her teget diizlemin ortak bir anadogrusu var ve normalleri aymdir. N

normal vektériiniin anadogru boyunca sabit olmasi igin {A T} sisteminin lineer
bagimli olmasi gerekir. Bu ise

A=(1+av) T+cvN
esitligi geregince ¢c=0 olmasim gerektirir.

O halde bir anadogru boyunca M nin teget diizlemlerinin ¢akigik olmasi igin

¢=0 olmas1 gerek ve yeterdir.
Teorem 4.1.2,

Timelike bir M regle ylizeyinin agilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart c=0

olmasidir.
ispat E
Teoremin ispatt Tanim 2.5.2 ve Teorem 4.1.1 den agiktir.
Sonug 4.1.3.
Timelike bir M regle yiizeyi igin

¢ =-det (T, X, X) (4.13)
dir.

ispat :

(4.'4’) den X vektor alanmun degeri yerine yazilir ve determinant fonksiyonun
ozellikler1 kullanilirsa
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det (T, X, X) = det (T, X, aT+cN)
=adet (T, X, T) + c det (T, X, N)
=-c
elde edilir. Burada det (T,X,N)=-1 dir.

Bogaz Noktasinin Yervektorii

Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizeyin merkez noktasiniy dayanak
egrisine olan uzaklifi . olmak iizere, a(t) yervektori ‘

a(t,u)=a(t)+u X(t) (4.14)
seklinde ifade edilebilir, burada o(t) dayanak egrisinin yervektori ve X(t) de
anadogruya ait dogrultman vektoriidiir. U parametresi, timelike regle yiizeyin

dayanak egrisinin yervektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Timelike
regle yiizeyin ilk ikisi X(t) ve X(t)+dX(t) olan, komgu li¢ anadogrusu verilsin.

Qr

&

LW

> X +X (@ dt

X(t)

Sekil 4.1.

P, P ve Q, Q komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular
iizerindeki ayaklan olsunlar. Bu durumda P ve Q farkh iki bogaz noktasidir. 11k iki
komsu anadogrunun ortak dikmesi

X(t) A(X() + X(t)dt) = X(t) A X(t)dt
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—> >
nin bir katidir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile gakigsacak ve bogaz egrisinin tegeti
olacaktir. Dolayisiyla

<X,PQ>=0, <X+D;Xdt,PQ>=0 (4.15)
olacagindan
._)
<DtX, PQ>=0
elde edilir.
do
<DiX, E>:0
— da
<DTX ) T+uDTX+EX>:O
<T,X>+u<X,X>=0
ﬁ=_<T,X> ___ a (4.16)

<X’X> 3.2+C2

bulunur. Béylece bogaz egrisinin yervektori igin (4.14) den
<T,X>
<X, X>
elde edilir. Burada <X, X>#0 dir.

at)=a(t)— X(t) (4.17)

Burada u=- 5

=sbt dir. Gergekten <X, d_q_>=0 oldugundan
a“+c dt

a - a |\
<T- o [ X~ X>=0
(a2+02) (a2+c2) %

. a . a )
<T,Xo- | <X, X>- <X, X>=0
ate) {5)
N
—— 1 =0 418
(a2+c2) (4.18)
=sbt
a? +¢?
dir. Buradan i =- Za 3 =sabittir.

a~+c¢
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Teorem 4.1.4.

Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin
secilisinden bagimsizdir.

ispat :

Timelike bir regle yiizeyin farkli iki dayanak egrisi oo ve B olmak iizere
timelike regle yiizey,

o(t,v)=a(t)+v X(t)
veya
o(t,s)=PB(t)+s X(t)

denklemiyle verilsin. Timelike regle yiizeyin bogaz egrileri, sirasiyla,

<T,X>

q(1) =) - LX)
W <B,X>
B(H=B®) X% X(t)

dir. Buradan

<T—B,X>

a(t)-B(t)=al(t)-B(t)- XX X(1)
o _<(v—s)X,X>
=(v—-s)X(t) X X> X(t)
=0

bulunur. O halde bogaz gizgisi dayanak egrisinin segiliginden bagimsizdir.
Teorem 4.1.5.

Agilabilir olmayan bir M timelike regle yiizeyi verilsin. a(t) noktasindan
gecen anadogru iizerinde @(t,v,) noktasinin bogaz noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart ¢ (t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normalinin DX olmasidir.



56

ispat :

M agilabilir olmayan timelike bir regle yilizey olsun.
M nin dayanak egrisi o Uzerindeki a(t) noktasindan gegen, anadogru
iizerinde ¢(t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normali DtX olsun.

Py, Ix{vo}—->M
egrisinin teget vektor alamt A=(1+av)T+cvN olmak tizere <DX, A>=0 dir. O halde

<aT + cN, (1+av,) T+v, cN>=0
a + (a*+c?) v,=0
a
Vo =-—

az +c2

elde edilir. Bu ise ¢(t,v,) noktasimn bogaz noktas: olmas: demektir.
o(t) noktasindan gegen anadogruya ait bogaz noktast ¢(t,v,) olsun.

<X,X>=<aT+cN, X>=0
<X, A>=<aT+cN, (1+av)T+cvN>=a+(a? +c?)v

dir. o(t,v,) bogaz noktasi oldugundan
a+ (a2 +c2)v=0

olur. O zaman <DtX, A>=0 elde edilir. O halde ¢(t,v,) bogaz noktasinda teget
diizlemin bir normali DX dir.

Teorem 4.1.6.
Agilabilir olmayan bir M timelike regle ytizeyinin bogaz egrisi

a

a(t)=a(t)- X(t)

a? +¢?
bir spacelike egridir.
Ispat :

Teoremin ispati igin o bogaz egrisinin teget vektor alanmnin spacelike bir
vektor alam oldugunu gostermek yeterlidir. o nin teget vektor alam
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a'“(t)=a(t)-( 2 2) X(t)—(az icz) X()

a2+c

dir. (4.18) den

da a .
—=T- X
dt (a2+cz)

bulunur. Buradan

L 2
<d—a, g9‘—>:<T,T>—-2(%)<T,X>-|—a'5<X,X>
dt’ dt a*+c (az +c2)
2
=1- za 2
a~+cC
a% +c?

elde edilir. Boylece <§9— , iig> >0 dir.
dt dt

Dagilma Parametresi

Timelike bir M regle yiizeyin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim. Bu

=0 olur. Buradan a=0 dir. O zaman X =aT+cN oldugundan

a
durumda u=-
a% +c?
X, yiizeyin normali N ile lineer bagimhidir. O halde

. da
kX-T/\X-E/\X

ve buradan

(= STAXX> | de(TXX) (4.19)
<X X> <X, X>

dir. A ya timelike regle ylizeyin dagilma parametresi denir ve A veya Py ile gosterilir.
Burada X vektor alam yiizeyin normali ile lineer bagimli oldugundan, <X, X>#0 dur.
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Teorem 4.1.7.

Bir M timelike regle yiizeyinin agilabilir olmas:i i¢in gerek ve yeter sart
dagilma parametresinin sifir olmasidir.

ispat :
Teoremin ispati1 (4.19), (4.13) ve Teorem 4.1.2 den agiktir.
Teorem 4.1.8.

Timelike bir regle yiizey M olsun. M nin her noktasindan bir tek ortogonal

yoringe geger.
ispat :
M nin bir parametrizasyonu

¢:IxIR—> ]:Rf
(t,v) > o(t,v) =a(t) + vZ(t)

olsun. Ortogonal yoriingenin denklemi

B:I->M

(4.20)
s—>B(s)=a(s)+{(s) Z(s)

seklindedir. I, I nin iginde degilse bir steleme ile I y1 I min igine yatirabiliriz. Yani
I = I olarak alabiliriz.

Simdi o(s,,v,)=P, noktasindan bir tek ortogonal yoringe gectigini
gosterelim. (4.20) nin tiirevint alirsak

B(s) = cu(s) +£(5) Z(s) + £ (5) Z(5)

olur. B egrisi her noktada Z(s) ye dik oldugundan <B (s), Z(s)>=0 olur. Buradan
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<a(s) +F(8)Z(s) + £(s)Z(s), Z(s) >=<a(s),Z(s) >
+£(5) <Z(s), Z(s) > +£(s) <Z(s), Z(s) >
= f(s)+<a(s), Z(s)>=0
df(s) _
ds
fs)= j<a(s), Z(s)>ds+h

<a(s), Z(s)>

bulunur. Burada < Z(s), Z(s) >=-1 dir.
J<a(s), Z(s)>ds=F(s)

dersek f(s) = F(s) + h olur. h keyfi segildiginden < (s), Z(s)>=0 kosulunu saglayan

bir gok egri vardir. Bu egrilerden P, noktasindan gegeni bulmak istiyoruz. Buna gore
P, = a(s) + (F(s) + h) Z(s)

olacak bigimde bir s sayisim1 bulmak istiyoruz. P, = a(sy)+ v, Z(s,) oldugundan
U(So) T Vo Z(5,) = a(s) + £(s) Z(5)

olur. Buradan a(s,)=a(s) ve v,=f(s) bulunur. I araligim o nin bire-bir oldugu bir
aralik segersek s=s, bulunur. v =f(s) esitlifinden f (s,)=F(s,)+h ve buradan
h=f(s,)- F(s,) bulunur. Sonug olarak P, noktasindan gegen bir ve yalniz bir ortogonal
yoriinge vardir. Bu ortogonal yoriinge her anadogruyu keseceginden I=1I olmak
zorundadir.

Teorem 4.1.9.

Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey M olsun. M nin herhangi iki
a

a2 +¢?

anadogrusu arasinda ortogonal yoriingeler boyunca en kisa uzakhk, v=-

degerine karsilik gelen ¢,: I— M egrisi boyunca 6lgiilen uzakhiktir.
Ispat :
t1, el ve t;<t, olmak tizere a.(t;) ve a(ty) noktalarindan gegen iki anadogru

gozonune alalim. Bu iki anadogru arasinda, v=sbt ortogonal yoriingesi boyunca elde
edilen uzakligs j(v) ile gosterelim.
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ta 1y
=1 |A]dt=] Jl<AAS]at
t1 t

=1 (2 +*)v? +2av+ 1]"2 dt
t

olur. j(v) nin minimum deger almasi (j(v)) =0 olmas: ile miimkiindiir. Bu ise

(a® +c®)v+a=0

a

a +¢c?

v=-—

olmasini gerektirir. Yani ortogonal yériinge olan

B:I->M
t— B()=a(t)-

2__x(t)

a? +¢>

egrisi boyunca olgiilen uzaklik, sézkonusu iki anadogru arasindaki ortogonal
yoériingeler boyunca 6lgtlen en kisa uzakliktir.

Teorem 4.1.10.

Timelike bir regle yiizey M olsun. M nin anaddgmlarl M iizerinde asimptotik
ve jeodezik gizgilerdir.

Ispat :

M nin bir anadogrusunun teget vektér alan1 X olsun. Her bir anadogru bir
dogru oldugundan IR% Minkowski uzayinda bir jeodeziktir. Boylece

Dy X=0 (4.21)
dir. (2.9) Gauss Denkleminde € =<N,N >=1 oldugundan
DXX = ﬁXX+ < S(X),X >N

dir. (4.21) den
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DyX=-<S(X),X>N

dir. (DxX)ex(M) ve (<S(X),X>N) eyt (M) dir. M timelike yiizey (metrik

nondejenere) oldugundan
AR =x(M)®x (M) ve x(M)~x-(M)={0}
dir. O halde

DyX=0 ve <S8(X),X>=0
elde edilir. M timelike regle yiizeyinin anadogrular1 asimptotik ve jeodezik ¢izgilerdir.

Teorem 4.1.11.

M timelike bir regle yiizey olsun. M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak
tizere her peM igin

K@) =20
dir.

Ispat :

peM noktasindaki anadogrunun teget vektor alami X olsun. x(M) nin {X,Y}
ortonormal bazini elde edelim. X timelike ve Y spacelike vektor alanlaridir. M nin S
sekil operatoriinii ortonormal bazlar cinsinden

SX)=c; X+c, Y
S(Y)=c;X+c, Y

seklinde yazabiliriz. Bu durumda S gekil operatériine karsilik gelen matris

S -<8(X),X> <S8(X),Y>
T -<8(),X> <S(Y),Y>

dir. (2.27), Teorem 2.2.14 ve Teorem 4.1.10 dan
K =detS =(<S(X),Y >)* (4.22)

bulunur. Buradan her peM igin K(p)>0 dir.



62

Teorem 4.1.12.

M timelike bir regle yiizey olsun. M nin dayanak egrisinin birim teget vektor
alam1 T, anadogrunun birim teget vektor alant X ve yiizeyin birim normal vektor alani

N olmak lizere

TAX =N
TAN =X (4.23)
XAN=T
dir.
ispat :
T ile N spacelike birim vektor alanlari, X de timelike birim vektor alam
oldugundan

<T,T>=1, <X, X>=-1, <N,N>=1
ve ayrica det (T, X, N)=-1 dir. Bu durumda

TAX=uN | pelR
<T A X, N>=p <N,N>
-det(T, X, N)=pn

u=1

bulunur. O halde TAX =N dir.

TAN=yX , velR
<TAN, X> =y <X, X>
~det (T, N, X) =y

~det (T, X, N)=v

y=1

bulunur. O halde TAN= X dir.
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XAN=ET , ¢EelR
<XAN, T> =& <T,T>
-det (X, N, T)=¢&

-det (T, X, N) =&

£=1

bulunur. O halde XAN=T dir.
Teorem 4.1.13.

Agilabilir olmayan timelike bir M regle yiizeyinin Gauss egrilii bir anadogru
tizerinde bogaz noktasinda maksimum degerini alir.

ispat :

Agilabilir olmayan timelike bir regle yizey M olsun. x(M)=sp{A,X}
ortogonal bir bazdir.

_A (1+av)T+cvN
o =TT )=
[A]

A (4.24)

[(a2 +¢? )v2 +2av+ 1]112

birim spacelike vektor alani ve x(M)=sp{A,, X} orfonorrnal bir baz olur. ¢(t,v)
noktasinda M timelike regle yiizeyin normalini N =N, .y ile gosterelim.

N=A,AX
:NTiﬂ[(l+av)TAX+chAX]

dir. (4.23) den

N = —1"' +av - CV
Nl el

elde edilir ve

<N,N>= “—AIHT[(IHW)2 + c?‘vz] =1
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oldugundan N=N . birim spacelike vektordiir

S(Ag) = HiA, +HoX
S0 =p3A, + 14X

ve (4.22) den

K =detS=(i)* =(<S(A, ), X>)* (4.25)
dir. (2.7) den
- dN dN adt
S(A.)=-D, N=-2-_2%
(86)="Da, dt*  dt 4t

- dir. Burada t* ile .. @y ., v=sbt egrisinin yay parametresi gosterilmektedir. O halde

do(t,v) _do(tv) dt _, dt

A =
R dt 4" dt*
ve (4.24) den " “ bulunur. Béylece
1 dN
T«

"—1 . +av cVl|+ aviN +
WMQWIW”WN

(1+av)DyN—&vT—cvDrT] }

bulunur. (4.4) den DT ve DN degerleri yerlerine yazilir ve ifade T,N,X bazlarina

gore diizenlenirse

1 1 ‘ ¢v  b(l+av)
S(A,)= 7 | (¢v) T
Al (IIAIIJ [l Al

cbv K\ c
M%”wwlm
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elde edilir. Boylece

(v

Al

<S(Ag),X>=———<X,X>=
]

olur. (4.25) den o(t,v) noktasindaki Gauss egriligi

2
K(t,v) = ——
2

A"
v

K(,v)= — (4.26)
[(a2 + cz)v2 +2av+ 1]

bulunur. Buradan

K(t,v) b —202{(3.2 +c2)v2 +2av+l] [2(a2 +cz)v+gaJ

-~

Y [(a2 -’:-cz)v2 —+-2av~!—1]4

SK(t,v) —4c? [(a2 +02)V+a]

cv [<AA >]3

dir. M agilabilir olmayan bir regle yiizey oldugundan c#0 ve <A,A> >0 dir.
6K(t,v)=0 dan

ekstremum noktas1 bulunur ve

azl;(t,v) e < 0
v a?+c?
dir. Boylece v=~— 2 5 noktas K(,v) nin maksimum noktasidir. v=——~2—aT
a”+c a“+c¢

degerine anadogru izerindeki karsibik gelen nokta merkez noktasi oldugundan X
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anadogrusu tizerinde K fonksiyonu maksimum degerini merkez noktasinda alir. v nin
bu degeri (4.26) da yerine yazilirsa

_ (a2 +c:2)2

(4.27)

bulunur.
Teorem 4.1.14.

M timelike bir regle yiizey olsun. M nin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart M nin Gauss egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir olmasidir.

Ispat :
Teoremin ispat1 (4.26) ve Teorem 4.1.2 den kolayca goriilir.
Teorem 4.1.15.

Bir M timelike regle yiizeyinin dagilma parametresi yalnizca anadogrulara
baglidir.

Ispat :

(4.27) den, bir anadogru boyunca Gauss egriliginin maksimum degeri

_(a2+cz)2
Ko =7

dir. Bogaz noktasinda a=0 ve (4.19) dan

2
2= L
[Px)

1
PX

BW
&
1

L (4.28)

I
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elde edilir. K,, degeri bir anadofru boyunca bir tekdir. O halde dagima
parametresinin degeri bir anadogru i¢in aynidir, anadogrudan anadogruya degisir.

3-boyutlu Oklid uzayindaki regle yiizeylerde, merkez nokta ile ilgili teorem,
1839 yilinda Chasles tarafindan yapilmig. Bu teoreme 3-boyutlu Minkowski uzayinda
dayanak egrisi spacelike ve anadogrusu timelike olan timelike regle yiizeylerde
karsilik gelen teoremi verelim.

Teorem 4.1.16.

M agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey olsun. M nin bir anadogru
boyunca normali N,, bu anadogru uzerindeki merkez noktasinda M nin normali N ise
N ile N, arasindaki aginin tanjanti, N, nin baslangig noktasinin merkez noktasina

olan uzakhg ile dogru orantilidir.
Ispat :
M timelike regle yiizeyi

¢:IxIR—> IR?
o(t, v) = (0t (1) + vby (1), ay(£)+vby (1), a3(t) +vbs3(t))

olmak iizere (IXIR,p) parametrizasyonu ile verilsin. v=0 igin @(t,0) noktasi M nin bir
bogaz noktasi olsun. o:I—> M egrisi ¢(t,0) merkez noktasindan gegen bir ortogonal
yoriinge olur. o efrisinin birim teget vektor alan1t T ve a(t) noktasindan gegen
anadogrunun birim teget vektoér alam X olmak tizere, ¢(t,0) noktasinda Teorem
4.1.5 den DX vektor alani, M ye normaldir. Boylece v=0 oldugundan a=0 dir. Buna
gore dagima parametresi

Py -1 (4.29)
C

dir. Anadogru boyunca yiizeyin normali

_ N-ovl

c2v2 +1

N, (4.30)
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elde edilir. N ile N, arasindaki aciy1 O ile gosterelim. N ile N, birim spacelike
vektorlerdir. (4.30) dan

N-cvT
>

{2 2 ‘
cve +1 (4.31)

<N,N, >=<N,

bulunur. (2.2) den

<N,N, >=|N] [Ny| cos6 =cosé (4.32)

elde edilir. (4.29) dan c= —I—}— degeri (4.32) de yerine yazilirsa

bulunur.

2
e
P
sin26=1—cosze=—x—2—
v
14| —
(Px)

elde edilir. Buradan

tand = —

Py
bulunur.

Sonug 4.1.17.

Agilabilir olmayan timelike bir M regle yiizeyi tizerinde bir anadogru boyunca
teget diizlem bir ugdanttekine anadogru etrafinda 180 derece doner.
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ispat :

M, agilabilir olmayan bir timelike regle ylizey ve peM noktasindan gegen £,

anadogrusu tuzerindeki merkez noktast p olsun. peM noktasinda M nin normalini N,
ve qe{, noktasindaki normalini de Ny ile gosterelim. p ve q noktalar: arasindaki

uzaklik v olmak iizere N, ile N, arasindaki ag1 6 ise Teorem 4.1.16 dan tan® :—i,v—
X

dir.

Eger v=0 ise p ile q noktalan arasindaki uzaklik sifirdir. O zaman p=q dir. Bu
durumda tan6=0 ve buradan 0=0 bulunur. veIR* oldugunda £, iizerinde p nin bir

tarafta kalan noktalari ve velR™ halinde de diger tarafta kalan noktalan elde ederiz.

velR* halinde 0<6 sg dir. velR™ halinde ise —§$6<0 dir. Béylece p nin iki

tarafinda N normal vektor alani 90° degisme gosterir. O halde, N ye normal olan
teget diizlem £, boyunca, p nin iki tarafinda 90° lik degisim gosterir.

Ornek 4.1.18.

o(t,v)= ( +v)sh\l1< +1° t,

t, -( 21( 5 +v)chyx? +12t
\/ x? + 12 K" +7T

III. gesit helikoid yiizeyi timelike bir regle yiizeydir (Woestijne, 1990). Burada « ve ©
dayanak efrisi o nmn, swrasiyla, birinci ve ikinci egrligidir. Yuzeyi
o(t,v) =a(t)+ vX(t) formunda yazalim.

X T X
o(t,v)={ - 3 2shx/1<2+‘cz’t, t, - — 2ch k2 +1%t
K“+7 Ji2 +72 K“+7T

+v(—sh K2+12t, 0, —ch K2+1:2t)

dir. <a, a>=1 oldugundan o dayanak egrisi spacelike ve <X, X>=-1 oldugundan
anadogrular da timelike birer dogrudur.

X(t) =(—\/1<2 +12 ch\/K2 +1:2t, 0, —\/Kz +12 Sh\/KZ +'czt)

2

ve <X, X>=x%+1? olup X spacelike bir vektor alamdir.
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~xchvk? +1%t 1 —xshvx?+12t
det(T,X,X)= shvx? + 1t 0 chvk? +1%t =1
chvk? + 1%t 0 shyx? + 1%t

dur. Teorem 4.1.2 ve Sonug 4.1.3 den III. cesit helikoid yuzeyinin agilabilir olmast
i¢in gerek ve yeter sart T=0 olmasidir.

<T,X> —«x

————=—5— boBaz noktasinn yervektdridur.
<X X> x“+71

<T,X>=-x ve (4.16) dan U=

Bogaz egrisi

L

ey _ X
a(M=a()-— X0
ve
LN 2 0
<alt),a(t) >= 7 >

oldugundan g spacelike bir egridir. (4.19) dan dagima parametresi

(TXX)_ 7
<X,X> 1(2+'cz

PX =

dir.

Sekil 4.2
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Ornek 4.1.19,
o(t, v) = a(t) + vX(t) = (t,0,0) + v(0,0,t)

xz- diizlemi timelike bir regle yiizeydir. <a,&>=1 oldugundan dayanak egrisi
spacelike, <X, X>= -t2 < 0 oldugundan anadogrular da timelike birer dogrudur.

4.2. Dayanak Egrisi Timelike ve Anadogrular: Spacelike Olan Regle Yiizeyler

Bu kesimde 3-boyutlu IR% Minkowski uzayinda dayanak egrisi timelike bir

egri, anadogrulant spacelike dogrular olan timelike regle yiizeyler ve ozellikleri
incelenecektir. Ayrica bu kesimde aksi belirtilmedik¢e regle yizeyin dayanak egrisi
timelike bir egri, anadogrulan da spacelike dogrular olarak almnacaktr.

IR}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda {0}cIcIR olmak iizere diferensiyellene-
bilir birim hizl1 bir egri

o I—->IR%
t—>a(t) = (o (t), oy (t), az(t))

olsun. Her tel igin a(t) noktasindaki Ty 4y teget vektori ile anadogrunun dogrultman

vektori lineer bagimsiz olacak gekilde

¢:IR—IR]
v—>£(v) = (o () +vey (1), o (1) +vep (1), at3(t) +ves (1))

dogrusunu segelim. Burada 1<i<3 olmak iizere c;(t)€IR, skalarlarn, o(t)’

noktasindaki dogrultman vektoriiniin bilegenleridir.

£ dogrusunun o egrisi boyunca hareket etmesiyle, (IxIR,¢) parametrizasyonu
ile verilen bir

¢:IxIR—> IR%
(t, ) > o(t,v) =(a; (1) +vey (1), oy () +vey (1), az(t) + ves(t))

regle yiizeyi elde edilir. Bu regle yiizeyi M ile gosterelim.
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M regle ylizeyinin, o egrisi boyunca ortonormal ¢ati alani, o egrisinin birim
tegeti T ve £ anadogrusunun teget vektor alani Z ile dik olacak sekilde
Y=Z+<Z, T>T

secilerek, Y spacelike vektor alani elde edilir. Ayrica

X=I—§H alinirsa I[X”zl ve <X, T>=0 .

olur.
N=TarX
olmak tzere
<X,N>=0, <T,N>=0, <N,N>=1
olur. Bu durumda {X,N,T} sistemi M nin ortonormal ¢att alamdir. $imdi bu sistemin

o-egrisi boyunca degigimini inceleyelim.IRf iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu D

olsun.

<T,T>=-1, <X, X>=1, <N,N>=1

esitliklerinden
<DT,T>=<D1X,X>=<D{N,N>=0

bulunur. a,b,c fonksiyonlarini

a=<D;T,X>=-<T,D1X>
b=<D7T,N>=-<T,D{N> (4.33)
c=<DX,N>=~<X,D{N>

esitlikleriyle tanimlayalim. Burada
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DiX= c¢N+aT
DTN =-cX+bT
DTT = aX+bN

dir. (4.34) ifadesinin matris formu
DTX 0 ¢ a X
DTN =l-c 0 b N
DT a b O||T

elde edilir. Burada

0 ¢ a
- 0
a b 0

matrisi skew-adjoint bir matrisdir.

¢:IxIR—>IR}
(t,v) > o(t,v) =a(t) + vX(t)

parametrizasyonu ile verilen M regle yiizeyi igin

0y =(1+av)T +cvN
oy =X

seklinde ve

E= ——(l+av)2 +c2v?

F=0, G=1 dir. Aynica Teorem 2.4.5 g6zoniine alinirsa

<N,N>=F2 -EG=(1+av)? -c*v?

esitligini agagidaki sekilde yorumlayabiliriz.

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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<N,N>=(a% -c2)v? +2av+1

ikinci dereceden denklemin kdkleri

bulunur. Burada

a2 —c?=—<DiX, DyX>

dir. Burada

2

1) DX vektor alani timelike ise a? —c? >0 dir. O zaman

—oo<v<min{ ! , — L }veyamax{— ! , = L }<v<oo
a-c¢ atc a—c¢ atc
dur.
2) DX vektor alan: spacelike ise a2 —c? <0 dir. O zaman
. { 1 1 } { 1 }
min , — <v<max{——, ——
a—-c atc a-c¢ atc
dir
3) DX vektor alani null ise a? -c? =0 dir. O zaman
. 1
a>0 1se v<-——
2a
. 1
a<0 ise v>——
2a
dir.

(4.37)

Bu nedenle DX vektér alam hangi cins vektdr alam ise regle yiizeyin

parametrizasyonunda tamimli olan v parametresinin tamim aralifi, reel sayilar
ekseninin tiimii olmayip, yukanda belirtilen araliklar olacaktir. Bu bilgilere goére v

nin tanim aralifini J ile gosterelim. Bu tamim aralifinda v degeri, sabit olmak iizere

M spacelike regle yiizeyinin bir
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@y Ix {v}—> M
(t,v) = 0, (t,v) = a(t) + vX(t)

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alant
A=(1+av)T+cvN (4.38)

dir. <A,A>= -<N,N> oldugundan A timelike bir vektor alanidir. Bu durumda o,
egrisi timelike bir egri olur ve <X,A>=0 dir.

Bir anadogru boyunca, M timelike regle yiizeyinin teget diizlemlerinin ¢akigik
oldugu genellikle dogru degildir. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmasi, ¢
fonksiyonu ile yakindan ilgilidir. Bu durumda asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.2.1.

M timelike bir regle yiizey olsun. Bir anadogru boyunca teget diizlemlerin
ayni olmasi igin gerek ve yeter sart c=0 olmasidir.

ispat 3

M timelike bir regle yiizey olsun. o dayanak egrisi boyunca ortonormal ¢at1
alan1 {X,N,T} ve anadogrunun herhangi bir v=sbt degerine karsilik gelen
noktasindan gegen

Qy : Ix{v}—)M
egrisinin A= (1+av)T+cvN teget vektor alanim gzoniine alalim.

o(t) noktasindan gegen anadogrunun her noktasinda, teget diizlemlerin sabit
olmas igin, anadogru boyunca N normal vektor alaniun sabit olmasi gerekir. Ciinkii
bu halde, her teget diuzlemin ortak bir anadogrusu var ve normalleri aymidir. N
normal vektériniin anadogru boyunca sabit olmasi i¢in {A,T} sisteminin lineer
bagimh olmasi gerekir. Bu ise A=(1+av) T+cvN esitlifi geregince ¢=0 olmasim
gerektirir.

O halde bir anadogru boyunca M nin teget diizlemlerinin ¢akigik olmasi igin
c¢=0 olmasi gerek ve yeterdir.
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Teorem 4.2.2.

Timelike bir M regle yiizeyinin acilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart c=0
olmasidur.

ispat :

Teoremin ispatt Tanum 2.5.2 ve Teorem 3.2.1 den agiktir.
Sonug 4.2.3.

Timelike bir M regle yiizeyi igin

c=—det(T,X,X) (4.39)
dir.

Ispat :

(4.34) den X vektor alammin degeri yerine yazilirsa c=—det(T,X,X) bulunur.
Burada det (T,X, X)=-1 dir.

Bogaz Noktasinin Yervektorii

' Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizeyin: merkez noktasmnin,dayanak
efrisine olan uzakligi T olmak iizere, O(t) yervektori

q(t,0) = a(t) + T X(t) (4.40)

seklinde ifade edilebilir, burada a(t) dayanak egrisinin- yervektorii ve X(t) de
anadogruya ait dogrultman vektoradur. U parametresi, timelike regle yiizeyin
dayanak egrisinin yervektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Timelike
regle yiizeyin, ilk ikisi X(t) ve X(t)+dX(t). olan, komsu ii¢ anadogrusu verilsin. P, P’
ve Q, Q" komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular iizerindeki ayaklart
olsunlar. Bu durumda P ve Q farkh iki bogaz noktasidir. Ik iki komsu anadogrunun
ortak dikmesi X(t)AX(t)dt nin bir katidir. Limit halinde P_()) vektori P—f" ile
¢akisacak ve bogaz egrisinin teeti olacaktir. Dolayisiyla
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— -
<X,PQ>=0, <X+DyXdt,PQ>=0

olacagindan <DyX, P-())>= 0 elde edilir.

da

< DTX . *&i—' >=0
dan
<T,X> a
U= ——2 " = 4.41
4 <X X> ¢2-3a?% ( )
bulunur. Béylece bogaz egrisinin yervektori igin (4.40) dan
(1) = o) +———5X(1) (4.42)
c“—a
elde edilir. Burada ¢ —a%+0 dir.
Burada U= ———-=sbt dir. Gergekten <oi(t) , X>=0 dan
c“—a
2 .
=0 4.43
(=) @.43)
ve buradan
a
—=sbt
¢ -a
elde edilir.

Teorem 4.2.4.

Agilabilir olmayan timelike bir regle yiizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin
. segilisinden bagimsizdir.
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Ispat :

Timelike bir regle yiizeyin farkli iki dayanak egrisi a ve B olmak iizere
timelike regle yiizey

o(t,v)=a(t)+v X(t)

veya
o(t,s)=PB(t) +s X(t)

denklemiyle verilsin. Timelike regle yiizeyin bogaz egrileri, sirastyla,

— <T,X>
a(t)=a(t)- > X’X> X(t)
= _<B,X>
B(®)=B(®) —<X,X>X(t)

dir. Buradan o(t)-B(t)=0 bulunur. O halde bogaz ¢izgisi dayanak egrisinin

segiliginden bagimsizdir.
Teorem 4.2.5.

Agilabilir olmayan bir M timelike regle yiizeyi verilsin. o(t) noktasindan
gecen anadogru Uzerinde @(t,v,,) noktasinin bogaz noktas1 olmas igin gerek ve yeter
sart, DtX nin ¢ (t,v,) noktasindaki teget diizleminin normali olmasidir.

ispat :

M agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey olsun.
M nin dayanak egrisi o tzerindeki a(t) noktasindan gegen, anadogru
tzerinde @ (t,v,) noktasindaki teget diizlemin bir normali DX olsun.

Oy, Ix{vo} oM

egrisinin teget vektor alam A=(1+av)T+cvN olmak tlizere <DiX, A>=0 dan
5 2 5 bulunur. Bu ise ¢(t,v,) noktasimn bogaz noktast olmasi demektir.
c“—-a

Vo =
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<X X>=<aT+cN, X>=0
o(t,v,) noktasi bogaz noktasi oldugundan
<X, A>=-a+(c*-a*)v=0
bulunur. O halde @(t,v,) bogaz noktasinda teget diizlemin bir normali X dir.

Bogaz noktasinda X tefet diizlemin bir normali oldugundan bogaz
noktasinda X bir spacelike vektordiir. O halde

<X, X>=c*-a*>0 (4.44)
dir.

Teorem 4.2.6.

Agilabilir olmayan bir M timelike regle yiizeyinin bogaz egrisi

() =o(t) +——

X(t)
cz—az (

bir timelike egridir.
Ispat :

Teoremin ispati igin o bogaz egrisinin teget vektor alanmnin timelike bir
vektor alani oldugunu gostermek yeterlidir. o nin teget vektor alam (4.43) den

dt C2 _ a2

dir. Buradan

2

da do c
<.— —

, >
dt dt c2 - a2
elde edilir. (4.44) den

da da
<—, —> <0
dt ~ dt

dir.
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Dagiima Parametresi

Timelike bir M regle yiizeyin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim. Bu

=0 olur. Buradan a=0 dir. O zaman X=aT+cN oldugundan

durumda u= 3
c°—a

X, yiizeyin normali N ile lineer bagimhdir. O halde

. da
?»X—T/\X—Y/\X

ve buradan

- <IXKo__de(TX0 415
<X, X> <X, X>

dir. A ya timelike regle yiizeyin dagiima parametresi denir ve A veya Py ile gosterilir.
Burada X vektor alami yiizeyin normali ile lineer bagimhi oldugundan, X bir
spacelike vektor alamdir, dolayisiyla <X, X>#0 dir.

Teorem 4.2.7.

Bir M timelike regle yiizeyinin agilabilir olmas: igin gerek ve yeter sart
dagima parametresinin sifir olmasidir.

Ispat :
Teoremin ispat1 (4.45), (4.39) ve Teorem 4.2.2 den agiktir.
Teorem 4.2.8.

Timelike bir regle yizey M olsun. M nin her noktasindan bir tek ortogonal
yOriinge geger.

ispat :
M nin bir parametrizasyonu

¢: IxJ>IR3
t,v)y=>o(t,v)=a(t)+vZ(t)
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olsun. Ortogonal yoriingenin denklemi

B:I1->M

(4.46)
s—>B(s) =a(s)+£(s) Z(s)

seklindedir. T, I nmn iginde degilse bir 6teleme ile I y1 I nin igine yatirabiliriz. Yani
I < I olarak alabiliriz.

Simdi o(s,,v,)=P, noktasindan bir tek ortogonal yoriinge gegtigini gdste-

relim. (4.46) nin tiirevini alirsak
B(9) =0(s) + £ (S)Z(s) + £()Z(s)

olur. B egrisi her noktada Z(s) ye dik oldugundan < B(s), Z(s)>=0 olur. Buradan
f(s)=-J<a(s), Z(s)>ds+h

bulunur. Burada <Z(s), Z{s)>=1 dir.
—J<au(s), Z(s) > ds=F(s)

dersek f(s) =F(s) + h olur. h keyfi segildiginden < B(s), Z(s) >=0 kosulunu saglayan

bir gok egri vardir. Bu egrilerden P, noktasindan gegeni bulmak istiyoruz. Buna gore
P, =a(s) + (F(s) + h) Z(s)

olacak bigimde bir s sayisinin bulunmasim istiyoruz. P = a(s,) + v, Z(s,) oldugundan
a(so) * Vo Z(so) = a(s) + £(s) Z(s)

olur. Buradan a(s,)=a(s) ve v,=f(s) bulunur. I araligim o nmn bire-bir oldugu bir
aralik segersek s=s, bulunur. v,=f{(s) esitliginden f(s,)=F(s,)+h ve buradan

h=£(s,)~F (5,)

bulunur. Sonug olarak P, noktasindan gegen bir ve yalmiz bir ortogonal yoringe
vardir. Bu ortogonal yériinge her anadogruyu keseceginden I=1 olmak zorundadir.
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Teorem 4.2.9,

M, agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey olsun. M nin herhangi iki
anadogrusu arasinda ortogonal yoriingeler boyunca en uzun uzaklhk, v= 5 2 5
c“—a

degerine karsilik gelen ¢,: I—> M egrisi boyunca 6lgiilen uzakhktir.
Ispat :
t;, t,el ve t;<t, olmak tlizere o(t;) ve «(t,) noktalarindan gecen iki

anadogruyu goézonine alahm. Bu iki anadogru arasinda, v=sbt ortogonal yoriingesi
boyunca olgiilen uzaklig: j(v) ile gosterelim.

i(v)= tf |A] dt= tj2 J<AA>| dt= tf [—czv2 +(1+av)? ]1/2 dt
ty 1 t

olur. j(v) nin maksimum deger almasi (j(v)).=0 olmas: ile mimkiindir. Bu ise

olmasini gerektirir. Yani ortogonal yoriinge olan

C2 —a2

B:I->M

a

2

t—>B(t) =a(t) +——
¢ —a

X(t)

egrisi boyunca o6lgiilen uzaklik, anadogru arasindaki ortogonal yoringeler boyunca
olgiilen en uzun uzakliktir.

Teorem 4.2.10.

M, timelike bir regle yiizey olsun. M nin anadogrulart M iizerinde asimptotik
ve jeodezik cizgilerdir.

Ispat :

M, timelike regle yiizeyinin bir anadogrusunun teget vektér alam1 X olsun.

Her bir anadogru bir dogru oldugundan IR% Minkowski uzayinda jeodeziktir.
Boylece

Dy X=0 (4.47)
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dir. (2.9) Gauss Denkleminde € =<N,N>=1 ve (4.47) den

DyX=-<S(X),X>N

elde edilir. (DxX) ex(M), (<S(X),X>N) ex*(M) ve x(IR}) = x(M) @y (M),
x(M) ~xt (M) ={0} oldugundan

DxX=0 ve <S(X),X>=0
bulunur. M timelike regle yiizeyin anadogrular asimptotik ve jeodezik ¢izgilerdir.
Teorem 4.2.11.

M timelike bir regle yiizey olsun. M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olmak
tizere her peM i¢gin

K@ =20
dir.

ispat g

peM noktasindaki anadogrunun teget vektdr alani (dogrultman vektori) X
olsun. x(M) nin {X,Y} ortonormal bazin segelim. X spacelike ve Y timelike vektor
alanlaridir. M nin S sekil operatoriinii ortonormal bazlar cinsinden

SK)=c; X+ Y
S(Y)=C3X+C4Y

seklinde yazlabilir. Bu durumda S gekil operatoriine karsilik gelen matris

S— <8(X),X> ~-<8(X),Y>
<S(Y),X> -<§(¥),Y>
dir. (2.27), Teorem 2.2.14 ve Teorem 4.2.10 dan

K =detS=(<S(X),Y>)? (4.48)

bulunur. Buradan her peM igin K(p)=0 dur.
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Teorem 4.2.12.

Bir M timelike regle ytuzeyinin dayanak egrisinin birim teget vektdr alam T,
anadogrunun birim teget vektoér alam1 X ve yiizeyin birim normal vektor alam N

olmak tizere
TAX =N
TAN = -X (4.49)
XAN =-T
dir.
Ispat :

T timelike birim vektor alami X ve N birim spacelike vektor alanlan
olduklarindan

<T,T>=-1, <X, X>=<N,N>=1

ve ayrica det (T, X, N)= -1 dir. Bu durumda

TAX=uN , pelR
<TAX,N>=u

-det (T, X, N)=p

n=1

bulunur. O halde TAX =N dir.

TAN=yX , yelR
<TAN, X>=v
y=-1

bulunur. O halde TAN=-X dir.

XAN=¢T , telR
<XAN, T> = &
g=-1

bulunur. O halde XAN=-T dir.
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Teorem 4.2.13.

Agilabilir olmayan timelike bir M regle yiizeyinin Gauss egriligi bir anadogru
iizerinde bogaz noktasinda minimum degerini alir.

Ispat :

M, agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey olsun. x(M)=sp{A,X}
ortogonal bir bazdir.

A cvN +(1+av)T

o= m i \ﬂ—(l +aw)2 +c2v2‘

(4.50)

birim timelike vektor alam ve y(M)=sp{A,X} ortonormal bir baz olur. ¢(t,v)
noktasinda M timelike regle yiizeyinin normalini N=N ) ile gosterelim.

N=A AX= cvT+(1+av)N
¢ F 112
[(1+av)2 - czvz]

ve <N,N>=1 (4.51)

oldugundan N =Ny, birim spacelike vektordiir.

S(Ag)=mAy +12X
S(X) =p3A, +UsX

ve (4.48) den

K =detS=(1y)? =(<S(A,),X>) (4.52)

dir. (2.7) den

dN_ dN dt

dt* dt dt*

S(A,)=-D, N=-

dir. Burada t* ile @, ', v=sbt eZrisinin yay parametresi gosterilmektedir. O halde

_do(tv) _do(ty) dt _, dt

A
° @ a4t 4t
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ve (4.50) den " " bulunur. Boylece

1 dN

S(Ao)=“m &

. (EApL R A

' +bcv
(1+ay)+ 200V av+ N
(lIAll) ]

elde edilir. Boylece

v

<S(A,),X>= L
A

c
N<X,X>=

olur. (4.52) den ¢(t,v) noktasindaki Gauss egriligi

K(t,v)=—0r

|| II

CZ

[(c2 —a? )v2 —2av- 1]2

K(t,v) =

bulunur. Buradan

K(t,v) 4c? [(c2 - az)v—- a]
o [<AA >]3

A TAl T

(4.53)

dir. M agilabilir olmayan bir regle yiizey oldugundan c#0 ve —<A ,A> >0 dir.

oK(t,v) _ 0 dan
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ekstremum noktasi bulunur ve

&*K(t,v)
T
v =
c2—g2
. a . .. a
dir. Boylece v=—— noktast K(t,v) nin minimum noktasidir. v= )

c“—a c“—a
degerine anadogru uzerinde karsiik gelen nokta merkez noktasi oldugundan X
anadogrusu iizerinde K fonksiyonu minimum degerini merkez noktasinda alir. v nin

bu degeri (4.53) de yerine yazilirsa

(4.54)

bulunur.
Teorem 4.2.14.

M timelike bir regle yiizey olsun. M nin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart M nin Gauss egrilik fonksiyonunun 6zdes olarak sifir olmasidir.

Ispat :
Teoremin ispat1 (4.53) ve Teorem4.2.2 den kolayca goriiliir.
Teorem 4.2.15,

Bir M timelike regle yiizeyinin dagilma parametresi yalmizca anadogrulara
baghdir.

Ispat :

(4.54) den, bir anadogru boyunca Gauss egriliginin minimum degeri

dir. Bogaz noktasinda a=0 ve (4.45) den
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(4.55)

elde edilir. K,;, degeri bir anadofru boyunca bir tekdir. O halde dagilma
parametresinin degeri bir anadogru igin aynidir, anadogrudan anadogruya degisir.

Chasles teoreminin 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike regle yiizeylerde
kargilig1 olan teoremi verelim.

Teorem 4.2.16.

M agilabilir olmayan timelike bir regle yiizey olsun. M nin bir anadogrusu
boyunca normali N, bu anadogru tizerindeki merkez noktasinda M nin normali N ise
N ile N, arasindaki a¢inin tanjanti, N, nin baglangi¢ noktasinin merkez noktasina
olan uzakligi ile dogru orantilidir.

ispat :
M timelike regle yiizeyi

¢:IxJ>IR}
o(t, v) =(0; (1) +vey (1), &y (1) +vey (1), a3(t)+ ves(t))

olmak tizere (IxJ,p) parametrizasyonu ile verilsin. v=0 i¢in ¢(t,0) noktast M nin bir
bogaz noktast olsun. a:.I—>M egrisi ¢(t,0) merkez noktasindan gegen bir ortogonal
yoriinge olur. o egrisinin birim teget vektor alami T ve ot) noktasindan gegen
anadogrunun birim teget vektor alam1 X olmak tizere, ¢(t,0) noktasinda Teorem
4.2.5 den DX vektor alani, M ye normaldir. Béylece v=0 oldugundan a=0 dir. Buna
gore dagilma parametresi

PX=1

, (4.56)
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dir. (4.51) den, anadogru boyunca yiizeyin normali

N, = TN (4.57)

\/l—czv2

elde edilir. N ile N, arasindaki agty1 O ile gosterelim. N ile N, birim spacelike
vektorlerdir. (4.57) den

1
<N,N, >=———=— (4.58)
! 1-c2v?
bulunur. (2.2) den
<N,N, >=|N|| [Ny cos6 =cosb (4.59)

elde edilir. (4.56) dan c =i,—1— degeri (4.58) de yerine yazilirsa

X
cosB = 12 5 = 1 5
Vi-c2v \/ ( v )
1-] —
Px
bulunur. Buradan
v
sin@ = .4
2
(>
(P e )
dir. Boylece
v
tanf = —
Py
elde edilir,
Sonug 4.2.17.

Agilabilir olmayan timelike bir M regle yiizeyi lizerinde bir anadogru boyunca

teget diizlem _1 <V <l araliginda anadogru etrafinda 180° déner.
c c
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ispat :

M, agilabilir olmayan timelike bir regle ylizey ve peM noktasindan gegen £,

anadogrusu tzerindeki merkez noktast p olsun. peM noktasinda M nin normalini N,
ve g€, noktasindaki normalini de N ile gosterelim. p ve q noktalan arasindaki

uzaklik v olmak tzere N, ile Ny arasindaki a1 0 ise Teorem 4.2.16 dan tan® =§V—
X

dir. Bogaz noktasindaki X spacelike vektor oldugundan

. 1 1 1 1
min , = <v<max , =
a—c¢C atc a—c¢C a+c

dir. a=0 oldugundan

dir.

Eger v=0 ise p ile q noktalar arasindaki uzaklik sifirdir. O zaman p=q dur.Bu

durumda tan6=0 ve buradan =0 bulunur. Eger 0> v> mm{—l . l} ise bu durumda
c c

—g <0<0dur. Eger max{—-—l- , 1} >v>0 ise bu durumda 0<0 s-g- dir. O halde bu
C C

araliklarda teget diizlem 180° doner.

Ornek 4.2.18.

(p(t,v)=[ +v)ch\/ J , —( 21( 2+v)sh\/1c2—-'t:2t}
k212 K -7

I1. ¢esit helikoid yiizeyi timelike bir regle yiizeydir (Woestijne, 1990). Burada x ve 1

dayanak egrisi o mnn, swrasiyla, birinci ve ikinci egriligi, ]K] > Ir} olup

. 1 1 1 1 . .

-0 <V < min , — veya maxs— . = <v<owo dir. Yiizeyi
K—-T K+7 K—T K+71

o(t,v) =oa(t) + vX(t) formunda yazalim.
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(p(t,v)=(~ 2K 2ch\hcz—*t:zt, iz - 21( >-sh Kz—‘tzt]

K -1 Jet -2 k*-x

+v(—ch Kz—‘tzt, 0, —sh Kz—'czt)

dir. <a,a>=-1 oldugundan o dayanak egrisi timelike ve <X, X>=1 oldugundan

anadogrular da spacelike birer dogrudur.

X() =(—\/? ;12 shx&2 ~1%t, 0, —-\/K2 ~2 ch\/K2 —‘:Zt)

2

ve <X,X>=1*~«* olup [k|>|1 oldupundan X timelike bir vektor alanidir.

T
[(2 _ 72

yizeyinin agilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart =0 olmasidir.

det(T, X, X) = dir. Teorem 4.2.2 ve Sonu¢ 4.2.3 den 2. gesit helikoid
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Ornek 4.2.19.

K [2_ [2
) —v)cosVT° —x 24, ( — -v) sinvVt° —x t\/—_:FJ

o(t,v)= [(

I. ¢esit helikoid yiizeyi timelike bir regle yuzeydir (Woestijne, 1990). Burada x ve t

dayanak efrisi o mm, swasiyla, birinci ve ikinci egrilii, |x|<|f olup

min{— 1 , 1 }<v<max{— ! , ! } dir. Yizeyt o(t,v)=o(t)+vX(t)
T+K T—-X T+K T—-X

formunda yazalim.

T T°-%

( cosxl'c —x? t, —-sm\/r -K t O)

K / K . Tt
(p(t V) [ P COs ’52 zt, —2———2 sin TZ"‘KZt, —2———2)
‘C -K

dir. <a,a>=-1 oldugundan o dayanak egrisi timelike ve <X X>=1 oldugundan
anadogrular da spacelike birer dogrudur.

X(t)=(\/1:2—1<2 sin\/rz—lczt \/r ~«x? cosvt® ~—k>t, O)

ve <X, X>=1%-x>

olup |t|>[«| oldugundan X spacelike bir vektor alamdir.
<T,X> K
<X.X> TR
Bogaz egrisi a&(t)=a(t)+ X(t) ve <G(t),3(t)>=~——
‘Cz—Kz 2 —x

oldugundan & egrisi timelike bir egridir. det(T,X,X)=1 bulunur ve (4.45) den

<T,X>=-x ve (4.41) dan U= bogaz noktasinin yervektoriidiir.

2

5 olup ©?-x%2>0

« . -7
dagilma parametresi Py =———
T° -k

dir. Teorem 4.2.2 ve Sonug 4.2.3 den 1. geyit

helikoid yiizeyinin agilabilir olmast igin gerek ve yeter sart t=0 olmasidir.
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Sekil 4.4.
Ornek 4.2.20.
2 3 2.3
o(t,v)= E-t—-—-f-v, —E-tt—-—-ttv, —E—E—+t+Kw
2 6 6

IL. ¢esit Enneper'in eglenik yiizeyi timelike bir regle yuzeydir (Woestijne, 1990).
Burada x ve t dayanak egrisi o nmn, sirastyla, birinci ve ikinci egriligt ve K] = 't] #0

olup

x>0 ise y>——
2x

1

k<0 1ise¢ wvi<——
‘ 2x

dir. Yiizeyi o(t, v) = a(t) + vX(t) formunda yazahm.

2 3 2.3
Kt KTt®  k“°t
t,v)= , = R +ti+v(l, -1, xt
o( )(2 e o } ( )

dir. <q,6>=~1 oldugundan o dayanak egrisi timelike ve <X, X>=1 oldugundan

anadogrular da spacelike birer dogrudur.
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X=(0,-1,x) ve <X,X>=1*-x? olup |x|=|1| oldugundan X bir null vektor
alamdir. det(T,X,X)=-t dur. Teorem 4.2.2 ve Sonu¢ 4.2.3 den bu yiizeyin

acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter gart =0 olmasidur.

Sekil 4.5.

Ornek 4.2.21.
o(t,v)=a(t) +vX(t) =(0,0,t) +v(t,0,0)
xz-diizlemi timelike bir regle yiizeydir (Woestijne, 1990). <a,a >=-1 oldugundan

dayanak egrisi timelike egri, <X,X>= t2 oldugundan anadogrular birer spacelike
dogrudur.
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