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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

AT Yukar1 yonlendirilmis kiime

A4 A kiimesinin dik tiimleyeni

AlB Dik kiimeler

B, x tarafindan tretilen band

B(E) E’deki bandlarin kiimesi

E* E uzaymin pozitif kismi

E®F Iki Riesz uzaymin direkt toplami

I, x tarafindan tretilen ideal

L(E,F) Operatdrlerin vektor uzay1

L,(E,F) Sira sinirli operatorler uzayi

Orth(E) E tizerinde taniml1 ortomorfizmalarin kiimesi
P(E) E tizerinde tanimli projeksiyonlarin kiimesi
|T| T’nin modiilii (mutlak degeri)

x*t x’in pozitif kismi

x~ x’in negatif kismi

| x| x’in modiilii (mutlak degeri)

X, Tx Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu x olan ag
X, x Asag1 yonlendirilmis ve infimumu x olan ag
xvy x ile y’nin supremumu

XAy x ile y’nin infimumu

xly Birbirine dik elemanlar



Simgeler

Z(E)

Aciklamalar

Merkez operatdrlerin kiimesi

X



1. GIRIS

E ve F Riesz uzay1 T: E — F lineer doniisiim olmak iizere eger x Ly iken Tx LTy oluyorsa

T ye diklik koruyan operator denir. Y.A. Abramovich [1] de asagidaki soruyu vermistir.

E ve F Riesz uzay1 T:E — F birebir ve orten dikligi koruyan operator ise T~! dikligi

koruyan operator miidiir?

Y.A. Abramovich ve Arkady K. Kitover E ve F her hangi Riesz uzay1 iken sorunun yanitinin
olumsuz oldugunu, kendi diklik koruyan olan fakat tersi diklik koruyan olmayan bir 6rnek
olusturarak gdstermisglerdir. Bu nedenle E ve F uzaylar1 iizerine hangi hipotezler konulursa
sorunun yaniti olumlu olur arastirmasi yapila gelmistir. Ornegin [4] ve [7] da E goreceli

diizgiin tam Riesz uzay1 ve F normlu Riesz uzayi ise yanitin olumlu oldugu gosterilmistir.

E Archimedian Riesz uzay1r T:E — E lineer doniisiim olmak iizere her x,y € E icin
xly = Txly ise T ye band koruyan operator denir. Benzer sekilde Y.A. Abramovich ve
Arkady K. Kitover aym soruyu band koruyan operatdrler i¢in de sordu. Sorunun olumlu
yaniti [7] da E principal projeksiyon 6zelligine sahip ya da goreceli diizgiin tam oldugunda

verildi.

E ve F Riesz uzaylari ve T: E — F bir operator olsun. Her I < E ideali i¢in T (I) F de ideal
oluyorsa T ye ideal operatér, her | C F ideali igin T~1(J) < E de ideal oluyorsa T ye invers
ideal operatér denir. Biz de benzer soruyu ideal operatdrler i¢in sorarak ideal operatorlerin

tersinin ne zaman ideal operator oldugunu arastirdik.

Bu calisma iki boliimden olusmaktadir. Ilk béliimde konu icin alt yap1 olusturacak tanim ve

teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde B.Turan’in [11] "On ideal operators" isimli makalesi baz alinarak ideal ve
invers ideal operatdrlerin temel 6zellikleri detayli olarak incelenmis, literatiirde iyi bilinen
operatdr smiflart ile kargilastirmalari yapilmistir. Ornegin, aralik koruyan operator, band ve
ideal koruyan operatérlerle iliskileri drnekler olusturularak verilmistir. Ozellikle dikligi

koruyan operatorlerle iliskisi elde edilmeye calisilarak yukarda verilen soruya katki



saglanmaya caligilmistir. Son kisimda ise yukarda verilen sorunun ideal operatdrler igin

yanit1 elde edilmeye c¢aligilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar ve bazi teoremler [2], [3],[9] ve

[12] kullanilarak verilmistir.

1.1. Tanim (Siral kiime)

E bostan farkli bir kiime olmak iizere E iizerinde tanimli ‘<’ bagintis1 agsagidaki 6zellikleri
sagliyorsa, ‘<’ bagintisina (kismi)siralama bagintisi, (E,<) ikilisine de (kismi) sirali kiime
denir.

1) Herx € E i¢in x < x (yansima ozelligi)

i1) Herx,y €Eicinx <yvey < x = x =1 (ters simetri ozelligi)

iii) Her x,y,z€Eiginx <y vey <z = x < z (gegisme ozelligi)

1.2. Tanim (Supremum ve infimum)

(4, <) kismi sirali kiime B € A ve a, b € A olmak {izere;

1) Herx€Biginx <a

i1) Herx € B icinx < bikena < b

sartlarini saglayacak sekilde bir a elemani varsa buna B kiimesinin zist sinirlarinin en kiigtigti
(supremumu) denir ve supB = a bi¢giminde gosterilir.

1) Herx € Bigin a < x

i1) Her x €Bicinb <xikenb < a

sartlarini saglayacak sekilde bir a elemani varsa buna B kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigti

(infimumu) denir ve inf B = a bi¢iminde gosterilir.

1.3. Teorem (IR de infimum)

AcIR ve a € IR olsun. infA = a olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
))Herx € Aigina < x

i1) Her 0 < ¢ € IR i¢in x, — a < ¢ olacak sekilde bir x, € A vardir.

sartlarinin saglanmasidir.

1.4. Teorem (IR de supremum)
AcIR ve b € IR olsun. supA = b olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

)Herx € Aigcinx < b



i) Her 0 < € € IR i¢in b — x, < ¢ olacak sekilde bir x, € A vardir.

sartlarinin saglanmasidir.

1.5. Tanim (Latis)

(E, <) bir sirali kiime olsun. £ nin iki elemanli her alt kiimesinin supremumu ve infimumu
varsa E ye latis(orgii) denir. sup{x,y} = x Vy ve inf{x, y} = x A y bigiminde tanimlanir.
Bir latiste her sonlu alt kiime bir supremuma ve infimuma sahiptir. Sonlu alt kiimedeki

elemanlar x;, x5, X3, ..., X, 1s€

sup(xq, X3, X3, ., Xp) = Vie, X;

: — n
inf(xy, x5, X3, ..., X)) = AlLq X

seklinde gosterilir.

1.6. Tanim (Complement)

E bir latis olsun. £ nin bir en biiylik elemani varsa buna birim, en kiiciik elemani1 varsa buna
sifir eleman denir ve sirasiyla e ve 8 ile gosterilir.

E birimli ve sifirh bir latis x € E olsun. x A x' = 6 ve x v x" = e olacak sekilde bir x’ € E

varsa buna x elemaninin complementi denir.
1.7. Tanim (Sirali vektor uzayn)

E reel vektor uzayi ve tizerindeki siralama bagintist ‘<’ olmak {izere, her x,y € E ve x <y

igin;
1) Herz€eFEignx+z<y+z
i1) Her0 < a €lRi¢inax < ay

kosullarini saglayan E uzayina sirali vektér uzayr denir.

1.8. Tanim (Riesz uzay1)
E siral1 vektor uzayi olsun. £ deki herhangi iki elemanin supremumu veya infimumu var ve

E ye ait ise, E ye Riesz Uzayt dentir.



1.9. Tanim
Bir Riesz uzayinin bostan farkli ve iistten sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin supremumu
veya bostan farkli ve alttan sinirh (sayilabilir) her alt kiimesinin infimumu varsa bu Riesz

uzayina Dedekind tam (o- Dedekind tam) Riesz uzayt denir.

1.10. Teorem

E bir Riesz uzayi ve x, y, z € E olmak lizere, asagidaki dnermeler dogrudur.
D xvy=—[(=0)A(=n]vexrny=—[(=x) v (-y)]

D) x+y=((xry)+(xvy)
Nx+(yvz)=+y)vx+z)vex+ (Y Az) =xX+y)AX+12)

4) A= 0 A€ IR) Mxvy) =Ax v Ay ve M x AYy) =Ax ALY [2].

1.11.Tanim:
E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere; xt =xv 0, x~ =(—x) v 0, |x|=xv (—x)

elemanlarina sirastyla x € E nin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii (mutlak degeri) denir.

1.12. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere agsagidakiler saglanir.
Dx=x%—x"

2) x| =xt +x~

Nxtax =0

Ayricax =y —zveyanz=0isey =x*, z=x" dir [2].

1.13. Tanim

A ve B bir Riesz uzayinin alt kiimeleri olmak iizere, asagidaki tanimlamalari yazabiliriz.
i) |4l ={lal:a €4}

ii) AT ={a*:a € A}

iiil) A-={a":a € A}

iv) AvB={avb:a€ADbeB}

v) AAB={anrb:a€ADbeB}

vi) xvA={xvaa€A}

vii) x AA={xAna:a €A}



1.14. Teorem

E Riesz uzay1 ve x € E olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur.
Dxvy=;@+y+lx—yDvexny=;0x+y=lx=yD
) x—yl=(xvy)—(xAry)

3) vyl =2 (x + ¥+ x = yD)

1
4 lxl A lyl =2 |lx + ¥l = |Ix = yI| [2].

1.15. Tanim
E Riesz uzay1 ve A c E alt vektor uzayi olsun. Her x,y € Aicinx vy € Aveyax Ay € A

oluyorsa A’ya E’nin Riesz alt vektor uzay: denir.

1.16. Sonug

E siral1 vektor uzayi olsun. Asagidakiler denktir.
1) E Riesz uzayidir.

ii)Herx € E iginx* € E

iii) Herx € E iginx™ € E

iv)Her x € E igin |x| € E

1.17. Teorem

Bir E Riesz uzayinin herhangi ii¢ x, y, z elemanlar1 asagidaki esitsizlikleri saglar.
D lxl = Iyl] < lx +yl < lxl + 1yl
2) lxvza)=(valslx—ylvellxrz)=(yrz)|<|x—yl

3) Egerx,y,z€Etisexn(y+2z)=(xnry)+(xrz)[2]

1.18. Tanim (Diklik)

E Riesz uzaymin herhangi iki elemani x,y i¢in |x| A |y| = 0 ise, bu elemanlar birbirine

diktir denir ve x L y ile gosterilir.



Bir Riesz uzayinin iki 4, B alt uzay1 i¢in, ‘Va € A, Vb € B i¢in a L b’ 6nermesi saglanirsa,

A ve B diktir denir ve A 1 B ile gosterilir.

1.19. Tanim (Dik Tiimleyen)
Bir E Riesz uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi A olmak iizere

{x € E:Va € Aicina L x } kiimesine A mn dik tiimleyeni denir ve A¢ ile gosterilir. (4%)%

benzer sekilde tanimlanir ve A N A% = {0} dir.

1.20. Tanim (Artan ve azalan ag)
(x4) Riesz uzayinda bir ag(net) olmak {iizere,

i) Her x4,x5 € (%) i¢in x, < x5 ve xg < x; olacak sekilde xg € (x,) varsa (x,) ya

yukar1 yonlendirilmis ag denir ve x, T yazilir.

ii) Herxg, xp € (Xg) iginx; < X, Ve x5 < Xp olacak sekilde x; € (x,) varsa (x,) ya asagi

yonlendirilmis ag denir ve x, | yazilir.

iii) x, T x ifadesi x, T ve sup(x,) = x; x, | x ifadesi x, | ve inf(x,) = x anlamindadir.

Ayni tamimlar (x,,) dizisi i¢in de verilebilir.

1.21. Tanim (Arsimedyan Riesz Uzay1)
E Riesz uzayinda her x € E* i¢in n € INT olmak lizere; %x 1 0 ise E ye Arsimedyan

(Archimedian) Riesz uzay: denir.

1.22. Tanim (Ideal, band)

E Riesz uzay1 ve G alt vektor uzayi olsun.
* Hery € E ve x € G olmak iizere |y| < |x| iken y € G oluyorsa G ye ideal denir.

[ ideal ve herhangi bir {x,} S I olmak iizere 0 < x, T x iken x € I oluyorsa, / idealine

E uzayinda band denir. E deki tiim bandlerin kiimesini B(F) ile gosterecegiz.



* @ #+ A C E kiimesini kapsayan en kii¢iik Reisz alt uzayina (ideale/banda) 4 kiimesinin

iirettigi Riesz alt uzayi (ideal/band) denir.
A € E alt kiimesinin iirettigi ideal;

[ = {x € E: |x| <X, 4 |x;|, olacak sekilde 0 < i < n olmak iizere 4; € IR+,}
AT Xx; € Ave en az bir n € IN vardir.

E Riesz uzayinin herhangi bir x elemaninin iirettigi ideal;
L. = {y € E:|y| < 4]x| olacak sekilde A € IR vardir }
A ¢ E alt kiimesinin {irettigi band,

B, ={x € E:0 < x, T |x| olacak sekilde {x,} S A var}
E Riesz uzayinin herhangi bir x elemaninin iirettigi band;

B, ={y € E: |y| An|x| T |y|} bigiminde elde edilir.

1.23. Tanim
E Rieszuzay1 0 < e € E olsun.
1) Eger I, = E ise e’ye gii¢lii birim(strong unit) denir.

1) Eger B, = E ise e’ye zayif birim(weak unit) denir.

1.24. Tanum (Sira siirlilik)

A bir Riesz uzayinin alt kiimesi olsun. Her y € A4 i¢in y < x olacak sekilde x varsa 4 ya
“Ustten smirlt’, her y € A i¢in x < y olacak sekilde x varsa A4 ya ‘alttan siirli’, 4 alttan ve
istten sinirh ise, A ya sira (order) sinirli denir.

Riesz uzaymin herhangi iki x ve y elemani i¢in (x < y)

[x,y] = {z € E:x < z < y} seklinde tanimlanan alt kiimesine sira araligi denir.

1.25. Tanim
E Archimedian Riesz uzay, (x,) C E, x € E olsun.
|x, — x| <y, 1 0 olacak sekilde (y,) < E neti varsa (x,), x elemanna sira (order)

vakinsaktir denir.



1.26. Tanim

E Archimedian Riesz uzayi, (x,,) c E, x € E ve u € E* olsun.

i) Her € > 0 i¢in n > n, iken |x, — x| < €.u olacak sekilde ny, € IN varsa (x,,) dizisi x
elemanina u-diizgiin yakinsak denir.

ii) x,, = x (u-diizgiin yakinsak) olacak sekilde bir 0 < u € E varsa, (x,,) dizisi x elemanina

goreceli diizgiin yakinsak denir.

1.27. Tanim

E Archimedian Riesz uzayi, (x,,) < E olsun.

i) ‘Her m € INT i¢in Ang € IN*ve n=ny 3 |x, — Xpeml| < ¥ 1 0 Onermesi dogru
olacak sekilde (y,,) < E varsa (x,,) € order Cauchy dizisi denir.

ii) u € Etolmak flizere, ‘Ve > 0 i¢in Any € IN* 3 Vm,n = n, icin |x, — x,,| < e.u’
onermesi dogru ise (x,) e u-diizgiin Cauchy dizisi denir.

iii) En az biru € IN™ i¢in (x,,) u-diizgiin Cauchy dizisi ise (x,,) e goreceli diizgiin Cauchy

dizisi denir.

1.28. Tanim
E Riesz uzay olmak iizere, £ nin her diizgiin Cauchy dizisi goreceli diizgiin yakinsak

oluyorsa, E ye diizgiin tam Riesz uzayt denir.

1.29. Tanim
E Riesz uzay, ||. || E tizerinde norm olsun. Her x,y € E i¢in |x| < |y]| iken
llx|| < |lyll ise bu norma ‘6rgii norm’ denir. Ustelik E bu norma gore tam ise ‘Banach

orgiisti’ denir.

1.30. Tanim (AM uzay1)

E Banach orgiisii olsun. Her x,y € E* i¢gin x Ay = 0 iken

llx v ¥|| = max{]|x||, ||y} oluyorsa E’ye soyut-M uzayi (AM-uzay1) denir. Eger E
soyut-M uzay1 giiclii birime sahipse E’ye birimli soyut-M uzayt denir.
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1.31. Teorem
E diizgiin tam Riesz uzay1 ve 0 < x € E olsun. I, E i¢inde x tarafindan iiretilen principial
ideal ise y € I i¢in ||y||e, = inf{A > 0: |y| < A|x|} bigiminde taniml1 ||. ||, bir normdur.

Bu normla I, bir AM-uzayidir ve kapali birim yuvari [—x, x] araligidir [2].

fspat.‘
Oncelikle ||. ||, norm sartlarim sagladigini gdstermeliyiz. Bunun igin ilk basta fonksiyon

oldugunu gosterelim.

A, ={A> 0:|y| < Ax} olarak tammlayalim.
y € I, oldugundan |y| < Ax olacak sekilde 4> 0 vardir. O halde A, # @ dir. Ayrica A,,
alttan sifirla sinirl olup /R Dedekind tam oldugundan infA,, € IR var olup ||. ||, anlamlidur.
Iyi tanimliligmi goérmek icin her z,y €I, icin z =1y iken ||z]l = ||yllcc oldugunu
gostermeliyiz.
z=y=> A, =4,

= infA, =infA,

= 11zl = 1Y lls

oldugundan ||. ||, iyi tanimlidir. O halde ||. ||, fonksiyondur.

Simdi norm sartlarini saglatalim.
N;) Hery € I, igin ||y||c = 0 < y = 0 oldugunu gostermeliyiz.
=) Yl = 0 oldugunu kabul edelim. 1.3.Teoremi kullanilarak
IVllw =0=inf{A>0:|y| < Ax} =0

=34 )cd, 324,10

= Vn € INT i¢in |y| < A,x

=y=0
elde edilir.

(<) y = 0 oldugunu kabul edelim.

y=0=Vne€INtigin |y| S%x
1 +
= {3, neINtlca,

=0 < infA, cinf {>,n € IN*}
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= infA, =0

= |lyllo =0

N,)Hery € I, B € IR i¢in ||yl = |B]l|Y]|e oldugunu gostermeliyiz.
Oncelikle B = 0 i¢in esitlik asikardir. Simdi ise § # 0 i¢in inceleyelim.
1Byl = inf{A > 0:|By| < Ax}

= inf{4 > 0: |Bllyl < Ax}

= inf {/1 >0: |y| < Iﬁ‘%lx}

= inf {181 > 0: Iy < 5%}
= |Blinf {7

= Blllylle

!
: < —
> 0: |y| _Iﬁlx}

N3) Her y,z € I, i¢in 1.3.Teoremden her §> 0 icin A; < ||ylleo +§ ve U < |1zl +§

olacak sekilde A, € Ay, u; € A, vardir. Buradan

Ae + e < |I¥llw + l|zlls + € elde edilir. Diger yandan A, € A, ve u, € A, = |y| < A..x
ve |z| S pe.x = |yl + 12| < Ag.x + pe.x = (A + pe).x olur. |y + z| < |y| + |z] oldugu
g0z oniine almirsa |y + z| < (A + pe). x dir. Bu A, + p, € A, olmasi demektir. O halde
ly + zlloo = infAy,; < A + e < ||ylleo + l|Zlloo + € olur. Her & > 0 igin dogru oldugu

dustniliirse |y + zlle < [[ylleo + [12]l0 dur.

O halde ||. || norm sartlarini saglar. Simdi ise (I, ||. || ) Banach uzay1 oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in (x,) < I, keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy dizisinin tanimindan her € > 0
icin en az bir ny € IN 6yle ki her m,n > ng iken ||x;,, — %]l < € dur. ||. || un tanimindan

her y € I, igin |y| < ||y|| - x oldugundan

|, — x| < % — X llo. X < €.x ve boylece |x, — x,,,| < €. x elde edilir. Bu durumda
(x,,) x-diizgiin Cauchy dizisidir. E diizgiin tam oldugundan x,, — y olacak sekilde y € E

vardir.
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lim |x, —x,| <ex=|x, —y| <ex
m-—0o

=>x,— Y EIL

= Xn —¥) —xn €Iy
= -y €l

=>yE€El

oldugu bulunur.

Diger yandan
x|l =inf{A > 0:]x| < A.x} = 1olup
lx, =yl < e.x=lx, — Yl < lle. XMl = €llx]lo = & bulunur. O halde (I, |l ||o)

Banach uzayidir.

Simdi ||.||,c un M-norm oldugunu gosterelim. I, de uav =0 olsun. Amacimiz

luvvlle = max{||ulle, |V]lo} esitligini géstermek. Bunun igin

m = max{||ul|e, |V} diyelim. |u + v| = |u| + |v| ve u + v = uvv oldugu goz 6niine

alinarak,

lul < lul + vl =lu+v|=inf{A>0:|ul < Ax|} <inf{1>0: |lu+v| < x|}
= lulle < llu+ vlle...(*)
ve
lv] < lul+ |v] =|lu+v|=inf{l>0:|v] < Ax|} < inf{1>0:|u+v| < x|}
= IVlle < llu+ Vle-..(*%)
bulunur. (*) ve (**) dan max{||[ulle, IV]l} < lu + Vil = llu v vlle (1)
Diger yandan 0 < u v v < [||ullox] v [[IV]leox] € mx v mx = mx = ||[u v v|le, < m (1)

(1) ve (I) den |[u v V|| = max{||u|le, l|V]l0} esitligi saglanir.
Simdi B = {y € L.:||y|lc < 1} olmak iizere B = [—x, x] oldugunu gosterelim.

Her y i¢in
y € [—xx]= |yl < x|
=>1€A4,

=yl <1
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=Yy EBRB
olur. Tersine y € B yani ||y|lc < 1 olsun. |y| < ||¥lle.x = Y| < 1.x =y € [—x, x]

bulunur. Buradan istenen saglanmis olur.

1.32. Teorem (Kakutani-Bohnenblust and M. Krein-S. Krein)

E Banach orgiisii olsun. £’nin birimli soyut-M uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul £
ile C(K) izometrik (E = C(K)) olacak sekilde K kompakt Hausdorff uzayinin var olmasidir
[2].

Bu teoremden I, birimi |x| olan AM-uzay1 oldugundan Ly =L =C (K) olacak sekilde K

kompakt Hausdorff uzayi vardir.

1.33. Tanim (Lineer doniisiim veya operator)
E ve F iki vektor uzayi olmak tizere bir T: E — F doniistimii her x,y € E ve her a, f € IR
icin T(ax + By) = aT (x) + BT (y) esitligini sagliyorsa T ye lineer doniigiim veya operatior

denir.

1.34. Tanim (Pozitif operator)
E ve F iki siral1 vektor uzayr T: E — F operator olsun. Her x > 0 i¢in T (x) = 0 oluyorsa T

operatdriine pozitif operator denir.

1.35. Sonug
E ve F Riesz uzaylari, T: E - F bir operator olmak tizere |T| var ise her x € E¥igin
|Tx| < |T|(x) esitsizligi saglanir.
1.36. Teorem
E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E - F bir operator olsun. Her x € E*i¢in sup{|Ty|: |y| < x}

varsa |T| vardir ve |T|(x) = sup{|Tyl|: |y| < x} dir [2].

1.37. Teorem (Kantorovic)

E Riesz uzayi, F Archimedian Riesz uzay1 ve T: E* —» F* toplamsal doniisiim yani her
x,y € E*igin T(x + y) = T(x) + T(y) olsun. O zaman T, E den F igine bir tek ve pozitif
operator olarak genisler. Bu genisleme yine T ile gosterilirse, T:E — F, her x € E i¢in

T(x) =T(x*) — T(x™) seklindedir [2].
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1.38. Tanim (L, (E, F))

E ve F Riesz uzaylari, T: E — E operatorii £ nin sira sinirl alt kiimelerini F nin sira sinirl
alt kiimelerine doniistiirliyorsa, 7 operatoriine swra simirlt operatér denir. E den F ye
tanimlanan biitiin sira sinirh operatorlerin uzayi L, (E, F) ile gosterilir.

L,(E,F) ={T € L(E,F):Ac E sirasiirli iken T(4) c F sirasimirh}. F = IR alinirsa
L, (E,IR) = E~ yan1 E nin sira duali elde edilir.

1.39. Tanim (Alt lineer doniisiim)

G vektor uzayi, F Riesz uzay1 ve p: G — F bir fonksiyon olmak {izere eger;
i)Herx,y € G icinp(x +y) < p(x) + p(y)

ii) Her A € IR i¢in p(Ax) = Ap(x)

sartlar1 saglanirsa p ye ‘alt lineer doniistim’ denir.

1.40. Teorem (Hahn-Banach)

G reel vektor uzayi, F' Dedekind tam Riesz uzay1 ve p: G = F alt lineer doniisiim olsun.
H c G alt vektor uzay1 olmak iizere her x € H i¢in S(x) < P(x) olacak bi¢cimde S:H — F
lineer donilisiimii igin,

i) Hiizerinde T = S

ii) Her x € G i¢in T (x) < P(x)

sartlarini saglayacak sekilde T: G — F operatorii vardir [2].

1.41. Tanim (Projeksiyon band, projeksiyon, pozitif ve band projeksiyon)

E Riesz uzayinda bir B band1 i¢in E = B®B? ise B ye projeksiyon band denir. Eger E
Dedekind tam ise B  E band1 icin E = B®B® saglanir. P: E - E lineer doniisiimii i¢in
P? = P ise, P ye projeksiyon denir. P, E Riesz uzay1 iizerinde projeksiyon ve pozitif

operator ise, P ye pozitif projeksiyon denir. B — E projeksiyon band olsun. Bu durumda

E =B®B%veherx € Eiginx = x; + x,; x; € B, x, € B* Pg:E > E; Pg(x) = x4

bi¢ciminde tanimlayalim.

P?(x) = P(P(x)) = P(x;) = P(x; + 0) = x; = P(x) oldugundan P? = P dir.
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x = 0iken x = x; + x5; x; = 0, x, = 0 yazilisi tek tiirlidiir. Ayrica, Pg(x) = x; =0
oldugunu diisiiniirsek Pp pozitif projeksiyondur. Benzer sekilde Pga: E — E; Pga(x) = x;

bigiminde tanimlandigindan P za projeksiyonu da pozitiftir. Ayrica pozitif projeksiyon

P <1 ise P ye sira veya band projeksiyon denir. Py pozitif projeksiyonu band

projeksiyondur. E deki tiim band projeksiyonlarin kiimesini P (E) ile gosterecegiz.

1.42. Tanim (Principal projeksiyon)

E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere, x in iirettigi band olan B, projeksiyon band ise x e
projeksiyon eleman, iirettigi banda principal band denir. Bir Riesz uzayinda her elemant
projeksiyon eleman ise bu uzaya principal projeksiyon ézelligine sahiptir denir. Bu durumda

E = B,®B,% olur.

1.43. Teorem

E Riesz uzay1 olmak iizere A, BCE, projeksiyon band iseler A%, A N B, A + B projeksiyon
banddir ve

1. Pa=1-P,

2. Py~p=PPg=PgP,

3. Pyyp=Py+Pg—Pynp

esitlikleri saglanir [2].

1.44. Tanim
E ve F Riesz uzaylari1 ve T: E = F bir operator olmak iizere, her x,y € E i¢in
T(x Vy) =TxV Ty esitligi gergekleniyorsa, T operatoriine Riesz (latis) homomorfizmasi

denir.

1.45. Teorem

E ve F iki Riesz uzayi, T: E — F bir operatdr olmak tizere asagidaki dnermeler birbirine
denktir.

(1) T operatorii Riesz homomorfizmasidir.

(2) Herx € E igin T(x*) = (Tx)™*

(3) Herx,y € Ei¢inT(x Ay) = T(x) AT(y)

(4) Her x,y € E i¢in E uzay1 i¢ginde x Ay = 0 ise F uzay1 i¢inde T(x) AT(y) =0
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(5) Herx € E icin T(|x|) = |Tx]| [2].

1.46. Tanim
E ve F Riesz uzayi, T: E = F Riesz homomorfizmasi olsun. 7 birebir ve ortense 7"ye Riesz

izomorfizmi denir. £’den F’ye Riesz izomorfizmi varsa, £ ve F Riesz izomorfiktir denir.
9

1.47. Teorem
E ve F Riesz uzaylar, T:E — F birebir ve Orten operatdr olmak iizere T’nin Riesz

izomorfizmi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T ve T~ operatérlerinin pozitif olmasidir

[9].

1.48. Tanim
E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E — F bir operator olmak iizere, her x,y € E i¢in

x L yiken Tx L Ty oluyorsa T operatoriine diklik koruyan operatér denir.

1.49. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E — F sira sinirli diklik koruyan operator olsun.
i)T =T* — T~ olacak sekilde T*,T~: E - F Riesz homomorfizmi vardir.
ii) |T| vardir, |T| Riesz homomorfizmidir,

IT| =T+ =T~ ve|Tx| = |ITIx| = |TIx|| = IT||x| (x € E) dir [2].

1.50. Tanim
E ve F Riesz uzaylar1 ve T:E — F bir pozitif operator olmak tizere, her x € E* igin

T[0,x] = [0, Tx] oluyorsa, T operatoriine aralik koruyan operator denir.

1.51. Tanim (Merkez)

E Rieszuzayi ve T: E — E operator ve I: E = E birim operator olmak iizere,

—Al <T < Al olacak sekilde bir A € IR* varsa, T ye merkez operatér denir. Merkez
operatorlerin kiimesi Z (E) ile gosterilir. Yani Z(E) = {T € L,(E): —Al < T < Al}seklinde
ifade edilir.

1.52. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, T: E — F bir operator ve {x,} < E olmak tizere,
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Xq — 0 (order) iken F' de Tx, — 0 (order) oluyorsa 7" operatdriine sira siirekli operator
denir.

{x,} cE ve x € E olmak lizere, T: E — F pozitif operatoriiniin sira stirekli olmasi ayni
zamanda; x, T x iken Tx, T Tx olmas1 veya x, | 0 iken Tx, | 0 olmasi anlamina gelir. T
sira siirl operator olarak alinirsa 7 nin sira siirekli olmasi da x, | 0 iken inf{|Tx,|} = 0
olmasima denktir. £ Riesz uzaymndan F' Riesz uzayina sira siirekli operatorlerin kiimesi
L, (E, F) ile gosterilir. Bu kiime L, (E, F) nin alt uzayidir ve L,,(E,F) < L, (E,F) c L(E, F)
dir. E lizerinde biitiin sira siirekli lineer fonksiyonellerin vektor uzayi L, (E, IR) = E,, olarak

gosterilir.

1.53. Tanim

E Riesz uzay, T: E — E operator olsun. E nin her I ideali ig¢in T (I) < I oluyorsa T ye ideal
koruyan veya stabilizer denir ve bunlarin kiimesi

S(E) ={T € L,(E): VI c Eideal i¢in T(I) < I} seklinde gosterilir.

Bunlar arasinda Z(E) < S(E) iliskisi vardir.

1.54. Tanim
E Riesz uzayi, T: E — E operator olsun. E nin her B band1 i¢in T (B) < B oluyorsa T ye band

koruyan operator denir.

1.55. Teorem

E Archimedian Riesz uzay1 T: E — E lineer doniisiim olmak {izere asagidakiler denktir.

1) T band koruyan operator

2)Herx,y€Eiginx Ly=Tx Ly

3)Her x € E i¢in T(x) € B, [2].

1.56. Teorem

E principal projeksiyon 6zelligine sahip Archimedian Riesz uzay1 T: E — E lineer doniisiim
olsun. T nin band koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her P projeksiyon i¢in TP = PT

olmasidir [2].

1.57. Tanim
Band koruyan sira sinirl operatdre ortomorfizma denir ve E nin biitiin ortomorfizmalarinin

kiimesi Orth(E) ile gosterilir.
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Her band ayni1 zamanda ideal oldugundan Z(E) < S(E) < Orth(E) dir.

1.58. Teorem
E Riesz uzay1 olmak iizere m;, m, € Orth(E) ve D% = E olacak sekilde D < L olsun. Her

f €Diginm, f = m,f ise my = m, dir [11].

1.59. Tanim

A, IR cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Her x,y,z € A ve her « € IR igin

=+ A X A — A carpimi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa 4 ya IR iizerinde bir cebir denir.
Cl) a.(x.y) =(a.x).y =x.(a.y)

C2) x.(v+2z2)=xy+xzve(x+y)z=x.z+y.z

C3) x.(y.2) = (x.y).z

A reel cebir olup aym1 zamanda Riesz uzayi iken her a,b € A* i¢in a.b € A* kosulunu

sagliyorsa A ya [-cebiri veya Riesz cebiri denir.

1.60. Tanim

A [-cebiri olmak iizere, her a,b € A, her ¢ € AticinaAnb =0 iken canb=acAb=0
kosulunu sagliyorsa 4 ya f-cebiri denir.

1.61. Ornek

C (K) fonksiyon uzay1 fonksiyonlarin noktasal ¢arpim islemine gore birimli bir f-cebiridir.

1.62. Teorem

A birimli f-cebiri olsun. a_Lb olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart a. b = 0 dir.

1.63. Teorem

A Archimedian birimli f~cebiri olmak tizere
p: A — Orth(4), e A —> A,
a->pla)=mn,, b->myb)=a.b

biciminde tanimli p doniigiimii cebir ve Riesz izomorfizmidir.

fspat

p nin anlamlt oldugunu gosterelim. Yani , € Orth(A) oldugunu gostermeliyiz.
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Her a € A igin x,y € A olmak iizere x | y iken 1, (x) L y oldugunu gorelim.
f-cebiri tanimindan x L y iken ax L y olacagindan m,, band koruyandir. Ayrica 4 [-cebiri
oldugundan b € A* igin w,(b) = a.b = 0 dir. O halde 7, pozitiftir. Yani 7, sira sinirhdir.

p nin iyi taniml ve lineer oldugu kolay goriiliir.

p nin cebir homomorfizmi oldugunu gdsterelim.

Her a,b € A igin p(ab) = p(a)p(b) oldugunu gérmeliyiz.

p(ab) = m,y, ve her ¢ € A igin

M, (c) = (ab)c = a(bc) = m, (bc) = na(nb(c)) = 1, (c) oldugundan
p(ab) = p(a)p(b) dir.

Simdi ise a L b iken p(a) L p(b) oldugunu gorelim. 1.62 Teoremi kullanilarak
alb=ab=0

= p(ab) =p(0) =0

=p(a).p(b) =0

= p(a) Lp(b)

oldugundan p dikligi koruyandir. Ayrica pozitif oldugundan p Riesz homomorfizmidir.

p nin birebir oldugunu gosterelim. Yani Cekp = {0} oldugunu gormeliyiz.
{0} = Cekp ...(D)

Diger yandan her a € A i¢in

p(a) =0isem, = 0olup her b € Aigcinm,(b) =a.b =0

olur ki boylece b = e iginm,(e) = a.e = a = 0 dir...(I)

(I) ve (II) den Cekp = {0} oldugundan p birebirdir.

p nin ortenligine bakalim. Bunun i¢in her S € Orth(A) i¢in p(a) = S olacak sekilde bir

a € A oldugunu gérmeliyiz.

e, A nin birimi ve S(e) = a € A olsun. Bu durumda 1.58.Teoremden

mg(e) = msey(e) = S(e)e = S(e) dir. Buradan S ile m,, e iizerinde esit oldugundan S ile
T4, B, = A lizerinde de esittir. O halde her b € A i¢in S(b) = m,(b) oldugundan p(a) = S
dir.
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p~1 in pozitif oldugunu gosterelim. Bunun i¢in p~1: Orth(A) — A olup her S € Orth(A)*
icinp~1(S) = 0 oldugunu gérmeliyiz. 1.47.Teorem kullanilarak S € Orth(A)* olup p 6rten
oldugundan en az bir a € A i¢in p(a) =, = S dir. Her b € A" i¢in m,(b) = S(b) = 0
oldugundan a.b = S(b) = 0 dir. 0 < e € A" igin a.e = 0 oldugundan a = 0 olup

p(a) =S dir. O halde a =p~1(S) = 0 dir. Bu durumda p doniisiimii cebir ve Riesz

izomorfizmidir.

1.64. Ornek

C(K) birimli f-cebiridir. Buradan

p: C(K) = Orth(C(K)), f = p(f) = mp, mp: C(K) = C(K), g = mp(g) = f. g
olup Orth(C(K)) = C(K) duir.

1.65. Teorem

E Archimedian Riesz uzayi olsun. Orth(E) Riesz uzayidir ve her m,my, m, € Orth(E) ve
her u € E%igin agagidaki esitlikler saglanur.

i) (my v my)u = (mu) v (mu) ve (my; Amy)u = (mu) A (mu)

i) (mHu = (mu)*, (@ )u = (mu)~ ve |r|u = |mu| [12].

1.66. Lemma
E normlu 6rgii uzay1 ve m, E de pozitif ortomorfizm olsun. m nin norm sinirli olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul m < Al olacak sekilde A € IR* var olmasidir. Bu durumda 7 nin

operator normu ||| = inf{Al:m < Al} dir [12].

fspat

(=) m norm siirl olsun. Olmayana ergi yontemini kullanirsak m < Al olacak sekilde

A € IR*olmasin. Bu durumda her n igin (mr —nl)* > 0 dir. Buradan (7 — nl)* > 0 ise
(m —nl)*(u,) > 0 olacak sekilde (u,,) € E* dizisi vardir. Ayrica v, = (m — nl)*(u,)

olarak tanimlayalim.

(m —nD(v,) = [(m —nD)* = (m —nD)7][(m — nl)* (u,)]
= (mr —nD)*[(m — )" (U] — (w — nI)~[(w — nD)* (uy,)]
= ((m—nD*)?(up) 2 0
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oldugundan n(v,) — nl(v,) = 0 olup n(v,) = nl(v,) bulunur. Buradan
lr(v )|l = llnv,|| = nllv,|| olur ki bu da 7 nin norm smirli olmasiyla gelisir. O halde

m < Al olacak sekilde A € IR* vardr.
(<) m < Al olacak sekilde A € IRY olsun.

|nf| = n(|f]) < Alf| elde edilir. Buradan ||7|| = inf{u > 0:||mx|| < ullx||]} oldugu

diistiniilirse ||7|| < A olur. Boylece ||7|| < inf{A: w < Al} elde edilir....(T)

Diger yandan ||7||, = inf{A:m < AI} diyelim. ||z|| = |||l oldugunu gostermeliyiz.

|7]leo = O ise ||| = 0 = ||7||s olur. Simdi ise |||, > 0 olsun. € > 0 i¢in

A= |Ir|lec — & > 0 olsun. (mr — AI)* # 0 olduguna gosterelim. Olmayana ergi yontemini

kullanirsak (m — AI)* = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
r=—ADt=0=>@m@-AD)vo=0=>n—-AU<0=>nm< A

dir. Ayrica |||, = inf{u:m < pl} olup |||l < A = ||7|[s — € olur ki bu da geliskidir.
Her zaman (m — AI)* > 0 ve (mr — AI)* # 0 oldugundan ( — AI)* > 0 elde edilir. Diger
yandan (m — AI)* > 0 i¢in (r — AI)(v) > 0 olacak sekilde v € L* vardur.

(r—AD*"(W)>0=((r—A)vO)(v) >0
=>nv=>Av>0
= |lmvll = Allvl|

vl o

vl =

=Gl =2

=zl = A= llmlle — €

dir. € - 0 igin ||| = ||7|| elde edilir....(II)

(I) ve (IT) den ||| = |||l elde edilir.
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1.67. Teorem

E normlu 6rgii uzayi ve m, E de bir ortomorfizm olsun. Bu durumda mr nin norm sinirli olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul || < AI olacak sekilde A € IR* var olmasidir. Bu durumda
|| = inf{A: |m| < Al} dir [12].

fspat

1.66.Lemma dan w € Orth(E) i¢in m norm siirh gerekli ve yeterli kosul |7r| norm sinirlt
ve bunlarin normlarinin esit oldugunu gostermek yeter. || norm sinirli ise her x € E igin
|mx| = |m||x| oldugundan ||mx|| = |[|mx||| = |||7||x]|| < |l|=|]l. ||x]| olur. Buradan = norm
siurli ve ||z]| < |||]|| bulunur. Simdi 7 norm sinirh olsun. Her x € E igin

llmlx| = |Irellx]] = [relx]] oldugundan [[lxlxll = lIFellxI| = lirllll < liwllix]| olur ki bu

|| nin norm simurh ve |||7]|| < [|7|| olmasin verir.

1.68. Sonug
E Banach orgiisii ise Orth(E) = Z(E) dir.

jspat

Z(E) c Orth(E) oldugunu biliyoruz. Simdi = € Orth(E) alalim. m = 7+ — m~ ve Banach
orglsi tizerinde tanimli her pozitif operator siirekli oldugundan [2] den 7 siirekli yani
norm sinirhidir. 1.67.Teoremden || < Al olacak sekilde

A€ IR™ vardir. Buradan Orth(E) c Z(E) elde edilir.
2.1. ideal Operatorler

Bu boliimde [11] da verilen "On Ideal Operators" isimli makale detaylica incelenmistir.

2.1.1. Tanim
E ve F Riesz uzaylari ve T: E - F bir operatdr olsun. Her | C F ideali igin T~1(J) c E de

ideal oluyorsa T ye invers ideal operator denir.

2.1.2. Tanim
E ve F Riesz uzaylari ve T: E — F bir operator olsun. Her I  E ideali i¢in T(I) < F de ideal

oluyorsa T'ye ideal operator denir.
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2.1.3. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E — F bir operatdr ve I,, x tarafindan iiretilen (order) ideal
olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.

1) T ideal operatordiir < Her x € E i¢in I+, = T (1)

ii) T invers ideal operatordiir < Her x € E i¢in T'(I,) < Iy

iii) 7 invers ideal operatordiir < Her x,y € E i¢in |y| < |x| i¢in |Ty| < A|Tx]| olacak

sekilde A€ IR* vardr.

fspat
i)
(=) T nin ideal operatdr oldugunu kabul edelim. Her x € E i¢in T(l,), Tx 1 kapsayan F

icinde ideal ve I, Tx i kapsayan en dar ideal oldugundan I, < T'(I,) dir.

(<) Her x € E i¢in I, < T(l,) olsun. /, E i¢inde keyfi bir ideal olmak iizere T'(I) F nin alt
uzayidir. Simdi, hery € F, z € T(I) ve |y| < |z| igin y € T(I) oldugunu gésterelim.

z € T(I) oldugundan Tx = z olacak sekilde x € [ vardir. z=Tx € Iy, ve I, ideal
oldugundan y € I, olur. Hipotezden y € T (I,) elde edilir. Diger yandan x € I oldugundan
L, < I ve buradan T'(I,.)) < T(I) olacagindan y € T (I) bulunur.

i)

(=) T nin invers ideal operatdr oldugunu kabul edelim. Her x € E i¢in T~1(I;,) c E de
idealdir. Ayrica x € T~1(Iy,) ve I, x i kapsayan en dar ideal oldugundan I, c T~*(I;,)
olur. Buradan T(I,) c T(T " 1(I1,)) < I, dir.

(<) Her x € E i¢in T(I,,) < Iy, olsun. J, F iginde keyfi bir ideal olmak iizere T~1(J) E nin
alt uzayidir. Simdi, her x,y € E, x € T71(J) ve |y| < |x| i¢in y € T"(J) oldugunu
gosterelim. |y| < |x| ve I, ideal oldugundan y € I, olur. Buradan T(y) € T(I,) dir ve
boylece T(y) € Iz, dir. Diger yandan x € T~1(J) olup T(x) € J ve J ideal oldugundan
Iy, <] dir. I, =] ve T(y) € Iy, oldugundan T(y) € J olup y € T~1(J) dir. Buradan T

invers ideal operatordiir.
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1ii)
(=) T invers ideal operator olsun. Her x,y € E, |y| < |x| i¢in y € I, dir. ii) den

T(Il,) < Iy, oldugundan Ty € Iy, olur. Buradan |Ty| < A|Tx| olacak sekilde A € IR*

vardir.

(<) ii) den her x € E igin T(I,) < I, oldugunu gosterelim. u € T (1) ise Ty = u olacak
sekilde y € I, vardr.
y €I, =3B IR, |yl < Blx|
— 3B, L €IRT, |Ty| < B MTx|
=>Ty=u€eT(,)
elde edilir.

2.1.4. Teorem

Her aralik koruyan operatdr ideal operatordiir.

fspat

E ve F Riesz uzaylari1 ve T: E — F bir aralik koruyan operator olmak tizere 7, £ i¢inde keyfi
bir ideal olsun. 7T lineer oldugundan T'(I) alt uzaydir. Simdi ideal oldugunu gdsterelim. Her
y €F,x € T(I) ve |y| < |x| olmak tizere, x € T(I) oldugundan Tz = y olacak sekilde z €

[ vardir.

0<y*<|y|<|x|=|Tz| <T|z| olup y* €[0,T|z|] diir ve T aralik koruyan operator
oldugundan z € I ve T(u) = y* olacak sekilde u € [0, |z|] vardir.

0<y <|yl<|x|=|Tz| <T|z| olup y~ € [0,T|z|] diir ve T aralik koruyan operator
oldugundan z € I ve T(w) = y~ olacak sekilde w € [0, |z|] vardur.

Diger yandan z € I ve [ ideal oldugundan u,w € [0, |z|] olup u, v € I olur. Buradan
u,v € [ oldugundan t = u —w € I olup

T)=Tu—-w)=Tw) —Tw) =y* -y~ =yoldugundan y € T(I) dir.
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2.1.5. Ornek

Ideal operatérlerin kiimesi vektdr uzay: degildir.

Cozim

I:IR? > IR? ; (x,v) = I(x,y) = (x,v) ideal operatdrdiir.
T:IR?* - IR? ; (x,y) » T(x,y) = (y,0) operatorii i¢in

IR? nin idealleri

I, ={(0,x):x € IR}
I, = {(x,0):x € IR}
I; = {(0,0)}

I, = IR?

dir. I3 ve 1, asikar ideallerdir. I; ve I, i¢in bakalim.

Oncelikle I; = {(0,x):x € IR} < IR? nin ideal oldugunu gosterelim.
I;, IR?nin alt uzayidir. Simdi ise I; in solid oldugunu gdsterelim.
Her (x,y) € IR?, (0,v) €1; ve |(x,y)| <1(0,v)| olmak iizere (x,y) € I; oldugunu

gosterelim.

|Ge, I < 10, v)| = (Ix], [y < (0, [v])
=0<|x]| <0vely| <|v]|
=x=0ve |yl <|v|
= (x,y) € [, dir.

O halde I; solid alt uzay oldugundan idealdir.

I, = {(x,0):x € IR} < IR? nin ideal oldugunu gosterelim.
I,, IR?nin alt uzayidir. Simdi ise I, nin solid oldugunu gosterelim.
Her (x,y) € IR?, (v,0) €I, ve |(x,y)| <|(v,0)| olmak iizere (x,y) € I, oldugunu
gosterelim.
|, )| < |(w,0)| = (Ix], lyD) < (Jvl],0)
=>0<|x|<|v|lvely| <0
= x| <|vl]vey=0
= (x,y) € I, dir.
O halde I, solid alt uzay oldugundan idealdir.



26

IR? nin diger alt uzaylari: {(x, y):3m € IR, m # 0 ve y = mx} seklindedir. IR? nin baska

ideali olmadigini gostermek i¢in olmayana ergi yontemini kullanalim.

I ={(x,y):3m € IR,m # 0 ve y = mx}, IR? nin baska bir ideali olsun.

m > 0 i¢in (1,%) < (1,m) ve (1,m) €I olup (1,%) € [ olur ki bu da celiskidir. Ayn1

sekilde m < 0 i¢in de celiski ¢ikacagindan IR? nin baska bir ideali yoktur.

Ayrica

T(,) ={T(0,x):x € IR} = {(x,0): x € IR}=I,
T() =1

T(3) =13

T() =1

olup her biri ideal oldugundan 7 ideal operatordiir.

(I +T)(x,y) = (x +y,y) olup
I+7T)1) ={U+T)(O0,x):x € IR} = {(x,x):x €IR} ideal olmadigim gosterelim.

(I +T)(1;) nin ideal olmadiginmi gostermek igin olmayana ergi yontemini kullanalim.

(3.3) < @1) ve (1L1) € U+ T)(Uy) olup (3,5) € (I +T) () olur ki bu da geliskidir. O

4’4

halde ideal operatorlerin kiimesi vektor uzayi degildir.

2.1.6. Ornek

Invers ideal operatdrlerin kiimesi vektor uzay degildir.

Cozim
Vektor uzay olmadigini gostermek i¢in S, T: C[0,1] - C[0,1]; f = S(f) = f(0).1,
T(f) = f(1).1 tamimlayalim. S ve T invers ideal operatorlerdir fakat S 4+ T invers ideal

operatdr degildir. S ve T nin lineer doniistimler oldugunu gérmek kolaydir.

Simdi pozitif oldugunu gosterelim. Gergekten her f € C[0,1] igin
0<f—=Herx€[0,1]igin f(x) =0

=f(0)=0

= £(0).1>0
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oldugundan S > 0 dir. Benzer sekilde T > 0 dir. Simdi ise S ve T nin invers ideal operatdr
oldugunu gosterelim. f, g € C[0,1] i¢in
lgl < |f1= Herx € [0,1] i¢in |g(x)| < [f (x|

= x = 0i¢in |Sg| =1g(0).1] < [f(0).1] = |Sf|

oldugundan 2.1.3.Teorem iii) den S invers ideal operatordiir.

lgl < IfI = Herx € [0,1] igin |g(x)| < |f ()l
=x = 1ligin |Tg| = |g(1).1] < |f(1).1] = |Tf]

oldugundan T invers ideal operatordiir. Fakat

0,x€ [0,%]
fx)=2x—-1veg(x) = )
2x—1,xe]5,1]

alirsak |g| < |f| dir. Fakat

S +D(DI=15@) +T(@] =19(0).1+g().1| =0+ 1] =1
IS+DO=1SEO+THOI=1f(0).1+£(D).1] =[-1+1[=0

olup [(S+T)(g)l =1 <A|(S+T)(f)| = 0 olacak sekilde X € IR* olmadigindan S + T

invers ideal operator degildir.

Bagka bir 6rnek olarak asagidaki 6rnegi verebiliriz.
I:IR?> - IR? ; (x,y) = I(x,y) = (x,y) ideal operatordiir.
T:IR? - IR? ; (x,y) » T(x,y) = (—y,0) operatérii icin

IR? nin idealleri

I, ={(x,0):x € IR}
I, = {(0,x):x € IR}
I; = {(0,0)}

1, = IR?

dir ve



28

T-1(L) ={(x,y) € IR*:T(x,y) € I,} = IR? oldugunu gosterelim.
Her zaman T~1(I;) c IR? dir. ....(*)

Diger yandan (x, y) € IR? alalim.

(x,y) EIR*=T(x,y) = (-y,0) €],
= (x,y) ET'(1y)

olur. O halde IR c T71( 1) dir. ....(**)

(*) ve (**) dan T~1(I;) = IR*dir.

T (L) ={(x,y) € IR*:T(x,y) € I,} = I, oldugunu gosterelim.
Oncelikle (x,y) € T™1(I,) alalim.
(t,y) €T L) =T(xy) =(-y,0) €L,
=>y=0
=>xy)€ L
olur. O halde T™1(I,) c I, dir. ....(*)

Diger yandan (x,y) € I; alahm.
(x,y)€EL=y=0
= T(x,0) = (0,0) € I,
=>T(x,y) €L
= (x,y) €T (L)
olur. O halde I, c T~1( I,) dir. ....(**)
(*) ve (**)dan T~1(1,) = I, dir.

T 1(I3) = {(x,y) € IR*>:T(x,y) € I3} = I, oldugunu gosterelim.
Oncelikle (x,y) € I; alalim.
(,y)€EL=>y=0
= T(x,0) = (0,0) € I3
=T(x,y) €13
= (x,y) € T7'(5)
dir. O halde I, ¢ T~1( I3) diir.....(*)
Diger yandan (x,y) € T~1(I3) alalm.
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(6, y) ETH(3)=T(xy) = (-y,0) €3
=>y=0
=@y el

dir. O halde T~1( Iy) c I dir.....(**)

(*) ve (**) dan T~1(I3) = I, dir.

T-1(1,) = T"1(IR?) = IR? oldugunu gosterelim.

Oncelikle (x,y) € T~1(1,) alalim.

(t,y) €TH(L)=T(y) =(-y,0) €L
= (x,y) € IR?

olur. O halde T~1(1,) c IR? dir. ...(*)

Diger yandan (x,y) € IR? alalim.
(x,y) EIR?=T(x,y) € I,
= (x,y) €T71(1y)
olur. O halde IR? c T71(1,) dir. ...(**)
(*) ve (**) dan T~1(1,) = IR? dir. O halde T invers ideal operatordiir.

(I +T)7'(I) ={(x,y) EIR*: (I + T)(x,y) € I}
={(x,y) € IR* (x —y,y) € I}

dir ve A ={(x,x):x € IR} diyelim ve (I +T) 1(I,) in A kiimesine esit oldugunu
gosterelim.
(x,y) € (I + T)"1(1,) alalim.
e+ UD)=>U+Dxy)=x-y,y)EL

=>x—-y=0

>x=y

=>xy)€eEA
dir.
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Diger yandan (x,y) € A alalim.

(xy)EA=>x=y

I+D)(xy)=x-yy)=0,y) €L, =(x,y) € I +T)"(I) du.

A = {(x,x): x € IR} ideal olmadigindan I + T invers ideal operator degildir.

Simdi ise ideal operatorlerle stabilizerlerin operatorlerin iki farkli smif olduguna dair

orneklere gegelim.

2.1.7. Ornek

Her ideal operator stabilizer olmak zorunda degildir.

Cozim
T:IR? - IR?; (x,y) = T(x,y) = (¥, x) seklinde bir doniisiim tanimlayalim.

T nin lineer oldugunu gérmek kolaydir.

IR? nin idealleri

I, ={(0,x):x € IR}
I, = {(x,0): x € IR}
I3 = {(0,0)}

I, = IR?

dir. Ornek 2.1.5 ten T ideal operatordiir. Fakat
T(,) ={T(0,x):x € IR} = {(x,0): x € IR}=I, olup T(l;) I, oldugundan T stabilizer
degildir. Dolayisiyla 7 ideal operator fakat stabilizer degildir.

2.1.8. Ornek

Her stabilizer ideal operator olmak zorunda degildir.

Cozim

E =C[0,1], p:[0,1] = IR; x> p(x) =x ve m,:E - E; f- m,(f) = p.f operatdriinii

tanimlayalim. 7, operatori stabilizerdir fakat ideal operator degildir. 7, nin lineer doniigiim

p

oldugunu gérmek kolaydir. Simdi 7,, operatériiniin stabilizer oldugunu gosterelim.
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E Banach orgiisii oldugundan Z(E) = Orth(E) dir. Ayrica Z(E) < S(E) < Orth(E)
oldugundan Z(E) = S(E) = Orth(F) dir.

1, € Orth(E) oldugundan ,, € S(E) dir.

Diger yandan

o1
xsm;|,x €]0,1]

u:[0,1] = IR ; x - u(x) ={|
0 ;x=0

olarak tanimlayalim.

i)u € C[0,1] oldugunu gosterelim.

‘Ve>0i¢cin3d § > 03 |x— 0| <diken|f(x) — f(0)| < € 6nermesinin dogru oldugunu
gostermeliyiz.

lIf(x) — f(0)] = ||x.sin%| - 0| = |x.sin%| = |x| |sin%| < 8.1 olup € =6 segilirse u,
sifir noktasinda siireklidir.

x # 0 icin x. sini siireklidir.

ii) u € I, oldugunu gosterelim.

x # 0 olsun.

|x.sin§| < |x| < 1.x olup |u|(x) = lu(x)| = |x. sinﬂ = |x| |Sin§| <|x| =x=p)

dir.

x = 0 olsun.
x =0=[ul(0) =0 =p(0)
O halde |u| < p dir yani u € I, dir.

iii) f = 1 almirsa m,(1) = 1.p = p oldugundan p € m,,(C[0,1]) dir.
iv) ug m,(C[0,1]) oldugunu gosterelim. Olmayana ergi yontemi kullanalim. O halde

u € m,(C[0,1]) olsun.
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u€mn,(C[0,1]) =3 f €C01]:m,(f) =u
= V x € [0,1] igin 7, (f) (x) = u(x)
= V x € [0,1] igin (p.f)(x) = u(x)
= V x € [0,1] i¢in p(x). f(x) = u(x)

= x # 0i¢in x. f(x) = x. |sin§|

= x # 0i¢in f(x) = |sin§|

.1
O halde en az bir A € IR igin f(x) = {|sm;| X # 0 bi¢imindedir. (ﬁ) dizisi sifira

;x =0
2 L 9 2 et
yakinsar. Fakat ( f (E)) dizisi (1,0,1,0 ....) oldugundan ( f (E)) yakinsak degildir. Sonug

olarak f fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli olamaz, bu ise c¢eligkidir. O halde

ug m,(C[0,1]) yani m,(C[0,1]) ideal degildir.

2.1.9. Lemma

ERieszuzay, 0 < e <1veuy =ug  0ise Nylpy,—gyy+ = {0} dir.

fspat
0<x€Nglay-rcuy+= Va, x €Iy _y)+= XA(Uy—Ul)" =0 dir. Gergekten
(eug —ug)™ = (ug — &.up)” ve (ug — e ug)TL (euy —uy)* oldugundan

Iyy—eaig)+ L (€U — Ug)™ dir. Diger yandan

Uy, L 0= —u, T0= (euy —u,) T ey
= (eug —uy,) vO0 T (euy v 0)
= (euy —u )t 1 cuy
= x| A(eug—u)t Tlx| Acuy < euyl 0

= Vai¢in [x| A (eug —uy,)* =0

dir. Buradan x A euy = 0 olup x A uy = 0 elde edilir. Diger yandan



33

+
O0<ugveu, —&uUy<u;= WU, —&u)" <u, <u,
=>0<xA(uy—€cuy)t<xAruy;=0

=SxA(ug—euy)t=0

elde edilir. Diger taraftan

X €l —eu)*= 3430 < x < Aq(Uug — &.up)™
S 0<xAXx<xAd(uy—cuy) =0
=>x=0

bulunur. Boylece istenen elde edilmis olur.

2.1.10. Onerme

T:E — F sira sinirh birebir ve ideal operator ise 7 sira siireklidir.

fspat
E de ug = uy L 0 olsun. 7 nin sira siirekli oldugunu gostermek i¢in inf |Tua| = 0 oldugunu

gostermeliyiz. T sira sinirli oldugundan her 0 < x < uy i¢in |Tx| < y olacak sekilde

y € F* vardir. 0 < € < 1 olsun. Bu durumda 0 < x < €.u, i¢in |[Tx| < €.y dir. Her a igin

0<z< |Tua| iken z = 0 oldugunu gostermeliyiz.

0<z< |Tua| =|T[(uy — cug)*] + T(uy A gug)|
< IT[(ug — eup) ™1l + T (ug A eup)|
< IT[(ug —eug)*ll + ey

olup buradan 7 nin birebir ve ideal operator oldugu g6z 6niine alinarak

0<z—ey<I|T[(ug —eup)*ll = (z—e.y) v0 < |T[(ug — ug)*]| v O
= (z—ey)t <|T[(ug — gup)*]l
= (z —e.y)" € Nalrjuy—cug)*
=(z—-cey)te naT(l(ua—suo)"')

=>((z—-cy)te T(ﬂal(ua—suo)’f)
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= (z—e.y)" € T({0}) = {0}
=>@z—-ey)t=0

elde edilir. Boylece her € > 0 i¢in (z — €y)* = 0 bulunur. Bu da her € > 0 igin z < €.y

demektir. F' Archimedian Riesz uzay1 oldugundan z = 0 elde edilir.

2.1.11. Teorem
E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E — F bir operatdr olmak iizere agagidaki dnermeler birbirine
denktir.

1) T sira sinirl ve diklik koruyan operatordiir.

ii) Her x,y € E i¢in |y| < |x]| iken |Ty| < |Tx| diir [7].
fspat

=) T sira sinirli ve diklik koruyan operator olsun. 1.49.Teoremden |T| vardir. Buradan her

x,y € E i¢in |y| < |x]| ise |T||y| < |T||x| dir. Boylece 1.49.Teoremi kullanilarak
|Ty| < |Tx| elde edilir.

<)Herx,y € E igin |y| < |x| iken |[Ty| < |Tx| olsun. Buradan T sira sinirhidir. E de |x| =
|y| ise F de |Tx| = |Ty| dir. Diger yandan y = |x| segelim. Buradan 1.49.Teoremden her
x € E i¢in |Tx| = |T|x|| oldugundan T diklik koruyan operatordiir.

2.1.12. Teorem
E,G Riesz uzayi, F Dedekind tam, R: E — G sira sinirlhi ve diklik koruyan operator ise

¢@:L,(G,F) - L,(E,F), T - @(T) = TR ideal operatordiir.

fspat
T € L, (G, F) alalim. ¢ nin ideal operator oldugunu géstermek igin I,y < ¢ (I7) oldugunu

gostermeliyiz. S € I,y olsun. S € I,ry ise |S| < A|@(T)| olacak sekilde A € IR"vardur.

Iy
Once A = 1 yani |S| < | (T)| varsayalim. R(E) G alt uzaydir. Simdi



T,:R(E) > F
R(x) » T;R(x) = S(x)

olarak tanimlayalim.

Oncelikle her R(x) € R(E) i¢in T;R(x) = S(x) € F oldugundan T; anlamlidir.

Iyi tanimlilig: gérmek icin her R(x), R(y) € R(E) i¢in R(x) = R(y) olsun.
1SG) =S| < IS]]x =yl
< |TRllx —y|
< |TlIR|lx -yl
= |T||[Rx —Ry| =0
oldugundan S(x) = S(y) dir. O halde T; iyi tanimlidir.

p:G - F,y - p(y) = |T|(]y]) olarak tanimlayalim.
Her y € G igin F Dedekind tam oldugundan |T|(|y|) € F dir. Boylece p anlamlidir.

Iyi tanimlihig1 gérmek icin her x,y € G i¢cin x = y olsun.
x=y=|x| =yl

= ITI(xD = ITI(yD

=pX) =p»)

oldugundan p iyi tanimhidir.
p nin alt lineer oldugunu gosterelim.

Her x,y € G ig¢in p(x + y) < p(x) + p(¥) oldugunu goérelim.

p(x+y) = T|(lx +yD < ITI(Ix] + |yD
= |Tllx[ + IT1lyl

=p(x) +p®)

Her x € G ve her 1 € IR igin p(1x) = Ap(x) oldugunu gosterelim.
p(Ax) = |T[(12y]) = ITIAlyl = AT|(y]) = Ap(x)

35
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sartlar1 saglandigi i¢in p alt lineerdir.

Simdi ise her z € R(E) i¢in Ty (z) < p(2) oldugunu gosterelim.
Ti(z) = TiR(x) = S(x) < |S[(Ix])

< ITRI(IxD)

< ITlIRIIx|

< |T||Rx|

= p(Rx)

=p(2)
oldugundan T, (z) < p(z) dir.

O halde Hahn-Banach teoreminden T;:G — F oyle ki TT/R =T, olacak sekilde T;

(E)
operatérii vardir. Her y € G icin T; (y) < p(y) = |T|(y) = T; < |T| dir. Diger yandan
her y € G*igin (—'IT )(y) =T, (=y) < p(=y) = |T|(y) dir. Bu durumda

|TL|<ITI=> T €l = ¢(Ty) € o(I;) = TR € p(I7) = S € p(I7) dir. Simdi
S € Iy(ry olmak iizere |S| < A|o(T)| = ATR| = |§| < |TR| olup ispatin ilk kismindan

% € @(I7) olur. ¢ (I) vektdr uzayi oldugundan S € ¢ (I7) elde edilir.

2.1.13. Sonug
E,G Riesz uzay1 ve T: E — G operator olsun.

T sira siirl ve diklik koruyan operator ise T~: G~ — E~ ideal operatordiir.
fspat

2.2.12.Teoreminde F yerine IR alinirsa IR Dedekind tam oldugundan
@:Ly,(G,IR) = L,(E,IR) yani ¢@:G~ = E~ ideal operator, T~ (f) = foT = @(f)

oldugundan T~ = ¢ olup boylece T~ ideal operatordiir.

2.1.14. Onerme

Her sira sinirhi diklik koruyan operator invers ideal operatordiir.
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2.1.3.Teorem iii) den agiktir. Buradan T'(I,,) < I, elde edilir.

2.2. Diklik Koruyan Operatorler

Bu boliimde ideal operatdrler ile dikligi koruyan operatorler arasindaki iliskiler verilmistir.

2.2.1. Lemma: E Riesz uzay1 olmak lizere

Vx,y €EE,x Ly I,nI, ={0}dmr.

fspat
Her x,y € E igin
(=)x Ly olsun. z € I, N I, alahm.
zelhynl,=>z€l,vez€El,
= 3L € IRY igin |z| < Alx| ve Ju € IR*i¢in |z| < uly|
= 3, u € IR%icin |z| < Alx| A puly|
— 3, pu € IR icin |z| < (A + W (x| A ly])
=zl =0

=z=0

(<) L, N I, = {0} olsun.
lx| Ayl < |x| = |x| Alyl € Iy ve Ix| A lyl < |yl = |x| A |yl € I, olup

lx| Ayl € I, N I, = {0} oldugundan x Ly dir.

2.2.2. Onerme
E,F Riesz uzay, T: E — F lineer operator olsun.
1) T birebir ideal operatdr ise T diklik koruyandir.

ii) T birebir drten inverse ideal operatdr ise T~ diklik koruyandir.
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1) T birebir ideal operator olsun. T nin diklik koruyan operatdr oldugunu gostermek igin her

x,y € E,x L yiken Tx L Ty oldugunu gostermeliyiz.

Lemma 2.2.1. den x Ly oldugundan I, "I, = {0} dir. Diger yandan T ideal operator

oldugundan I, = T(Iy) ve I, < T (1) dir. Bunlar ve T nin birebir olmasindan

Iy = T(Ly) ve Ity < T(L) = Iy NIy < T(L) N T(L,) = T(L, 1) = {0}
= Iry N Iy, = {0}
=Tx LTy
elde edilir.

ii) F de zLwiken T71(z) LT 1(w) oldugunu gostermeliyiz, z,w € F ve T orten
oldugundan Tx =z ve Ty =w olacak sekilde x,y € E vardir yani Tx L Ty iken

x L y oldugunu gostermeliyiz.

Lemma 2.2.1. den Tx L Ty oldugundan Ir, N Iy, = {0} dir. Diger yandan T invers ideal

operator oldugundan T (1) < I, ve T(Iy) c Ir, dir.

T(I) C Iy ve T(L,) cIry = TU) N T(L,) S Iy O Iy, = {0}
=TI, 1) <{0}
= L1, = {0}
=>xly

olur.

2.2.3. Onerme
E,F Riesz uzay, T: E — F sira smurh birebir drten operator olsun. T ideal operator ise 1

ideal operatordiir.
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T ideal operatér olsun. I  F ideal iken T71(I) c E in ideal oldugunu gdstermeliyiz.

Oncelikle T~1(I), E nin alt uzayidir. Simdi her y € E, x € T~1(I) igin |y| < |x| iken

y € T~1(I) oldugunu gdstermeliyiz. T birebir ve 2.2.2.Teorem den T diklik koruyandir. T
diklik koruyan ve 2.1.11.Teorem den |Ty| < |Tx| elde edilir. Hipotezden x € T~1(I)
oldugundan Tx € I dir ve I ideal oldugundan Ty € I olur. Boylece y € T~1(I) elde edilir.
O halde T~ ideal operatordiir.

2.2.4. Sonug
T:E — F sira sinirh diklik koruyan birebir ve drten operator ise T~ ! de diklik koruyan

operatordiir.
fspat

T sira smirh diklik koruyan operator olsun. O halde 6nerme 2.1.14. den T invers ideal
operatordiir. T invers ideal operator oldugundan T~ ideal operatordiir. Bu durumda T2

diklik koruyan operatordiir.
Genellikle aralik koruyan operatorlerle Riesz homomorfizmalar birbirinden bagimsizdirlar.

2.2.5. Ornek
B:C[0,1] » IR, f - B(f) = fol f(t)dt, seklinde tamimlanan B pozitif operatorii aralik

koruyandir fakat Riesz homomorfizmasi degildir.
Cozim

Integral fonksiyonu pozitif oldugu icin f > 0 aldigimizda B(f) = 0 olur. Her pozitif lineer
fonksiyonel aralik koruyan oldugu i¢in [ operatorii de aralik koruyandir. Riesz

homomorfizmasi olmadigin1 gostermek i¢in,

f:[0,1] - IR

x—>fx=x—%
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bi¢iminde tanimlanan stirekli fonksiyonu alalim.

fle=Ifxl={ f

oldugunu kullanarak

BUSD = Iy |x _%| dx = fol/2 (_x + %) dx + fll/z (x - %) dx

buluruz. * ve ** geregince |Bf| < B(f]) dir. |Bf| # B(lf]) oldugundan 1.45.Teorem

geregi [ Riesz homomorfizmasi degildir.

2.2.6. Ornek
L,[0,1] = {glg:[0,1] = IR, integrallenebilir fonksiyon} olmak tizere
T:C[0,1] = L,[0,1]
f= Tf:[01]=IR, t > (TH@® =t.f() (te[01])

biciminde tanimlanan 7 operatorii Riesz homomorfizmasidir ancak aralik koruyan degildir.
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Cozim

f € C[0,1] ve t € [0,1] olmak iizere

(TIfDE®) = e.1f1(®)
=t.|f ()l
= t.f(®)l
=1(TH®I
=ITfI®)

esitliginden 7 Riesz homomorfizmasidir. Simdi 7 nin aralik koruyan operatér olmadiginm
olmayana ergi yontemini kullanarak ispatlayalim. Bunun i¢in 7 nin aralik koruyan operator
oldugunu kabul edelim. Her t € [0,1] i¢in 1(t) = 1 bi¢iminde tanimlanan sabit fonksiyon

C[0,1] in elemanidir.

h:[0,1] = IR

.1
¢ —>h(t)={t'|sm?| t#0
0 :t=0

biciminde tanimlanan % fonksiyonu siirekli dolayisiyla integrallenebilirdir.

1 € C[0,1] vehert € [0,1] i¢in 1(t) = 1 olacak sekildeki sabit fonksiyonu belirtmek tizere;
her t € [0,1] i¢in 0 < sint < 1 dir ve buradan 0 < t |sin%| <t =T1(t) = t.1 dogrudur.
T operatorii aralik koruyan oldugundan 0 < f < 1ve t € [0,1] igin T(f)(t) = h(t) olacak
sekilde f € C[0,1] vardir. Bu ve T nin tanimi her t € [0,1] igin T(f)(t) = t. f(t) = h(t)
olmasini gerektirir. O halde her t € (0,1] i¢in

f@) = @ = |sin%| olur. 1 stirekli oldugundan tl_i)r(r)1+ f(t) vardir. Bu bize tl_i%l |sin%|

limitinin var olmasini verir ki bu bir g¢eligkidir. O halde 7 operatdrii aralik koruyan olamaz.

2.2.7. Sonug
E ve F Riesz uzaylar1 ve T: E — F operator olsun.
1) T birebir aralik koruyan operator ise 7' Riesz homomorfizmasidir.

i1) T 6rten Riesz homomorfizmasi ise 7T aralik koruyan operatordiir.
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1) T birebir aralik koruyan operator olsun. Her aralik koruyan operator ideal operatordiir.

2.2.2. Onerme i) den T Riesz homomorfizmasidir.

ii) T orten Riesz homomorfizmasi olsun. y € [0, Tx] olacak sekilde x, y € E™ alalim. T 6rten

oldugundan Tz = y olacak sekilde z € E vardir. u = |z| A x alalim.
u=|zlarx=>Tu=T(z|rx)

=T(|z]) A Tx

=|Tz| A Tx

=yl A Tx

=y AnTx

=Yy
dir ve ayrica u=|z|axve O0<|z|Ax<x oldugundan

[0,Tx] = T[O,x]....(I)

Diger yandan T pozitif oldugundan T[0, x] < [0, Tx]...(I)
(I) ve (II) den T[0, x] = [0, Tx] olup T aralik koruyan operatordiir.

2.2.8. Sonug
1) T: E — F birebir orten operatdr olsun.

T aralik koruyan operatordiir < 7 Riesz homomorfizmasidir.

u € [0,x]

ii) T: E — F orten Riesz homomorfizmasi ise her x € E i¢in T(L,,) = I, dir.

fspat

olup

1) 2.2.7.Sonug 1) ve i) den T aralik koruyan operatordiir < T Riesz homomorfizmasidir.

i) T orten Riesz homomorfizmasi olsun. 7' Riesz homomorfizmasi ise 7 sira siirh ve diklik

koruyan operatdrdiir. Bu durumda 7 invers ideal operatordiir ve 2.1.3 Teorem ii) den

T(1,) Iy, dir....(T)

Diger yandan 2.2.7. Sonug ii) den 7 aralik koruyan operatordiir. Bu durumda 7 ideal

operatordiir ve 2.1.3. Teorem i den I, < T (1) dir....(II)
O halde (I) ve (IT) den T (1) = Iy, dir.
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2.2.9. Tanim
E Riesz uzayi ve x € E olsun. Z(1,) te segilen her operatoriin Z (E) igine diisecek sekilde E

lizerine genislemesi varsa E ye Z (E)-genisleme 6zelligine sahiptir denir.

2.2.10. Ornek
E o-Dedekind tam ise E, Z (E)-genisleme 6zelligine sahiptir [10].

2.2.11. Lemma
E diizgiin tam ve Z(E)-genisleme 6zelligine sahip olsun. Herhangi bir u € E ve y € [,

alinsin. Bu durumda 7 (u) = y olacak sekilde © € Z(E) vardir.
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1) u = 0 i¢in agikardir.

ii) 0 < [u] olsun. I,, = I;;;; = C(K) olacak sekilde K kompakt Hausdorff uzay1 vardir ve
lul = 1. y € I, i¢in Iy = C(K) = Orth(C(K)) = Z(C(K)) oldugundan m,: I, = Iy,
m,(z) = y.z seklinde tamml 7, Z(l,) nun elemanidir. Ayrica

my(lul) = y.|ul = y.1 =y dir. Hipotezden 7, nin bir = € Z(E) genislemesi vardir ve

m(lul) = my(Jul) = y dir.

2.2.12. Teorem

E, F diizgiin tam Riesz uzay ve Z (E)-genisleme 6zelligine sahip olsun.

T:E — F operatoriinii alalim.

i) T ideal operatordiir <> Herhangi bir m € Z(F) ve u € E igin m(Tu) = T(Su) olacak
sekilde S € Z(E) vardir.

i) T invers ideal operatordiir << Herhangi bir m € Z(E) ve u € E igin

T(mu) = S(Tu) olacak sekilde S € Z(F) vardr.
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i)

(=) T nin ideal operator oldugunu kabul edelim. w € Z(F), 0 < || < ve u € E olsun.

|7T (u)| < |m||Tu| < |Tu| diir ve T ideal operator oldugundan 2.1.3. Teorem i) kullanilarak
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Tv = nTu olacak sekilde v € I, vardir. 2.2.11.Lemma kullanilarak Su = v olacak sekilde

S € Z(E) bulunur.

(<) T nin ideal operator oldugunu gostermek igin I, < T(I,) oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in v € I, alahm. 2.2.11.Lemma dan 7 (Tu) = v olacak sekilde = € Z(F) vardur.
Buradan S € Z(E) olacak sekilde m(Tu) = T(S (u)) = v bulunur. Boylece S € Z(E),
S(I,) c I, ve Su € I, elde edilir.

ii)

(=) T nin invers ideal operator oldugunu kabul edelim. m € Z(E), 0 < |n| < I veu € E
olsun. Buradan |mw(u)| < |u| olup T invers ideal operatér oldugundan |Tm(u)| < A|Tu|

olacak sekilde A€ IR vardir. Boylece T (r(w)) € Iy, olup 2.2.11.Lemma dan
T(mu) = S(Tu) olacak sekilde S € Z(F) vardir.

(<) T nin invers ideal operator oldugunu gostermek icin T(I,) < Iy, oldugunu

gostermeliyiz. Bunun i¢in y € I, alalm. 2.2.11.Lemma dan (u) = y olacak sekilde

n € Z(E) vardir. Buradan T ((u)) = Ty olup hipotezden T(m(w)) = Ty = S(T(w)) elde
edilir. Boylece S (T(u)) c Iy, ve Ty € Ip, elde edilir.

2.2.13. Teorem
E ve F Riesz uzay, T: E — F orten sira siirli diklik koruyan operator ise h: Z(E) — Z(F),
her t € Z(E) igin h()T = T olacak sekilde bir h f-cebir homomorfizmasi vardir [4].

Simdi yukaridaki teoremin karsitin1 verecegiz. Once asagidaki Lemma y1 verelim.

2.2.14. Lemma
E ve F Riesz uzay, T: E — F operatdr olsun. By N By = Bix| A |y dir.
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lx| Ayl < |x| € By oldugundan |x| A |y| € By dir. Ayn sekilde



|x| A1yl < |yl € B}y oldugundan |x| A |y| € B}, dir. Bu durumda

|x| A |yl € By N B}y, elde edilir. Boylece Bjy »|y| < Bjx| N B}y saglanir...

Diger taraftan z € B|| N B)y alalim.

Z € By N By =z € By ve Z € B,
=nlx| Alz| T|z| ven|y| Alz| T |z|
=n(lx|AlyD) ~lzl Tz]
= Z € Bl A 1y]

dir. O halde B|x| N B|y| - lel Ayl elde edlhr(II)

(D) ve (Il) den By N B}y = Bx| »|y| saglanir.

2.2.15. Sonug
E Riesz uzay olsun. x L y < B, N B, = {0} dur.
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D)

(=) xLy olsun. x Ly oldugundan |x| A |y| = 0 dir. 2.2.14.Lemma kullanilirsa

B, n B, = {0} elde edilir.

(<) By N B, = {0} olsun. |x| A |y| € B, ve |x| A |y| € B, oldugundan

0 < |x| Aly| € B, n B, = {0} elde edilir buradan |x| A |y| = 0 bulunur ki bdylece x Ly

elde edilmis olur.

2.2.16. Onerme

E ve F Riesz uzay, E pricipial projeksiyon 6zelligine sahip ve T: E — F lineer operator olsun.

45

h:Z(E) » Z(F),herm € Z(E) i¢in h()T = Tt olacak sekilde f-cebir homomorfizmasi (ya

da diklik koruyan) varsa T diklik koruyandir.
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T nin diklik koruyan oldugunu gostermek i¢in x L y iken Tx L Ty oldugunu gostermeliyiz.
B, x in Uirettigi, B, y nin tirettigi band olsun. £ pricipial projeksiyon 6zelligine sahip oldugu
i¢in By belirledigi projeksiyon P, ve By, nin belirledigi projeksiyon P, olsun. Py, P, € Z(E)
oldugundan ve hipotezden h(P,)T = TP, ve h(Py)T = TP, saglanir. Ayrica P,x = x ve

P,

»y =y oldugundan h(P,)Tx = TP.x = T(P.x) = Tx ve

h(Py)Ty =TRy = T(Pyy) = Ty dir. Buradan |h(P,)Tx| = |Tx| ve |h(Py)Ty| = |Ty|
elde edilir. h(P,), h(P,) € Z(F) oldugundan |R(P)||Tx| = |Tx| ve |h(R,)|ITy| = [Ty dir.

Diger taraftan x Ly iken 2.2.15.Sonugtan B, N B, = {0} dir ve 1.43.Teoremden

Py, ~p, = P, Pp,olup Py = {0} = Pg P p, oldugundan P, L P, dir. Ayrica h diklik

koruyan oldugundan h(P,) L h(P,) dir.

ITx| ATyl = |R(PITx| A [R(P,)[ITyI
< [RPIUTx| + 1Ty D A [R(P,)[(ITx] + Ty
< |h(B) AR(B)|UTx] + ITy]) = 0
oldugundan Tx L Ty dir yani 7 diklik koruyandir.

2.2.17. Onerme

E ve F Riesz uzay, E Z(E)-genisleme 6zelligine sahip olsun. T: E — F lineer birebir 6rten
operator olsun. h: Z(E) —» Z(F), her € Z(E) igin h(m)T = T olacak sekilde h operatorii
varsa T ~1diklik koruyandir.
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2.2.2.0nerme ii) den T nin invers ideal operator oldugunu géstermeliyiz. Bunun igin
|yl < |x| iken |Ty| < A|Tx| olacak sekilde A€ IR*var oldugunu gostermeliyiz. |y| < |x|
olsun.
nx = y olacak sekilde m € Z(E) vardir. Buradan
nx=y=>Tnx =Ty
= h(m)Tx =Ty
= |h(m)Tx| = [Ty
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= [h(m)||Tx| = Tyl
dir. Ayrica h(m) € Z(F) oldugundan |h(m)| < Al; olacak sekilde L€ IR™ vardir. Boylece
ITy| = |h(m)||Tx| < Mf|Tx| =\|Tx| oldugundan T nin invers ideal operatordiir. O halde
T ~1diklik koruyandur.

2.3. ideal Operatoriin Tersi

Bu kisimda birebir ve orten bir ideal operatdriin tersinin bazi kosullarda ideal operatdr

oldugunu gésterecegiz. Once bazi hazirliklar yapacagiz.

E, F vektor orgiisii T: E — F birebir érten operatdr olmak iizere T~1: F - E lineer operatorii
vardir. O halde her S € L(E) i¢in TST~1: F - F bi¢iminde tanimli déniisiim bir operatdrdiir.
Bu durumda

h:L(E) - L(F),S - h(S) = TST~? operatérii tanimlanabilir.

Benzer sekilde

u:L(F) - L(E),H - u(H) = T~'HT operatdrii tanimlanabilir.

Simdi h operatoriinii Z(E) ye kisitlarsak h: Z(E) — L(F) operatorii vardir. Benzer sekilde
u operatoriini Z (F) ye kisitlarsak u: Z(F) — L(E) operatorii vardir.

2.3.1. Lemma
E, F Riesz uzaylar1 T: E — F birebir 6rten operator olmak tizere h: Z(E) - Z(F),
m — h(m) = TrT~! anlaml ise h birebir cebir homomorfizmasidir. Benzer sekilde

w:Z(F) - Z(E), - u(m) = T~ 1T anlaml ise u birebir cebir homomorfizmasidir.
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Her y,m, € Z(E) igin

h(my). h(my) = (T T~ (Tw,T™)
=Trn, (T T)m,T™1
=Tmyn, T !
= h(mymy)

oldugundan h cebir homomorfizmidir.
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h nin birebir oldugunu gostermek icin 0 # w € Z(E) alalim. w # 0 ise w(x) # 0 olacak
sekilde x € E vardir. y := Tx olmak iizere TnT~(y) = TeT 1 (Tx) = Trn(x) # 0 elde
edilir. O halde h birebirdir.
Benzer sekilde her y, m, € Z(F) igin
u(my). u(my) = (T~ T)(T ™', T)

=T n(TT YHn,T

=T lmym,T

= u(mymy)

oldugundan u cebir homomorfizmidir.

u nin birebir oldugunu gostermek i¢in 0 = w € Z(F) alalim. © # 0 ise m(x) # 0 olacak
sekilde x € F vardir. y := T~ 1x olmak iizere T nT(y) = T naT(T 1x) = T n(x) # 0
elde edilir. O halde u birebirdir.

2.3.2. Tanim
E vektor orgiisii olmak tlizere Z(E) ile degismeli olan operatdrlerin kiimesine Z(E) nin

commutanti denir ve Z (E) ile gosterilir. Yani

Z(E)c ={T € L(E):Vmt € Z(E) i¢in Tt = ©T} dir.

2.3.3. Lemma

E, F vektor orglisii, T: E — F birebir Orten operatdr olmak tizere

i) Her m € Z(E) icin TnT ™! € Z(F), olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her S € Z(F) i¢in
T~1ST € Z(E)¢ dur.

ii) Her w € Z(F) i¢in T™'nT € Z(E) olmasi igin gerek ve yeter kosul her S € Z(E) i¢in
TST™ € Z(F) dur.
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i)
=)Herm € Z(E) i¢cin TeT~* € Z(F) olsun. Her S € Z(F) ve H € Z(E) i¢in
(T~ST)H = (T~ ST)HT~'T
= T~1S(THT )T
=T YTHT )ST
= H(T~1ST)
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elde edilir.
<)Her S € Z(F) i¢cin T"ST € Z(E) olsun. Her € Z(E) ve H € Z(F) i¢in
(TnT~Y)H = (TnT~Y)HTT?
= Tn(T~ HT)T 1
= T(T~'HT)nT 1
= H(TnT™1)
elde edilir.

i)
=)Her € Z(F) icin T"nT € Z(E) olsun. Her S € Z(E) ve H € Z(F) i¢in
(TST-DH = (TST-Y)HTT 1
= TS(T~HT)T1
= T(T~'HT)ST!
= H(TST™Y)
elde edilir.
<)S € Z(E)iginTST™* € Z(F)¢ olsun. Her T € Z(F) ve H € Z(E) igin
(T~'‘nT)H = (T 'xT)HT T
=T n(THT YT
= T-Y(TnT-Y)HT
= H(T~'xT)

elde edilir.

2.3.4. Lemma

E, F Riesz uzaylari, T: E — F birebir Orten operatdr olmak tlizere

i) E goreceli diizgiin tam ve her w € Z(E) i¢in TeT~! € Z(F) ise |m| < I iken
|TrT~1| < dir.

ii) F goreceli diizgiin tam ve her m € Z(F) i¢in T~ 1nT € Z(E) ise || < I iken
|T~1nT| < I dur.

fspat
i) Her m€ Z(E) i¢in TnT '€ Z(F) olsun. h:Z(E) - Z(F), m - h(m) = TnT™!
anlamhidir. £ goreceli diizgiin tam oldugundan Z(E) goreceli diizgiin tam dir. Buradan h

Riesz homomorfizmidir [12]. Her Riesz homomorfizmasi pozitiftir. Ayrica



50

h(I) = TIT~! = I oldugundan birimi birime gétiiriir. || < I iken
|TrT~Y| = |h(n)| < h(m|) < h(I) = I du.

ii) Her m € Z(F) i¢in T 'aT € Z(E) olsun. w:Z(F) - Z(E), w - u(w) =T nT
anlamlidir. F goreceli diizgiin tam oldugundan Z(F) goreceli diizgiin tam dir. Buradan u
Riesz homomorfizmidir [12]. Her Riesz homomorfizmasi pozitiftir. Ayrica

u(l) = T7YIT = I oldugundan birimi birime gétiiriir. || < I iken

T 1nT| = |lu(m)| < u(|x]) < u(d) =1 dur.

2.5 Tanim
E Riesz uzay olsun. Her x,y € E i¢in |y| < |x| iken mx = y, m € Z(E) ve || < I olacak

sekilde m varsa E zengin merkeze sahiptir denir.

2.3.6. Teorem

E Banach o6rgiisii ise her T: E — E band koruyan operator sira sinirhdir [1].

2.3.7. Teorem
E ve F o- Dedekind tam Banach orgiisii T: E — F birebir ve 6rten ideal operator ise T2

ideal operatordiir.

fspat
2.1.3.Teorem ii den T~ in ideal operatdr oldugunu gdstermek igin her x € E, T(I,,) < I,

oldugunu gostermek yeter. Her z € T(I,.) i¢in

z€T(U,)=>3y€el:Ty=z

y €L, =31€IR", |y| < Ax|
= 3dn€Z(E), n(x) =y [1]
= 3Ir € Z(E), Tnx = (TaT H)(Tx) =y ...(*)

olur. Diger yandan | < E ideali i¢in T(J) < F ideal olur. Her S € Z(F) i¢in ST(J) < T(J) ve
bdylece T™1ST < J olur. Yani her S € Z(F) i¢in T~1ST ideali sabit birakan operatér olur.
[1] Sonug 2.3.6. dan T~ 1ST sira smrhdir. Boylece her S € Z(F) igin T~1ST € S(E) =
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Z(E) olur. 2.3.3.Lemma i den her 7 € Z(E) i¢in TnT ! € Z(F) dir. [2] Teorem 8.3 den
TnT ! band koruyan ve yine [1] Sonug 2.8. den sira sinirhidir. Buradan her m € Z(E) igin
TrT~! € Orth(F) = Z(F) olur. Simdi (*) dan |Ty| = |TeT~*(Tx)| < u|Tx| elde edilir.

Buradan z € I, ve boylece T(I,,) < I, bulunur.
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3. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmanin temel amaglarindan biri ideal ve invers ideal operatorleri inceleyerek birebir
ve Orten bir ideal operatoriin tersinin ne zaman ideal operator olacagini elde etmekti. E ve F
o- Dedekind tam Banach orgiisii T: E — F birebir ve drten ideal operatdr iken T~ in ideal
operator oldugunu elde ettik. Sonraki hedefimiz ideal ve invers ideal operatorlerle dikligi
koruyan operatdrler arasinda iliskileri elde ederek giriste verilen temel problem ¢ £ ve F'
Riesz uzay1 T:E — F birebir ve orten dikligi koruyan operator ise T~ dikligi koruyan
operator miidiir’ sorusunun ¢éziimiine katki saglamakti. Belli kosullarda denklikler, genel
durumlarda birbirini gerektirmeyen 6rnekler verdik. Fakat tam olarak denklikleri karakterize
edip ana problemin ¢oziimiine istenen diizeyde katki elde edemedik. Acaba hangi hipotezler
altinda elde edilebilir sorusu hala agik bir sorudur ve bu yonde calismalarimizi devam

ettirmeyi diistinmekteyiz.
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