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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler                                      Açıklamalar 

࡭ ↑                                               Yukarı yönlendirilmiş küme 

 kümesinin dik tümleyeni ܣ                                                ࢊ࡭

 Dik kümeler                                             ࡮࡭

 tarafından üretilen band ݔ                                                ௫࡮

 deki bandların kümesi’ܧ                                            ሻࡱሺ࡮

 uzayının pozitif kısmı ܧ                                                ାࡱ

 İki Riesz uzayının direkt toplamı                                             ࡲࡱ

 tarafından üretilen ideal ݔ                                                  ࢞ࡵ

,ࡱሺࡸ  ሻ                                         Operatörlerin vektör uzayıࡲ

,ࡱሺ࢈ࡸ  ሻ                                       Sıra sınırlı operatörler uzayıࡲ

 üzerinde tanımlı ortomorfizmaların kümesi ܧ                                      ሻࡱሺࢎ࢚࢘ࡻ

 üzerinde tanımlı projeksiyonların kümesi ܧ                                             ሻࡱሺࡼ

 nin modülü (mutlak değeri)’ܶ                                                |ࢀ|

 in pozitif kısmı’ݔ                                                ା࢞

 in negatif kısmı’ݔ                                                ି࢞

 in modülü (mutlak değeri)’ݔ                                                |࢞|

ࢻ࢞ ↑  olan ağ ݔ Yukarı yönlendirilmiş ve supremumu                                           ࢞

ࢻ࢞ ↓  olan ağ ݔ Aşağı yönlendirilmiş ve infimumu                                           ࢞

 nin supremumu’ݕ ile ݔ                                               ࢟࢞

 nin infimumu’ݕ ile ݔ                                               ࢟࢞

 Birbirine dik elemanlar                                               ࢟ܠ
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1. GİRİŞ 

E ve F Riesz uzayı ܶ: ܧ →  oluyorsa ݕܶݔܶ iken ݕݔ lineer dönüşüm olmak üzere eğer ܨ

ܶ ye diklik koruyan operatör denir. Y.A. Abramovich ሾ1ሿ de aşağıdaki soruyu vermiştir. 

E ve F Riesz uzayı ܶ: ܧ →  birebir ve örten dikliği koruyan operatör ise ܶିଵ dikliği ܨ

koruyan operatör müdür? 

Y.A. Abramovich ve Arkady K. Kitover ܧ ve ܨ her hangi Riesz uzayı iken sorunun yanıtının 

olumsuz olduğunu, kendi diklik koruyan olan fakat tersi diklik koruyan olmayan bir örnek 

oluşturarak göstermişlerdir. Bu nedenle ܧ ve ܨ uzayları üzerine hangi hipotezler konulursa 

sorunun yanıtı olumlu olur araştırması yapıla gelmiştir. Örneğin ሾ4ሿ ve ሾ7ሿ da E göreceli 

düzgün tam Riesz uzayı ve ܨ normlu Riesz uzayı ise yanıtın olumlu olduğu gösterilmiştir. 

E Archimedian Riesz uzayı ܶ: ܧ → ,ݔ lineer dönüşüm olmak üzere her ܧ ݕ ∈  için ܧ

 ise T ye band koruyan operatör denir. Benzer şekilde Y.A. Abramovich ve ݕݔܶ		ݕݔ

Arkady K. Kitover aynı soruyu band koruyan operatörler için de sordu. Sorunun olumlu 

yanıtı	ሾ7ሿ da E principal projeksiyon özelliğine sahip ya da göreceli düzgün tam olduğunda 

verildi. 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  de ideal	ܨ	ሻܫideali için ܶሺ	ܧ		ܫ bir operatör olsun. Her ܨ

oluyorsa T ye ideal operatör, her ܬ		ܨ ideali için ܶିଵሺܬሻ		ܧ	de ideal oluyorsa T ye invers 

ideal operatör denir. Biz de benzer soruyu ideal operatörler için sorarak ideal operatörlerin 

tersinin ne zaman ideal operatör olduğunu araştırdık. 

Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde konu için alt yapı oluşturacak tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde B.Turan’ın ሾ11ሿ "On ideal operators" isimli makalesi baz alınarak ideal ve 

invers ideal operatörlerin temel özellikleri detaylı olarak incelenmiş, literatürde iyi bilinen 

operatör sınıfları ile karşılaştırmaları yapılmıştır. Örneğin, aralık koruyan operatör, band ve 

ideal koruyan operatörlerle ilişkileri örnekler oluşturularak verilmiştir. Özellikle dikliği 

koruyan operatörlerle ilişkisi elde edilmeye çalışılarak yukarda verilen soruya katkı 
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sağlanmaya çalışılmıştır. Son kısımda ise yukarda verilen sorunun ideal operatörler için 

yanıtı elde edilmeye çalışılmıştır. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar ve bazı teoremler ሾ2ሿ, ሾ3ሿ, ሾ9ሿ ve 

ሾ12ሿ kullanılarak verilmiştir. 

 

1.1. Tanım (Sıralı küme) 

E boştan farklı bir küme olmak üzere E üzerinde tanımlı ‘≤’ bağıntısı aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa, ‘≤’ bağıntısına (kısmi)sıralama bağıntısı, (E,≤) ikilisine de (kısmi) sıralı küme 

denir. 

i)     Her ݔ ∈ ݔ için ܧ ൑  (yansıma özelliği) ݔ

ii)    Her ݔ, ݕ ∈ ݔ için ܧ ൑ ݕ ve ݕ ൑ x ൌ ⇒ ݔ  (ters simetri özelliği) ݕ

iii)   Her  ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ݔ için ܧ ൑ ݕ ve 	ݕ ൑ ݔ ⇒  ݖ ൑  (geçişme özelliği) ݖ

 

1.2. Tanım (Supremum ve infimum) 

( A, ≤ ) kısmi sıralı küme ܤ ⊆ A ve ܽ, ܾ ∈  ;olmak üzere ܣ

i)    Her ݔ ∈ ݔ için ܤ ൑ ܽ 

ii)   Her ݔ ∈ ݔ için		ܤ ൑ ܾ iken ܽ ൑ ܾ 

şartlarını sağlayacak şekilde bir a elemanı varsa buna B kümesinin üst sınırlarının en küçüğü 

(supremumu) denir ve ܤ݌ݑݏ ൌ ܽ biçiminde gösterilir. 

i)    Her ݔ ∈ ܽ  için	ܤ ൑  ݔ

ii)   Her 	ݔ ∈ ܾ için ܤ ൑ ܾ iken ݔ ൑ ܽ 

şartlarını sağlayacak şekilde bir a elemanı varsa buna B kümesinin alt sınırlarının en büyüğü 

(infimumu) denir ve ݂݅݊ܤ ൌ ܽ biçiminde gösterilir. 

 

1.3. Teorem (IR de infimum) 

ܽ ve ܴܫܣ ∈ ܣ݂݊݅ .olsun ܴܫ ൌ ܽ olması için gerekli ve yeterli koşul 

i) Her ݔ ∈ ܽ için ܣ ൑  ݔ

ii) Her 0 ൏ ߝ ∈ ఌݔ için ܴܫ െ ܽ ൏ ఌݔ olacak şekilde bir ߝ ∈  .vardır ܣ

şartlarının sağlanmasıdır. 

 

1.4. Teorem (IR de supremum) 

ܾ ve ܴܫܣ ∈ ܣ݌ݑݏ	.olsun ܴܫ ൌ ܾ olması için gerekli ve yeterli koşul 

i) Her ݔ ∈ ݔ için ܣ ൑ ܾ 
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ii) Her 0 ൏ ߝ ∈ ܾ için ܴܫ െ ఌݔ ൏ ఌݔ olacak şekilde bir ߝ ∈  .vardır ܣ

şartlarının sağlanmasıdır. 

 

1.5. Tanım (Latis) 

ሺܧ,൑ሻ bir sıralı küme olsun. E nin iki elemanlı her alt kümesinin supremumu ve infimumu 

varsa E ye latis(örgü) denir. ݌ݑݏሼx, yሽ ൌ x ∨ y ve ݂݅݊ሼݔ, ሽݕ ൌ ݔ ∧  .biçiminde tanımlanır ݕ

Bir latiste her sonlu alt küme bir supremuma ve infimuma sahiptir. Sonlu alt kümedeki 

elemanlar ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … ,  ௡ iseݔ

 

 supሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … , ௡ሻݔ ൌ ⋁ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ  

 

 infሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … , ௡ሻݔ ൌ ⋀ ௜ݔ
௡
௜ୀଵ  

şeklinde gösterilir. 

 

1.6. Tanım (Complement) 

E bir latis olsun. E nin bir en büyük elemanı varsa buna birim, en küçük elemanı varsa buna 

sıfır eleman denir  ve sırasıyla e ve ߠ ile gösterilir. 

E birimli ve sıfırlı bir latis ݔ ∈ ᇱݔ		ݔ .olsun ܧ ൌ ᇱݔ		ݔ ve ߠ ൌ ݁ olacak şekilde bir ݔᇱ ∈  ܧ

varsa buna x elemanının complementi denir. 

1.7. Tanım (Sıralı vektör uzayı) 

E reel vektör uzayı ve üzerindeki sıralama bağıntısı ‘≤’ olmak üzere, her ݔ, ݕ ∈ ݔ ve ܧ ൑  ݕ

için; 

i)     Her ݖ ∈ ݔ için ܧ ൅ ݖ ൑ ݕ ൅  ݖ

ii)    Her 0 ൑ ߙ ∈ IR için ݔߙ ൑  ݕߙ

koşullarını sağlayan E uzayına sıralı vektör uzayı denir. 

 

1.8. Tanım (Riesz uzayı) 

E sıralı vektör uzayı olsun. E deki herhangi iki elemanın supremumu veya infimumu var ve 

E ye ait ise, E ye Riesz Uzayı denir. 
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1.9. Tanım 

Bir Riesz uzayının boştan farklı ve üstten sınırlı (sayılabilir) her alt kümesinin supremumu 

veya boştan farklı ve alttan sınırlı (sayılabilir) her alt kümesinin infimumu varsa bu Riesz 

uzayına Dedekınd tam (ߪ- Dedekınd tam) Riesz uzayı denir. 

 

1.10. Teorem 

E bir Riesz uzayı ve ݔ, ,ݕ ݖ ∈  .olmak üzere, aşağıdaki önermeler doğrudur ܧ

ݕ		ݔ  (1 ൌ െሾሺെݔሻ		ሺെyሻሿ ve ݔ		ݕ ൌ െሾሺെݔሻ		ሺെyሻሿ 

ݔ	 (2 ൅ ݕ ൌ ሺݔ		ݕሻ ൅ ሺݔ		ݕ) 

ݔ	 (3 ൅ ሺݕ		zሻ ൌ ሺx ൅ yሻ		ሺx ൅ zሻ ve ݔ ൅ ሺݕ		zሻ ൌ ሺx ൅ yሻ		ሺx ൅ zሻ 

4)  ൒ 0 (∈ ሻݕ		ݔሻ ሺܴܫ ൌݔ	 ݕ ve (	ݔ		ݕሻ ൌݔ	 ݕ ሾ2ሿ. 

 

1.11.Tanım: 

E Riesz uzayı ve ݔ ∈ ାݔ ;olmak üzere ܧ ൌ ିݔ , 0	ݔ ൌ ሺെݔሻ		0, |ݔ| ൌ  (ݔሺെ		ݔ

elemanlarına sırasıyla ݔ ∈  .nin pozitif kısmı, negatif kısmı ve modülü (mutlak değeri) denir ܧ

 

1.12. Teorem 

E bir Riesz uzayı ve ݔ ∈  .olmak üzere aşağıdakiler sağlanır ܧ

ݔ (1 ൌ ାݔ െ  ିݔ

|ݔ| (2 ൌ ାݔ ൅  ିݔ

ିݔ	ାݔ (3 ൌ 0 

Ayrıca ݔ ൌ ݕ െ ݖ		ݕ ve ݖ ൌ 0 ise ݕ ൌ ݖ ,ାݔ ൌ  .dir ሾ2ሿ ିݔ

 

1.13. Tanım 

A ve B bir Riesz uzayının alt kümeleri olmak üzere, aşağıdaki tanımlamaları yazabiliriz. 

i)    |ܣ| ൌ ሼ|ܽ|: ܽ ∈  ሽܣ

ii)    ܣା ൌ ሼܽା: ܽ ∈  ሽܣ

iii)   ିܣ ൌ ሼܽି: ܽ ∈  ሽܣ

iv)   ܣ	 ܤ ൌ ሼܽ		b: a ∈ A, b ∈ Bሽ 

v)    ܣ		ܤ ൌ ሼܽ		b: a ∈ A, b ∈ Bሽ 

vi)   ݔ	 ܣ ൌ ሼݔ		a: a ∈ Aሽ 

vii)  ݔ		ܣ ൌ ሼݔ		a: a ∈ Aሽ 

 



6 
 

 

1.14. Teorem 

E Riesz uzayı ve ݔ ∈  .olsun. Aşağıdaki önermeler doğrudur ܧ

1ሻ	ݔ		ݕ	=	ଵ
ଶ
ሺݔ ൅ ݕ ൅ ݔ| െ ݕ		ݔ ሻ ve|ݕ ൌ ଵ

ଶ
ሺݔ ൅ ݕ െ ݔ| െ  ሻ|ݕ

ݔ| (2 െ |ݕ ൌ ሺ	ݔ		ݕሻ െ ሺݔ		yሻ 

|ݕ|		|ݔ| (3 ൌ ଵ

ଶ
ሺ|ݔ ൅ |ݕ ൅ ݔ| െ  ሻ|ݕ

|ݕ|		|ݔ|	(4 ൌ ଵ

ଶ
ห|ݔ ൅ |ݕ െ ݔ| െ  .ห ሾ2ሿ|ݕ

 

1.15. Tanım 

E Riesz uzayı ve ܣ		ܧ alt vektör uzayı olsun. Her ݔ, ݕ ∈ ݕ		ݔ için ܣ ∈ ݕ		ݔ veya ܣ ∈  ܣ

oluyorsa ܣ’ya ܧ’nin Riesz alt vektör uzayı denir. 

 

1.16. Sonuç 

E sıralı vektör uzayı olsun. Aşağıdakiler denktir. 

i) E Riesz uzayıdır. 

ii) Her ݔ ∈ ାݔ için ܧ ∈  ܧ

iii) Her ݔ ∈ ିݔ için ܧ ∈  ܧ

iv) Her ݔ ∈ |ݔ| için ܧ ∈  ܧ

 

1.17. Teorem 

Bir E Riesz uzayının herhangi üç ݔ, ,ݕ  .elemanları aşağıdaki eşitsizlikleri sağlar ݖ

1)     ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| ൅ |ݕ ൑ |ݔ| ൅  |ݕ|

2)     |ሺݔ		ݖሻ െ ሺݕ		ݖሻ| ൑ ݔ| െ ሻݖ		ݔve |ሺ |ݕ െ ሺݕ		ݖሻ| ൑ ݔ| െ  |ݕ

3)     Eğer ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ݕሺ		ݔ ା iseܧ ൅ ሻݖ ൌ ሺݔ		ݕሻ ൅ ሺݔ		ݖሻ ሾ2ሿ. 

 

1.18. Tanım (Diklik) 

E Riesz uzayının herhangi iki elemanı ݔ, |ݕ|		|ݔ| için ݕ ൌ 0 ise, bu elemanlar birbirine 

diktir denir ve ݔ		ݕ ile gösterilir. 
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Bir Riesz uzayının iki ܣ, alt uzayı için, ‘ܽ ܤ ∈ ܾ ,ܣ ∈  ,ܾ’ önermesi sağlanırsa		için ܽ ܤ

A ve B diktir denir ve ܣ		ܤ ile gösterilir. 

 

1.19. Tanım (Dik Tümleyen) 

Bir E Riesz uzayının boştan farklı bir alt kümesi ܣ olmak üzere 

ሼݔ ∈ a:ܧ ∈ A	için	a		x	ሽ kümesine ܣ nın dik tümleyeni denir ve ܣௗ ile gösterilir. ሺܣௗሻௗ 

benzer şekilde tanımlanır ve ܣ		ܣௗ ൌ ሼ0ሽ dır. 

 

1.20. Tanım (Artan ve azalan ağ) 

 ,ఈሻ Riesz uzayında bir ağ(net) olmak üzereݔ)

i)  Her ݔఈ, ఉݔ ∈ ሺݔఈሻ	için ݔఈ ൑ ఉݔ ௦ veݔ ൑ ௦ݔ ௦ olacak şekildeݔ ∈ ሺݔఈሻ	varsa (ݔఈሻ ya 

yukarı yönlendirilmiş ağ denir ve ݔఈ ↑ yazılır. 

ii)  Her ݔఈ, ఉݔ ∈ ሺݔఈሻ	için ݔ௦ ൑ ௦ݔ ఈ veݔ ൑ ௦ݔ ఉ olacak şekildeݔ ∈ ሺݔఈሻ	varsa (ݔఈሻ ya aşağı 

yönlendirilmiş ağ denir ve ݔఈ ↓ yazılır. 

iii) ݔఈ ↑ ఈݔ ifadesi ݔ ↑ ve ݌ݑݏሺݔఈሻ ൌ x; ݔఈ ↓ ఈݔ ifadesi ݔ ↓ ve ݂݅݊ሺݔఈሻ ൌ x anlamındadır. 

Aynı tanımlar ሺݔ௡ሻ dizisi için de verilebilir. 

 

1.21. Tanım (Arşimedyan Riesz Uzayı) 

E Riesz uzayında her ݔ ∈ ݊ ା içinܧ ∈  ;ା olmak üzereܰܫ
ଵ

௡
ݔ ↓ 0 ise E ye Arşimedyan 

(Archimedian) Riesz uzayı denir. 

 

1.22. Tanım (İdeal, band) 

E Riesz uzayı ve G alt vektör uzayı olsun. 

•  Her ݕ ∈ ݔ ve	ܧ ∈ |ݕ| olmak üzere ܩ ൑ ݕ iken |ݔ| ∈  .oluyorsa G ye ideal denir ܩ

•   I ideal ve herhangi bir ሼݔఈሽ ⊆ I	olmak üzere 0 ൑ ఈݔ ↑ ݔ iken ݔ ∈  oluyorsa, I idealine ܫ

E uzayında band denir. E deki tüm bandlerin kümesini ܤሺܧሻ ile göstereceğiz. 
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•  Ø ് ܣ ⊆ E kümesini kapsayan en küçük Reisz alt uzayına (ideale/banda) A kümesinin 

ürettiği Riesz alt uzayı (ideal/band) denir. 

ܣ ⊆ E	alt kümesinin ürettiği ideal; 

஺ܫ ൌ ൜
ݔ ∈ |ݔ|	:ܧ ൑ ∑ ௜௡

௜ୀଵ ,|௜ݔ| olacak	şekilde	0 ൑ i ൑ n	olmak	üzere	௜ ∈ ,ାܴܫ
௜ݔ ∈ n	bir	az	en	ve	ܣ ∈ IN	vardır.		

ൠ  

E Riesz uzayının herhangi bir x elemanının ürettiği ideal; 

௫ܫ  ൌ ሼݕ ∈ :ܧ |ݕ| ൑ |ݔ|	olacak	şekilde	 ∈ IR	vardır	ሽ 

ܣ ⊆ E	alt kümesinin ürettiği band; 

ݔ஺ =ሼܤ ∈ :ܧ 0 ൑ ఈݔ ↑ ఈሽݔሼ	şekilde	olacak	|ݔ| ⊆ A	varሽ 

E Riesz uzayının herhangi bir x elemanının ürettiği band; 

௫ܤ  ൌ ሼݕ ∈ |ݕ|	:ܧ ∧ n|ݔ| ↑  .ሽ biçiminde elde edilir|ݕ|

 

1.23. Tanım 

E Riesz uzayı 0 ൏ ݁ ∈  .olsun ܧ

i) Eğer ܫ௘ ൌ  .ise e’ye güçlü birim(strong unit) denir ܧ

ii) Eğer ܤ௘ ൌ  .ise e’ye zayıf birim(weak unit) denir ܧ

 

1.24. Tanım (Sıra sınırlılık) 

A bir Riesz uzayının alt kümesi olsun. Her ݕ ∈ ݕ için ܣ ൑  varsa A ya ݔ olacak şekilde ݔ

‘üstten sınırlı’, her ݕ ∈ ݔ için ܣ ൑  varsa A ya ‘alttan sınırlı’, A alttan ve ݔ olacak şekilde ݕ

üstten sınırlı ise, A ya sıra (order) sınırlı denir. 

Riesz uzayının herhangi iki x ve y elemanı için ሺݔ ൑  ሻݕ

ሾݔ, ሿݕ ൌ ሼݖ ∈ :ܧ ݔ ൑ ݖ ൑  .ሽ şeklinde tanımlanan alt kümesine sıra aralığı denirݕ

 

1.25. Tanım 

E Archimedian Riesz uzay, ሺݔఈሻ		ݔ ,ܧ ∈  .olsun ܧ

ఈݔ| െ |ݔ ൑ ఈݕ ↓ 0 olacak şekilde ሺݕఈሻ		ܧ neti varsa ሺݔఈሻ, ݔ elemanına sıra (order) 

yakınsaktır denir. 
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1.26. Tanım 

E Archimedian Riesz uzayı, ሺݔ௡ሻ		ݔ ,ܧ ∈ ݑ ve ܧ ∈  .ା olsunܧ

i) Her	ߝ ൐ 0 için ݊ ൒ ݊଴ iken |ݔ௡ െ |ݔ ൑ .ߝ olacak şekilde ݊଴ ݑ ∈  ݔ ௡ሻ dizisiݔvarsa ሺ ܰܫ

elemanına u-düzgün yakınsak denir. 

ii) ݔ௡ → olacak şekilde bir 0 (u-düzgün yakınsak) ݔ ൑ ݑ ∈  elemanına ݔ ௡ሻ dizisiݔvarsa, ሺ ܧ

göreceli düzgün yakınsak denir. 

 

1.27. Tanım 

E Archimedian Riesz uzayı, ሺݔ௡ሻ		ܧ	olsun. 

i) ‘Her ݉ ∈ ା için ∃݊଴ܰܫ ∈ ݊  ve	ାܰܫ ൒ ݊଴ ∋ |ݔ௡ െ |௡ା௠ݔ ൑ ௡ݕ ↓ 0’ önermesi doğru 

olacak şekilde ሺݕ௡ሻ		ܧ	varsa ሺݔ௡ሻ e order Cauchy dizisi denir. 

ii) ݑ ∈ ߝାolmak üzere, ‘ܧ ൐ 0 için ∃݊଴ ∈ ,ା ∋ ݉ܰܫ ݊ ൒ ݊଴ için |ݔ௡ െ |௠ݔ ൑ .ߝ  ’ݑ

önermesi doğru ise ሺݔ௡ሻ e u-düzgün Cauchy dizisi denir. 

iii) En az bir	ݑ ∈  ௡ሻ e göreceli düzgün Cauchyݔ௡ሻ u-düzgün Cauchy dizisi ise ሺݔା için ሺܰܫ

dizisi denir. 

 

1.28. Tanım 

E Riesz uzay olmak üzere, E nin her düzgün Cauchy dizisi göreceli düzgün yakınsak 

oluyorsa, E ye düzgün tam Riesz uzayı denir. 

 

1.29. Tanım 

E Riesz uzay, ‖. ‖ E üzerinde norm olsun. Her ݔ, ݕ ∈ |ݔ| için ܧ ൑  iken |ݕ|

‖ݔ‖ ൑  ise bu norma ‘örgü norm’ denir. Üstelik E bu norma göre tam ise ‘Banach ‖ݕ‖

örgüsü’ denir. 

 

1.30. Tanım (AM uzayı) 

E Banach örgüsü olsun. Her ݔ, ݕ ∈ ݕ		ݔ ା içinܧ ൌ 0 iken 

‖ݕ		ݔ‖ ൌ ,‖ݔ‖ሼݔܽ݉   ሽ oluyorsa E’ye soyut-M uzayı (AM-uzayı) denir. Eğer E‖ݕ‖

soyut-M uzayı güçlü birime sahipse E’ye birimli soyut-M uzayı denir. 
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1.31. Teorem 

E düzgün tam Riesz uzayı ve 0 ൏ ݔ ∈ ,௫ܫ .olsun ܧ  tarafından üretilen principial ݔ içinde ܧ

ideal ise ݕ ∈ ஶ‖ݕ‖ ௫ içinܫ ൌ ݂݅݊ሼ ൐ |ݕ|	:0 ൑ |ݔ|ሽ biçiminde tanımlı ‖. ‖ஶ bir normdur. 

Bu normla ܫ௫ bir AM-uzayıdır ve kapalı birim yuvarı ሾെݔ,  .ሿ aralığıdır ሾ2ሿݔ

 

İspat: 

Öncelikle  ‖. ‖ஶ norm şartlarını sağladığını göstermeliyiz. Bunun için ilk başta fonksiyon 

olduğunu gösterelim. 

 

௬ܣ ൌ ሼ ൐ |ݕ|	:0 ൑ ݔሽ olarak tanımlayalım. 

ݕ ∈ |ݕ| ௫ olduğundanܫ ൑ ݔ olacak şekilde  ൐ 0 vardır. O halde ܣ௬		∅	dır. Ayrıca ܣ௬ 

alttan sıfırla sınırlı olup ܴܫ Dedekınd tam olduğundan ݅ ௬ܣ݂݊ ∈ .‖ var olup ܴܫ ‖ஶ anlamlıdır. 

İyi tanımlılığını görmek için her ݖ, ݕ ∈ ݖ ௫ içinܫ ൌ ஶ‖ݖ‖ iken ݕ ൌ  ஶ olduğunu‖ݕ‖

göstermeliyiz.  

ݖ  ൌ ௭ܣ  ݕ ൌ  ௬ܣ

           	݂݅݊ܣ௭ ൌ  ௬ܣ݂݊݅

           	‖ݖ‖ஶ ൌ  ஶ‖ݕ‖

olduğundan ‖. ‖ஶ iyi tanımlıdır. O halde ‖. ‖ஶ fonksiyondur. 

 

Şimdi norm şartlarını sağlatalım. 

ଵܰሻ Her ݕ ∈ ஶ‖ݕ‖ ௫ içinܫ ൌ 0		ݕ ൌ 0	olduğunu göstermeliyiz. 

()	‖ݕ‖ஶ ൌ 0	olduğunu kabul edelim. 1.3.Teoremi kullanılarak 

ஶ‖ݕ‖  ൌ 0	 ݂݅݊ሼ ൐ |ݕ|	:0 ൑ ݔሽ ൌ 0 

                   	ሺ௡ሻ		ܣ௬	 ∋ ௡ ↓ 0 

                   ݊ ∈ |ݕ| ା içinܰܫ ൑ ௡ݔ 

                  	ݕ ൌ 0 

elde edilir. 

() ݕ ൌ 0 olduğunu kabul edelim. 

ݕ ൌ 0	 ݊ ∈ |ݕ| ା içinܰܫ ൑ ଵ

௡
 ݔ

          	ቄଵ
௡
, ݊ ∈  ௬ܣ		ାቅܰܫ

           0 ൑ ݂݊݅		௬ܣ݂݊݅ ቄ
ଵ

௡
, ݊ ∈  ାቅܰܫ



11 
 

 

          	݂݅݊ܣ௬ ൌ 0 

           ‖ݕ‖ஶ ൌ 0 

 

ଶܰሻ	Her ݕ ∈ ߚ ,௫ܫ ∈ ஶ‖ݕߚ‖ için ܴܫ ൌ  .ஶ olduğunu göstermeliyiz‖ݕ‖|ߚ|

Öncelikle ߚ ൌ 0 için eşitlik aşikardır. Şimdi ise ߚ ് 0 için inceleyelim. 

ஶ‖ݕߚ‖  ൌ ݂݅݊ሼ ൐ |ݕߚ|	:0 ൑ ݔሽ 

              ൌ ݂݅݊ሼ ൐ |ݕ||ߚ|	:0 ൑ ݔሽ 

               ൌ ݂݅݊ ቄ ൐ |ݕ|	:0 ൑ 
|ఉ|
 ቅݔ

               ൌ ݂݅݊ ቄ 
|ఉ|
|ߚ| ൐ |ݕ|	:0 ൑ 

|ఉ|
 ቅݔ

                ൌ ݂݊݅|ߚ| ቄ 
|ఉ|
൐ |ݕ|	:0 ൑ 

|ఉ|
 ቅݔ

                ൌ  ஶ‖ݕ‖|ߚ|

ଷܰሻ Her ݕ, ݖ ∈  ௫ için 1.3.Teoremden herܫ
ఌ

ଶ
൐ 0 için ఌ ൏ ஶ‖ݕ‖ ൅ ఌ

ଶ
 ve ߤఌ ൏ ஶ‖ݖ‖ ൅ ఌ

ଶ
 

olacak şekilde ఌ ∈ ఌߤ ,௬ܣ ∈  ௭ vardır. Buradanܣ

ఌ ൅ ఌߤ ൏ ஶ‖ݕ‖ ൅ ஶ‖ݖ‖ ൅ elde edilir. Diğer yandan ఌ ߝ ∈ ఌߤ ௬ veܣ ∈ |ݕ| 		௭ܣ ൑ ఌ.  ݔ

ve |ݖ| ൑ .ఌߤ |ݕ|	 ݔ ൅ |ݖ| ൑ ఌ. ݔ ൅ .ఌߤ ݔ ൌ ሺఌ ൅ .ఌሻߤ ݕ| .olur ݔ ൅ |ݖ ൑ |ݕ| ൅  olduğu |ݖ|

göz önüne alınırsa |ݕ ൅ |ݖ ൑ ሺఌ ൅ .ఌሻߤ dir. Bu ఌ ݔ ൅ ఌߤ ∈  ௬ା௭ olması demektir. O haldeܣ

ݕ‖ ൅ ஶ‖ݖ ൌ ௬ା௭ܣ݂݊݅ ൑ ఌ ൅ ఌߤ ൏ ஶ‖ݕ‖ ൅ ஶ‖ݖ‖ ൅ ߝ olur. Her ߝ ൐ 0 için doğru olduğu 

düşünülürse ‖ݕ ൅ ஶ‖ݖ ൑ ஶ‖ݕ‖ ൅  .ஶ dır‖ݖ‖

O halde ‖. ‖ஶ norm şartlarını şağlar. Şimdi ise ሺܫ௫, ‖. ‖ஶሻ Banach uzayı olduğunu gösterelim. 

Bunun için ሺݔ௡ሻ		ܫ௫ keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy dizisinin tanımından her ߝ ൐ 0 

için en az bir ݊ ଴ ∈ ݉ öyle ki her ܰܫ , ݊ ൒ ݊଴ iken ‖ݔ௡ െ ௠‖ஶݔ ൏ .‖ .dur ߝ ‖ஶ un tanımından 

her ݕ ∈ |ݕ| ௫ içinܫ ൑ .ஶ‖ݕ‖  olduğundan ݔ

௡ݔ|  െ |௠ݔ ൑ ௡ݔ‖	 െ .௠‖ஶݔ ݔ ൏ .ߝ ௡ݔ| ve böylece ݔ െ |௠ݔ ൑ .ߝ  elde edilir. Bu durumda ݔ

ሺݔ௡ሻ x-düzgün Cauchy dizisidir. E düzgün tam olduğundan ݔ௡ → ݕ olacak şekilde ݕ ∈  ܧ

vardır. 
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lim
௠→ஶ

௡ݔ| െ |௠ݔ ൑ .ߝ ௡ݔ|		ݔ െ |ݕ ൑ .ߝ  ݔ

                                    	ݔ௡ െ ݕ ∈  ௫ܫ

                                    	ሺݔ௡ െ ሻݕ െ ௡ݔ ∈  ௫ܫ

                                    	െݕ ∈  ௫ܫ

                                    	ݕ ∈  ௫ܫ

olduğu bulunur. 

 

Diğer yandan 

ஶ‖ݔ‖ ൌinfሼ ൐ 0: |ݔ| ൑ . ሽݔ ൌ 1 olup 

௡ݔ| െ |ݕ ൑ .ߝ ௡ݔ‖		ݔ െ ஶ‖ݕ ൑ .ߝ‖ ஶ‖ݔ ൌ ஶ‖ݔ‖ߝ ൌ ,௫ܫbulunur. O halde ሺ ߝ ‖. ‖ஶሻ 

Banach uzayıdır. 

Şimdi ‖. ‖ஶ un M-norm olduğunu gösterelim. ܫ௫ de ݑݒ ൌ 0 olsun. Amacımız          

ஶ‖ݒݑ‖ ൌ ,ஶ‖ݑ‖ሼݔܽ݉     ஶሽ eşitliğini göstermek. Bunun için‖ݒ‖

  ݉ ൌ ,ஶ‖ݑ‖ሼݔܽ݉ ݑ| .ஶሽ diyelim‖ݒ‖ ൅ |ݒ ൌ |ݑ| ൅ ݑ ve |ݒ| ൅ ݒ ൌ  olduğu göz önüne ݒݑ

alınarak, 

 

|ݑ|  ൑ |ݑ| ൅ |ݒ| ൌ ݑ| ൅ ݂݅݊ሼ	 |ݒ ൐ |ݑ|	:0 ൑ |ݔ|ሽ ൑ ݂݅݊ሼ ൐ ݑ|	:0 ൅ |ݒ ൑ |ݔ|ሽ 

                                            	‖ݑ‖ஶ ൑ ݑ‖ ൅  (*)…ஶ‖ݒ

ve 

|ݒ|  ൑ |ݑ| ൅ |ݒ| ൌ ݑ| ൅ ݂݅݊ሼ	 |ݒ ൐ |ݒ|	:0 ൑ |ݔ|ሽ ൑ ݂݅݊ሼ ൐ ݑ|	:0 ൅ |ݒ ൑ |ݔ|ሽ 

                                            	‖ݒ‖ஶ ൑ ݑ‖ ൅  (**)…ஶ‖ݒ

bulunur. (*) ve (**) dan ݉ܽݔሼ‖ݑ‖ஶ, ஶሽ‖ݒ‖ ൑ ݑ‖ ൅ ஶ‖ݒ ൌ  ஶ (I)‖ݒ		ݑ‖

Diğer yandan 0 ൑ ݒ		ݑ ൑ ሾ‖ݑ‖ஶݔሿ		ሾ‖ݒ‖ஶݔሿ ൑ ݔ݉			ݔ݉ ൌ ஶ‖ݒ		ݑ‖	 ݔ݉ ൑ ݉ (II) 

(I) ve (II) den ‖ݑ		ݒ‖ஶ ൌ ,ஶ‖ݑ‖ሼݔܽ݉  .ஶሽ eşitliği sağlanır‖ݒ‖

Şimdi ܤ ൌ ሼݕ ∈ :௫ܫ ஶ‖ݕ‖ ൑ 1ሽ olmak üzere ܤ ൌ ሾെݔ,  .ሿ olduğunu gösterelimݔ

Her ݕ için 

ݕ ∈ ሾെݔ, |ݕ|		ሿݔ ൑  |ݔ|

                    	1 ∈  ௬ܣ

                    	‖ݕ‖ஶ ൑ 1 
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                     ݕ ∈  ܤ

olur. Tersine ݕ ∈ ஶ‖ݕ‖ yani ܤ ൑ 1 olsun. |ݕ| ൑ .ஶ‖ݕ‖ |ݕ| 	ݔ ൑ 1. ݕ		ݔ ∈ ሾെݔ,  ሿݔ

bulunur. Buradan istenen sağlanmış olur. 

 

1.32. Teorem (Kakutani-Bohnenblust and M. Krein-S. Krein) 

E Banach örgüsü olsun. E’nin birimli soyut-M uzayı olması için gerekli ve yeterli koşul E 

ile C(K) izometrik ሺܧ ≅  ሻሻ olacak şekilde K kompakt Hausdorff uzayının var olmasıdırܭሺܥ

ሾ2ሿ. 

Bu teoremden ܫ௫, birimi |ݔ| olan AM-uzayı olduğundan  ܫ|௫| ൌ ௫ܫ ≅  ሻ olacak şekilde Kܭሺܥ

kompakt Hausdorff uzayı vardır. 

 

1.33. Tanım (Lineer dönüşüm veya operatör) 

E ve F iki vektör uzayı olmak üzere bir ܶ: ܧ → ,ݔ dönüşümü her ܨ ݕ ∈ ,ߙ ve her ܧ ߚ ∈  ܴܫ

için ܶሺݔߙ ൅ ሻݕߚ ൌ ሻݔሺܶߙ ൅  ሻ eşitliğini sağlıyorsa T ye lineer dönüşüm veya operatörݕሺܶߚ

denir. 

 

1.34. Tanım (Pozitif operatör) 

E ve F iki sıralı vektör uzayı  ܶ: ܧ → ݔ operatör olsun. Her ܨ ൒ 0 için ܶሺݔሻ ൒ 0 oluyorsa T 

operatörüne pozitif operatör denir. 

 

1.35. Sonuç 

E ve F Riesz uzayları, ܶ: ܧ → ݔ bir operatör olmak üzere |ܶ| var ise her ܨ ∈  ାiçinܧ

|ݔܶ|  ൑ |ܶ|ሺݔሻ eşitsizliği sağlanır. 

1.36. Teorem 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ → ݔ bir operatör olsun. Her ܨ ∈ :|ݕܶ|ሼ݌ݑݏ ାiçinܧ |ݕ| ൑  ሽݔ

varsa |ܶ| vardır ve |ܶ|ሺݔሻ ൌ :|ݕܶ|ሼ݌ݑݏ |ݕ| ൑  .ሽ dir ሾ2ሿݔ

 

1.37. Teorem (Kantorovic) 

E Riesz uzayı, F Archimedian Riesz uzayı ve ܶ: ାܧ →  ା toplamsal dönüşüm yani herܨ

,ݔ ݕ ∈ ݔା için ܶሺܧ ൅ ሻݕ ൌ ܶሺݔሻ ൅ ܶሺݕሻ olsun. O zaman ܶ, E den F içine bir tek ve pozitif 

operatör olarak genişler. Bu genişleme yine ܶ ile gösterilirse, ܶ: ܧ → ݔ her ,ܨ ∈  için ܧ

ܶሺݔሻ ൌ ܶሺݔାሻ െ ܶሺିݔሻ şeklindedir ሾ2ሿ. 
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1.38. Tanım (ܮ௕ሺܧ,  ሻሻܨ

E ve F Riesz uzayları, ܶ: ܧ →  operatörü E nin sıra sınırlı alt kümelerini F nin sıra sınırlı	ܧ

alt kümelerine dönüştürüyorsa, T operatörüne sıra sınırlı operatör denir. E den F ye 

tanımlanan bütün sıra sınırlı operatörlerin uzayı ܮ௕ሺܧ,  .ሻ ile gösterilirܨ

,ܧ௕ሺܮ  ሻܨ ൌ ሼܶ ∈ ,ܧሺܮ :ሻܨ ܨ .sınırlıሽ	sıra	ܨ		ሻܣܶሺ	iken	sınırlı	sıra	ܧ		ܣ ൌ  alınırsa ܴܫ

,ܧ௕ሺܮ ሻܴܫ ൌ  .yanı E nin sıra duali elde edilir ~ܧ

 

1.39. Tanım (Alt lineer dönüşüm) 

G vektör uzayı, F Riesz uzayı ve ݌: ܩ →  ;bir fonksiyon olmak üzere eğer ܨ

i) Her ݔ, ݕ ∈ ݔሺ݌ için ܩ ൅ ሻݕ ൑ ሻݔሺ݌ ൅  ሻݕሺ݌

ii) Her  ∈ ሻݔሺ݌ ା içinܴܫ ൌ ݌ሺݔሻ 

şartları sağlanırsa p ye ‘alt lineer dönüşüm’ denir. 

 

1.40. Teorem (Hahn-Banach) 

G reel vektör uzayı, F Dedekınd tam Riesz uzayı ve ݌: ܩ →  .alt lineer dönüşüm olsun ܨ

ݔ alt vektör uzayı olmak üzere her	ܩ		ܪ ∈ ሻݔܵሺ	için ܪ ൑ ܲሺݔሻ olacak biçimde  ܵ:ܪ →  ܨ

lineer dönüşümü için, 

i) H üzerinde ܶ ൌ ܵ 

ii) Her ݔ ∈ ሻݔiçin ܶሺ ܩ ൑ ܲሺݔሻ 

şartlarını sağlayacak şekilde ܶ: ܩ →  .operatörü vardır ሾ2ሿ ܨ

 

1.41. Tanım (Projeksiyon band, projeksiyon, pozitif ve band projeksiyon) 

E Riesz uzayında bir B bandı için ܧ ൌ  ௗ  ise B ye projeksiyon band denir. Eğer Eܤܤ

Dedekınd tam ise ܤ		ܧ	bandı için ܧ ൌ :ܲ .ௗ  sağlanırܤܤ ܧ →  lineer dönüşümü için ܧ

ܲଶ ൌ ܲ ise, P ye projeksiyon denir. P, E Riesz uzayı üzerinde projeksiyon ve pozitif 

operatör ise, P ye pozitif projeksiyon denir. ܤ		ܧ projeksiyon band olsun. Bu durumda 

ܧ ൌ ݔ ௗ ve herܤܤ ∈ ݔ için ܧ ൌ ଵݔ ൅ ଵݔ ;ଶݔ ∈ ଶݔ ,ܤ ∈ :ௗ ஻ܲܤ ܧ → ሻݔ஻ܲሺ ;ܧ ൌ  ଵݔ

biçiminde tanımlayalım. 

 ܲଶሺݔሻ ൌ ܲ൫ܲሺݔሻ൯ ൌ ܲሺݔଵሻ ൌ ܲሺݔଵ ൅ 0ሻ ൌ ଵݔ ൌ ܲሺݔሻ olduğundan ܲଶ ൌ ܲ dir. 
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ݔ ൒ 0 iken ݔ ൌ ଵݔ ൅ ଵݔ ;ଶݔ ൒ ଶݔ ,0 ൒ 0 yazılışı tek türlüdür. Ayrıca, ஻ܲሺݔሻ ൌ ଵݔ ൒ 0 

olduğunu düşünürsek ஻ܲ pozitif projeksiyondur. Benzer şekilde ܲ஻೏: ܧ → ሻݔ஻೏ሺܲ	 ;ܧ ൌ  ଶݔ

biçiminde tanımlandığından ܲ஻೏ projeksiyonu da pozitiftir. Ayrıca pozitif projeksiyon 

  ܲ ൑  ise ܲ ye sıra veya band projeksiyon denir. ஻ܲ pozitif projeksiyonu band  ܫ

projeksiyondur. E deki tüm band projeksiyonların kümesini ܲሺܧሻ ile göstereceğiz. 

 

1.42. Tanım (Principal projeksiyon) 

E Riesz uzayı ve ݔ ∈  ௫ projeksiyon band ise x eܤ olmak üzere, x in ürettiği band olan ܧ

projeksiyon eleman, ürettiği banda principal band denir. Bir Riesz uzayında her elemanı 

projeksiyon eleman ise bu uzaya principal projeksiyon özelliğine sahiptir denir. Bu durumda 

ܧ ൌ ௫ܤ௫ܤ
ௗ	olur. 

 

1.43. Teorem 

E Riesz uzayı olmak üzere ܣ, ܣ ,ܤ		ܣ ,ௗܣ projeksiyon band iseler ,ܧܤ ൅  projeksiyon ܤ

banddır ve 

1.    ܲ஺೏ ൌ ܫ െ ஺ܲ 

2.    ஺ܲ		஻ ൌ ஺ܲ ஻ܲ ൌ ஻ܲ ஺ܲ 

3.    ஺ܲା஻ ൌ ஺ܲ ൅ ஻ܲ െ ஺ܲ		஻ 

eşitlikleri sağlanır  ሾ2ሿ. 

 

1.44. Tanım 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ → ,ݔ bir operatör olmak üzere, her ܨ ݕ ∈  için ܧ

ܶሺݔ ∨ yሻ ൌ ݔܶ ∨ Ty eşitliği gerçekleniyorsa, T operatörüne Riesz (latis) homomorfizması 

denir. 

 

1.45. Teorem 

E ve F iki Riesz uzayı, ܶ: ܧ →  bir operatör olmak üzere aşağıdaki önermeler birbirine ܨ

denktir. 

(1)  T operatörü Riesz homomorfizmasıdır. 

(2)  Her ݔ ∈ ାሻݔiçin ܶሺ ܧ ൌ ሺܶݔሻା 

(3)  Her ݔ, ݕ ∈ ሻݕ		ݔiçin ܶሺ ܧ ൌ ܶሺݔሻ		Tሺݕሻ 

(4)  Her ݔ, ݕ ∈ ݕ		ݔ için E uzayı içinde ܧ ൌ 0 ise F uzayı içinde ܶሺݔሻ		Tሺݕሻ ൌ 0 
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(5)  Her ݔ ∈ ሻ|ݔ|için ܶሺ ܧ ൌ  .ሾ2ሿ |ݔܶ|

 

1.46. Tanım 

E ve F Riesz uzayı, ܶ: ܧ →  Riesz homomorfizması olsun. T birebir ve örtense T’ye Riesz ܨ

izomorfizmi denir. E’den F’ye Riesz izomorfizmi varsa, E ve F Riesz izomorfiktir denir. 

 

1.47. Teorem 

E ve F Riesz uzayları, ܶ: ܧ →  birebir ve örten operatör olmak üzere ܶ’nin Riesz ܨ

izomorfizmi olması için gerekli ve yeterli koşul ܶ ve ܶିଵ operatörlerinin pozitif olmasıdır 

ሾ9ሿ. 

 

1.48. Tanım 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ → ,ݔ bir operatör olmak üzere, her ܨ ݕ ∈  için ܧ

 .oluyorsa T operatörüne diklik koruyan operatör denir ݕܶ		ݔܶ iken	ݕ		ݔ

 

1.49. Teorem 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  .sıra sınırlı diklik koruyan operatör olsun ܨ

i) ܶ ൌ ܶା െ ܶି olacak şekilde ܶା, ܶି: ܧ →  .Riesz homomorfizmi vardır ܨ

ii) |ܶ| vardır, |ܶ| Riesz homomorfizmidir, 

|ܶ| ൌ ܶା െ ܶି ve |ܶݔ| ൌ ห|ܶ|ݔห ൌ หܶ|ݔ|ห ൌ ݔ) |ݔ||ܶ| ∈  .ሻ dir ሾ2ሿܧ

 

1.50. Tanım 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ → ݔ bir pozitif operatör olmak üzere, her ܨ ∈  ା içinܧ

ܶሾ0, ሿݔ ൌ ሾ0,  .ሿ oluyorsa, T operatörüne aralık koruyan operatör denirݔܶ

 

1.51. Tanım (Merkez) 

E Riesz uzayı ve ܶ: ܧ → :ܫ operatör ve ܧ ܧ →  ,birim operatör olmak üzere ܧ

 െܫ ൑ ܶ ൑ ܫ olacak şekilde bir  ∈  ା varsa, T ye merkez operatör denir. Merkezܴܫ

operatörlerin kümesi ܼሺܧሻ ile gösterilir. Yani ܼሺܧሻ ൌ ሼܶ ∈ ܫሻ:െܧ௕ሺܮ ൑ ܶ ൑ ܫሽ şeklinde 

ifade edilir. 

 

1.52. Tanım 

E ve F Riesz uzayları, ܶ: ܧ →  ,olmak üzere	ܧ		ఈሽݔbir operatör ve ሼ	ܨ
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ఈݔ → 0 (order) iken F de ܶݔఈ → 0 (order) oluyorsa T operatörüne sıra sürekli operatör 

denir. 

ሼݔఈሽ		ܧ ve ݔ ∈ :ܶ ,olmak üzere ܧ ܧ →  pozitif operatörünün sıra sürekli olması aynı	ܨ

zamanda; ݔఈ ↑ ఈݔܶ iken ݔ ↑ ఈݔ olması veya ݔܶ ↓ 0 iken ܶݔఈ ↓ 0 olması anlamına gelir. T 

sıra sınırlı operatör olarak alınırsa T nin sıra sürekli olması da ݔఈ ↓ 0 iken ݂݅݊ሼ|ܶݔఈ|ሽ ൌ 0 

olmasına denktir. E Riesz uzayından F Riesz uzayına sıra sürekli operatörlerin kümesi 

,ܧ௡ሺܮ ,ܧ௕ሺܮ ሻ ile gösterilir. Bu kümeܨ ,ܧ௡ሺܮ ሻ nin alt uzayıdır veܨ ,ܧ௕ሺܮ		ሻܨ ,ܧሺܮ		ሻܨ  ሻܨ

dır. E üzerinde bütün sıra sürekli lineer fonksiyonellerin vektör uzayı ܮ௡ሺܧ, ሻܴܫ ൌ  ௡~ olarakܧ

gösterilir. 

 

1.53. Tanım 

E Riesz uzayı, ܶ: ܧ →  oluyorsa T ye ideal ܫ		ሻܫoperatör olsun. E nin her I ideali için ܶሺ	ܧ

koruyan veya stabilizer denir ve bunların kümesi 

ܵሺܧሻ ൌ ሼܶ ∈  .Iሽ şeklinde gösterilir		TሺIሻ	için	ideal	E		ሻ:Iܧ௕ሺܮ

Bunlar arasında ܼሺܧሻ		ܵሺܧሻ ilişkisi vardır. 

 

1.54. Tanım 

E Riesz uzayı, ܶ : ܧ → ܶ operatör olsun. E nin her B bandı için	ܧ ሺܤሻ		ܤ	oluyorsa T ye band 

koruyan operatör denir. 

 

1.55. Teorem 

E Archimedian Riesz uzayı ܶ: ܧ →  .lineer dönüşüm olmak üzere aşağıdakiler denktir ܧ

1) T band koruyan operatör 

2) Her ݔ, ݕ ∈  ݕ		ݔܶ		ݕ		ݔ için ܧ

3) Her ݔ ∈ ሻݔiçin ܶሺ ܧ ∈  .௫ ሾ2ሿܤ

1.56. Teorem 

E principal projeksiyon özelliğine sahip Archimedian Riesz uzayı ܶ: ܧ →  lineer dönüşüm ܧ

olsun. ܶ nin band koruyan olması için gerek ve yeter şart her ܲ projeksiyon için ܶܲ ൌ ܲܶ 

olmasıdır ሾ2ሿ. 

 

1.57. Tanım 

Band koruyan sıra sınırlı operatöre ortomorfizma denir ve E nin bütün ortomorfizmalarının 

kümesi ܱ݄ݐݎሺܧሻ ile gösterilir. 
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Her band aynı zamanda ideal olduğundan ܼሺܧሻ		ܵሺܧሻ		ܱ݄ݐݎሺܧሻ dir. 

 

1.58. Teorem 

E Riesz uzayı olmak üzere ߨଵ, ଶߨ ∈ ௗௗܦ ሻ veܧሺ݄ݐݎܱ ൌ  olsun. Her ܮ		ܦ olacak şekilde ܧ

݂ ∈ ଵ݂ߨ için ܦ ൌ ଵߨ ଶ݂ iseߨ ൌ  .ଶ dir ሾ11ሿߨ

 

1.59. Tanım 

A, ܴܫ cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Her ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ߙ ve her ܣ ∈  için ܴܫ

∙: ܣ ൈ ܣ →  .üzerinde bir cebir denir ܴܫ çarpımı aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa A ya ܣ

C1)   ߙ. ሺݔ. ሻݕ ൌ ሺߙ. .ሻݔ ݕ ൌ .ݔ ሺߙ.  ሻݕ

C2)   ݔ. ሺݕ ൅ ሻݖ ൌ .ݔ ݕ ൅ .ݔ ݔve ሺ  ݖ ൅ .ሻݕ ݖ ൌ .ݔ ݖ ൅ .ݕ  ݖ

C3)  ݔ. ሺݕ. ሻݖ ൌ ሺݔ. .ሻݕ  ݖ

 

A reel cebir olup aynı zamanda Riesz uzayı iken her ܽ, ܾ ∈ .ܽ ା içinܣ ܾ ∈  ା koşulunuܣ

sağlıyorsa A ya l-cebiri veya Riesz cebiri denir. 

 

1.60. Tanım 

A l-cebiri olmak üzere, her ܽ, ܾ ∈ ܿ her ,ܣ ∈ ܾ		ାiçin ܽܣ ൌ 0 iken 	ܿܽ		b ൌ ܽܿ		b ൌ 0 

koşulunu sağlıyorsa A ya f-cebiri denir. 

1.61. Örnek 

 .ሻ fonksiyon uzayı fonksiyonların noktasal çarpım işlemine göre birimli bir f-cebiridirܭሺܥ

 

1.62. Teorem 

.ܽ birimli f-cebiri olsun. ܽܾ olması için gerekli ve yeterli şart ܣ  ܾ ൌ 0 dır. 

 

1.63. Teorem 

A Archimedian birimli f-cebiri olmak üzere 

:݌ ܣ → :௔ߨ          ,ሻܣሺ݄ݐݎܱ ܣ →  ,ܣ

ܽ → ሺܽሻ݌ ൌ ܾ      , ௔ߨ → ௔ሺܾሻߨ ൌ ܽ. ܾ 

biçiminde tanımlı p dönüşümü cebir ve Riesz izomorfizmidir. 

 

İspat 

p nin anlamlı olduğunu gösterelim. Yani ߨ௔ ∈  .ሻ olduğunu göstermeliyizܣሺ݄ݐݎܱ
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Her ܽ ∈ ,ݔ için ܣ ݕ ∈  .olduğunu görelim	ݕ		ሻݔ௔ሺߨ iken ݕ		ݔ	olmak üzere ܣ

f-cebiri tanımından ݔ		ݕ iken ܽݔ		ݕ olacağından ߨ௔, band koruyandır. Ayrıca A l-cebiri 

olduğundan ܾ ∈ ௔ሺܾሻߨ ା içinܣ ൌ ܽ. ܾ ൒ 0 dır. O halde ߨ௔ pozitiftir. Yani ߨ௔ sıra sınırlıdır. 

p nin iyi tanımlı ve lineer olduğu kolay görülür. 

 

p nin cebir homomorfizmi olduğunu gösterelim. 

Her ܽ, ܾ ∈ ሺܾܽሻ݌ için ܣ ൌ  .ሺܾሻ olduğunu görmeliyiz݌ሺܽሻ݌

ሺܾܽሻ݌ ൌ ܿ ௔௕ ve herߨ ∈  için ܣ

௔௕ሺܿሻߨ  ൌ ሺܾܽሻܿ ൌ ܽሺܾܿሻ ൌ ௔ሺܾܿሻߨ ൌ ௕ሺܿሻ൯ߨ௔൫ߨ ൌ  ௕ሺܿሻ olduğundanߨ௔ߨ

ሺܾܽሻ݌  ൌ  .ሺܾሻ dir݌ሺܽሻ݌

 

Şimdi ise ܽ		ܾ	iken ݌ሺܽሻ		݌ሺܾሻ olduğunu görelim. 1.62 Teoremi kullanılarak 

ܽ		ܾ		ܽ. ܾ ൌ 0 

         	݌ሺܾܽሻ ൌ ሺ0ሻ݌ ൌ 0 

         	݌ሺܽሻ. ሺܾሻ݌ ൌ 0 

          ݌ሺܽሻ		݌ሺܾሻ 

olduğundan p dikliği koruyandır. Ayrıca pozitif olduğundan p Riesz homomorfizmidir. 

 

p nin birebir olduğunu gösterelim. Yani Ç݁݇݌ ൌ ሼ0ሽ olduğunu görmeliyiz. 

ሼ0ሽ		Ç݁݇݌ …(I) 

Diğer yandan her ܽ ∈  için ܣ

ሺܽሻ݌ ൌ 0 ise ߨ௔ ൌ 0 olup	݄݁ݎ	ܾ ∈ ௔ሺܾሻߨ	ç݅݊݅	ܣ ൌ ܽ. ܾ ൌ 0 

olur ki böylece ܾ ൌ ݁ için ߨ௔ሺ݁ሻ ൌ ܽ. ݁ ൌ ܽ ൌ 0 dır…(II) 

(I) ve (II) den Ç݁݇݌ ൌ ሼ0ሽ olduğundan p birebirdir. 

 

p nin örtenliğine bakalım. Bunun için her ܵ ∈ ሺܽሻ݌ ሻ içinܣሺ݄ݐݎܱ ൌ ܵ olacak şekilde bir 

 ܽ ∈  .olduğunu görmeliyiz ܣ

e, A nın birimi ve ܵሺ݁ሻ ൌ ܽ ∈  olsun. Bu durumda 1.58.Teoremden ܣ

௔ሺ݁ሻߨ ൌ ௌሺ௘ሻሺ݁ሻߨ ൌ ܵሺ݁ሻ݁ ൌ ܵሺ݁ሻ dir. Buradan S ile ߨ௔, ݁ üzerinde eşit olduğundan S ile 

௘ܤ ,௔ߨ ൌ ܾ üzerinde de eşittir. O halde her ܣ ∈ için ܵሺܾሻ ܣ ൌ ሺܽሻ݌ ௔ሺܾሻ olduğundanߨ ൌ ܵ 

dir. 

 



20 
 

 

:ଵି݌ ଵ in pozitif olduğunu gösterelim. Bunun içinି݌ ሻܣሺ݄ݐݎܱ → ܵ olup her ܣ ∈  ሻାܣሺ݄ݐݎܱ

için ି݌ଵሺܵሻ ൒ 0 olduğunu görmeliyiz. 1.47.Teorem kullanılarak ܵ ∈  olup p örten	ሻାܣሺ݄ݐݎܱ

olduğundan en az bir ܽ ∈ ሺܽሻ݌ için ܣ ൌ ௔ߨ ൌ ܵ dir. Her ܾ ∈ ௔ሺܾሻߨ ା içinܣ ൌ ܵሺܾሻ ൒ 0 

olduğundan ܽ. ܾ ൌ ܵሺܾሻ ൒ 0 dır. 0 ൏ ݁ ∈ .ܽ ା içinܣ ݁ ൒ 0 olduğundan ܽ ൒ 0 olup 

ሺܽሻ݌  ൌ ܵ dir. O halde ܽ ൌ ଵሺܵሻି݌ ൒ 0 dır. Bu durumda p dönüşümü cebir ve Riesz 

izomorfizmidir. 

 

1.64. Örnek 

 ሻ birimli f-cebiridir. Buradanܭሺܥ

:݌ ሻܭሺܥ → ݂ ,ሻሻܭሺܥሺ݄ݐݎܱ → ሺ݂ሻ݌ ൌ :௙ߨ ,௙ߨ ሻܭሺܥ → ݃ ,ሻܭሺܥ → ௙ሺ݃ሻߨ ൌ ݂. ݃ 

olup ܱ݄ݐݎሺܥሺܭሻሻ ≡  .ሻ dırܭሺܥ

 

1.65. Teorem 

E Archimedian Riesz uzayı olsun. ܱ݄ݐݎሺܧሻ Riesz uzayıdır ve her ߨ, ,ଵߨ ଶߨ ∈  ሻ veܧሺ݄ݐݎܱ

her ݑ ∈  .ାiçin aşağıdaki eşitlikler sağlanırܧ

i) ሺߨଵ		ߨଶሻݑ ൌ ሺߨଵݑሻ		ሺߨଶݑሻ	ve ሺߨଵ		ߨଶሻݑ ൌ ሺߨଵݑሻ		ሺߨଶݑሻ 

ii) ሺߨାሻݑ ൌ ሺݑߨሻା, ሺିߨሻݑ ൌ ሺݑߨሻି ve |ݑ|ߨ ൌ  .ሾ12ሿ |ݑߨ|

 

1.66. Lemma 

E normlu örgü uzayı ve ߨ, E de pozitif ortomorfizm olsun. ߨ nin norm sınırlı olması için 

gerekli ve yeterli koşul ߨ ൑ ܫ olacak şekilde  ∈  nin ߨ ା var olmasıdır. Bu durumdaܴܫ

operatör normu ‖ߨ‖ ൌ ݂݅݊ሼ: ߨ ൑ ܫሽ dır ሾ12ሿ. 

 

İspat 

()  ߨ norm sınırlı olsun. Olmayana ergi yöntemini kullanırsak ߨ ൑ ܫ olacak şekilde 

  ∈ ߨାolmasın. Bu durumda her ݊ için ሺܴܫ െ ሻାܫ݊ ൐ 0 dır. Buradan ሺߨ െ ሻାܫ݊ ൐ 0 ise 

ሺߨ െ ௡ሻݑሻାሺܫ݊ ൐ 0 olacak şekilde	ሺݑ௡ሻ ∈ ௡ݒ ା dizisi vardır. Ayrıcaܧ ൌ ሺߨ െ  ௡ሻݑሻାሺܫ݊

olarak tanımlayalım. 

 

 ሺߨ െ ௡ሻݒሻሺܫ݊ ൌ ሾሺߨ െ ሻାܫ݊ െ ሺߨ െ ߨሻିሿሾሺܫ݊ െ  ௡ሻሿݑሻାሺܫ݊

                                                 ൌ ሺߨ െ ߨሻାሾሺܫ݊ െ ௡ሻሿݑሻାሺܫ݊ െ ሺߨ െ ߨሻିሾሺܫ݊ െ  ௡ሻሿݑሻାሺܫ݊

                                                 ൌ ሺሺߨ െ ௡ሻݑሻାሻଶሺܫ݊ ൒ 0 

 



21 
 

 

olduğundan ߨሺݒ௡ሻ െ ௡ሻݒሺܫ݊ ൒ 0 olup ߨሺݒ௡ሻ ൒  ௡ሻ bulunur. Buradanݒሺܫ݊

‖௡ሻݒሺߨ‖  ൒ ‖௡ݒ݊‖ ൌ  nin norm sınırlı olmasıyla çelişir. O halde ߨ ௡‖ olur ki bu daݒ‖݊

ߨ  ൑ ܫ olacak şekilde  ∈  .ା vardırܴܫ

 () ߨ ൑ ܫ olacak şekilde  ∈  .ା olsunܴܫ

|݂ߨ| ൌ ሺ|݂|ሻߨ ൑ |݂| elde edilir. Buradan ‖ߨ‖ ൌ ݂݅݊ሼߤ ൐ 0: ‖ݔߨ‖ ൑  ሽ olduğu‖ݔ‖ߤ

düşünülürse ‖ߨ‖ ൑  olur. Böylece ‖ߨ‖ ൑ ݂݅݊ሼ: ߨ ൑ ܫሽ elde edilir….(I) 

 

Diğer yandan ‖ߨ‖ஶ ൌ ݂݅݊ሼ: ߨ ൑ ܫሽ diyelim.  ‖ߨ‖ ൒  .ஶ olduğunu göstermeliyiz‖ߨ‖

ஶ‖ߨ‖ ൌ 0 ise ‖ߨ‖ ൒ 0 ൌ ஶ‖ߨ‖ ஶ olur. Şimdi ise‖ߨ‖ ൐ 0 olsun. ߝ ൐ 0 için 

  ൌ ஶ‖ߨ‖ െ ߝ ൐ 0 olsun. ሺߨ െ ܫሻା ് 0 olduğuna gösterelim. Olmayana ergi yöntemini 

kullanırsak ሺߨ െ ܫሻା ൌ 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

ሺߨ െ ܫሻା ൌ 0	 ሺߨ െ ܫሻ		0 ൌ 0	 ߨ െ ܫ ൑ 0		ߨ ൑ ܫ 

dır. Ayrıca ‖ߨ‖ஶ ൌ ݂݅݊ሼߤ: ߨ ൑ ஶ‖ߨ‖ ሽ olupܫߤ ൑  ൌ ஶ‖ߨ‖ െ  .olur ki bu da çelişkidir ߝ

Her zaman	ሺߨ െ ܫሻା ൒ 0 ve ሺߨ െ ܫሻା ് 0 olduğundan ሺߨ െ ܫሻା ൐ 0 elde edilir. Diğer 

yandan ሺߨ െ ܫሻା ൐ 0 için ሺߨ െ ܫሻሺݒሻ ൐ 0 olacak şekilde ݒ ∈  .ା vardırܮ

ሺߨ െ ܫሻାሺݒሻ ൐ 0	 ሺሺߨ െ ܫሻ		0ሻሺݒሻ ൐ 0 

                               ݒߨ ൒ ݒ ൐ 0 

                              	‖ݒߨ‖ ൒ ‖ݒ‖ 

                              	
‖గ௩‖

‖௩‖
൒  

                              	ቛߨ ቀ ௩

‖௩‖
ቁቛ ൒  

                              	‖ߨ‖ ൒  ൌ ஶ‖ߨ‖ െ  ߝ

 

dir. ߝ → 0 için ‖ߨ‖ ൒  ஶ elde edilir….(II)‖ߨ‖

(I) ve (II) den ‖ߨ‖ ൌ  .ஶ elde edilir‖ߨ‖
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1.67. Teorem 

E normlu örgü uzayı ve ߨ, E de bir ortomorfizm olsun. Bu durumda ߨ nin norm sınırlı olması 

için gerekli ve yeterli koşul |ߨ| ൑ ܫ olacak şekilde  ∈  ା var olmasıdır. Bu durumdaܴܫ

‖ߨ‖ ൌ ݂݅݊ሼ: |ߨ| ൑ ܫሽ dır ሾ12ሿ. 

 

İspat 

1.66.Lemma dan ߨ ∈  norm sınırlı |ߨ| norm sınırlı gerekli ve yeterli koşul ߨ ሻ içinܧሺ݄ݐݎܱ

ve bunların normlarının eşit olduğunu göstermek yeter. |ߨ| norm sınırlı ise her ݔ ∈  için ܧ

|ݔߨ| ൌ ‖ݔߨ‖ olduğundan |ݔ||ߨ| ൌ ‖|ݔߨ|‖ ൌ ‖|ݔ||ߨ|‖ ൑ .‖|ߨ|‖  norm ߨ olur. Buradan ‖ݔ‖

sınırlı ve ‖ߨ‖ ൑ ݔ norm sınırlı olsun. Her ߨ bulunur. Şimdi ‖|ߨ|‖ ∈  için ܧ

ห|ݔ|ߨห ൌ ห|ݔ||ߨ|ห ൌ หݔ|ߨ|ห olduğundan ‖|ݔ|ߨ‖ ൌ ‖|ݔ||ߨ|‖ ൌ ‖|ݔ|ߨ‖ ൑  olur ki bu ‖ݔ‖‖ߨ‖

‖|ߨ|‖ nin norm sınırlı ve |ߨ| ൑  .olmasını verir ‖ߨ‖

 

1.68. Sonuç 

E Banach örgüsü ise ܱ݄ݐݎሺܧሻ ൌ ܼሺܧሻ dir. 

 

İspat 

ܼሺܧሻ		ܱ݄ݐݎሺܧሻ olduğunu biliyoruz. Şimdi ߨ ∈ ߨ .ሻ alalımܧሺ݄ݐݎܱ ൌ ାߨ െ  ve Banach ିߨ

örgüsü üzerinde tanımlı her pozitif operatör sürekli olduğundan  ሾ2ሿ den ߨ sürekli yani 

norm sınırlıdır. 1.67.Teoremden |ߨ| ൑	ܫ olacak şekilde 

∈  .ሻ elde edilirܧܼሺ		ሻܧሺ݄ݐݎܱ ା vardır. Buradanܴܫ

2.1. İdeal Operatörler 

Bu bölümde ሾ11ሿ da verilen "On Ideal Operators" isimli makale detaylıca incelenmiştir. 

 

2.1.1. Tanım 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  de	ܧ		ሻܬideali için ܶିଵሺ ܨ		ܬ bir operatör olsun. Her ܨ

ideal oluyorsa T ye invers ideal operatör denir. 

 

2.1.2. Tanım 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ : ܧ → ܶ ideali için	ܧ		ܫ bir operatör olsun. Her ܨ ሺܫሻ		ܨ	de ideal 

oluyorsa T ye ideal operatör denir. 
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2.1.3. Teorem 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  tarafından üretilen (order) ideal ݔ ,௫ܫ bir operatör ve ܨ

olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur. 

i) T ideal operatördür  Her ݔ ∈  ௫ሻܫܶሺ		௫்ܫ için ܧ

ii) T invers ideal operatördür  Her ݔ ∈  ௫்ܫ		௫ሻܫiçin ܶሺ	ܧ

iii) T invers ideal operatördür  Her ݔ, ݕ ∈ |ݕ| için	ܧ ൑ |ݕܶ| için |ݔ| ൑ |ܶݔ| olacak 

şekilde ∈  .ା vardırܴܫ

 

İspat 

i) 

() T nin ideal operatör olduğunu kabul edelim. Her ݔ ∈  i kapsayan F ݔܶ ,௫ሻܫiçin ܶሺ	ܧ

içinde ideal ve ்ܫ௫, ܶݔ i kapsayan en dar ideal olduğundan ்ܫ௫		ܶሺܫ௫ሻ	dir. 

() Her ݔ ∈  nin alt ܨ ሻܫ௫ሻ olsun. I, E içinde keyfi bir ideal olmak üzere ܶሺܫܶሺ		௫்ܫ için	ܧ

uzayıdır. Şimdi, her ݕ ∈ ݖ ,ܨ ∈ ܶሺܫሻ ve |ݕ| ൑ ݕ için |ݖ| ∈ ܶሺܫሻ olduğunu gösterelim. 

ݖ  ∈ ܶሺܫሻ olduğundan ܶݔ ൌ ݔ olacak şekilde ݖ ∈ ݖ .vardır ܫ ൌ ݔܶ ∈  ௫ ideal்ܫ ௫ ve்ܫ

olduğundan ݕ ∈ ݕ  ௫ olur. Hipotezden்ܫ ∈ ܶሺܫ௫ሻ elde edilir. Diğer yandan ݔ ∈  olduğundan ܫ

ݕ ሻ olacağındanܫܶሺ		௫ሻܫve buradan ܶሺ ܫ		௫ܫ ∈ ܶሺܫሻ bulunur. 

ii) 

() T nin invers ideal operatör olduğunu kabul edelim. Her ݔ ∈  de	ܧ		௫ሻ்ܫiçin ܶିଵሺ	ܧ

idealdir. Ayrıca ݔ ∈ ܶିଵሺ்ܫ௫ሻ ve ܫ௫ ݔ i kapsayan en dar ideal olduğundan  ܫ௫		ܶିଵሺ்ܫ௫ሻ 

olur. Buradan ܶሺܫ௫ሻ		ܶሺܶିଵሺ்ܫ௫ሻሻ		்ܫ௫	dir. 

() Her ݔ ∈  nin ܧ ሻܬ௫ olsun. J, F içinde keyfi bir ideal olmak üzere ܶିଵሺ்ܫ		௫ሻܫܶሺ	için	ܧ

alt uzayıdır. Şimdi, her ݔ, ݕ ∈ ݔ ,ܧ ∈ ܶିଵሺܬሻ ve |ݕ| ൑ ݕ için |ݔ| ∈ ܶିଵሺܬሻ  olduğunu 

gösterelim. |ݕ| ൑ ݕ ௫ ideal olduğundanܫ ve |ݔ| ∈ ሻݕ௫ olur. Buradan ܶሺܫ ∈ ܶሺܫ௫ሻ dir ve 

böylece ܶሺݕሻ ∈ ݔ ௫ dir. Diğer yandan்ܫ ∈ ܶିଵሺܬሻ olup ܶሺݔሻ ∈  ve J ideal olduğundan ܬ

ሻݕve ܶሺ	ܬ		௫்ܫ .dir ܬ		௫்ܫ ∈ ሻݕ௫ olduğundan ܶሺ்ܫ ∈ ݕ olup ܬ ∈ ܶିଵሺܬሻ dir. Buradan T 

invers ideal operatördür. 
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iii) 

() T invers ideal operatör olsun. Her ݔ, ݕ ∈ |ݕ| ,ܧ ൑ ݕ için |ݔ| ∈  ௫ dir. ii) denܫ

 ܶሺܫ௫ሻ	 ்ܫ௫ olduğundan ܶݕ ∈ |ݕܶ| ௫ olur. Buradan்ܫ ൑ |ܶݔ| olacak şekilde 	∈  ାܴܫ

vardır. 

 

() ii) den her ݔ ∈ ݑ .௫ olduğunu gösterelim்ܫ		௫ሻܫiçin ܶሺ	ܧ ∈ ܶሺܫ௫ሻ ise ܶݕ ൌ  olacak ݑ

şekilde ݕ ∈  .௫ vardırܫ

ݕ ∈ ߚ	 	௫ܫ ∈ |ݕ| ,ାܴܫ ൑  |ݔ|ߚ

            	ߚ,  ∈ |ݕܶ| ,ାܴܫ ൑  |ݔܶ|	ߚ

            ܶݕ ൌ ݑ ∈ ܶሺܫ௫ሻ 

elde edilir. 

 

2.1.4. Teorem 

Her aralık koruyan operatör ideal operatördür. 

 

İspat 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  bir aralık koruyan operatör olmak üzere I, E içinde keyfi ܨ

bir ideal olsun. T lineer olduğundan ܶሺܫሻ alt uzaydır. Şimdi ideal olduğunu gösterelim. Her 

ݕ ∈ ݔ ,ܨ ∈ ܶሺܫሻ ve |ݕ| ൑ ݔ ,olmak üzere |ݔ| ∈ ܶሺܫሻ olduğundan ܶݖ ൌ ݖ olacak şekilde ݕ ∈

 .vardır ܫ

 

0 ൑ ାݕ ൑ |ݕ| ൑ |ݔ| ൌ |ݖܶ| ൑ ାݕ olup |ݖ|ܶ ∈ ሾ0,  ሿ dür ve T aralık koruyan operatör|ݖ|ܶ

olduğundan ݖ ∈ ሻݑve ܶሺ ܫ ൌ ݑ ା olacak şekildeݕ ∈ ሾ0,  .ሿ vardır|ݖ|

 

0 ൑ ିݕ ൑ |ݕ| ൑ |ݔ| ൌ |ݖܶ| ൑ ିݕ olup |ݖ|ܶ ∈ ሾ0,  ሿ dür ve T aralık koruyan operatör|ݖ|ܶ

olduğundan ݖ ∈ ሻݓve ܶሺ ܫ ൌ ݓ olacak şekilde ିݕ ∈ ሾ0,  .ሿ vardır|ݖ|

 

Diğer yandan ݖ ∈ ݓ,ݑ ve I ideal olduğundan ܫ ∈ ሾ0, ,ݑ ሿ olup|ݖ| ݒ ∈  olur. Buradan ܫ

,ݑ  ݒ ∈ ݐ olduğundan ܫ ൌ ݑ െ ݓ ∈   olup ܫ

ܶሺݐሻ ൌ ܶሺݑ െ ሻݓ ൌ ܶሺݑሻ െ ܶሺݓሻ ൌ ାݕ െ ିݕ ൌ ݕ olduğundan ݕ ∈ ܶሺܫሻ dır. 

 

  



25 
 

 

2.1.5. Örnek 

İdeal operatörlerin kümesi vektör uzayı değildir. 

Çözüm 

:ܫ ଶܴܫ → ,ݔଶ ; ሺܴܫ ሻݕ → ,ݔሺܫ ሻݕ ൌ ሺݔ,  .ሻ  ideal operatördürݕ

ܶ: ଶܴܫ → ,ݔଶ ; ሺܴܫ ሻݕ → ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݕ, 0ሻ  operatörü için 

 

 ଶ nin idealleriܴܫ

ଵܫ ൌ ሼሺ0, :ሻݔ ݔ ∈  ሽܴܫ

ଶܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  ሽܴܫ

ଷܫ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ 

ସܫ ൌ  ଶܴܫ

dir. ܫଷ ve ܫସ aşikar ideallerdir. ܫଵ ve ܫଶ için bakalım. 

 

Öncelikle  ܫଵ ൌ ሼሺ0, :ሻݔ ݔ ∈  .nin ideal olduğunu gösterelim	ଶܴܫ		ሽܴܫ

 .ଵ in solid olduğunu gösterelimܫ ଶnin alt uzayıdır. Şimdi iseܴܫ ,ଵܫ

Her ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ଶ, ሺ0ܴܫ ሻݒ ∈ ,ݔଵ ve  |ሺܫ |ሻݕ ൑ |ሺ0, ,ݔሻ| olmak üzere ሺݒ ሻݕ ∈  ଵ olduğunuܫ

gösterelim. 

 

|ሺݔ, |ሻݕ ൑ |ሺ0, ,|ݔ| ሺ	ሻ|ݒ ሻ|ݕ| ൑ ሺ0,  ሻ|ݒ|

                               0 ൑ |ݔ| ൑ 0 ve |ݕ| ൑  |ݒ|

                               ݔ ൌ 0 ve |ݕ| ൑  |ݒ|

                               ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଵ dirܫ

O halde ܫଵ solid alt uzay olduğundan idealdir. 

 

ଶܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  .nin ideal olduğunu gösterelim	ଶܴܫ		ሽܴܫ

 .ଶ nin solid olduğunu gösterelimܫ ଶnin alt uzayıdır. Şimdi iseܴܫ ,ଶܫ

Her ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ݒଶ, ሺܴܫ 0ሻ ∈ ,ݔଶ ve  |ሺܫ |ሻݕ ൑ |ሺݒ, 0ሻ| olmak üzere ሺݔ, ሻݕ ∈  ଶ olduğunuܫ

gösterelim. 

|ሺݔ, |ሻݕ ൑ |ሺݒ, 0ሻ|	 ሺ|ݔ|, ሻ|ݕ| ൑ ሺ|ݒ|, 0ሻ 

                               0 ൑ |ݔ| ൑ |ݕ| ve |ݒ| ൑ 0 

                               |ݔ| ൑ ݕ ve |ݒ| ൌ 0 

                               ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଶ dirܫ

O halde ܫଶ solid alt uzay olduğundan idealdir. 
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,ݔଶ nin diğer alt uzayları: ሼሺܴܫ :ሻݕ 	݉ ∈ ݉,ܴܫ ് ݕ	݁ݒ	0 ൌ  ଶ nin başkaܴܫ .ሽ şeklindedirݔ݉

ideali olmadığını göstermek için olmayana ergi yöntemini kullanalım. 

ܫ ൌ ሼሺݔ, :ሻݕ 	݉ ∈ ݉,ܴܫ ് ݕ	݁ݒ	0 ൌ  .ଶ nin başka bir ideali olsunܴܫ ,ሽݔ݉

݉ ൐ 0 için ቀ1, ௠
ଶ
ቁ ൑ ሺ1,݉ሻ ve ሺ1,݉ሻ ∈ ,olup ቀ1 ܫ ௠

ଶ
ቁ ∈  olur ki bu da çelişkidir. Aynı ܫ

şekilde ݉ ൏ 0 için de çelişki çıkacağından ܴܫଶ nin başka bir ideali yoktur. 

Ayrıca 

ܶሺܫଵሻ ൌ ሼܶሺ0, :ሻݔ ݔ ∈ ሽܴܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  ଶܫ=ሽܴܫ

 ܶሺܫଶሻ ൌ  ଵܫ

 ܶሺܫଷሻ ൌ  ଷܫ

 ܶሺܫସሻ ൌ  ଶܫ

olup her biri ideal olduğundan T ideal operatördür. 

 

ሺܫ ൅ ܶሻሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ ൅ ,ݕ  ሻ olupݕ

ሺܫ ൅ ܶሻሺܫଵሻ ൌ ሼሺܫ ൅ ܶሻሺ0, :ሻݔ ݔ ∈ ሽܴܫ ൌ ሼሺݔ, :ሻݔ ݔ ∈  .ሽ ideal olmadığını gösterelim	ܴܫ

ሺܫ ൅ ܶሻሺܫଵሻ  nin ideal olmadığını göstermek için olmayana ergi yöntemini kullanalım. 

ቀଷ
ସ
, ଵ
ସ
ቁ ൑ ሺ1,1ሻ ve ሺ1,1ሻ ∈ ሺܫ ൅ ܶሻሺܫଵሻ olup ቀଷ

ସ
, ଵ
ସ
ቁ ∈ ሺܫ ൅ ܶሻሺܫଵሻ olur ki bu da çelişkidir. O 

halde ideal operatörlerin kümesi vektör uzayı değildir. 

 

2.1.6. Örnek 

İnvers ideal operatörlerin kümesi vektör uzay değildir. 

 

Çözüm 

Vektör uzay olmadığını göstermek için ܵ, ܶ: ሾ0,1ሿܥ → ݂ ;ሾ0,1ሿܥ → ܵሺ݂ሻ ൌ ݂ሺ0ሻ.1, 

 ܶሺ݂ሻ ൌ ݂ሺ1ሻ. ૚ tanımlayalım. S ve T invers ideal operatörlerdir fakat ܵ ൅ ܶ invers ideal 

operatör değildir. ܵ ve ܶ nin lineer dönüşümler olduğunu görmek kolaydır. 

 

Şimdi pozitif olduğunu gösterelim. Gerçekten her ݂ ∈  ሾ0,1ሿାiçinܥ

0 ൑ ݂	 Her ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için ݂ሺݔሻ ൒ 0 

           	݂ሺ0ሻ ൒ 0 

            ݂ሺ0ሻ. ૚ ൒ 0 
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olduğundan ܵ ൒ 0 dır. Benzer şekilde ܶ ൒ 0 dır. Şimdi ise S ve T nin invers ideal operatör 

olduğunu gösterelim.	݂, ݃ ∈  ሾ0,1ሿ içinܥ

|݃| ൑ |݂|	 Her ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için  |݃ሺݔሻ| ൑ |݂ሺݔሻ| 

                 ݔ ൌ 0 için  |ܵ݃| ൌ |݃ሺ0ሻ. ૚| ൑ |݂ሺ0ሻ. ૚| ൌ |݂ܵ| 

olduğundan 2.1.3.Teorem iii) den S invers ideal operatördür. 

 

|݃| ൑ |݂|	 Her ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için  |݃ሺݔሻ| ൑ |݂ሺݔሻ| 

                 ݔ ൌ 1 için  |ܶ݃| ൌ |݃ሺ1ሻ. ૚| ൑ |݂ሺ1ሻ. ૚| ൌ |݂ܶ| 

 

olduğundan T invers ideal operatördür. Fakat 

 

݂ሺݔሻ ൌ ݔ2 െ 1 ve ݃ሺݔሻ ൌ ቐ		
			0, ݔ ∈ ቂ0, ଵ

ଶ
ቃ

ݔ2				 െ 1	, ݔ ∈ ቃଵ
ଶ
, 1ቃ													

 

 

alırsak |݃| ൑ |݂| dir. Fakat 

 

|ሺܵ ൅ ܶሻሺ݃ሻ| ൌ |ܵሺ݃ሻ ൅ ܶሺ݃ሻ| ൌ |݃ሺ0ሻ. ૚ ൅ ݃ሺ1ሻ. ૚| ൌ |0 ൅ 1| ൌ 1  	

 |ሺܵ ൅ ܶሻሺ݂ሻ| ൌ |ܵሺ݂ሻ ൅ ܶሺ݂ሻ| ൌ |݂ሺ0ሻ. ૚ ൅ fሺ1ሻ. ૚| ൌ |െ1 ൅ 1| ൌ 0 

 

olup |ሺܵ ൅ ܶሻሺ݃ሻ| ൌ 1 ൑	|ሺܵ ൅ ܶሻሺ݂ሻ| ൌ 0 olacak şekilde 	∈ ܵ ା olmadığındanܴܫ ൅ ܶ 

invers ideal operatör değildir. 

 

Başka bir örnek olarak aşağıdaki örneği verebiliriz. 

:ܫ ଶܴܫ → ,ݔଶ ; ሺܴܫ ሻݕ → ,ݔሺܫ ሻݕ ൌ ሺݔ,  .ሻ  ideal operatördürݕ

ܶ: ଶܴܫ → ,ݔଶ ; ሺܴܫ ሻݕ → ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെݕ, 0ሻ  operatörü için 

 

 ଶ nin idealleriܴܫ

ଵܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  ሽܴܫ

ଶܫ ൌ ሼሺ0, :ሻݔ ݔ ∈  ሽܴܫ

ଷܫ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ 

ସܫ ൌ  ଶܴܫ

dir ve 
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ܶିଵሺ	ܫଵሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ :ଶܴܫ ܶሺݔ, ሻݕ ∈ ଵሽܫ ൌ  .ଶ olduğunu gösterelimܴܫ

Her zaman  ܶିଵሺ	ܫଵሻ		ܴܫଶ	dir. ….(*) 

Diğer yandan ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଶ alalımܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ݔܶሺ		ଶܴܫ ሻݕ ൌ ሺെݕ, 0ሻ ∈  ଵܫ

                     	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଵሻ 

olur. O halde ܴܫଶ		ܶିଵሺ	ܫଵሻ	dır. ….(**) 

(*) ve (**) dan 	ܶିଵሺ	ܫଵሻ ൌ  .ଶdirܴܫ

 

ܶିଵሺ	ܫଶሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ :ଶܴܫ ܶሺݔ, ሻݕ ∈ ଶሽܫ ൌ  .ଵ olduğunu gösterelimܫ

Öncelikle  ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଶሻ alalım. 

ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଶሻ		ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെݕ, 0ሻ ∈  ଶܫ

                             	ݕ ൌ 0 

                             	ሺݔ, ሻݕ ∈ 	  ଵܫ

olur. O halde ܶିଵሺ	ܫଶሻ		ܫଵ	dir. ….(*) 

 

Diğer yandan ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଵ alalımܫ

ሺݔ, ሻݕ ∈ ݕ	ଵ ܫ ൌ 0 

                  	ܶሺݔ, 0ሻ ൌ ሺ0,0ሻ ∈  ଶܫ

                  	ܶሺݔ, ሻݕ ∈  ଶܫ

                  	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଶሻ 

olur. O halde ܫଵ		ܶିଵሺ	ܫଶሻ	dır. ….(**) 

(*) ve (**) dan 	ܶିଵሺ	ܫଶሻ ൌ  .dir	ଵܫ

 

ܶିଵሺ	ܫଷሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ :ଶܴܫ ܶሺݔ, ሻݕ ∈ ଷሽܫ ൌ  .ଵ olduğunu gösterelimܫ

Öncelikle  ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଵ  alalımܫ

ሺݔ, ሻݕ ∈ ݕ		ଵܫ ൌ 0 

                  	ܶሺݔ, 0ሻ ൌ ሺ0,0ሻ ∈  ଷܫ

                   	ܶሺݔ, ሻݕ ∈  ଷܫ

                    ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଷሻ 

dir. O halde ܫଵ		ܶିଵሺ	ܫଷሻ	dür…..(*) 

Diğer yandan ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଷሻ alalım. 
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ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫଷሻ		ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെݕ, 0ሻ ∈  ଷܫ

                             	ݕ ൌ 0 

                             	ሺݔ, ሻݕ ∈  ଵܫ

dir. O halde ܶିଵሺ	ܫଷሻ		ܫଵ	dir…..(**) 

(*) ve (**) dan 	ܶିଵሺ	ܫଷሻ ൌ  .dir	ଵܫ

 

ܶିଵሺ	ܫସሻ ൌ ܶିଵሺ	ܴܫଶሻ ൌ  .ଶ olduğunu gösterelimܴܫ

 

Öncelikle ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫସሻ alalım. 

ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫସሻ		ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെݕ, 0ሻ ∈  ସܫ

                             	ሺݔ, ሻݕ ∈  ଶܴܫ

olur. O halde ܶିଵሺ	ܫସሻ		ܴܫଶ dir. …(*) 

 

Diğer yandan ሺݔ, ሻݕ ∈  .ଶ alalımܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ݔܶሺ		ଶܴܫ ሻݕ ∈ 	  ସܫ

                     	ሺݔ, ሻݕ ∈ ܶିଵሺ	ܫସሻ 

olur. O halde ܴܫଶ		ܶିଵሺ	ܫସሻ dir. …(**) 

(*) ve (**) dan ܶିଵሺ	ܫସሻ ൌ  .ଶ dir. O halde T invers ideal operatördürܴܫ

 

ሺܫ ൅ ܶሻିଵሺܫଶሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ :ଶܴܫ ሺܫ ൅ ܶሻሺݔ, ሻݕ ∈  ଶሽܫ

                        ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ :ଶܴܫ ሺݔ െ ,ݕ ሻݕ ∈  ଶሽܫ

dir ve ܣ ൌ ሼሺݔ, :ሻݔ ݔ ∈ ܫሽ diyelim ve ሺܴܫ ൅ ܶሻିଵሺܫଶሻ in ܣ kümesine eşit olduğunu 

gösterelim. 

ሺݔ, ሻݕ ∈ ሺܫ ൅ ܶሻିଵሺܫଶሻ alalım. 

ሺݔ, ሻݕ ∈ ሺܫ ൅ ܶሻିଵሺܫଶሻ		ሺܫ ൅ ܶሻሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ െ ,ݕ ሻݕ ∈  ଶܫ

                                     	ݔ െ ݕ ൌ 0 

                                     	ݔ ൌ  ݕ

                                     	ሺݔ, ሻݕ ∈   ܣ

dır. 
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Diğer yandan ሺݔ, ሻݕ ∈  .alalım	ܣ

ሺݔ, ሻݕ ∈ ݔ		ܣ ൌ  ݕ

ሺܫ ൅ ܶሻሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ െ ,ݕ ሻݕ ൌ ሺ0, ሻݕ ∈ ,ݔሺ		ଶܫ ሻݕ ∈ ሺܫ ൅ ܶሻିଵሺܫଶሻ dır. 

ܣ ൌ ሼሺݔ, :ሻݔ ݔ ∈ ܫ ሽ ideal olmadığındanܴܫ ൅ ܶ invers ideal operatör değildir. 

 

Şimdi ise ideal operatörlerle stabilizerlerin operatörlerin iki farklı sınıf olduğuna dair 

örneklere geçelim. 

 

2.1.7. Örnek 

Her ideal operatör stabilizer olmak zorunda değildir. 

 

Çözüm 

ܶ: ଶܴܫ → ,ݔଶ ; ሺܴܫ ሻݕ → ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݕ,  .ሻ şeklinde bir dönüşüm tanımlayalımݔ

ܶ nin lineer olduğunu görmek kolaydır. 

 

 ଶ nin idealleriܴܫ

ଵܫ ൌ ሼሺ0, :ሻݔ ݔ ∈  ሽܴܫ

ଶܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  ሽܴܫ

ଷܫ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ 

ସܫ ൌ  ଶܴܫ

 

dir. Örnek 2.1.5 ten ܶ ideal operatördür. Fakat 

ܶሺܫଵሻ ൌ ሼܶሺ0, :ሻݔ ݔ ∈ ሽܴܫ ൌ ሼሺݔ, 0ሻ: ݔ ∈  ଵ olduğundan T stabilizerܫ		ଵሻܫଶ olup ܶሺܫ=ሽܴܫ

değildir. Dolayısıyla T ideal operatör fakat stabilizer değildir. 

 

2.1.8. Örnek 

Her stabilizer ideal operatör olmak zorunda değildir. 

 

Çözüm 

ܧ ൌ :݌ ,ሾ0,1ሿܥ ሾ0,1ሿ → →x ;ܴܫ ሻݔሺ݌ ൌ :௣ߨ ve ݔ ܧ → →f ;ܧ ௣ሺ݂ሻߨ ൌ .݌ ݂ operatörünü 

tanımlayalım. ߨ௣ operatörü stabilizerdir fakat ideal operatör değildir.	ߨ௣ nin lineer dönüşüm 

olduğunu görmek kolaydır. Şimdi ߨ௣ operatörünün stabilizer olduğunu gösterelim. 
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E Banach örgüsü olduğundan ܼሺܧሻ ൌ  ሻܧሺ݄ݐݎܱ		ሻܧܵሺ		ሻܧሻ dir. Ayrıca ܼሺܧሺ݄ݐݎܱ

olduğundan ܼሺܧሻ	=	ܵሺܧሻ	=	ܱ݄ݐݎሺܧሻ dir. 

௣ߨ ∈ ௣ߨ ሻ olduğundanܧሺ݄ݐݎܱ ∈ ܵሺܧሻ dir. 

 

Diğer yandan 

:ݑ ሾ0,1ሿ → ݔ ; ܴܫ → ሻݔሺݑ ൌ ቊቚ݊݅ݏݔ
ଵ

௫
ቚ ; ݔ ∈ ሿ0,1ሿ

0						; ݔ ൌ 0
 

olarak tanımlayalım. 

 

i)ݑ ∈  .ሾ0,1ሿ olduğunu gösterelimܥ

‘	߳ ൐ 0 için  ߜ ൐ ݔ| ∈ 0 െ 0| ൏ ሻݔiken |݂ሺ ߜ െ ݂ሺ0ሻ| ൏ ߳’ önermesinin doğru olduğunu 

göstermeliyiz. 

|݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൌ ฬቚݔ. ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ െ 0ฬ ൌ ቚݔ. ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ ൌ |ݔ| ቚ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ ൏ .ߜ 1 olup ߳ ൌ  ,seçilirse u ߜ

sıfır noktasında süreklidir. 

ݔ ് 0 için	ݔ. ݊݅ݏ ଵ

௫
 süreklidir. 

ii) ݑ ∈  .௣ olduğunu gösterelimܫ

ݔ ് 0 olsun. 

 

ቚݔ. ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ ൑ |ݔ| ൑ 1. ሻݔሺ|ݑ| olup ݔ ൌ |ሻݔሺݑ| ൌ ቚݔ. ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ ൌ |ݔ| ቚ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ ൑ |ݔ| ൌ ݔ ൌ  ሻݔሺ݌

dır. 

 

ݔ ൌ 0 olsun. 

ݔ ൌ 0		|ݑ|ሺ0ሻ ൌ 0 ൌ  ሺ0ሻ݌

O halde |ݑ| ൑ ݑ dir yani ݌ ∈  .௣ dirܫ

 

iii) ݂ ൌ ૚ alınırsa  ߨ௣ሺ૚ሻ ൌ ૚. p ൌ p	olduğundan ݌ ∈  .ሾ0,1ሿሻ dirܥ௣ሺߨ

iv) ݑ	ߨ௣ሺܥሾ0,1ሿሻ olduğunu gösterelim. Olmayana ergi yöntemi kullanalım. O halde 

ݑ  ∈  .ሾ0,1ሿሻ olsunܥ௣ሺߨ
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ݑ ∈ ݂	 	ሾ0,1ሿሻܥ௣ሺߨ ∈ ௣ሺ݂ሻߨ : ሾ0,1ሿܥ ൌ  ݑ

                           	ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için ߨ௣ሺ݂ሻሺݔሻ ൌ  ሻݔሺݑ

                           	ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için ሺp. fሻሺxሻ ൌ uሺxሻ 

                           	ݔ ∈ ሾ0,1ሿ için ݌ሺݔሻ. ݂ሺݔሻ ൌ  ሻݔሺݑ

                           ݔ ് 0 için ݔ. ݂ሺݔሻ ൌ .ݔ ቚ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ 

                           ݔ ് 0 için ݂ሺݔሻ ൌ ቚ݊݅ݏ ଵ

௫
ቚ 

O halde en az bir	 ∈ ሻݔiçin ݂ሺ	ܴܫ ൌ ቊቚ݊݅ݏ
ଵ

௫
ቚ ; ݔ ് 0

											; ݔ ൌ 0
  biçimindedir. ቀ ଶ

௡గ
ቁ dizisi sıfıra 

yakınsar. Fakat ൬݂ ቀ
ଶ

௡గ
ቁ൰ dizisi ሺ1,0,1,0… . ሻ olduğundan ൬݂ ቀ

ଶ

௡గ
ቁ൰ yakınsak değildir. Sonuç 

olarak f fonksiyonu ݔ ൌ 0 noktasında sürekli olamaz, bu ise çelişkidir. O halde 

 .ሾ0,1ሿሻ ideal değildirܥ௣ሺߨ ሾ0,1ሿሻ yaniܥ௣ሺߨ	ݑ

 

2.1.9. Lemma 

E Riesz uzay, 0 ൏ ߝ ൏ 1 ve ݑ଴ ൒ ఈݑ ↓ 0 ise  ⋂ ሺ௨ഀିఌ.௨బሻశܫ ൌ ሼ0ሽ  dır. 

 

İspat 

0 ൑ ݔ ∈ ⋂ ఈ	ሺ௨ഀିఌ.௨బሻశܫ  ݔ ,ߙ ∈ ଴ݑߝሺ		ݔ 	ሺ௨ഀିఌ.௨బሻశܫ െ ఈሻାݑ ൌ 0 dır. Gerçekten 

ሺݑߝ଴ െ ఈሻାݑ ൌ ሺݑఈ െ .ߝ ఈݑ଴ሻି ve ሺݑ െ .ߝ ଴ݑߝሺ	଴ሻାݑ െ        ఈሻା olduğundanݑ

଴ݑߝሺ		ሺ௨ഀିఌ.௨బሻశܫ െ  ఈሻା dır. Diğer yandanݑ

 

ఈݑ ↓ 0		െݑఈ ↑ 0		ሺݑߝ଴ െ ఈሻݑ ↑  ଴ݑߝ

                               	ሺݑߝ଴ െ 0		ఈሻݑ ↑ ሺݑߝ଴		0ሻ 

                                ሺݑߝ଴ െ ఈሻାݑ ↑  ଴ݑߝ	

                               	|ݔ|		ሺݑߝ଴ െ ఈሻାݑ ↑ ଴ݑߝ		|ݔ| ൑ ଴ݑߝ ↓ 0 

                                 için |ݔ|		ሺݑߝ଴ െ ఈሻାݑ ൌ 0 

 

dir. Buradan ݔ		ݑߝ଴ ൌ 0 olup ݔ		ݑ଴ ൌ 0 elde edilir. Diğer yandan 
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0 ൑ ఈݑ ఈ veݑ െ .ߝ ଴ݑ ൑ ఈݑሺ		ఈݑ െ .ߝ ଴ሻାݑ ൑ ఈݑ ൑  ଴ݑ

                                             	0 ൑ ఈݑሺ		ݔ െ .ߝ ଴ሻାݑ ൑ ଴ݑ		ݔ ൌ 0 

                                             	ݔ		ሺݑఈ െ .ߝ ଴ሻାݑ ൌ 0 

 

elde edilir. Diğer taraftan 

ݔ ∈ ఈ  0	 	ሺ௨ഀିఌ.௨బሻశܫ ൑ ݔ ൑ ఈሺݑఈ െ .ߝ  ଴ሻାݑ

                        	0 ൑ x		ݔ ൑ x		ఈሺݑఈ െ .ߝ ଴ሻାݑ ൌ 0 

                        	ݔ ൌ 0 

bulunur. Böylece istenen elde edilmiş olur. 

 

2.1.10. Önerme 

ܶ: ܧ →  .sıra sınırlı birebir ve ideal operatör ise T sıra süreklidir ܨ

 

İspat 

E de ݑ଴ ൒ ఈݑ ↓ 0 olsun. T nin sıra sürekli olduğunu göstermek için ݂݅݊ห ௨ܶഀห ൌ 0 olduğunu 

göstermeliyiz. T sıra sınırlı olduğundan her 0 ൑ ݔ ൑ |ݔܶ| ଴ içinݑ ൑  olacak şekilde ݕ

ݕ  ∈ ା vardır. 0ܨ ൏ ߝ ൏ 1 olsun. Bu durumda 0 ൑ ݔ ൑ .ߝ |ݔܶ| ଴ içinݑ ൑ .ߝ  için ߙ dir. Her ݕ

0 ൑ ݖ ൑ ห ௨ܶഀห iken ݖ ൌ 0 olduğunu göstermeliyiz. 

 

0 ൑ ݖ ൑ ห ௨ܶഀห	=	|ܶሾሺݑఈ െ ଴ሻାሿݑߝ ൅ ܶሺݑఈ		ݑߝ଴ሻ| 

                       ൑ |ܶሾሺݑఈ െ |଴ሻାሿݑߝ ൅ |ܶሺݑఈ		ݑߝ଴ሻ| 

                       ൑ |ܶሾሺݑఈ െ |଴ሻାሿݑߝ ൅ .ߝ  ݕ

 

olup buradan T nin birebir ve ideal operatör olduğu göz önüne alınarak 

 

0 ൑ ݖ െ .ߝ ݕ ൑ |ܶሾሺݑఈ െ ݖሺ		଴ሻାሿ|ݑߝ െ .ߝ 0		ሻݕ ൑ |ܶሾሺݑఈ െ  0		଴ሻାሿ|ݑߝ

                                                        ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ൑ |ܶሾሺݑఈ െ  |଴ሻାሿݑߝ

                                                        ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ∈ ⋂ ሾሺ௨ഀିఌ௨బሻశሿఈ்ܫ  

                                                        ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ∈ 	⋂ ܶ൫ܫሺ௨ഀିఌ௨బሻశ൯  

               	ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ∈ ܶ൫⋂ ሺ௨ഀିఌ௨బሻశఈܫ ൯ 
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         ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ∈ ܶሺሼ0ሽሻ ൌ ሼ0ሽ 

         ሺݖ െ .ߝ ሻାݕ ൌ 0 

 

elde edilir. Böylece her ߝ ൐ 0 için ሺݖ െ ሻାݕߝ ൌ 0 bulunur. Bu da her ߝ ൐ 0 için ݖ ൑ .ߝ  ݕ

demektir. F Archimedian Riesz uzayı olduğundan ݖ ൌ 0 elde edilir. 

 

2.1.11. Teorem 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  bir operatör olmak üzere aşağıdaki önermeler birbirine ܨ

denktir. 

i) T sıra sınırlı ve diklik koruyan operatördür. 

ii) Her ݔ, ݕ ∈ |ݕ| için ܧ ൑ |ݕܶ| iken |ݔ| ൑  .ሾ7ሿ	dür |ݔܶ|

 

İspat 

) T sıra sınırlı ve diklik koruyan operatör olsun. 1.49.Teoremden  |ܶ| vardır. Buradan her 

,ݔ ݕ ∈ |ݕ| için ܧ ൑ |ݕ||ܶ| ise |ݔ| ൑  dür. Böylece 1.49.Teoremi kullanılarak |ݔ||ܶ|

|ݕܶ|  ൑  .elde edilir |ݔܶ|

) Her ݔ, ݕ ∈ |ݕ| için ܧ ൑ |ݕܶ| iken |ݔ| ൑ |ݔ| olsun. Buradan T sıra sınırlıdır. E de |ݔܶ| ൌ

|ݔܶ| ise F de |ݕ| ൌ ݕ dir. Diğer yandan |ݕܶ| ൌ  seçelim. Buradan 1.49.Teoremden her |ݔ|

ݔ ∈ |ݔܶ| için ܧ ൌ หܶ|ݔ|ห olduğundan T diklik koruyan operatördür. 

2.1.12. Teorem 

E,G Riesz uzayı, F Dedekınd tam, ܴ: ܧ →  sıra sınırlı ve diklik koruyan operatör ise ܩ

߮: ,ܩ௕ሺܮ ሻܨ → ,ܧ௕ሺܮ ܶ ,ሻܨ → ߮ሺܶሻ ൌ ܴܶ ideal operatördür. 

 

İspat 

ܶ ∈ ,ܩ௕ሺܮ  ሻ olduğunu்ܫ߮ሺ		ఝሺ்ሻܫ ሻ alalım. ߮ nin ideal operatör olduğunu göstermek içinܨ

göstermeliyiz. ܵ ∈ ܵ .ఝሺ்ሻ olsunܫ ∈ |ܵ| ఝሺ்ሻ iseܫ ൑ |߮ሺܶሻ| olacak şekilde  ∈  .ାvardırܴܫ

Önce  ൌ 1 yani |ܵ| ൑ |߮ሺܶሻ| varsayalım. ܴሺܧሻ		ܩ alt uzaydır. Şimdi 
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 ଵܶ: ܴሺܧሻ →  ܨ

       ܴሺݔሻ → ଵܴܶሺݔሻ ൌ ܵሺݔሻ 

 

olarak tanımlayalım. 

 

Öncelikle her ܴሺݔሻ ∈ ܴሺܧሻ için ଵܴܶሺݔሻ ൌ ܵሺݔሻ ∈  .olduğundan ଵܶ anlamlıdır ܨ

 

İyi tanımlılığı görmek için her ܴሺݔሻ, ܴሺݕሻ ∈ ܴሺܧሻ için ܴሺݔሻ ൌ ܴሺݕሻ olsun. 

|ܵሺݔሻ െ ܵሺݕሻ| ൑ ݔ||ܵ| െ  |ݕ

                        ൑ ݔ||ܴܶ| െ  |ݕ

൑ ݔ||ܴ||ܶ| െ  |ݕ

ൌ ݔܴ||ܶ| െ |ݕܴ ൌ 0 

olduğundan ܵሺݔሻ ൌ ܵሺݕሻ dir. O halde ଵܶ iyi tanımlıdır. 

 

:݌ ܩ → ݕ ,ܨ → ሻݕሺ݌ ൌ |ܶ|ሺ|ݕ|ሻ olarak tanımlayalım. 

Her ݕ ∈ ሻ|ݕ|için F Dedekınd tam olduğundan |ܶ|ሺ ܩ ∈  .dir. Böylece p anlamlıdır ܨ

 

İyi tanımlılığı görmek için her ݔ, ݕ ∈ ݔ için ܩ ൌ  .olsun ݕ

ݔ ൌ |ݔ|		ݕ ൌ  |ݕ|

           |ܶ|ሺ|ݔ|ሻ ൌ |ܶ|ሺ|ݕ|ሻ 

          	݌ሺݔሻ ൌ  ሻݕሺ݌

olduğundan p iyi tanımlıdır. 

 

p nin alt lineer olduğunu gösterelim. 

 

Her ݔ, ݕ ∈ ݔሺ݌ için ܩ ൅ ሻݕ ൑ ሻݔሺ݌ ൅  .ሻ olduğunu görelimݕሺ݌

 

ݔሺ݌  ൅ ሻݕ ൌ |ܶ|ሺ|ݔ ൅ ሻ|ݕ ൑ |ܶ|ሺ|ݔ| ൅  ሻ|ݕ|

                ൌ |ݔ||ܶ| ൅  |ݕ||ܶ|

                ൌ ሻݔሺ݌ ൅  ሻݕሺ݌

 

Her ݔ ∈ ve her  ܩ ∈ ሻݔሺ݌ için	ାܴܫ ൌ ݌ሺݔሻ olduğunu gösterelim. 

ሻݔሺ݌  ൌ |ܶ|ሺ|ݕ|ሻ ൌ |ܶ||ݕ| ൌ |ܶ|ሺ|ݕ|ሻ ൌ ݌ሺݔሻ 
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şartları sağlandığı için p alt lineerdir. 

 

Şimdi ise her ݖ ∈ ܴሺܧሻ için ଵܶሺݖሻ ൑  .ሻ olduğunu gösterelimݖሺ݌

ଵܶሺݖሻ ൌ ଵܴܶሺݔሻ ൌ ܵሺݔሻ ൑ |ܵ|ሺ|ݔ|ሻ 

     ൑ |ܴܶ|ሺ|ݔ|ሻ 

     ൑  |ݔ||ܴ||ܶ|

     ൑  |ݔܴ||ܶ|

     ൌ  ሻݔሺܴ݌

     ൌ  ሻݖሺ݌

olduğundan ଵܶሺݖሻ ൑  .ሻ dirݖሺ݌

O halde Hahn-Banach teoreminden ଵܶ	෢: ܩ → ෢	öyle ki ଵܶ ܨ ோሺாሻ ൌ ଵܶ olacak şekilde ଵܶ	෢ 

operatörü vardır. Her ݕ ∈ ሺyሻ	෢	ା için ଵܶܩ ൑ pሺyሻ ൌ |ܶ|ሺݕሻ		 ଵܶ	෢ ൑ |ܶ| dır. Diğer yandan 

her ݕ ∈ ାiçin ൫െܩ ଵܶ	෢	൯ሺyሻ ൌ ଵܶ	෢ሺെݕሻ ൑ ሻݕሺെ݌ ൌ |ܶ|ሺݕሻ dır. Bu durumda 

ห	 ଵܶ	෢ห ൑ |ܶ	|	 	 ଵܶ	෢ ∈ 	߮൫		்ܫ ଵܶ	෢൯ ∈ ߮ሺ்ܫሻ		 ଵܶ	෢ܴ ∈ ߮ሺ்ܫሻ		ܵ ∈ ߮ሺ்ܫሻ dir. Şimdi 

 ܵ ∈ |ܵ| ఝሺ்ሻ olmak üzereܫ ൑ |߮ሺܶሻ| ൌ |ܴܶ|	 ቚௌ

ቚ ൑ |ܴܶ| olup ispatın ilk kısmından 

  
ௌ


∈ ߮ሺ்ܫሻ olur. ߮ሺ்ܫሻ vektör uzayı olduğundan ܵ ∈ ߮ሺ்ܫሻ elde edilir. 

 

2.1.13. Sonuç 

E,G Riesz uzayı ve ܶ: ܧ →  .operatör olsun ܩ

T sıra sınırlı ve diklik koruyan operatör ise ܶ~: ~ܩ →  .ideal operatördür ~ܧ

 

İspat 

 

2.2.12.Teoreminde F yerine IR alınırsa IR Dedekınd tam olduğundan 

 ߮: ,ܩ௕ሺܮ ሻܴܫ → ,ܧ௕ሺܮ :߮ ሻ yaniܴܫ ~ܩ → ideal operatör, ܶ~ሺ݂ሻ ~ܧ ൌ f T ൌ ߮ሺ݂ሻ 

olduğundan 	ܶ~ ൌ ߮ olup böylece ܶ~ ideal operatördür. 

 

2.1.14. Önerme 

Her sıra sınırlı diklik koruyan operatör invers ideal operatördür. 
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İspat 

2.1.3.Teorem iii) den açıktır. Buradan ܶሺܫ௫ሻ		்ܫ௫ elde edilir. 

2.2. Diklik Koruyan Operatörler 

Bu bölümde ideal operatörler ile dikliği koruyan operatörler arasındaki ilişkiler verilmiştir. 

2.2.1. Lemma: E Riesz uzayı olmak üzere 

ݔ, ݕ ∈ ,ܧ ௬ܫ		௫ܫ		ݕ 	ݔ ൌ ሼ0ሽ	dır. 

 

İspat 

Her ݔ, ݕ ∈  için ܧ

()	ݔ		ݕ olsun. ݖ ∈  .௬ alalımܫ		௫ܫ

ݖ ∈ ݖ		௬ܫ		௫ܫ ∈ ݖ ௫ veܫ ∈  ௬ܫ

                   	∃ ∈ |ݖ| ା içinܴܫ ൑ |ݔ| ve ∃ߤ ∈ |ݖ| ାiçinܴܫ ൑  |ݕ|ߤ

                   	∃, ߤ ∈ |ݖ| ାiçinܴܫ ൑ |ݔ|		ݕ|ߤ| 

                   	∃, ߤ ∈ |ݖ| ାiçinܴܫ ൑ ሺ൅  ሻ|ݕ|		|ݔ|ሻሺߤ

                   	|ݖ| ൌ 0 

                    ݖ ൌ 0 

 

()	ܫ௫		ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ olsun. 

|ݕ|		|ݔ| ൑ |ݕ|		|ݔ|		|ݔ| ∈ |ݕ|		|ݔ| ௫ veܫ ൑ |ݕ|		|ݔ|		|ݕ| ∈  olup	௬ܫ

|ݕ|		|ݔ| ∈ ௬ܫ		௫ܫ ൌ ሼ0ሽ olduğundan ݔ		ݕ	dir. 

 

2.2.2. Önerme 

E,F Riesz uzay, ܶ: ܧ →  .lineer operatör olsun ܨ

i) T birebir ideal operatör ise T diklik koruyandır. 

ii) T birebir örten inverse ideal operatör ise ܶିଵ diklik koruyandır. 
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İspat 

i) T birebir ideal operatör olsun. T nin diklik koruyan operatör olduğunu göstermek için her 

,ݔ ݕ ∈  .olduğunu göstermeliyiz	ݕܶ		ݔܶ iken	ݕ		ݔ , ܧ

Lemma 2.2.1. den ݔ		ݕ	 olduğundan ܫ௫		ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ dır. Diğer yandan T ideal operatör 

olduğundan ்ܫ௫		ܶሺܫ௫ሻ ve ்ܫ௬		ܶሺܫ௬ሻ dir. Bunlar ve T nin birebir olmasından 

௬൯ܫܶ൫		௫ሻܫܶሺ		௬்ܫ		௫்ܫ		௬ሻܫܶሺ		௬்ܫ	ve	௫ሻܫ ܶሺ	௫்ܫ ൌ ܶ൫ܫ௫		ܫ௬൯ ൌ ሼ0ሽ 

                    	்ܫ௫		்ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ 

        	ܶݔ		ܶݕ 

elde edilir. 

 

ii) F de ݖ		ݓ	iken ܶିଵሺݖሻ		ܶିଵሺݓሻ olduğunu göstermeliyiz, ݖ, ݓ ∈  ve T örten ܨ

olduğundan ܶݔ ൌ ݕܶ ve ݖ ൌ ,ݔ olacak şekilde ݓ ݕ ∈  iken ݕܶ		ݔܶ vardır yani ܧ

 .olduğunu göstermeliyiz	ݕ		ݔ

Lemma 2.2.1. den ܶݔ		ܶݕ	olduğundan ்ܫ௫		்ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ dır. Diğer yandan T invers ideal 

operatör olduğundan ܶሺܫ௫ሻ		்ܫ௫	ve ܶ൫ܫ௬൯		்ܫ௬ dir. 

ܶሺܫ௫ሻ		்ܫ௫	ve	ܶ൫ܫ௬൯		்ܫ௬		ܶሺܫ௫ሻ		ܶ൫ܫ௬൯		்ܫ௫		்ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ 

                     	ܶሺܫ௫		ܫ௬ሻ		ሼ0ሽ 

                     	ܫ௫		ܫ௬ ൌ ሼ0ሽ 

         	ݔ		ݕ 

olur. 

 

2.2.3. Önerme 

E,F Riesz uzay, ܶ: ܧ →  sıra sınırlı birebir örten operatör olsun. ܶ ideal operatör ise ܶିଵ ܨ

ideal operatördür. 
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İspat 

T ideal operatör olsun. ܫ		ܨ ideal iken ܶିଵሺܫሻ		ܧ in ideal olduğunu göstermeliyiz. 

Öncelikle ܶିଵሺܫሻ, ܧ nin alt uzayıdır. Şimdi her ݕ ∈ ݔ ,ܧ ∈ ܶିଵሺܫሻ için |ݕ| ൑  iken |ݔ|

ݕ  ∈ ܶିଵሺܫሻ olduğunu göstermeliyiz. T birebir ve 2.2.2.Teorem den T diklik koruyandır. T 

diklik koruyan ve 2.1.11.Teorem den |ܶݕ| ൑ ݔ elde edilir. Hipotezden |ݔܶ| ∈ ܶିଵሺܫሻ 

olduğundan ܶݔ ∈ ݕܶ ideal olduğundan ܫ dır ve ܫ ∈ ݕ olur. Böylece ܫ ∈ ܶିଵሺܫሻ elde edilir. 

O halde ܶିଵ ideal operatördür. 

2.2.4. Sonuç 

ܶ: ܧ →  sıra sınırlı diklik koruyan birebir ve örten operatör ise ܶିଵ de diklik koruyan ܨ

operatördür. 

İspat 

ܶ sıra sınırlı diklik koruyan operatör olsun. O halde önerme 2.1.14. den ܶ invers ideal 

operatördür. ܶ invers ideal operatör olduğundan ܶିଵ ideal operatördür. Bu durumda ܶିଵ 

diklik koruyan operatördür. 

Genellikle aralık koruyan operatörlerle Riesz homomorfizmaları birbirinden bağımsızdırlar. 

2.2.5. Örnek 

:ߚ ሾ0,1ሿܥ → ݂ ,ܴܫ → ሺ݂ሻߚ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ
ଵ
଴ dt, şeklinde tanımlanan ߚ pozitif operatörü aralık 

koruyandır fakat Riesz homomorfizması değildir. 

Çözüm 

İntegral fonksiyonu pozitif olduğu için ݂ ൒ 0 aldığımızda ߚሺ݂ሻ ൒ 0 olur. Her pozitif lineer 

fonksiyonel aralık koruyan olduğu için ߚ operatörü de aralık koruyandır. Riesz 

homomorfizması olmadığını göstermek için, 

݂: ሾ0,1ሿ →  ܴܫ

	

ݔ            → ݔ݂ ൌ ݔ െ ଵ

ଶ
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biçiminde tanımlanan sürekli fonksiyonu alalım.  

 

|݂ߚ| ൌ ቚ׬ ቀݔ െ ଵ

ଶ
ቁ ݔ݀

ଵ
଴ ቚ =ቤቀ௫

మ

ଶ
െ ௫

ଶ
ቁ

1

0
 | ቤ	=	|0 െ 0|=0……* 

 

ݔ|݂| ൌ |ݔ݂| ൌ ൞
െݔ ൅

1
2
	, ݔ ൑

1
2

ݔ െ
1
2
	, ݔ ൒

1
2

 

 

olduğunu kullanarak 

 

ሺ|݂|ሻߚ  ൌ ׬ ቚݔ െ ଵ

ଶ
ቚ

ଵ
଴ ݔ݀ ൌ ׬ ቀെݔ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ݔ݀ ൅ ׬ ቀݔ െ ଵ

ଶ
ቁ ݔ݀

ଵ
ଵ
ଶൗ

ଵ
ଶൗ

଴  

                                        =	ቀି௫
మ

ଶ
൅ ௫

ଶ
ቁ

1

2

0
 | ൅ ቀ

௫మ

ଶ
െ ௫

ଶ
ቁ

1

1

2

 |  

                                        =െଵ

଼
൅ ଵ

ସ
൅ ଵ

ଶ
െ ଵ

ଶ
െ ଵ

଼
൅ ଵ

ସ
ൌ ଵ

ସ
 …….** 

 

buluruz. * ve ** gereğince |݂ߚ| ൏ |݂ߚ| .ሺ|݂|ሻ dirߚ ്  ሺ|݂|ሻ olduğundan 1.45.Teoremߚ

gereği ߚ Riesz homomorfizması değildir. 

 

2.2.6. Örnek 

ଵሾ0,1ሿܮ ൌ ሼ݃|݃: ሾ0,1ሿ → ,ܴܫ integrallenebilir	fonksiyonሽ olmak üzere 

  	ܶ: ሾ0,1ሿܥ →  ଵሾ0,1ሿܮ

               ݂ → 		݂ܶ: ሾ0,1ሿ → ݐ	 , ܴܫ → ሺ݂ܶሻሺݐሻ ൌ .ݐ ݂ሺݐሻ   ሺݐ ∈ ሾ0,1ሿሻ 

biçiminde tanımlanan T operatörü Riesz homomorfizmasıdır ancak aralık koruyan değildir. 
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Çözüm 

݂ ∈ ݐ ሾ0,1ሿ veܥ ∈ ሾ0,1ሿ olmak üzere 

 

ሺܶ|݂|ሻሺݐሻ ൌ .ݐ |݂|ሺݐሻ 

                 ൌ .ݐ |݂ሺݐሻ| 

                	ൌ .ݐ| ݂ሺݐሻ| 

                 ൌ |ሺ݂ܶሻሺݐሻ| 

                	ൌ |݂ܶ|ሺݐሻ 

 

eşitliğinden T Riesz homomorfizmasıdır. Şimdi T nin aralık koruyan operatör olmadığını 

olmayana ergi yöntemini kullanarak ispatlayalım. Bunun için T nin aralık koruyan operatör 

olduğunu kabul edelim. Her ݐ ∈ ሾ0,1ሿ için ૚ሺݐሻ ൌ 1 biçiminde tanımlanan sabit fonksiyon 

 .ሾ0,1ሿ in elemanıdırܥ

 

 ݄:	ሾ0,1ሿ →  ܴܫ

				ݐ        → ݄ሺݐሻ ൌ ቊ .ݐ ቚ݊݅ݏ
ଵ

௧
ቚ 		 ∶ ݐ ് 0

								0								 ∶ ݐ	 ൌ 0
 

 

biçiminde tanımlanan h fonksiyonu sürekli dolayısıyla integrallenebilirdir. 

૚ ∈ ݐ ሾ0,1ሿ ve herܥ ∈ ሾ0,1ሿ için ૚ሺݐሻ ൌ 1 olacak şekildeki sabit fonksiyonu belirtmek üzere; 

her ݐ ∈ ሾ0,1ሿ için 0 ൑ sin ݐ ൑ 1 dir ve buradan 0 ൑ ݐ ቚsin ଵ

௧
ቚ ൑ ݐ ൌ ܶ૚ሺݐሻ ൌ .ݐ 1 doğrudur. 

T operatörü aralık koruyan olduğundan	0 ൑ ݂ ൑ ૚ ve  ݐ ∈ ሾ0,1ሿ için ܶሺ݂ሻሺݐሻ ൌ ݄ሺݐሻ olacak 

şekilde ݂ ∈ ݐ ሾ0,1ሿ vardır. Bu ve T nin tanımı herܥ ∈ ሾ0,1ሿ için ܶሺ݂ሻሺݐሻ ൌ .ݐ ݂ሺݐሻ ൌ ݄ሺݐሻ 

olmasını gerektirir. O halde her ݐ ∈ ሺ0,1ሿ için 

 ݂ሺݐሻ ൌ ௛ሺ௧ሻ

௧
ൌ ቚ݊݅ݏ ଵ

௧
ቚ olur. f sürekli olduğundan lim

௧→଴శ
݂ሺݐሻ vardır. Bu bize lim

௧→଴శ
ቚ݊݅ݏ ଵ

௧
ቚ 

limitinin var olmasını verir ki bu bir çelişkidir. O halde T operatörü aralık koruyan olamaz. 

 

2.2.7. Sonuç 

E ve F Riesz uzayları ve ܶ: ܧ →  .operatör olsun ܨ

i) T birebir aralık koruyan operatör ise T Riesz homomorfizmasıdır. 

ii) T örten Riesz homomorfizması ise T aralık koruyan operatördür. 
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İspat 

i) T birebir aralık koruyan operatör olsun. Her aralık koruyan operatör ideal operatördür. 

2.2.2. Önerme i) den T Riesz homomorfizmasıdır. 

ii) T örten Riesz homomorfizması olsun. ݕ ∈ ሾ0, ,ݔ ሿ olacak şekildeݔܶ ݕ ∈  ା alalım. T örtenܧ

olduğundan ܶݖ ൌ ݖ olacak şekilde ݕ ∈ ݑ .vardır ܧ ൌ  .alalım	ݔ		|ݖ|

ݑ ൌ ݑܶ	 ݔ		|ݖ| ൌ ܶሺ|ݖ|		ݔ	ሻ 

                               =	ܶሺ|ݖ|)  Tx 

  Tx	|ݖܶ|	=                   

  Tx	|ݕ|	=                               

  Tx	ݕ	=                   

 ݕ	=                               

dir ve ayrıca ݑ ൌ ve 0	ݔ		|ݖ| ൑ ݔ		|ݖ| ൑ ݑ olduğundan ݔ ∈ ሾ0,  ሿ olupݔ

ሾ0, ,ܶሾ0		ሿݔܶ  ሿ….(I)ݔ

 

Diğer yandan T pozitif olduğundan ܶሾ0, ,ሾ0		ሿݔ  ሿ…(II)ݔܶ

(I) ve (II) den ܶሾ0, ሿݔ ൌ ሾ0,  .ሿ olup T aralık koruyan operatördürݔܶ

 

2.2.8. Sonuç 

i)	ܶ: ܧ →  .birebir örten operatör olsun ܨ

T aralık koruyan operatördür  T Riesz homomorfizmasıdır. 

ii)	ܶ: ܧ → ݔ örten Riesz homomorfizması ise her ܨ ∈ ௫ሻܫiçin ܶሺ ܧ ൌ  .dir	௫்ܫ

 

İspat 

i) 2.2.7.Sonuç i) ve ii) den T aralık koruyan operatördür  T Riesz homomorfizmasıdır. 

ii) T örten Riesz homomorfizması olsun. T Riesz homomorfizması ise T sıra sınırlı ve diklik 

koruyan operatördür. Bu durumda T invers ideal operatördür ve 2.1.3 Teorem ii) den 

ܶሺܫ௫ሻ		்ܫ௫ dir….(I) 

Diğer yandan 2.2.7. Sonuç ii) den T aralık koruyan operatördür. Bu durumda T ideal 

operatördür ve 2.1.3.Teorem i den ்ܫ௫		ܶሺܫ௫ሻ dir….(II) 

O halde (I) ve (II) den ܶሺܫ௫ሻ ൌ  .௫ dır்ܫ
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2.2.9. Tanım 

E Riesz uzayı ve ݔ ∈  ሻ içine düşecek şekilde Eܧ௫ሻ te seçilen her operatörün ܼሺܫolsun. ܼሺ ܧ

üzerine genişlemesi varsa E ye ܼሺܧሻ-genişleme özelliğine sahiptir denir. 

 

2.2.10. Örnek 

E -Dedekınd tam ise E, ܼሺܧሻ-genişleme özelliğine sahiptir ሾ10ሿ. 

 

2.2.11. Lemma 

E düzgün tam ve ܼሺܧሻ-genişleme özelliğine sahip olsun. Herhangi bir ݑ ∈ ݕ ve ܧ ∈  ௨ܫ

alınsın. Bu durumda ߨሺݑሻ ൌ ߨ olacak şekilde ݕ ∈ ܼሺܧሻ vardır. 

 

İspat 

i) ݑ ൌ 0 için aşikardır. 

ii) 0 ൏ ௨ܫ .olsun |ݑ| ൌ |௨|ܫ ≅  ሻ olacak şekilde K kompakt Hausdorff uzayı vardır veܭሺܥ

|ݑ| ൌ ૚. y ∈ |௨|ܫ ௨ içinܫ ≅ ሻܭሺܥ ≅ ሻ൯ܭሺܥ൫݄ݐݎܱ ൌ ܼሺܥሺܭሻሻ olduğundan ߨ௬: |௨|ܫ →  ,|௨|ܫ

ሻݖ௬ሺߨ ൌ .ݕ  ௨ሻ nun elemanıdır. Ayrıcaܫ௬, ܼሺߨ şeklinde tanımlı ݖ

ሻ|ݑ|௬ሺߨ  ൌ .ݕ |ݑ| ൌ .ݕ ૚ ൌ y dir. Hipotezden ߨ௬ nin bir ߨ ∈ ܼሺܧሻ genişlemesi vardır ve 

ሻ|ݑ|ሺߨ ൌ ሻ|ݑ|௬ሺߨ ൌ  .dir ݕ

 

2.2.12. Teorem 

E, F düzgün tam Riesz uzay ve ܼሺܧሻ-genişleme özelliğine sahip olsun. 

ܶ: ܧ →  .operatörünü alalım ܨ

i) T ideal operatördür  Herhangi bir ߨ ∈ ܼሺܨሻ ve ݑ ∈ ሻݑሺܶߨ için ܧ ൌ ܶሺܵݑሻ olacak 

şekilde ܵ ∈ ܼሺܧሻ vardır. 

ii) T invers ideal operatördür  Herhangi bir ߨ ∈ ܼሺܧሻ ve ݑ ∈  için ܧ

ܶሺݑߨሻ ൌ ܵሺܶݑሻ olacak şekilde ܵ ∈ ܼሺܨሻ vardır. 

 

İspat 

i) 

() T nin ideal operatör olduğunu kabul edelim. ߨ ∈ ܼሺܨሻ, 0 ൑ |ߨ| ൑ ݑ ve ܫ ∈  .olsun ܧ

|ሻݑሺܶߨ| ൑ |ݑܶ||ߨ| ൑  dür ve T ideal operatör olduğundan 2.1.3.Teorem i) kullanılarak |ݑܶ|
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ݒܶ ൌ ݒ olacak şekilde ݑܶߨ ∈ ݑܵ ௨ vardır. 2.2.11.Lemma kullanılarakܫ ൌ  olacak şekilde ݒ

ܵ ∈ ܼሺܧሻ bulunur. 

() T nin ideal operatör olduğunu göstermek için ்ܫ௨  ܶሺܫ௨ሻ	olduğunu göstermeliyiz. 

Bunun için ݒ ∈ ሻݑሺܶߨ	௨ alalım. 2.2.11.Lemma dan்ܫ ൌ ߨ olacak şekilde ݒ ∈ ܼሺܨሻ	vardır. 

Buradan ܵ ∈ ܼሺܧሻ olacak şekilde ߨሺܶݑሻ ൌ ܶ൫ܵሺݑሻ൯ ൌ ܵ bulunur. Böylece ݒ ∈ ܼሺܧሻ, 

ܵሺܫ௨ሻ		ܫ௨ ve ܵݑ ∈  .௨ elde edilirܫ

ii) 

() T nin invers ideal operatör olduğunu kabul edelim. ߨ ∈ ܼሺܧሻ, 0 ൑ |ߨ| ൑ ݑ ve ܫ ∈  ܧ

olsun. Buradan |ߨሺݑሻ| ൑ |ሻݑሺߨܶ| olup ܶ invers ideal operatör olduğundan |ݑ| ൑ |ܶݑ| 

olacak şekilde  ∈ ሻሻݑሺߨvardır. Böylece ܶሺ ܴܫ ∈  ௨ olup 2.2.11.Lemma dan்ܫ

 ܶሺݑߨሻ ൌ ܵሺܶݑሻ olacak şekilde ܵ ∈ ܼሺܨሻ vardır. 

() T nin invers ideal operatör olduğunu göstermek için ܶሺܫ௨ሻ		்ܫ௨ olduğunu 

göstermeliyiz. Bunun için ݕ ∈ ሻݑሺߨ ௨ alalım. 2.2.11.Lemma danܫ ൌ  olacak şekilde ݕ

ߨ  ∈ ܼሺܧሻ vardır. Buradan ܶሺߨሺݑሻሻ ൌ ሻ൯ݑሺߨolup hipotezden ܶ൫ ݕܶ ൌ ݕܶ ൌ ܵሺܶሺݑሻሻ elde 

edilir. Böylece ܵ൫ܶሺݑሻ൯		்ܫ௨ ve ܶݕ ∈  .௨ elde edilir்ܫ

2.2.13. Teorem 

E ve F Riesz uzay, ܶ: ܧ → :݄ örten sıra sınırlı diklik koruyan operatör ise ܨ ܼሺܧሻ → ܼሺܨሻ, 

her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ݄ሺߨሻܶ ൌ  .olacak şekilde bir ݄ f-cebir homomorfizması vardır ሾ4ሿ ߨܶ

 

Şimdi yukarıdaki teoremin karşıtını vereceğiz. Önce aşağıdaki Lemma yı verelim. 

 

2.2.14. Lemma 

E ve F Riesz uzay, ܶ: ܧ → |௫|ܤ .operatör olsun ܨ ∩ |௬|ܤ ൌ  .|௬| dir		௫||ܤ

 

İspat 

|ݕ|		|ݔ| ൑ |ݔ| ∈ |ݕ|		|ݔ| olduğundan	௫||ܤ ∈  ௫| dir. Aynı şekilde|ܤ
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|ݕ|		|ݔ| ൑ |ݕ| ∈ |ݕ|		|ݔ| olduğundan	௬||ܤ ∈  ௬| dir. Bu durumda|ܤ

|ݕ|		|ݔ| ∈ |௫|ܤ ∩ |௫|ܤ		|௬|		௫||ܤ ௬|  elde edilir. Böylece|ܤ ∩  ௬| sağlanır….(I)|ܤ

 

Diğer taraftan ݖ ∈ |௫|ܤ ∩  .௬| alalım|ܤ

ݖ ∈ |௫|ܤ ∩ ݖ		௬||ܤ ∈ ݖ ௫| ve|ܤ ∈  |௬|ܤ

                        	݊|ݔ|		|ݖ| ↑ |ݖ|		|ݕ|݊ ve |ݖ| ↑  |ݖ|

            	݊ሺ|ݔ|		|ݕ|ሻ		|ݖ| ↑  |ݖ|

             ݖ ∈  ||௬		௫||ܤ

dir. O halde ܤ|௫| ∩  |௬| elde edilir….(II)		௫||ܤ		௬||ܤ

 

(I) ve (II) den  ܤ|௫| ∩ |௬|ܤ ൌ  .|௬| sağlanır		௫||ܤ

 

2.2.15. Sonuç 

E Riesz uzay olsun. ݔ		ݕ		ܤ௫ ∩ ௬ܤ ൌ ሼ0ሽ dır. 

 

İspat 

() ݔݕ olsun. ݔݕ olduğundan |ݔ|		|ݕ| ൌ 0 dır. 2.2.14.Lemma kullanılırsa 

௫ܤ  ∩ ௬ܤ ൌ ሼ0ሽ elde edilir. 

()	ܤ௫ ∩ ௬ܤ ൌ ሼ0ሽ olsun. |ݔ|		|ݕ| ∈ |ݕ|		|ݔ| ௫ veܤ ∈  ௬ olduğundanܤ

 0 ൑ |ݕ|		|ݔ| ∈ ௫ܤ ∩ ௬ܤ ൌ ሼ0ሽ elde edilir buradan |ݔ|		|ݕ| ൌ 0 bulunur ki böylece ݔ		ݕ 

elde edilmiş olur. 

 

2.2.16. Önerme 

E ve F Riesz uzay, E pricipial projeksiyon özelliğine sahip ve ܶ : ܧ →  .lineer operatör olsun ܨ

݄: ܼሺܧሻ → ܼሺܨሻ, her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ݄ ሺߨሻܶ ൌ  olacak şekilde f-cebir homomorfizması (ya ߨܶ

da diklik koruyan) varsa T diklik koruyandır. 
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İspat 

T nin diklik koruyan olduğunu göstermek için ݔ		ݕ iken ܶݔ		ܶݕ olduğunu göstermeliyiz. 

 nin ürettiği band olsun. E pricipial projeksiyon özelliğine sahip olduğu ݕ ௬ܤ ,in ürettiği ݔ ௫ܤ

için ܤ௫ belirlediği projeksiyon ௫ܲ ve ܤ௬ nin belirlediği projeksiyon ௬ܲ olsun. ௫ܲ,	 ௬ܲ ∈ ܼሺܧሻ 

olduğundan ve hipotezden ݄ሺ ௫ܲሻܶ ൌ ܶ ௫ܲ ve ݄൫ ௬ܲ൯ܶ ൌ ܶ ௬ܲ sağlanır. Ayrıca ௫ܲݔ ൌ  ve ݔ

௬ܲݕ ൌ olduğundan ݄ሺ ݕ ௫ܲሻܶݔ ൌ ܶ ௫ܲݔ ൌ ܶሺ ௫ܲݔሻ ൌ  ve ݔܶ

݄൫ ௬ܲ൯ܶݕ ൌ ܶ ௬ܲݕ ൌ ܶ൫ ௬ܲݕ൯ ൌ dir. Buradan |݄ሺ ݕܶ ௫ܲሻܶݔ| ൌ ve ห݄൫ |ݔܶ| ௬ܲ൯ܶݕห ൌ  |ݕܶ|

elde edilir. ݄ ሺ ௫ܲሻ,	݄൫ ௬ܲ൯ ∈ ܼሺܨሻ olduğundan |݄ሺ ௫ܲሻ||ܶݔ| ൌ ve ห݄൫ |ݔܶ| ௬ܲ൯ห|ܶݕ| ൌ  .dir |ݕܶ|

Diğer taraftan ݔݕ iken 2.2.15.Sonuçtan ܤ௫		ܤ௬ ൌ ሼ0ሽ dır ve 1.43.Teoremden 

 ஻ܲೣ		஻೤ ൌ ஻ܲೣ 	ܲ஻೤olup ܲሼ଴ሽ ൌ ሼ0ሽ ൌ ஻ܲೣ 	ܲ஻೤ olduğundan ௫ܲ		 ௬ܲ dir. Ayrıca ݄ diklik 

koruyan olduğundan ݄ሺ ௫ܲሻ		݄ሺ ௬ܲሻ dir. 

ሺ݄|	=	|ݕܶ|		|ݔܶ| ௫ܲሻ||ܶݔ|		ห݄൫ ௬ܲ൯ห|ܶݕ| 

                  ൑ |݄ሺ ௫ܲሻ|ሺ|ܶݔ| ൅  ห݄൫	ሻ|ݕܶ| ௬ܲ൯หሺ|ܶݔ| ൅  ሻ|ݕܶ|

                  ൑	 ห݄ሺ ௫ܲሻ		݄൫ ௬ܲ൯หሺ|ܶݔ| ൅ ሻ|ݕܶ| ൌ 0 

olduğundan ܶݔ	 ܶݕ dir yani T diklik koruyandır. 

 

2.2.17. Önerme 

E ve F Riesz uzay, E ܼሺܧሻ-genişleme özelliğine sahip olsun.	ܶ: ܧ →  lineer birebir örten ܨ

operatör olsun. ݄: ܼሺܧሻ → ܼሺܨሻ, her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ݄ሺߨሻܶ ൌ  olacak şekilde ݄ operatörü ߨܶ

varsa ܶିଵdiklik koruyandır. 

 

İspat 

2.2.2.Önerme ii) den T nin invers ideal operatör olduğunu göstermeliyiz. Bunun için 

|ݕ|  ൑ |ݕܶ| iken |ݔ| ൑ |ܶݔ| olacak şekilde ∈ |ݕ| .ାvar olduğunu göstermeliyizܴܫ ൑  |ݔ|

olsun. 

ݔߨ ൌ ߨ olacak şekilde ݕ ∈ ܼሺܧሻ vardır. Buradan 

ݔߨ ൌ ݔߨܶ		ݕ ൌ  ݕܶ

             	݄ሺߨሻܶݔ ൌ  ݕܶ

             	|݄ሺߨሻܶݔ| ൌ  |ݕܶ|
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             	|݄ሺߨሻ||ܶݔ| ൌ  |ݕܶ|

dir. Ayrıca ݄ሺߨሻ ∈ ܼሺܨሻ olduğundan |݄ሺߨሻ| ൑	ܫ௙ olacak şekilde ∈  ା vardır. Böyleceܴܫ

|ݕܶ| ൌ |݄ሺߨሻ||ܶݔ| ൑	ܫ௙|ܶݔ| ൌ|ܶݔ| olduğundan T nin invers ideal operatördür. O halde 

ܶିଵdiklik koruyandır. 

2.3. İdeal Operatörün Tersi 

Bu kısımda birebir ve örten bir ideal operatörün tersinin bazı koşullarda ideal operatör 

olduğunu göstereceğiz. Önce bazı hazırlıklar yapacağız. 

 

,ܧ ܶ vektör örgüsü ܨ : ܧ → ܶ birebir örten operatör olmak üzere ܨ ିଵ: ܨ →  lineer operatörü ܧ

vardır. O halde her ܵ ∈ ܶ ሻ içinܧሺܮ ܵܶିଵ: ܨ →  .biçiminde tanımlı dönüşüm bir operatördür ܨ

Bu durumda 

݄: ሻܧሺܮ → ,ሻܨሺܮ ܵ → ݄ሺܵሻ ൌ ܶܵܶିଵ operatörü tanımlanabilir. 

Benzer şekilde 

:ݑ ሻܨሺܮ → ,ሻܧሺܮ ܪ → ሻܪሺݑ ൌ ܶିଵܶܪ operatörü tanımlanabilir. 

Şimdi ݄ operatörünü ܼሺܧሻ ye kısıtlarsak ݄: ܼሺܧሻ →  ሻ operatörü vardır. Benzer şekildeܨሺܮ

:ݑ ሻ ye kısıtlarsakܨoperatörünü ܼሺ ݑ ܼሺܨሻ →  .ሻ operatörü vardırܧሺܮ

 

2.3.1. Lemma 

,ܧ :ܶ Riesz uzayları ܨ ܧ → :݄ birebir örten operatör olmak üzere ܨ ܼሺܧሻ → ܼሺܨሻ, 

ߨ  → ݄ሺߨሻ ൌ  ଵ anlamlı ise ݄ birebir cebir homomorfizmasıdır. Benzer şekildeିܶߨܶ

:ݑ ܼሺܨሻ → ܼሺܧሻ,	ߨ → ሻߨሺݑ ൌ ܶିଵܶߨ anlamlı ise ݑ birebir cebir homomorfizmasıdır. 

 

İspat 

Her ߨଵ, ଶߨ ∈ ܼሺܧሻ için 

 ݄ሺߨଵሻ. ݄ሺߨଶሻ ൌ ሺܶߨଵܶିଵሻሺܶߨଶܶିଵሻ 

                    ൌ  ଶܶିଵߨଵሺܶିଵܶሻߨܶ

                    ൌ  ଶܶିଵߨଵߨܶ

                    ൌ ݄ሺߨଵߨଶሻ 

olduğundan ݄ cebir homomorfizmidir. 
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݄ nin birebir olduğunu göstermek için 0 ് ߨ ∈ ܼሺܧሻ alalım. ߨ ് 0 ise ߨሺݔሻ ് 0 olacak 

şekilde ݔ ∈ ݕ .vardır ܧ ≔ ሻݕଵሺିܶߨܶ olmak üzere ݔܶ ൌ ሻݔଵሺܶିܶߨܶ ൌ ሻݔሺߨܶ ് 0 elde 

edilir. O halde ݄ birebirdir. 

Benzer şekilde her ߨଵ, ଶߨ ∈ ܼሺܨሻ için 

.ଵሻߨሺݑ  ଶሻߨሺݑ ൌ ሺܶିଵߨଵܶሻሺܶିଵߨଶܶሻ 

                       ൌ ܶିଵߨଵሺܶܶିଵሻߨଶܶ 

                       ൌ ܶିଵߨଵߨଶܶ 

                       	ൌ  ଶሻߨଵߨሺݑ

olduğundan ݑ cebir homomorfizmidir. 

nin birebir olduğunu göstermek için 0 ݑ ് ߨ ∈ ܼሺܨሻ alalım. ߨ ് 0 ise ߨሺݔሻ ് 0 olacak 

şekilde ݔ ∈ ݕ	.vardır ܨ ≔ ܶିଵݔ olmak üzere ܶିଵܶߨሺݕሻ ൌ ܶିଵܶߨሺܶିଵݔሻ ൌ ܶିଵߨሺݔሻ ് 0 

elde edilir. O halde ݑ birebirdir. 

2.3.2. Tanım 

E vektör örgüsü olmak üzere ܼሺܧሻ ile değişmeli olan operatörlerin kümesine ܼሺܧሻ nin 

commutantı denir ve ܼሺܧሻ஼ ile gösterilir. Yani 

ܼሺܧሻ஼ ൌ ሼܶ ∈ ሻ:πܧሺܮ ∈ ZሺEሻ	݅ç݅݊	ܶߨ ൌ  .ሽ dirܶߨ

 

2.3.3. Lemma 

E, F vektör örgüsü, ܶ: ܧ →  birebir örten operatör olmak üzere ܨ

i) Her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ܶିܶߨଵ ∈ ܼሺܨሻ஼ olması için gerek ve yeter koşul her ܵ ∈ ܼሺܨሻ için 

ܶିଵܵܶ ∈ ܼሺܧሻ஼ dır. 

ii) Her ߨ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܶߨ ∈ ܼሺܧሻ஼ olması için gerek ve yeter koşul her ܵ ∈ ܼሺܧሻ için 

ܶܵܶିଵ ∈ ܼሺܨሻ஼ dır. 

 

İspat 

i) 

) Her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ܶିܶߨଵ ∈ ܼሺܨሻ஼ olsun. Her ܵ ∈ ܼሺܨሻ ve ܪ ∈ ܼሺܧሻ için 

ሺܶିଵܵܶሻܪ ൌ ሺܶିଵܵܶሻିܶܪଵܶ 

                  ൌ ܶିଵܵሺܶିܶܪଵሻܶ 

                  ൌ ܶିଵሺܶିܶܪଵሻܵܶ 

                  ൌ  ሺܶିଵܵܶሻܪ
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elde edilir. 

) Her ܵ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܵܶ ∈ ܼሺܧሻ஼ olsun. Her ߨ ∈ ܼሺܧሻ ve ܪ ∈ ܼሺܨሻ için 

ሺܶିܶߨଵሻܪ ൌ ሺܶିܶߨଵሻିܶܶܪଵ 

                  	ൌ  ሻܶିଵܶܪሺܶିଵߨܶ	

                   ൌ ܶሺܶିଵܶܪሻିܶߨଵ 

                   ൌ  ଵሻିܶߨሺܶܪ

elde edilir. 

 

ii) 

) Her ߨ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܶߨ ∈ ܼሺܧሻ஼ olsun. Her ܵ ∈ ܼሺܧሻ ve ܪ ∈ ܼሺܨሻ için 

ሺܶܵܶିଵሻܪ ൌ ሺܶܵܶିଵሻିܶܶܪଵ 

                  ൌ 	ܶܵሺܶିଵܶܪሻܶିଵ 

                  ൌ ܶሺܶିଵܶܪሻܵܶିଵ 

                  ൌ  ሺܶܵܶିଵሻܪ

elde edilir. 

) ܵ ∈ ܼሺܧሻ için ܶܵܶିଵ ∈ ܼሺܨሻ஼ olsun. Her ߨ ∈ ܼሺܨሻ ve ܪ ∈ ܼሺܧሻ için 

 ሺܶିଵܶߨሻܪ ൌ ሺܶିଵܶߨሻିܶܪଵܶ 

                    ൌ ܶିଵߨሺܶିܶܪଵሻܶ 

                    ൌ ܶିଵሺܶିܶߨଵሻܶܪ 

                    ൌ  ሻܶߨሺܶିଵܪ

elde edilir. 

 

2.3.4. Lemma 

E, F Riesz uzayları, ܶ: ܧ →  birebir örten operatör olmak üzere ܨ

i) E göreceli düzgün tam ve her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ܶିܶߨଵ ∈ ܼሺܨሻ ise |ߨ| ൑  iken ܫ

|ଵିܶߨܶ|  ൑  .dır ܫ

ii) F göreceli düzgün tam ve her ߨ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܶߨ ∈ ܼሺܧሻ ise |ߨ| ൑  iken ܫ

 |ܶିଵܶߨ| ൑  .dır ܫ

 

İspat 

i) Her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ܶିܶߨଵ ∈ ܼሺܨሻ olsun. ݄: ܼሺܧሻ → ܼሺܨሻ, ߨ → ݄ሺߨሻ ൌ  ଵିܶߨܶ

anlamlıdır. E göreceli düzgün tam olduğundan ܼሺܧሻ göreceli düzgün tam dır. Buradan ݄ 

Riesz homomorfizmidir ሾ12ሿ. Her Riesz homomorfizması pozitiftir. Ayrıca 
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 ݄ሺܫሻ ൌ ଵିܶܫܶ ൌ |ߨ| .olduğundan birimi birime götürür ܫ ൑  iken ܫ

|ଵିܶߨܶ|  ൌ |݄ሺߨሻ| ൑ ݄ሺ|ߨ|ሻ ൑ ݄ሺܫሻ ൌ  .dır ܫ

 

ii) Her ߨ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܶߨ ∈ ܼሺܧሻ olsun. ݑ: ܼሺܨሻ → ܼሺܧሻ, ߨ → ሻߨሺݑ ൌ ܶିଵܶߨ 

anlamlıdır. F göreceli düzgün tam olduğundan ܼሺܨሻ göreceli düzgün tam dır. Buradan ݑ 

Riesz homomorfizmidir ሾ12ሿ. Her Riesz homomorfizması pozitiftir. Ayrıca 

ሻܫሺݑ  ൌ ܶିଵܶܫ ൌ |ߨ| .olduğundan birimi birime götürür ܫ ൑  iken ܫ

 |ܶିଵܶߨ| ൌ |ሻߨሺݑ| ൑ ሻ|ߨ|ሺݑ ൑ ሻܫሺݑ ൌ  .dır ܫ

 

2.5 Tanım 

E Riesz uzay olsun. Her ݔ, ݕ ∈ |ݕ| için ܧ ൑ ݔߨ iken |ݔ| ൌ ߨ ,ݕ ∈ ܼሺܧሻ ve |ߨ| ൑  olacak ܫ

şekilde ߨ varsa ܧ zengin merkeze sahiptir denir. 

 

2.3.6.Teorem 

E Banach örgüsü ise her ܶ: ܧ →  .band koruyan operatör sıra sınırlıdır ሾ1ሿ ܧ

 

2.3.7. Teorem 

:ܶ Dedekınd tam Banach örgüsü -ߪ ܨ ve ܧ ܧ →  birebir ve örten ideal operatör ise ܶିଵ ܨ

ideal operatördür. 

 

İspat 

2.1.3.Teorem ii den ܶିଵ in ideal operatör olduğunu göstermek için her ݔ ∈  ௫்ܫ		௫ሻܫሺܶ ,ܧ

olduğunu göstermek yeter. Her ݖ ∈ ܶሺܫ௫ሻ için 

 

ݖ ∈ ܶሺܫ௫ሻ	 ݕ ∈ ݕܶ :௫ܫ ൌ  ݖ

ݕ ∈  	௫ܫ ∈ |ݕ| ,ାܴܫ ൑ |ݔ| 

            ߨ ∈ ܼሺܧሻ, ߨሺݔሻ ൌ  ሾ1ሿ                              ݕ

            ߨ ∈ ܼሺܧሻ, ܶݔߨ ൌ ሺܶିܶߨଵሻሺܶݔሻ ൌ  (*)… ݕ

 

olur. Diğer yandan ܬ 	ܧ ideali için ܶሺܬሻ		ܨ ideal olur. Her ܵ ∈ ܼሺܨሻ için ܵܶሺܬሻ		ܶሺܬሻ ve 

böylece ܶିଵܵܶ		ܬ olur. Yani her ܵ ∈ ܼሺܨሻ için ܶିଵܵܶ ideali sabit bırakan operatör olur. 

ሾ1ሿ Sonuç 2.3.6. dan ܶିଵܵܶ sıra sınırlıdır. Böylece her ܵ ∈ ܼሺܨሻ için  ܶିଵܵܶ ∈ ܵሺܧሻ ൌ
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ܼሺܧሻ olur. 2.3.3.Lemma i den her ߨ ∈ ܼሺܧሻ için ܶିܶߨଵ ∈ ܼሺܨሻ஼ dır. ሾ2ሿ Teorem 8.3 den 

ߨ ଵ band koruyan ve yine ሾ1ሿ Sonuç 2.8. den sıra sınırlıdır. Buradan herିܶߨܶ ∈ ܼሺܧሻ için 

ଵିܶߨܶ  ∈ ሻܨሺ݄ݐݎܱ ൌ ܼሺܨሻ olur. Şimdi (*) dan |ܶݕ| ൌ |ሻݔଵሺܶିܶߨܶ| ൑  .elde edilir |ݔܶ|ߤ

Buradan ݖ ∈  .௫ bulunur்ܫ		௫ሻܫ௫ ve böylece ܶሺ்ܫ
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3. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmanın temel amaçlarından biri ideal ve invers ideal operatörleri inceleyerek birebir 

ve örten bir ideal operatörün tersinin ne zaman ideal operatör olacağını elde etmekti. ܧ ve ܨ 

:ܶ Dedekınd tam Banach örgüsü -ߪ ܧ →  birebir ve örten ideal operatör iken ܶିଵ in ideal ܨ

operatör olduğunu elde ettik. Sonraki hedefimiz ideal ve invers ideal operatörlerle dikliği 

koruyan operatörler arasında ilişkileri elde ederek girişte verilen temel problem ‘ E ve F 

Riesz uzayı ܶ: ܧ →  birebir ve örten dikliği koruyan operatör ise ܶିଵ dikliği koruyan ܨ

operatör müdür’ sorusunun çözümüne katkı sağlamaktı. Belli koşullarda denklikler, genel 

durumlarda birbirini gerektirmeyen örnekler verdik. Fakat tam olarak denklikleri karakterize 

edip ana problemin çözümüne istenen düzeyde katkı elde edemedik. Acaba hangi hipotezler 

altında elde edilebilir sorusu hala açık bir sorudur ve bu yönde çalışmalarımızı devam 

ettirmeyi düşünmekteyiz. 
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