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OZET

Bu calismada bazi akiskan hareketlerini belirleyen denklem sistemleri icin
baslangi¢ - sinir deger problemleri ve bu problemlerin ¢éziimleri iizerine bazi

bilinen sonuclar incelenmistir.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Tezin birinci boliimiinii olusturan giris kisminda akiskanlar hakkinda genel
bilgi verilmis ve tiirbiillansh akiskanlarin 6nemi vurgulanmistir. Bu durumlarin

giinliikk hayattaki orneklerinden bahsedilmistir.

ikinci boliimde kullanilan notasyonlar ve temel kavramlar hakkinda genel bilgi

verilmistir.

Uciincii ve dordiincii boliimde bazi akiskan denklemleri icin literatiirde bilinen
baz1 sonuclar cahsiilmistir. Uciincii boliimde Kelvin -Voigt denklem sistemi i¢in
verilen baslangi¢c sinir deger probleminin coziimlerinin varhgi, tekligi ve

siirekliligi ispatlanmstir [5, 7] .



Dordiincii boliimde ise viskoz akiskanlarin genellestirilmis bir denklemi icin

sinir deger problemi tamimlanmis ve zayif coziimlerinin varhgi ve siirekliligi

iizerine sonuglar verilmistir [5].
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ABSTRACT

This work aims to analyze the initial value boundary problem for equations of
some motions of fluids, and some known results on the solution of these

problems are examined.
This thesis consists of four chapters.

In the introduction part of the first section, general information are given about
fluids and emphasized the importance of turbulent fluids. Examples of these

situations are discussed in daily life.

In the second part, notations and basic terms are introduced and given general

information.

In the third and fourth parts, some results in literature for some fluids known
so far are studied. In the third part, the existence, uniqueness and continuity of

solutions of boundary value problems which are given for the Kelvin -Voigt

equations are proved [5,7].
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In the fourth part, boundary value problems for a generalized equation of the

viscous fluids are defined and the results on the existence and continuity of

weak solution of these equations are given [5].
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1. GIRIS

Akiskan hareketlerini belirleyen denklemler geometriye, sinir degerlerine ve
mekanigin bazi temel kanunlar1 olan momentumun, kiitlenin, enerjinin korunumuna

bagl olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Deformasyon hizinin kayma gerilmesiyle dogru orantili oldugu akigkanlara Newton
tipi akigkanlar denilmektedir. Newton tipi akigkanlarin deformasyon hizi kayma

gerilmesi ile dogru orantili olup lineerdir ve viskozitesi sabittir. Newton denkleminin

T stres tensorii, D(V)=(D,V) strain tensér ve p sikistirnlamaz viskoz akigkanin

basinct olmak tizere asagidaki forma sahip oldugu bilinir.
T=-pE+20D (1.1)

Burada; o kinematik viskozite katsayisidir. Bu iliski akiskanin i¢ siirtiinme
katsayisinin olmadig1 varsayilarak olusturulmustur. Yani, bu akiskanlar kiigiik bir dis

kuvvet etkisi etkisinde sekil degistirme hizi sonsuz olan akigkanlardir.

Eger i¢ siirtinme katsayilarinin sifirdan farkli oldugu kabul edilirse Es. 1.1 deki
baginti

T=—pE+20D+2,uC:j—[t) (1.2)
seklini alir. Burada; u viskozite (i¢ siirtiinme) katsayis1 ve

d 0o
— =—+vgrad 1.3
e g (1.3)

Stokes tiirevidir. Es. 1.2°deki stres tensoriinii

Y T+ f (1.4)
dt



seklindeki Cauchy formunda yazilmis bir siirekli hareket denkleminde yerine

yazarsak;

%—UAV+VK——ILJ

ov OAV
OX,

OAV .
—+V,— |+gradp=f, divv=0 1.5
ot K 8ij gradp (1.5)

denklem sistemi elde edilir. Es. 1.5’den ¢ =0 igin

ov ov .
——VAV+V, —+gradp=f, divv=0 1.6
ot L K ox gradp (1.6)

k
seklinde tanimli Navier —Stokes denklemleri elde edilir.

Navier-Stokes denklemleri, ismini Claude-Louis Navier ve George Gabriel
Stokes'tan almis olan, sivilar ve gazlar gibi akigkanlarin hareketini tanimlamaya
yarayan bir dizi denklemden olusmaktadir. ilk olarak 1822’de Navier tarafindan
ortaya konmus olan bu denklemler 1845°de Stokes tarafindan yeniden incelenmistir.
Bu denklemlerin Poueisille ve Couette akiglar1 gibi basit durumlar disinda analitik
¢oziimleri bilinmemektedir. Sinirli bir bolgede tanimli Navier-Stokes denklemi i¢in
tanimlanan bir problemin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligi iki boyutlu uzayda ispatlanmis
olup, iic boyutlu uzayda ise ancak veriler lizerinde kisitlamalar yapilmasi kosulu ile

saglanabilmistir.

Bu denklemler en kullanigli denklemlerin basinda gelmektedirler. Ciinkii, gerek
akademik gerekse ekonomik bir¢ok kabuliin fizigini agiklamaktadir. Hava akimlari
ve okyanus akintilarinin, boru igindeki su akisinin, galaksideki yildiz hareketlerinin,
kanat etrafindaki hava akimlarinin modellenmesinde ve hesaplarinda sikc¢a

kullanilirlar.
Es. 1.5 denkleminin 6zel bir hali olarak,

ov ov OAV .
——VAV+V, ——u——+gradp=f , divv=0 1.7
p “x, p— toradp (1.7)



denklem sistemi elde edilir. Es. 1.7 ile verilen sistem fiziksel olarak anlamlidir. S6z
konusu sistem, bir viskoz sikistirilamaz Newton tipi akigkanin akisini

tanimlamaktadir dyleki ani etkiyen bir kuvvet altinda akigkanin harekete gegebilmesi

icin 2 birim zamam gerektirmektedir. Bu akigkan modeli ilk olarak Voigt

v

tarafindan ortaya konmus olup,
Y70,

T=-pE+20(1+——)D (1.8)
v ot

seklinde tanimli stres tensoriiniin Es. 1.4° de yerine yazilmasiyla elde edilir. Lineer
viskoelastik Kelvin-Voigt denklem sistemi i¢in verilen bagslangic sinir deger
probleminin genel ¢6ziimlerinin varligi konusunda Oskolkov’un ve viskoz
akiskanlarin  genellestirilmis denklemleri i¢in verilen baslangic sinir deger

probleminin genel ¢oziimlerinin varligi hakkinda ise Karazeeva’nin ¢aligsmalari 6ne

¢ikmaktadir [5,7].

Tirbiilans, bir sivinin ya da gazin hareket halindeki diizensizligidir. Tiirbiilansh akis
ise, bir akigkanin herhangi bir noktasindaki hizinin, zamana gére hem dogrultu hem
de biiyiiklik bakimindan degisiklik gosterebildigi diizensiz akis bi¢imidir. Bu

durumun giinliik hayatta pek ¢cok 6rnegini gorebiliriz.

Bacadan c¢ikan duman, irmaklardaki kanallardaki ve okyanuslardaki su hareketleri,
araba, ucak ve gemilerin ¢evresindeki hava akislari, kasirgalar tiirbiilansh akislara

ornek teskil eder.

Yukarida ifade edilen genellestirilmis viskoz akiskan denklemleri ve 6zel halleri igin
pek c¢ok calisma yapilmistir ve halen yapilmaktadir. Bilim adamlar1 ig¢in bu

denklemlerin ¢esitli baglangi¢ ve sinir sartlar1 altinda ¢ézlimlerinin varligi, tekligi ve

stireklilik gibi birtakim 6zellikleri ilgi ¢eken arastirma konular1 olmustur [5 =17, 12] .



2. NOTASYON VE TEMEL KAVRAMLAR

R", n boyutlu Oklid uzay1 ve Q, R"’de acik sinirli bir bdlge olsun.

u:Q — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

Vu(xl,...,xn):(uxl,...,uxn); |vu|2:(zn:ufij ve

i=l1

u:Q — R" tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

uVu=>uDu; , 1<i<n dir. Burada,
i=1

Du= 8_u
oX

1<i<n dir.

2.1. Tamim

Q, R"’de bir bdlge olsun. Q iizerindeki siirekli fonksiyonlarn kiimesi C(Q) ile

gosterilir [9]
C (Q) = {u u (X) , Q {lizerinde siireklidir}
2.2. Tanim

C"(€Q), R"’nin bir Q bdlgesi igin m'ye kadar ve m. mertebeden olan tiirevleri

siirekli olan fonksiyonlar uzayidir [9].



C"(Q)= {u;u,u',u",...,u(m) stirekli fonksiyondur}

seklinde yazilabilir ve bu uzay tizerindeki norm;

u

o) = Z sup‘D“u(X)‘

le|<m
bi¢iminde tanimlanir [6] .

2.3. Tanim

c” (Q) uzayi ise, QQ lizerinde her mertebeden tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin

uzayidir ve
C’(Q)c..cC"(Q)cC™(Q)c...cC(Q)
bagntist vardir [11].

2.4. Tanim

{X eQ:u(x)=# O} kiimesinin kapanigina u(x) fonksiyonunun Q bolgesindeki

destegi denir ve suppu ile gosterilir. Eger supp u cc Q ise u fonksiyonu Q

iizerinde kompakt destege sahiptir denir [1].

2.5. Tamim

Q) lizerinde sonsuz mertebeden tiirevleri olan ve kompakt destege sahip

fonksiyonlarin uzayr C;° veya D(Q) ile gosterilir [1].



2.6. Tanim

Q c R" de bir bolge ve p pozitif bir reel say1 olsun. Q {izerinde tanimlanmig
[Ju(x)[ dx <o
Q

kosulunu saglayan, u:Q — R"6lgilebilir fonksiyonlarimin sinifina L° (Q) uzayl

denir. 1< p <o igin L?(Q) uzay: lizerindeki norm,

ol =] \u(x)\”dxfp

Q

seklinde tammlanir. p =2 icin L° (Q) Hilbert uzayidir ve lizerindeki i¢ ¢arpim

(u,v):ju(x)v(x)dx, Vu,vel’(Q)

Q

bigiminde tammlanir [6].

2.7. Tamim

Qc R"de bir bolge olmak iizere Q Tlizerinde hemen hemen her yerde (h.h.h.y)

siirli, olgiilebilir fonksiyonlarin sinifina L* (Q) uzay1 denir.
L (Q)= {u :‘u (X)‘ <k; k=sbt., hhhy Q iizerinde} seklinde yazilabilir.

1< p<oo olmak iizere L”(Q)c..cL”(Q)..cL'(Q) bagmtist vardir ve bu uzay

uzerindeki norm



u

)= esiezup‘u (x)|
bi¢iminde tammlanr [1].

2.8. Tanim

X, bir Banach uzay1 olsun ve 1< p<ooolsun. u:te(0,T)—>u(t)e X seklinde
tanimlanmus olan Olgiilebilir L fonksiyonlarinin uzaymna L° (O,T, X ) uzay1 denir ve

uzerindeki norm

T /p
p
||u||Lp(o,T,x)=[Juu<t>uxdt) lspes
0

bigiminde tammlanir. L? (0,T, X ) uzay1 bir Banach uzayidir. p=o0 ise L”(0,T, X))
uzay1 (O,T) ’den X ’e tanmimlanmis olan diizgilin siirli ve dlgiilebilir fonksiyonlarin

bir uzayidir ve tlizerindeki norm

u

L (0T.X) e?ES(O’ST‘;PHU (t)Hx > Pp=®

biciminde tanimlanir [10,1 1] .

2.9. Tanim (Sobolev Uzaylar)

QcR", m negatif olmayan bir tamsay1 ve 1 < p <oo olsun.

W™ (Q)={uel’(Q):DUe L’(Q),|a]<m}



bi¢ciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Burada o = (0(l yeees an) coklu indis,

o, ler negatif olmayan tamsayilar ve 1<i<n i¢in |a| =a, +...+a, olmak iizere

Du(x)= 8‘“‘u(x)

OX, 10X, ...0X, ™

, a, €Z tiirev operatdriidiir. Sobolev uzaylar1 Banach

uzaylaridir. C;’(Q)fonksiyonlar simifinn W™?(Q) uzaymin normuna  gore

kapanist da Sobolev uzay1 olup W,"" (Q) biciminde gosterilir. Uzerindeki norm

/p
N

seklinde tanimlanir. m=0 igin Wo’p(Q)= LP (Q) dir. p=2 ise W™ uzay1 bir

u

=| > |pu
g P@)\ Jal=m

Hilbert uzayidir ve H™ (Q) ile gosterilir. Bu uzay lizerindeki i¢ ¢arpim

{u,v)_ :'[ D" DU(x)Dv(x)dx

Qlalsm

biciminde ve bu uzay iizerindeki norm ise

b{ (o]

i=1
seklinde tanimlamir. Ayrica, m=2 igin W,™* (Q) = Hy' (Q) yazilabilir [1].
2.10. Tamim

U, Ve Ly (Q) olmak iizere



IuD“u = (_1)\04].[](&)(0’ peCy(Q)
Q

Q

esitligi saglanacak sekilde v=D"u ya u nun «. genellestirilmis (zay1f) tiirevi denir.

Burada; a=(a,,..,a,) ¢oklu indis ¢ ler negatif olmayan tamsayilar ve

1 <i<nolmak tizere |a| = o, +...+a, seklindedir [9].

2.11. Tanim

X, normlu bir lineer uzay olsun. X wuzayr iizerindeki tiim lineer ve sinirh

fonksiyoneller uzayina X uzayinin duali denir ve X ile gosterilir [4]

2.12. Tanim

X normlu bir lineer uzay olsun ve {Xn}e X olsun. Eger herf e X icin

f(x,)— f(x) ise x, dizisi X e X e zayif yakinsaktir denir [4].
2.13. Tanim

X normlu bir lineer uzay ve X', X in duali olsun. f , X' de bir dizi olmak iizere

her xe X i¢in f,(x)— f(x) oluyorsa f, dizisi, f ’ezayif-* yakinsaktir denir ve

seklinde gosterilir [10] .



2.14. Tanim

X bir Banach uzayi, X' X in dual uzay1 ve X'

X den X' ye lineer déniisiimii bir izometri olsun.

X = X")ise X uzayma refleksif uzay denir.

2.1. Lemma (Young Esitsizligi)

a,b,e>0 ve 1< p<oo olsun.

ab<ZaPf+ ! ,
p pvgp/p

b*, p'=p/(p-1)

esitsizligi saglanir [2]

2.2. Lemma ( ¢ — Young Esitsizligi)

10

= (X) seklinde tanimlansin. A,

Eger bu izometri Orten ise (yani

l<p,g<o ve l+l:1 olsun. Bu durumda a,b, &> 0 i¢in

q

ab<ea’ +c(&)b"

esitsizligi saglanir. Burada c(¢)

2.3. Lemma (Holder Esitsizligi)

(ep)""q" dir [2].

1< p<o ve L olsun. Bu durumda u e L (Q), ve L*(Q) ise

P q



11

J.u(x)v(x)dx

Q

<[l gy My

esitsizligi saglanir [2] .
2.4. Lemma (Poincare-Friedrichs Esitsizligi)

Q c R" simrh bir bélge olsun. ¢ =c¢(Q)> 0 olmak iizere Yu eW,?(Q) igin

u

L*(Q) < C”VU

L2 (Q)

esitsizligi saglanir [6].

2.5. Lemma (Gronwall Esitsizligi - Tiirev Formu)

Negatif olmayan u siirekli fonksiyonu ve hemen hemen her bir t € [O,T] icin

u(t)<ea(t)u(t)+A(t)

esitsizligi saglansin. Burada «(t) ve B(t) negatif olmayan ve [0,T] iizerinde

integrallenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda her t € [O,T] icin

esitsizligi saglanir [2].
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2.6. Lemma (Gronwall Esitsizligi - Integral Formu)

uvev, [O,t] araliginda stirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve C negatif

olmayan bir tamsay1 olsun. Eger
t

u(t)< c+ju(s)v(s)ds, tef[0,T]
0

ise bu durumda

u(t)<c exp{jv(s)ds}

0
esitsizligi saglanir [2].
2.1. Teorem (Picard Lindelof)

f(t,x), By:ty<t<t,+a |x—x|<b iizerinde siirekli ve Lipschitz kosulunu

saglasin. Bu durumda
x = f(t,x),x(t,) =%,

baslangi¢ deger problemi [to,t0 + a] tizerinde bir tek X(t) ¢ozlimiine sahiptir. Burada

a ve b pozitif reel sayilar ve

[f (L0

a= min(a,BJ,,u = max
Y7,

(t,x)e B,

olarak tanimhidir [8] .
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2.2. Teorem (Arzela-Ascoli)

X < R" kompakt alt climlesi iizerinde (fn(x)), n=1,2,... fonksiyonlar dizisi

diizgiin simirh ve essiirekli olsun. Bu durumda X iizerinde diizgiin yakinsak bir

( fo (X)) alt dizisi vardir.
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3. KELVIN-VOIGT DENKLEMIi

Bu boliimde Kelvin-Voigt denkleminin ¢oziimlerinin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Oncelikle ele alinan problemin incelendigi temel uzaylar hakkinda genel bilgi
verilmis ve s0z konusu uzaylar lizerinde Kelvin-Voigt denklemine karsilik gelen
baslangi¢ sinir deger problemi ifade edilmistir. Daha sonra bu problemin zayif

¢oziimleriyle ilgili varlik ve teklik sonuglari incelenmis ve son olarak da ¢oziimiin

siirekliligi tizerinde durulmustur. Bu kisimda [5] ve [7] nolu kaynaklar incelenerek

calisilmigtir.

3.1. Notasyonlar

Q, R"’de Lipschitz sinirli bir bolge olsun. Simdi ileriki béliimlerde kullandigimiz

ve bu boliimiin de temel uzaylarini olusturan V, V', H uzaylarin1 tanimlayalim.

V={ueCy(Q),divu =0 3.1)
V', Vnin H'(Q)uzaymdaki kapanisi (3.2)
H,V nin I’ (Q) uzayindaki kapanisi (3.3)

Burada H uzayi iizerindeki i¢ ¢arpim L’ (Q) dan indirgenmis

(u,v) = Iu.vdx

Q

ile tanimlanan i¢ carpim ve V' uzayi iizerindeki i¢ carpim ise

(u,v):Z(D“u,D“v) seklinde tanmimlanmistir. H ve V' swrasiyla H ve V

o<1
uzaylarinin dual uzay olmak iizere ¥V < H=H cV saglanir. Ayrica her bir uzay

bir sonraki uzayda yogundur ve buradaki birebir doniistimler siireklidir [1 1] .
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Yukarida yaptigimiz tanimlarin bir sonucu olarak f e H ve u €V 'nin H ’daki i¢

carpimi; f eV ve uelV olmast halindeki < f ,u> carpimi ile aynmidir. Yani ;

<f,u>:(f,u), Vf eH, VueV yazlabilir [11].

3.2. Kelvin-Voigt Denkleminin Zayif Céziimlerinin Varhig Uzerine

u, —VAu+uNu—phu, +Vp=f ; Qx[0,T] ; T>0 (3.4)
Vu=0 ; Qx[0,T] (3.5)
u=0 ;00%[0,7](8Q,Q min sinirdir) (3.6)
u(x,0)=u,(x) : Q da (3.7)

Kelvin-Voigt denklemine karsilik gelen yukarida belirtilen baslangic sinir deger
probleminin zayif ¢oziimleriyle ilgili varlik sonuglar1 {izerinde durulacaktir. Varlik

teoremini ispat etmeden Once ;

Ug lineer formuyla ilgili olarak asagidaki lemmalar verilecektir. Oncelikle ii¢ lineer
formla ilgili ¢aligmalarda sik kullanilan esitsizlige yer verilecektir. Bu esitsizlik

Lemma 3.1 ile ifade edilecektir.

3.1. Lemma

Q, R"’de bir bolge olsun. n=2 igin

1/2
Q)

ZZ , ‘v’veHé(Q)

*(Q)

<2%|y

||v ||grad v

£4(Q)

esitsizligi saglanir [1 1] .



16

3.2. Lemma

VuelV, v, we H\(Q)A L' (Q) igin
b(u,v,w)==b(u,w,v)

ve VueV, ve H (Q)NL'(Q) igin
b(u,v,v)=0 ;

esitlikleri saglanir [11].

3.3. Lemma

Q, agik bir bdlge olsun. n =2 olmak iizere Vu, v, we H;(Q) igin
R P Y e o9

saglanir. Ayrica, uel’ (0, T, V) NL* (O,T H ) alimirsa, Bu =u.Vu olmak {izere

BueL’(0,T:V") olur [11].

fspat

2

‘b(uvw‘ ZHu Dv ‘dx

i,j=1Q
(Q)‘ /

< Dl [ 2,
~

[

£4(Q)



17

) , vz o, 2 o, s 1/2
2
: [ [, ﬁ(e)] -(le% L“(Q)] [ZHWJ mJ (39
i,j=1 i=1 Jj=1
Lemma 3.1°den ,
2 5 P 2
Z”u, () <2 Z(”ut () ”grad U, LZ(Q))
i=1 i=1
< 27 [ul Ve (3.10)
elde edilir. Benzer sekilde w igin
2 2 12
2|l =2 ol (3.11)

yazilir. Es. 3.10 ve Es. 3.11, Es. 3.9°da yerine yazilirsa Es. 3.8 elde edilir. Boylece

ispat tamamlanmus olur [11].

3.1. Teorem

Q, ®* de sl bir bdlge olmak iizere f, f,e L*(0,7,Q) ve u,e VW?*?

olsun. Bu durumda Es. 3.4 - Es. 3.7 probleminin
uel”(0.T;H)NL (0.T5V) ve u, el (0.7;V)
olacak sekilde u zayif ¢oziimii vardir [5 -7,1 1] .

jspat

Teoremin ispatinda Faedo-Galerkin metodu kullanilacaktir.
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Es. 3.4 - Es. 3.7 probleminin varyasyonel formunu elde etmek icin Es. 3.4’deki

denklemi ¢ €V ile skaler carparak Q. lizerinden integral alinirsa;

(u,,0)—v(Au,@)+(uVu,p)— u(Au,,0)+(Vp,0)=(f.9) (3.12)

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa;
(ut,(p) + U(VM,V(D) + (u.Vu,(p) + ,u(Vut,V(p) = (f,(p) (3.13)

esitligi bulunur. Béylece her m € N igin

~>g,. (1), (3.14)

—_

yaklasik ¢6ziimii tanimlanir ve u,, Es. 3.13 de yerine yazilirsa ;
( W )+y(Vu'm,ij)+u(Vum,Vw ) (u Vu,,w, ) (f’Wj),j:L_”’m (3.15)
u, (0)=1u,, (3.16)

elde edilir. Burada u,, w,...,w, tarafindan gerilen uzay tizerinde u,’in V' ’de dik
izdiisiimiidiir ve m —> o iken u,, —>u, dir. g, , 1<i<m fonksiyonlar: [0,T]

tizerinde taniml skaler fonksiyonlardir. Es. 3.15 esitliginde gerekli diizenlemeler

yapilirsa
i{(w[,wj)Jr,u(Vw Vw, )} +UZ(VW Vw, ) i )
+i(M}iVM}s’Wj)gim (1) g, (t):(f,wj) j=L..,m (3.17)

i,s=1

W,....,w, ler V' de lineer bagimsiz oldugundan

m
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(wl,,wj)+,u(le.,ij) 1<i,j<m

elemanlarinin olusturdugu matris singiiler olmayan matristir. Dolayisiyla tersi vardir.

Bu matrisin tersiyle Es. 3.17 carpilirsa;

g, (t)+vZaU.gjm (t)+ z b8 m ( gsm Zyu (f w; ) 1<i<m (3.18)
Jj=1 J.s=1

sabit katsayili diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada a; e R, b, e®R

vey, € Rdir. Es. 1.14°den dolay1 g,, (0), u,,, in i.bilesenidir.
8 (0)=(up,w,) 1<i<m (3.19)

Boylece Es. 3.18’deki lineer diferensiyel denklem Es. 3.19 daki baslangi¢ kosullari

ile birlikte [0,7,] iizerinde tek olarak belirlenir. Burada 7, <7 dir. Simdi u,

¢oziimleri iizerinde bazi degerlendirmeler elde edilerek 7, =7 oldugu goriilecektir.
Es. 3.11 deki denklem g, (t) lerle ¢arpilip i =1,...,m e toplam alinirsa

(Ou,,u, )+ u(Vou,,Vu,)+v(Vu,,Vu, )+ (u,Vu,,u,)=(f,u,) (3.20)

t7"m? t7"m? m?

denklemi elde edilir. Lemma 3.2’den

(umVum,um) = b(um,um,um)ZO

oldugundan Es. 3.20

2

d
e O s #2172, (0

=2(f,u,) (3.21)

L2



seklinde yazilir. Schwarz esitsizligi ve Young esitsizligi kullanilarak;

H(f’um) 2(Q) S”f ’(Q) ”um ’(Q)

1 £

< vy + 51l o)
bulunur.
”um sz(Q) s /11_1 ”vum ZLZ(Q)
olarak bilinen Poincare-Friedrichs esitsizligini kullanarak Es. 3.21°den
d 2 2 1
E(H”m (¢) 2oyt ﬂHV“m (¢) 2(Q) ) +(v4, _E)H”m”;(g) +u|Vu, 22(9) S ;”f”iz(g)
elde edilir. € = vh secilerek a = min {2,%} seklinde secilirse;
y7,

d 2 2 2 2 1 2
E( um (t) Lz(Q) + ’quum (t) LZ(Q) ) + a(Hum (t) LZ(Q) + ’quum (t) LZ(Q)) = ;”f LZ(Q

yazabiliriz. Es. 3.25’in ¢oziimiinden

2

2(0) +,uHVum (t)

u, (t)

iZ(Q) +[|Vi,

2
2o = {”“Om 2

—a 2
22(9)} e +E”f

bulunur. f e L*(0,7,Q) , uy eV ve Vm igin;

20

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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iz(g) < g

iz(g) + ”VuOm

iz(g) +[Vu,

2
||”0m Q)

oldugu g6z oniine alinirsa, Es. 3.26 dan M > 0 sabit bir say1 olmak iizere

u,, () +u|Vu, (1) <M (3.27)
u, (1) <M (3.28)
yazilir.

|, (x,t)H2 = 2&; (1)< M olacagindan Vi=1,...,m i¢in

g (1)< go +..+g. <M yani |g[m| <M" olur.

Es. 3.18 ve Es. 3.19 denklemlerine doniilecek olursa 7, =T dir. Es. 3.28 in sag tarafi

sonlu ve m den bagimsiz oldugundan ,

u, € L”(0,T;H) . (3.29)
elde edilir. Es. 3.25 de aHum (t)”2 terimi thmal edilip 0’dan 7 ’ye integral alinirsa,

2

T
LZ(Q))Jr,ua‘([HVum (t)

2

dt

2(Q)

(. (1)

2
<V

;(Q) +,L1HVum (t)

u,, (0)

2

(o) +,uHVum (0)

2

o)

2
oM

il(g) +(””0

2
= E”f 22(9) T ,u||Vu0 il(g)) (3.30)
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Her m i¢in Es. 3.30’un sag tarafi smirli oldugundan C)0 olmak iizere
g 2

[[vu, () de<sc ve  w,el(0,7:7)  yazlr. (3.31)
0

Es. 3.29 ve Es. 3.31 den

u, € L”(0,T;H)NL(0,T;V) dir. (3.32)

Es. 3.29 dan ve zayif yildiz topolojisine gore m — oo iken u,, —>ueL"(0,T;H)

olacak sekilde u,, nin u, alt dizisi vardir. Yani Vve L' (0,T;H) i¢in m —> oo iken

E(“m (t)-u(t).v(t)ldt >0  d. (3.33)

Diger yandan Es. 3.31 dan zayif topolojiye gore m — oo iken u',, > u. € L’ (0,T;V)
olacak sekilde u, nin bir u, alt dizisi vardir. Yani Vv e L’ (O,T ; V') igin m — o

iken

J:(um (£)=u.(£).v(t))dt >0 (3.34)

yazilabilir.

Vvel’(0,T;H) igin

S —y

(), (£).v(r))dt > 1(14 (£),v(t))t (3.35)
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elde edilir. Es. 3.33 ve Es. 3.34 karsilastinlirsa; Vv e I’ (0,7;H) igin

J(ul0) -2 0)o ) =0 536

olur. Boylece
u=u,el’(0,T;V)NL*(0,T;H) (3.37)

yazilir. Buradan lineer terimler i¢in limite gegmek kolaydir ancak lineer olmayan

terim i¢in asagidaki Lemma ve Teoreme ihtiya¢ duyulmaktadir.

3.4. Lemma

f(x,0)e L’ (Q), u,(x) eV "W, olsun. Bu durumda Es. 3.4 - Es. 3.7 probleminde
HVu, (X,O)H2 +Hut (x,O)H2 </{ , ¢{=sbt.

bagintis saglanir [7].

Ispat

Es. 3.4 ile verilen denklemde, =0 igin

u, (x,0) = Au, (x,0)+ gradp(x,0) = f(x,0)+vAu, (x)—u, (x)u,, =F(x)

elde edilir. Burada f(x,0)eL’(Q), u,(x)eV N, oldugundan F(x)eL’(Q)

yazilabilir. Diger yandan yukaridaki denkleme
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P, : I’ — H projeksiyon operatdrii uygulanirsa,

u[(x,O)—Au[(x,O)Z-PHF(x) , xeQ), u,(x,O)‘ =0

oQ

eliptik siir deger problemi elde edilir. Yukaridaki denklemin ut(x,O) ile ¢arpimi

alinir ve olusan denklemin sag tarafinda Schwarz ve Young esitsizlikleri uygulanirsa

1
(O #1570 (0 < P (f + £

esitsizligi elde edilir ve gerekli diizenleme ile

-

yazilir. Burada ¢ =1 segilir ve F(x)e L*(Q) oldugu gdz éniine alinirsa

1
u, (% 0)] +[ve, (x O)] < -[F (x)f

ot (3,0)° + 2|V, (x,0)[ < |[F (x)[ = ¢

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Simdi asagidaki Teorem kullanilarak

u, in u ya giiclii yakinsak oldugu gosterilecektir.
3.2. Teorem

X cc H Y Banach uzaylan ve X refleksif uzay olsun. Eger u,, L’ (0,7,X)de

du, , p>1 olmak tizere L”(0,7,Y) de diizgiin siirliysa
t

diizgiin sinirh bir dizi ve

bu durumda L’ (0,7, H) de giiglii yakinsak bir altdizi vardir [10].
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Bu teoremi kullanmak i¢in 6ncelikle;

p =2 olmasi halinde % nin I’ (O,T , V') de diizgiin siirli oldugu gosterilecektir.
t

Es. 3.15 sisteminin ¢’ye gore tiirevi alinir ve daha sonra olusan sistem % lerle
t

carpilarak i =1,...,m e toplam alinirsa;

L o) ol (¥, )= o) 35)

bulunur.

Burada nonlineer terim i¢in m ’den bagimsiz olarak asagidaki esitlik elde edilir.

(u.Vu )t = Zui@iui = (u]@lu1 +u,0,u, )t + (ulalu2 +u,0,U, )l
=u,0u, +u, (61ul )t +u,,0,u, +u, (82ul )t
+u,,0,u, +u, ((31142 )t +u,,0,u, +u, (azuz )t

=u,Vu+uVu, (3.39)

Es. 3.39 ve Lemma 3.2 birlikte diisliniiliirse, Es. 3.38

%(Hum H2 + ,uHVu;n H2 ) + 21)”Vu;n Hz + 2b(u;n,um,u;n ) = 2( U, ) (3.40)
seklinde yazilir. Son denklemin sag tarafina sirasiyla Schwarz ve Young esitsizligi

uygulanir ve Lemma 3.3’den faydalanilirsa
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L R A R e e A e A A
LU el 2 v o o f

(3.41)

elde edilir. Es. 3.41’in sol tarafindaki 21)”Vu;n H2 terimi ihmal edilir ve Es. 3.27 sag

tarafta dikkate alinirsa

d(y , 1 2e M | . 1 ,
R R O e

yazilabilir. Burada o = max {g + 2eM ,L} alirsak,

TR

(o e e (.42

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte Gronwall Lemmasi uygulanirsa;

(Hu,'n (O +u|vu, (t)Hz) <e” ( s, () + pe|ve, (0)[f +;i|| ]i||2j

elde edilir. Boylece Lemma 3.4’den

PN PN w 1ty .2
(i )] + s 0 )= (m; i ] (.43)

yazilabilir. Yani

u,'n(t)eL2 (O,T; V') (3.44)
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dir. O halde, 7 (0,7;7") da du, / di i dir. Yani, Yy € 2 (0,T;7) igin

0 (1)y(t)dt — _T[u(t);y(t)dt (3.45)

yazilabilir. Simdi w(¢)eCy(0,7;V) alisak, Es. 3.45%in sol tarafina kismi

integrasyon uygulayabiliriz. Bdylece; u, nin u ye zayif yakinsakligini ve

cil_l/t/ e Cy(0,T:V) = L*(0,T;V) bagintisim kullanarak,

—)—ju(t)cii—yt/(t) (3.46)

yazabiliriz. Es. 3.44 ve Es. 3.45 den w (1) e C; (0,T;V) i¢in

T T

Ju(ew (e)dr ==Ju(0) 2 (e) (3.47)
0 0 dt
elde edilir ve bdylece 1 = du/dt oldugu gériiliir. Dolayisiyla; L’ (O,T : V') de

du, di—>dudi (3.48)

yazilabilir. O halde Teorem 3.2°den L*(0,7;H) da u,, u ya giicli yakinsaktr,
diyebiliriz.

Nonlineer terimin yakinsakligi i¢in asagidaki Lemmaya yer verilecektir.



3.5. Lemma

28

u,, [’ (0,T;V) de u ya zayif yakmnsak ve L*(0,7;H )da u ya giiglii yakinsak olsun.

Bu durumda Vwe C'(Qx[0,T]) igin

[b(u, (£), (£), w(t))dt > 'Ib(u (£),u (), w(t))dt

0

saglanir [1 1] .

Es. 3.15 ve Es. 3.16 denklemlerinden limite gegmek ig¢in [O,T ] lizerinde siirekli

olarak tiiretilebilen (p(T ) =0 olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu diistinelim. Es. 3.15

¢(t) ile garpilir ve integrali alimirsa;

O —y

(,, (). w, Jo(t)dt + yI(Vu'm (). Vw, Jo(t)dt + UI(Vum (), Vw, Jo(t)dt

+I(umVum,wj)¢(t)dt = I(f, Wj)w(t)dt.

yazilir. Es. 3.49’un ilk terimine kismi integrasyon uygulanirsa

i(vu'm(t),ij)gp(t)dt:—(vum(0),wa)go(o)—i(wm(z),wj (t)dt

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Es. 3.50 ve Es. 3.51, Es. 3.49°da yerine konursa

T

[, (1), w, Jo (1) —ﬂ_:f(Vum (), Vw, o' (¢)dt +

f=1

L

(Vu,, (£),Vw, Jo(¢) dt +Ib(um ()., (£),w, Jo(¢)dt

T

= (g, ) (0) + 12(Vitg,,, Vv, ) 0 (0)+ [ p(£) (S w, Yt (3.52)

0

O ey

elde edilir. Lemma 3.5°den faydalanilarak esitligin sol tarafindaki integrallerde

m — oo iken limit alimir ve V' de u,, —u, a giiglii yakinsak oldugu goz oniinde

bulundurulursa;

T

~Ju(e).w, Jo'(c) —#I(Vu(t),Vw,)qf (1)t

0

+U_I(Vu(t),ij)go(t)dt-i-l‘b(u(t),u(t),wj)gp(t)dt

= (149, w, ) @(0) + (Vuty, Y, )0 (0) + ].(o(t)( W, )t (3.53)

esitligi saglamr. Bu esitlik her j i¢in saglandigindan w; lerin sonlu bir lineer

kombinasyonu olan her bir v i¢inde saglanir. Yani,

T

[ (u(0).v(0))p (1) ar —uI(Vu(t),Vv(t))q)' (¢)dt

0

+01(Vu(t),Vv(t))go(t)dtsz(u(t)Vu(t),v(t))go(t)dt



30

= ()0 0)+ 4(Vity 7)(0) + [ 0(0) (/) (.58

yazilabilir.

Es.3.49de p=¢ € C; yazilirsa;

d

E{(u,v)ﬁu(Vu,Vv)}+U(Vu,Vv) +(uVu,v)=(f,v) , Vvel (3.55)
esitligi (O,T ) tizerinde genellestirilmis anlamda saglanir. Boylece Teorem 3.1 in
ispat1 tamamlanmais olur.

3.3.Kelvin-Voigt Denkleminin Zayif Céziimlerinin Tekligi ve Siirekliligi Uzerine
Bu boliimde Kelvin-Voigt denkleminin zayif ¢oziimiiniin tekligi ve siirekliligi
incelenecektir. Teklik teoremini ifade etmeden Once incelemelerimizin temelini

olusturan asagidaki Lemma ifade edilecektir.

3.6. Lemma

V, H, V Hilbert uzaylarin ele alalim. V' uzay1 V uzayinmn, H de H uzaymn dual
uzay1 olmak iizere ¥ < H=H cV oldugundan u € I’ (O,T,V) ve u ’nun tiirevi u
olmak iizere u € I’ (O,T , V') ise bu durumda u fonksiyonu [0,7] — H ’ya hemen

hemen her yerde siirekli bir fonksiyondur ve

d d
E(”a”)—znu

esitligi [O,T ] tizerinde genellestirilmis anlamda saglanir [1 1] )
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3.3. Teorem

Iki boyutlu uzayda Es. 3.4 — Es. 3.7 probleminin bir tek u ¢6ziimii vardir. Bununla

birlikte u, [0, T ] den H ya hemen hemen her yerde siirekli bir fonksiyona esittir
fspat

Es. 3.37den uel’(0,T,V) ve Es. 3.44den u,(r)el’ (O,T;V')oldugundan.
Lemma 3.6 dan faydalanarak u ’nun [O,T ] den H ya hemen hemen her yerde

siirekli bir fonksiyon oldugu sdylenebilir. Yani; u € C(0,T; H ) yazilabilir.

Es. 3.4 - Es. 3.7 probleminde ¢6ziimiin tekligini inceleyelim. Kabul edelimki Es. 3.4

-Es. 3.7 probleminin iki ¢dziimii u# ve v olsun. Buna gore;

u, —VAu+uNVu—puAu, +Vp=f

v, —OAV+v.Vv—uAv, +Vp = f
esitlikleri saglanir. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilir ve w=u —v alinirsa;

w, +(u.Vu—v.Vv)—,qut —VAwW=0 (3.56)

elde edilir. Es. 3.56 w(t) ile garpilirsa;
S (I + ol )+ 09w + B w) b v,) =0 (3.57)

bulunur. Denklemin sag tarafindaki terimler incelenirse;
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b(w,v, w) = jw.Vv.w= I(u —v).Vv(u—v)
b(w,v, w) = Iu.Vv(u —v)—J.v.Vv(u —v)

b(w,v, w) = b(11,v,w) ~b(v,v, W)
esitligin sag tarafina b (u,u,w) terimi eklenip gikarilirsa
b(w,v, w) = b (11,3, w) b (v.v,w) b (1, )+ b (0, w)
bulunur. Ug lineer formun 6zelliginden

b(w,v, w) = —b(v,v,w)+ b (i, w)

yazilir. Boylece Es. 3.44’den
d 2 2 2

E(||w|| + 1|V )+zu||vW|| <2[b(w,v, w)
elde edilir. Lemma 3.3’den

d

el sl )+ 20 <2 ][9] 9]

Young esitsizligi kullanilirsa;

d 1
el sVl )+ 20Vl < 2ol [+~

Es. 3.23 ° den ||Vv||2 < % oldugundan yukaridaki denklem



d M 1
(I + o) = 222 o+ Lo

2eM , L} alirsak;

seklinde ifade edilebilir. Burada o = max{
HopE

d
el ) < (ol + )
elde edilir. Boylece Es. 3.46

[l g o)) <0

biciminde yazilir. Daha sonra bu esitsizlikten 0 dan ¢ ye integral alinirsa

w(o)] + (o) )< (w(o)] + u|vw (o)) =0

OSe_m(

bulunur. Yani, V¢ e [O,T ] i¢in ||w||2 <0 dir. Boylece

bulunur. iki boyutlu uzayda Es. 3.4 — Es. 3.7 probleminin ¢dziimii tektir.

33

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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4.VISKOZ AKISKANLARIN GENELLESTIRIiLMIiS BiR DENKLEMI

Bu kisim Karazeeva’nin viskoz akigkanlarla ilgili makalesi incelenerek

olusturulmustur [5].

Sikistirilamaz akigkanlarin hareketleri genel olarak

2V+Vkﬁ+gradp=div G+f, divv=0 (41)
ot ox,

seklindeki denklem sistemi ile tanimlamr. Burada, o =(o, )stres tensoriiniin

sapmasidir oyleki # o =0(tr o ile tensoriin izi ifade edilmektedir.) dir. Bir

T
akigkanin tiirli, deformasyon hizlar1 tensorii D(v):w ile o arasindaki

bagintiy1 agiklayan denklemler yardimiyla belirlenir. Bu denklemlere hal denklemi

denir. Hal denklemlerinin en basit 6rnegi bir ideal sikistirilamaz akiskani tanimlayan
c=0

denklemidir. Eger, hal denklemi

o=2uD

seklinde ise bu durumda Newtonian akiskanlar s6z konusu olur ve bu akiskanlarin

hareketleri Navier —Stokes denklemleri yardimiyla ifade edilir.
Bu boliimde,

o =2uD+KD
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seklinde olan hal denklem tipini ele alacagiz. Burada K, ileriki kisimlarda
tanimlayacagimiz siirekli, pozitif tanimli ve lineer bir operatordiir. K nin pozitif
tanimlilig1 fiziksel olarak anlamlidir ¢linkii enerji dagiliminin pozitif olmasina

karsilik gelen kuadratik form

—(diva,v)zﬁQ IIUZVVIIGZD:IKD:DZO
Q Q Q

seklinde tanimlidir. Burada iz, ‘bir matrisin izi’ anlaminda kullanilmak iizere,
KD:D=iz (KD) (D)
olarak ifade edilmektedir.

4.1.Viskoz Akiskanlarin Genellestirilmis Bir Denkleminin CoziimlerininVarhgi

ve Siirekliligi Uzerine

Bu béliimde, Q = R", O, =Qx[0,T] olmak iizere

v, +v.Vv—,uAv—div(KD)+grad p=f; Q,’de 4.2)
Vy=0 ; O, de (4.3)
Vo, = 0 ; 00, de 4.4)
v(x,0)=v0 (x) ; Q’°da 4.5)

problemi incelenmistir. Burada
v z(vl,vz) 0, >R

akisin hizini,
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PO, >R

akisin basincini gosteren bilinmeyen fonksiyonlardir. Oncelikle Es. 4.2 — Es. 4.5 ile

verilen problemin varlik sonuglari incelenecektir. Burada f, f:Q —R* seklinde
tammhdir. K :I*(Q;)— L*(Q;) operatérii ise siirekli, siirli ve lineer olsun ayrica

asagidaki 6zellikleri saglasin.

(1) K, smirhdir.

kD, <C.|D]| (4.6)

2,0r 2,0r

(2) K, pozitif tanimlidur.

Qj((KD):D) >0 (4.7)

(3) (8/ot)o K operatérii, L’ (Q, ) de sirhdir, yani

2 (kD)

<C/|\D
S (ko) <co)

2,0r

20, (4.8)

esitsizligi saglanir. Simdi Es. 4.2 - Es. 4.5 probleminin varlig: ile ilgili asagidaki

teoremi ifade edelim.

4.1. Teorem

Q,R%* de smurh bir bélge, f,f, e’ (Q;) ve v, eW>*(Q)NH(Q) olsun.

0 < T <o olmak iizere Es. 4.2.- Es. 4.5 probleminin bir ¢dziimii vardir 6yleki;
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ve L’ (0,T,H)NL*(0,T,V) ve v,el’ (0, T,V')

saglanir [5]. Burada L*'(Q,) dekinorm,

T
M, = [, 02
0

olarak tanimlidir.
jspat
Ispat i¢in Faedo — Galerkin metodu kullanilacaktir.

{(p,,}, k=12,., W>”n V(Q) uzayi lizerinde bir baz olsun. Boylece her £ € N i¢in
k

v (x,0) =Y ¢, (¢)o (x) yaklasik ¢oziimii tamimlanir ve v, (x,7) Es. 4.2 — Es. 4.5 in
i=1

varyasyonel formunda yerine yazilirsa;
(v,'(,(o,,)+y(Vvk,V¢,)+(vk.Vvk,¢,)+(KD(vk),V@) =(f.9) 4.9)

bulunur. Buradan da;

l

+2(K(v¢icki)9v¢r) =(f.9,)

k k k
(0.0, )i + 1D (Vo Vo, Xeu + D (0V 0.0, e,
=]

i=1 i,s=1

i=1,..,k denklem sistemi elde edilir. ¢,..,¢  lar lineer bagimsizdir.
(¢.p,) (1<i,r<k) elemanlarnin olusturdugu matris singiiler olmayan matristir,

dolayisiyla tersi vardir. Bu matrisin tersi ile yukaridaki sistem carpilirsa;
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k k k
% + :UZ W, Cy + Z WisrCiiCrs T Z(KD; V(Dr) =1 (4.10)
i=1

i,s=l1 i=l1

sabit katsayil1 diferansiyel denklemi elde edilir.

Vor» W (Q)NV(Q) da v, m @,...,p, tarafindan gerilen uzayda dik izdiisiimiidiir.

Boylece Es. 4.14 deki sistem
¢ (0)=c,, =(uy,0,) (4.11)
baslangi¢ sartiyla birlikte diisiiniiliir. Burada,

f=(f-9,)
vvir :(v@’vwr)
VVm, :(@v¢s7¢r)

olarak alinmistir. f, € I’ (O,T ) ve daha sonra elde edilecegi iizere c,, ler smirh w,

ler reel sabitler oldugundan Picard Lindelof teoreminden dolay1 Es. 4.10 - Es. 4.11

deki sistemin bir tek c,, € W' (0,7, ) ¢oziimii vardir Syleki 7, <T dir.
Es. 4.10 daki denklem c,, lerle ¢arpilip i =1,...,k ya toplam alinirsa;
(Vv )+ (Vv Vo )+ (v Vv, ) = (div(KD), v, ) = (f ;) (4.12)

denklemi elde edilir. Burada,

. 0 1d l1d
(vk,vk):(i,vkj:Ez(vk,vk):EE”vk”z Ve(vk.Vvk,vk):O

oldugu dikkate alinir ve Es. 4.12 deki denklem diizenlenirse;
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1d, p 2 )
L g s oo [((KD):D)= ] 1 @13)
Q Q
denklemi elde edilir. Bu denklemde 0 dan ¢ ye integral alinirsa;

(b OF =l O )+ e[ 19+ [ ((8D): D)= ] 1, (4.14)
0 o or

bulunur. Es. 4.7 den J.((KD):D) teriminin pozitif tanimli oldugu goéz Oniine
Or

alinirsa;

2

t
Vel [ (O 2/
0

J &

2

t
<[ O+ 21T ]
0

2

<[ (O, + 250p il [ 111
0

elde edilir. Burada L>* uzaymdaki normun

... =sup[v.
seklinde taniml1 oldugu dikkate alinirsa

2

il <[ (O, + 2] 171 (4.15)
0

elde edilir. Es. 4.19 un sol tarafini makzimize edersek;

t
ell, < O o+ 2l [171, (4.16)
0



esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ¢oziilerek v,

hesaplamaya ulagilir.

il <[]k +\/Hvk O, +( [lr ||2,QJ =G,(1)

Es. 4.14 e geri dondiliirse;

1 t t
Fba = O )+ 19 E <

_[ka

yazilabilir. Boylece;

2,0

t t
e O, + 2299 o < 2] v o+ O
0 0

2

t
<P O+ 21 )
0

2

t
< O+ 2500l Lo [17]-
0

ve Es. 4.17 den faydalanilirsa;

t t
Hvk (t)HzQ + zﬂj”v"knz,g < Hvk (O)HEQ + 2||vk ||2,oo _[||f||zg
0 0

40

nin normu i¢in asagidaki

(4.17)

(4.18)

suvk<o>u;+znfn2,l[nfnz,l+Juvk
=C, (t)

bulunur. Buradan

<o>u§,g+(§nfnz,g}zJ

(4.19)
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vl <, (4.20)

elde edilir.

5 k
Hvk (x,t)‘ = ZC,fl (t) <C (t)

i=1
olacagindan Vi=1,...k i¢in ¢ (£)<c} (1)+...+c (1)< Cy(2) yani |c,|<(C; (t))]/2
olur. E.s 4.10 — E.s 4.11 denklemlerine geri doniilirse Vke N i¢in T, =T dir.
Simdi £ — o i¢in {vk} dizisinin yakinsakligini incelenecektir. » € N sabit bir say1

olmak tlizere

seklindeki fonksiyonlar dizisini ele alalim. {G,Er) (t)} foksiyonlar dizisinin diizgiin

siurli ve diizgiin siirekli oldugu gosterilecektir. Es. 4.20 den {G,E’) (t)} dizisinin

diizgiin siirli oldugu asikardir.

Es. 4.9 daki denklemin s den ¢ ye integrali alinirsa;

t t

j(v;,co,)dt = —uj(Vvk,V(o, Wt —[ (v Vv, 0, )t~ [ (KD, V g, )dt+j(f,¢r )t

esitliginden;

t t

= —ﬂI(Vvk,V¢, )dt_f(vkvvka¢r )dt

N N

(v (1)-0.) = (v (5).,)

t t

—[(KD,V g, Yt +[(f.p, )it

s
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

02000~ ) 0, < I v

il maxlo, (o)

JIgolve e It 42
Burada;
Vo, |=M, ; IEE%X‘Q,(x)‘zMZ (4.22)

olarak gosterilir, Poincare esitsizligi ve Es. 4.20 goz oniine alinirsa;

04(00-0.)~(04 (52 < e, v o

t t t
+M2.C;/2j||wk [z +M1j||KD||dt +M, j | £kt

elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

t 2
‘(vk (1).0,)=(v.(s).0, )‘ < u.MI\/E[_[”Vvk ||2dtJ

12

, 12 ‘
+M,.CP\i—s ( | ||ka||2dz] +Mi—s ( | ||KD||2dt]

. 12
+MNt—s U||f||2dt}
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bulunur. Yukaridaki esitsizlik diizenlenirse;

‘(vk (t),go,)—(vk (S)’¢r)

< (uM,.CY + M,C,+ M,C)*C, + C)* )Nt —s
elde edilir. Boylece,

0 (4.23)

t — s iken ‘(vk (1).0,)-(vi(s).0,)

Buradan {G,Er)(t)} nin diizgiin siirekli oldugu goriiliir. Ascali-Arzela teoreminden

{G)(r)]  dizisinden yakmsak bir alt dizi segebiliriz. Bu alt diziyi Cantor’un

keN

diogonallestirme metodundan {G,(C’)(t)}k ; bu dizi diizgiin olarak siirekli bir
eN

G") (t) fonksiyonuna yakinsaktir. H uzaymin zayif kompakligindan

lim(vk (t)—v(t),gor) =0

k—o

diizgin olarak r€[0,7] ve VreN olacak sekilde v(t)eH vardir. Simdi

v, (¢) ninv(¢) ye I’ de zayif yakinsak oldugu baska bir deyisle;

lim(vk (t)—v(t),w)zO ; te[O,T] :Vwe (Q)

k—o0

oldugu gosterilecektir. Helmholtz ayrisimindan sadece w € H i¢in yukaridaki ifadeyi

gostermek yeterlidir. v, —v € H oldugundan w e H olursa (v, —v,w) =0 olur.

N
w,p, = > we, +w" (4.24)

r=1

w=

0
r=l1

olarak yazilir.
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+

M=

‘(vk (t) - v(t), w)‘ <

‘(vk (t) - v(t) ) w,(p,)
Pl (0)=(0). )

(vk (t) - v(t) , W(N))

v

1

~
Il

+2C)?

IA
M=

r

v (1), v() ye zayif yakinsak oldugundan

lim‘v,C (1)-v(1).0,

k—0

~0ve Ve>03IN>keN icin HW<N>H<5

olur. Buradan

lim (v, (£)-v(t),w)=0 (4.25)

k—o

elde edilir.

Es. 4.20 den esssup|v,|” < C,(¢) oldugundan;
v e L (0,T;H) (4.26)

yazilabilir. Bu bize k£ — o iken L” (O,T s H ) da bir # elemaninin varligin1 gosterir.
Es. 420 den {v,} dizisi L*(0,7;H) da smrhdir ve L*(0,T;H) uzay1 zayif
kompakttir. Buna gore v, dizisi L” (O,T s H ) da zayif yildiz topolojisine gére v ye

yakinsar. Bagka bir deyisle;

T
k — oo iken I(vk —v,w)ds >0 , Vwe L'(0,T;H) dur. (4.27)

0

T
Es. 4.19 dan J‘”Vvk”z’Q <G, (t) oldugundan;
0



45

v, e 2(0,7;V) (4.28)

yazilabilir. v, , I’ (0, T ;V) da zayif yildiz topolojisine gore v* a zayif yakinsar. Es.

4.22’ye benzer sekilde;

S C—y

(v, =ve,w) ds >0 ,Ywe L’ (0,T;V) (4.29)

yazilabilir. {v, } dizisinin limitinin tekliginden

v, =ve L’ (0,T;V)nL"(0,T;H) (4.30)
yazilir.

Es. 4.25, Es. 4.27, Es. 4.29 dikkate alinir ve Friedrichs esitsizligi kullanilirsa {vk}

dizisinin v ye giiclii yakinsadig gosterilebilir.
4.1. Lemma (Friedrichs Esitsizligi)
C, R"de bir kiip olsun. Bu durumda herhangi 7 >0 i¢in w, e L*(C), i=1,...,k

olmak tlizere

i=1

IIwo)f o=

O —y

T
(w(t).w,).dr+ nﬂ\Vw(t)Hicdt (4.31)
0

esitsizligini saglayacak sekilde bir K (77,C) e N fonksiyonu vardir.

Es.4.31 de w=v, —v alinirsa

kT
[ [ dt+77IIIWk Vil
0

0 i=1
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T
elde edilir. I{l_r)lgj'(vk —v(t),9,)=0 ve Es. 4.23 den

T
lim [ [[v, =], dt =0 (4.32)

k—o0

elde edilir. Dolayisiyla; v, = v ye giiclii yakinsar. Boylece Lemma 3.5 den

limj[(vk.Vvk,(or )= (v.Vv,p,) Jdt >0 (4.33)

k—o0

oldugu aciktir.

Simdi Es. 4.9 ve Es. 4.11 denklemlerinden limite gegmek igin [O,T ] tizerinde siirekli

tiretilebilen y (7)) =0 olacak sekilde bir y fonksiyonu diisiinelim. Es. 4.9 (¢) ile

carpilir ve ¢ ye gore integrali alinirsa;

S —y

(v,;,(pr)t//(t)dt+,uJ:(Vvk,V(pr)t//(t)dt+J:(vk.Vvk,(pr)l//(t)dt

}(KVV,{,V(pr j- f (p, (4.34)

bulunur. Es. 4.34’{in ilk teriminde kismi integrasyon uygulanirsa;

O ——y

(vio, Jw (0)de =~(v,(0).0, Jw (0)

O"—.’ﬂ

— (v (1), 0, W (2) (4.35)

elde edilir. Es. 4.35, Es. 4.34 de yerine yazilirsa;



47

(v (1).0, (t)dt+y1(Vvk,V¢r)w(tﬁt+

O ey N

(v Vv, 0 W (t)dt

+

(KV3. V0 (1)t = (v, )0 (0) [ (£, (1) (4.36)

O — O'.:’\l
O —y

yazilabilir. Ayrica,v, = v ye ve Vv, = Vv ye zayif yakinsadigindan

T

lim | (v, (1) =v(r).9,) =0 (4.37)
}L@Or(vvk )., }ds =0 (4.38)

yazilabilir. Burada k& — o i¢in Es. 4.36 da Es. 4.33, Es. 4.37 ve Es. 4.38 esitlikleri
kullanilarak limite gecilebilir. Esitligin sol tarafindaki integrallerde m — o iken

limit alinir ve v,, = v, a gii¢lii yakinsak oldugu goz 6niinde bulundurulursa;

(v(t),(pr)l//'(t)dl‘—i—,uI(Vv,Vgor)l//(t)dt—k (vVv,0 v (t)dt

O —y

+

(K0, (1)t = (3.0, (0)+ [ (.0, (1) (439)

Oy Ny O
O —

elde edilir. Bu esitlik her r i¢in saglandifindan ¢, lerin sonlu bir lineer

kombinasyonu olan her bir w i¢in de saglanir. Yani,

( )l// dt+,uj Vv Vw)y/(t)dtJr (V.Vv,w)(//(t)dt

o

+

(KVv. Yy (£)dt == (v w) (0)+ [ (f 2wy (¢)de (4.40)

O —y O'.n"]
O —y

yazilabilir.Es. 4.44 de y = ¢ € C; yazilirsa;
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%(V, w)+ ,u(Vv, Vw) +(v.Vv, w)—((KD),Vw) = (f, w) (4.41)

denklemi genellestirilmis anlamda saglanir. Son olarak; v’ nin Es. 4.5°1 sagladigi

gosterilecektir. Bunun i¢in Oncelikle Es. 4.41°1 y ile carpip, integralini alalim ve

olusan denklemin ilk terimine kismi integrasyon uygulayalim. Bu durumda;

( )l// dt+,uj Vv Vw (t)dt+j.(v.Vv,w)(//(t)dt

+

(KVv,Vwly (1)dt =—=(v(0),w)w (0)+ | (f, whw (1)t (4.42)

O — o!—.'\]
O

elde edilir. Es. 4.42, Es. 4.40 ile karsilistilirsa;

(v(0)=vyu)w (0)=0 (4.43)
elde edilir. Burada 6zel olarak y (0) =1 segebiliriz. Boylece,

(V(O)—vo,u)zo,‘v’u eV (4.44)
bulunur ve Es. 4.5 saglanir. Simdi v, € L” (0, T;H ) oldugu gosterilecektir. E.s.

4.9’un t’ ye gore tlrevi almir ve yaklasik ¢6ziim dikkate alinarak denklem

diizenlenirse;

k k k k
2(0.0. ) () + 12 (VR.V P Jou (1)+ 2 (2V OV P, e + 2 (0V 2.V 0, ) e,

i=1 i=1 i,s= i,s=1

—_

+Z( (Voc) V(/’rj =(/»9,) (4.45)
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i=1...,k denklem sistemi elde edilir. Es. 4.45 de gerekli diizenlemeler yapilir ve
sistem (d/ dt)ck[ lerle ¢arpilip i =1,...,k ya toplam alinirsa;
2dt” HZQ+IUH kaZQ+I KD)VV,;+b(v}(,vk,v}c):(f',vv) (4.46)

denklemi elde edilir. Burada Lemma 3.4 den;

' ' 1/2 '
‘b(vk’v’ Vi )‘ <2 Hvk H2,9|

' Hm (4.47)

yazilabilir. Es. 4.47 de Young esitsizligi uygulanirsa,
‘b(v,;,v, v, )‘ < 21/2( vakHZ Ny HkaZ o |Vv||igj (4.48)
bulunur. Es. 4.48 de %gz =K, ve % = Cy, segelim. O halde;

£

‘b(v}c,v, v, )‘ <2 (K ( HVvk H

Kz vk”z Q ||VV||2 Q ) (449)

yazilabilir. Buradan C, =(1/4)K;' 5K, >0 oldugu agiktir. Young esitsizligini ve

Schwarz esitsizligini kullanarak Es. 4.46’nin diger terimlerini de inceleyecek

olursak;

(=l Lol

1
SEHf‘LQ 2Hf Hzgu Hzg (4.50)

Ve
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IQ(KD)VV,; <

0 :
Sxol v,

) or
2 0 2
<K, ijum +Cy | KD (4.51)
2,Q
Syleki C, =(1/4)K;" dir. Eger 2"°K, = u/4 ve K, = u/4 alirsak;
1dy . , Ly on Iyl oo
e e R T N T
4w, +§uv,;u; 74
% o
[ Vi H il —KD m] (4.52)
elde edilir. Bu esitsizligi diizenlersek;
o
H Hzg Hf Hzg Hf Hzgu Hzg T Hkam”V ”29 a KD (4'53)
2,Q
bulunur. Gronwall lemmasindan
W <o [(11s 2190 Y B0 b2

(4.54)

elde edilir. Burada Es. 4.8 ve Es. 4.23 den
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<c’|ol,,

2,0

S —

t
<GVl

ve
2|, <

oldugunu biliyoruz. Yukaridaki esitsizlikler dikkate alinarak;

( 2 . 2 A 1 _,C,
ik <o L2 6.0 |1 O+l 2 &
)

<C,(t (4.55)

elde edilir. Buradan v, € L”(0,7,H) yazilabilir. Diger yandan, Es. 4.52 de 0 dan ¢

ye integral alinirsa;
t t
I (L +ﬂIH‘7ka <[ Hi,u{Hf'Hz,g+[Nf'Hz,QijLH§,w

2 t
kD) uf|vil,,
2,Q 0

R clo
o W R
<[pi (), +€ IHf .ot IHf ...

2 1
+?C3 (1)C, (f)+FCsz =C,(1) (4.56)

oldugu goriiliir. Buradan
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v e (0,11 (4.57)

yazilabilir. O halde, L’ (O,T, V') da dvk/dt—w dir. Yani, Vy € I’ (0,7,V) igin

T

[ (et = [0 (1) )

yazilabilir. Simdi w(¢)eCy(0,7;V) alrsak Es. 4.58 m sol tarafina kismi

integrasyon uygulayabiliriz. Boylece; v, nm v ye zayif yakinsakligimi ve

dd—l/j e Cy(0,T;V) = L*(0,T;V) bagntisim kullanarak,
t

[ 0w (=], (2%
%—]‘v(t)cii—l/t/(t) (4.59)

T

[9(ew (e)dr == v () 2 () d (4.60)
0

elde edilir. Dolayisiyla; L (O,T ; V') da

dv, [dt — dv/dt (4.61)

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.



53

Simdi ¢dziimiin siirekliligini ifade edebiliriz. ve L*(0,7,V) ve v elL’ (O,T ,V')
oldugundan Lemma 3.6’dan faydalanirsak # ‘nun [O,T ] den H ya hemen hemen her

yerde siirekli bir fonksiyon oldugu sdylenebilir. Yani; u € C(0,T; H ) yazilabilir.
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