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1. GIRIS

Kuantum mekaniginde fiziksel sistemlerin herhangi bir t anindaki durumlari siirekli,
tiirevlenebilir ,sanal degerli olan ve ¥(r,t) dalga fonksiyonu denilen bir fonksiyon ile
belirlenir. Bu dalga fonksiyonunun uzay ve zaman igindeki evrimi ise kismi tiirevli
bir ¢izgisel denklem olan schrodinger denklemi ile belirlenir. Kuantum mekaniginin
basaris1 schrodinger denkleminin ¢oziimlerinin doganin 6zellikle mikro yapisinda
varolan pek ¢ok deneysel gergek ile tam uyusumlu sonuglar vermesine dayanir.

Ayrica bire boylandirilabilen ¥ fonksiyonu sistemle ilgili tiim bilgileri tasir.

Kuantum mekaniginde Hamiltonyen islemcisi i¢in 6zdeger denklemi HY=EW

seklinde verilir. Burada H toplam enerjiyi ifade eder. Klasik mekanikten
hatirlanacagi gibi H = (P?/2m) +V seklinde verilir.Ilk terim kinetik enerjiyi , ikinci

terim (V) potansiyel enerjiyi ifade eder.Kuantum mekaniginde ise her fiziksel
gozlenebilire bir hermityen islemci karsilik gelir. Momentum Ig:—ih% seklinde
0
yazilabilir. Ayrica dalga fonksiyonunun zaman igindeki evrimi Ihgyjz Hy
seklinde ifade edilen zamana bagli schrodinger denklemi ile ifade edilir.Bu ifadeler
. . o, Oy .
toplam hamiltonyende yerine konulursa [—2—V +V]W:Ih(E) seklinde
m

schrodinger denklemi elde edilir.Burada m; pargacigin kiitlesini, V; potansiyeli,
h=101x10">*J.s degerindeki Planck sabitini ve ¥ parcacigin dalga fonksiyonunu

ifade eder.

Bu tez c¢alismasinda cesitli potansiyeller i¢cin schrodinger denleminin enerji

ozdegerleri ve 6zfonksiyonlari cebirsel yontemler kullanilarak bulundu.

Ikinci bdliimde, dnce bir boyutlu sonra ii¢c boyutlu harmonik ossilatér ve hidrojen
atomu i¢in schrodinger denkleminin standart diferansiyel denklem c¢oziimleri

incelendi.



Uciincii  boliimde ¢esitli potansiyeller icin hamiltonyen, faktdrizasyon metodu
uygulanarak ¢arpanlarina ayrildi, elde edilen komiitasyon bagintilarindan hangi grup
yapisinin  saglandigr bulundu. Enerji 6zdegerleri, 6zfonksiyonlar1 ve beklenen
degerler bu yontemle bulunup cebirsel yontemlerin daha sade ve daha sik bir metod

olduklar1 gosterildi.

Dordiincii boliimde elde edilen sonuglar yorumlanda.



2. CESITLI POTANSIYELLER iCIN SCHRODINGER DENKLEMININ
STANDART DIiFERANSIYEL DENKLEM COZUMLERI

2.1. Bir Boyutlu Harmonik Salinici

Denge konumlari civarinda kiigiik genlikli salinimlar yapan ¢ok serbestlik dereceli
pek cok sistemin en genel salinim hareketi; her birinin kendine 6zgili frekansi olan
normal kiplerinin bir ¢izgisel {ist liste gelimi olan bir harekettir. Tiim sistemin bir
Kipteki hareketi tek frekansl bir salinim olup her bir serbestlik derecesinin hareketi

bir basit harmonik salmicinin hareketi ile 6zdestir.[1]

Bir boyutlu bir harmonik salinicinin klasik hamilton fonksiyonu su sekildedir ;

P? 1
H(x,p,)= o +§kx2 (2.1)

Harmonik salinici kuantum mekaniginde de ¢ok Onemli bir yere sahiptir.
Molekiillerin.orgii titresimlerinin denge konumu civarinda titresim hareketleri,siyah
cisim 1g1masinda kovuk i¢indeki ossilatorlerin (elektromagnetik alan salmimlarinin)
kuantum mekaniksel incelemelerinde vb. bircok dérnekte harmonik salinict 6nemli bir
yer tutar. Harmonik salinicinin bir diger 6nemi de; 6zdeger problemi tam ¢oziilebilen

belli bagli problemlerden oldugundan sik sik bagvurulan bir model olmasidir.

P? 1

H(x, p,) = 2:n +§kx2 ; o,” =k/m (2.2)
-n*d? 1

H (X, px):—2m el +Ekx2 (2.3)

HU(x)=EU(x) seklinde hamilton islemcisi uygulanirsa



~h? d2U(%)
2m  dx?®

+%kx2U (x) = EU(X) (2.4)

—-2mE
hz

d?U(x) mK(x)

x?U (X) =
dx? h? )

U (x) (2.5)

¢ozlimde takip edilecek teknikler sirasiyla su sekildedir,

a) Boyutsuzlastirma
b) Asimptotik davranig

c) Standart diferansiyel denklem ¢oziim yontemleri

a) Boyutsuzlastirma: [X] =Uzunluk boyutunda olduguna goére boyutsuzlastirma
yapmak i¢in problemde [a]= 1/uzunluk olan bir terim aranir. Buna gore & = ax

boyutsuz bir degiskendir.

a=(maol h)}/2 = [1/uzunluk] seklinde se¢ilmelidir.

d_d¢éd __d
dx dxdé de (2.6)

2 2
L @7
dx dé
bu ifadeler Es. 2.5 ‘de yerine yazilirsa,
dUu(x) ., —2mE - 2mE
———-&U((x) = U (x ; A=——r 2.8
Gz SV =T EUM e 28)



A= h_2mE = 2E ] = Boyutsuz
ho

me h2

boylece diferansiyel denklem;

d’u

i +(A-EDU =0

formuna dontisiir.

b) Asimptotik Davranis :

& ‘nin biiyilik degerlerinde U nasil bir davranis gosterir ?

0U a0 . (e
dgz—fU—O,(ii)

U=H(e "

burada H(E) ; & ‘nin sonlu dereceli bir polinomudur.

U= —ge“?HE) +e " P H©)

U" :_U +§2U _256752/2H l(éf)_"_effz/ZHu(é;)

alinan tiirevler Es. 2.11 ifadesinde yerine yazilirsa

H"(S)-26H'(E) +(A-DH(S) =0

bu denklem ;

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



y"(x) — 2xy’'(x) + 2ny(x) =0 (2.16)

olan hermite diferansiyel denklem formundadir. Bu yiizden ;

A-1=2n — 2E, -1=2n (2.17)
ho
1
E, =ho(n+ E) (2.18)

seklinde enerji spektrumu elde edilir.
Es 2.15 ifadesi kuvvet serisi veya Frobenius yontemiyle ¢oziilebilir.[2] Ciinki

x=0’da singularite bulunmaktadir. Bunun i¢in H(§) hermite polinomu kuvvet serisi

seklinde yazilirsa ;

H(S) = icmf”‘ =Cp +CE+C,E% +C, 8% + ..
H'(£) = imcmf"‘*l

H(£) = 3 m(m-1)c,&™* (2.19)

alinan tiirevler Es. 2.15 ifadesinde yerine yazilirsa ;

Seamm-1) E"2 263 e m EM 4 (-1 ¢, £ =0 (2.20)

&™ “in katsayilar1 alinirsa ;

(m+2)(m+1)c,, ,—2mc, +(A-D&"c, =0 (2.21)



buradan c,,, katsayilari i¢in asagidaki tekrarlama bagintisi elde edilir.

2m+1- A4

c,.,=—————C Rekiirans Bagintisi 2.22
m+2 (m+1)(m+2) m ( u g ) ( )

serinin yakinsaklik testine bakildiginda ;

. C
im ™2 =2/m seklinde davrandig1 goriiliir.
C

Mm—co
m

2 4 m m+2
e’ :1+§2+§—+ + 3 + 3

2077 (m/2) ((m+2)/2)!+”' (2.23)
. (m/2)t . _
im . M2/ im, . [1/(m/2)]=2/m (2.24)

seklinde exponansiyel fonksiyonla ayni davranis1 gostermektedir. Bununla beraber
Es 2.12 ifadesi kullanildiginda ;

U=e“e*"?=e+""" (raksak coziim) (2.25)

raksak olan ¢éziimden kurtulabilmek i¢in ¢ift ve tek kuvvetli serilerin sonlu sayida
terime sahip olmalar1 gerekir.Yani sonlu sayida terimden sonra gelen terimler sifir

olmalidir. Bu yilizden bir m = n degerinde seri kesilir. Es. 2.22 ifadesinden ;
2n+1-2=0 (2.26)

olmalidir. Béylece dalga fonksiyonu;

2/2

U (&) =NH,(©e”  m=012,..) (2.27)



seklinde elde edilir. Dalga fonksiyonu normalize edilerek N sabiti bulunabilir.

Hermite polinomlarinin diklik bagintisi ;
L = [HL(OH, ()< dE =772 15, (2.28)

seklinde verilir. Buradan;

:_|N”|2+w ¢
1 [HL@H, @) dé (2.29)
a —o0
= |2 2.30
N Jz2'nt (230

olarak elde edilir. Boylece normalize edilmis dalga fonksiyonlari ;

Up€) =\ e Hal®) 231

enerji spektrumu ise; E,=(n+1/2)hw  seklinde elde edilir. Taban durum

enerjisinin (n=0) sifirdan farkli olusu tamamen kuantal bir etkidir. Ciinkii E=0
olsaydi, P=0 ve X=0 olmasi anlamma gelirdi ki bu ise Heisenberg Belirsizlik

[Ikesi’ne aykiridir.

Harmonik salmiciin ilk birka¢ kuantum durumu igin enerji 6zdegerlerinin ve

olasilik yogunliklarinin grafikleri asagidaki gibi verilmistir.



Cizelge 2.1 Harmonik ossilator i¢in normalize edilmis ilk dort dalga fonksiyonu ve

enerji 6zdegerleri

n ¥ E

0 (] Z) e "2 hol2
1 (] )" \J2ge 412 3hwl?2
2 (@l Z)"* @2)(22 ~1)e <2 | Sheol2
3 (ocf )" (UN3)(2E® ~3g)e ¥17 | Theol 2

Potansiyel Enerji Enerji

foc ;

: Gecis Enerjisi
n=4 Y

: Th(!)
n=3\ ; 1 / En=(+%)ho
n=2 .
n=1\ : 1 /
- s I
ﬂw\t%/Eo = 9 ﬁ‘:
X

Sekil 2.1 Harmonik ossilatoriin potansiyel enerji ve enerji 6zdegerlerinin grafigi
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Sekil 2.2 Harmonik ossilator i¢in ilk dort enerji 6zdegeri ve olasilik yogunluklari

2.2 Kiiresel Simetrik Potansiyeller

Kuantum mekaniginde karsilagilan sistemler genelde ii¢ boyutlu, ¢ok parcacikli
sistemlerdir. U¢ boyutlu izotropik harmonik salmicmin kr®/2 potansiyeli, — Ze* /r
Coulomb potansiyeli (Hidrojen atomu) birer kiiresel simetrik potansiyeldir. Kiiresel
simetrik sistemlerin genel bir 6zelligi olarak potansiyel agilardan bagimsizdir. Bu tiir
sistemlerin analizi zordur, ve bu yiizden, eger varsa, sistemin sahip oldugu
simetrilerden yararlanarak sonuglar elde edilmeye calisilir. Simetriden faydalanarak

yapilan ¢oziimler boliim 3°de anlatilmistir.
2.2.1 U¢ Boyutlu Harmonik Salnier :

3-Boyutlu harmonik salinict hamiltonyeni,

P2 2,2 1 2,2 1 2,2
H="——+>-mo’x’+>mo’y? + =mo’z (2.32)
2m 2 2 2
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olur. Burada x®+y?+z? =r® oldugundan potansiyel kiiresel simetriktir; 6 ve ¢

acilarindan bagimsizdir. O halde radyal schrodinger denklemi kiiresel koordinatlarda

yazilirsa,
—n’ 1
H= > V2+§ma)2r2 (2.33)
m
32
RE = ;:n (i d ( 2 dR))+V(r)R (2.34)

2mEr? R _d L, dRy 2mV(n)r?

2 BT (r dr))+ 2 R (2.35)
a2 4Ry, Zmrz(Ez_V(r» ~ /R (2.36)
dr dr 7

burada potansiyel asagidaki gibidir,

V(r):%ma)zr2 : A=1(1+1) (2.37)
, dR 2mr2 Cme® 5, I +l)h2
dr( o) e BT JR(r)=0 (2.38)

basit olmas1 agisindan s durumlar1 alinirsa (1=0) merkezkag terim kalkar.[3]

2 2
2 ARy 2mr [E—m;) r2IR(r) = 0 (2.39)

dr( dr h?

R= y(r)/r olarak secilirse dalga fonksiyonu ve enerji 6zdegeri asagidaki gibi olur,
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d? z(r)
Z [E 2 Mo 21y = 0 (2.40)
2O =N, H, (ar)e™" E =(n+ g)ha) (2.41)

2.2.2 Hidrojen Atomu :

Kiiresel simetrik bir sisteme diger bir 6rnek olarak hidrojen atomu verilebilir. Ug

boyutlu uzayda schrodinger denklemi ,

82 82 82 - - - 3 -
o (ax2 + Y + 822)l//(f)JrV(r)l//(r) = Ey(r) (2.42)

seklinde verilir. Kutupsal koordinatlara gecilip radyal denklem yazilirsa;

2 AR 2mr2 Ze? I(I+1)h2

dr( o)t Bt IR =0 (2.43)
burada,
Vi =—2 (2.44)

olarak alimmustir. Takip edilecek yontemler yine,

a) Boyutsuzlastirma
b) Asimptotik davranig
c) Standart diferansiyel denklem ¢6ziim yontemleri

seklindedir.



a) Boyutsuzlastirma: [r]—uzunluk boyutunda oldugundan,

p—1BmEL
e

Y2 5 [1/uzunluk]

13

(2.45)

olmak tlizere p=Pr olsun.Burada p boyutsuzdur. p cinsinden Es. 2.42 tekrar yazilirsa,

d ,dR P’ _
%(p %)—k[/lp—T—l(l +D]R(r)=0

2
burada; lzzi m tanimlamasi yapildi.
n |\ 2E|

b) Asimptotik davranig : p—oo durumu igin ;

dZRnI (,0) _l

R =0
dpz 4 nl (,0)

olur. Coziimler ;

Rnl (,0) = e7[)/ZGnI (:0)
seklindedir.
lim

R(r) ~r'

r—0

oldugu icin G, (p) asagidaki gibi segilirse denklem,

G, (p)= pl L. (0);

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)



Rnl (:0) = pleiplzl—nl (:0)

haline gelir. Bu denklem Es. 2.42 ifadesinde yerine yazilirsa,;

A () + (@ +2- )L, () +(A—1 =D)L, (p) =0

olur. Frobenius metoduyla;
L(p)=Co+Cp+Cop’ +..= D Cp'
i=0

erekli tiirevler alinip p' “nin katsayilar1 yazilirsa rekiirans bagmtist;
g p P y y g

- i+l+1-2
i+l +2+10)

serinin yakisaklik testine bakildiginda;

bu seri i—o0 i¢in exp(p) nun davranigiyla aynidir.
1
exp(p) = Z f p

bu durumda dalga fonksiyonu;

Ru(p)=p'e "L, (p) = p'e "'?e” = ple""

14

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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sonu¢ 1raksak oldugundan ¢Ozliimiin fiziksel olabilmesi i¢in seri bir yerde

kesilmelidir. Bunun i¢in de tek yol;

A =l +1+1 segilmelidir. (2.58)

I« =N, ve A—nile gosterilirse ;

r

n=n, +l+1 (2.59)

olur. Burada n, ve n ‘ye sirastyla radyal ve bas kuantum say1s1 denir.

2
n= Z% % (2.60)
_ 2,4
.= % (Enerji spektrumu) (2.61)

olur. Bu durumda Es. 2.48 ifadesi ;
pL"+[2(1+1) — p]L"+[n— (1 +2)]L = O olur. (2.62)

bu ifade asagidaki asosiye Laguerre diferansiyel denklemi ile karsilastirilirsa;

!

ply +[p+1-plLy +[q-plL; =0 (2.63)

p=2l+1 ve  g=n+l (2.64)

elde edilir. Boylece dalga fonksiyonu;
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Ru(p) = Nyp'e ?* LI (p) (2.65)

olarak bulunur. [4-5]
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3. CEBIRSEL YONTEMLER
3.1. Bir Boyutlu Harmonik Sahnici i¢in Cebirsel Yaklasim

Carpanlara ayirma yontemiyle H ayristirilip ayni cebri saglayan ve birbirinden bir

sabit ¢arpan kadar farkli olan merdiven operatorleri kurulabilir.

a) En sade bigimde ;

2

P’ 1
HOG P =—

2

(3.1)

'\/gx) (3.2)

bu sekilde denklem klasik olarak carpanlarmma ayrilmis olur.[6] Fakat kuantum

H(x, p,) = (

mekaniginde x ve Py sira degistirme 6zelligine sahip degildir.

LA (P

a_(m |\/;x) , a (mﬂ\/;x) (3.3)
aa-z:n+2kx +—\/7(px Xp) (3.4)
a‘a+:H+%a)[p,x] (3.5)
da’=H (3.6)
[a,a]=ho (3.7)

[Ha] =thoa” (3.8)



P® 1
b) H(X, =X 4 —kx?
) H(x, p,) o + >

Hamiltonyen boyutsuz olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

__P ve q=x. /2@
moh J7)
~ T
H=7” (p*+P)
~ T ] ]
H=7” (q+ip)(a-ip)
) 1 ) + 1 )
a=-=(q+ip) ve a"=-——=(q-1i
NG (q+ip) \E(q p)

benzer sekilde [q,p]=i oldugu ve ayni cebri sagladigi gosterilebilir.[7]

18

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

c) Schrodinger denklemini boyutsuzlastirirken o = (ma)/h)}/2 tanimlamasi

yapilmisti. 8 ve a* , a cinsinden yazilirsa ;

LTV

= @ i Proy 1 ad
a—ﬁ(x+|ha2) ﬁ(x+a2 dx)
= X i Pyl 1 d
a_\/E(X Ih(xz) \/E(X (xzdx)

bu operatorlerin dalga fonksiyonuna etkisi,

a+'7//n =N n+1l//n+1 ve aiwn = \/ﬁl//n—l

(3.14.9)

(3.14.h)

(3.15)
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seklindedir.[8] Merdiven islemcilerinin cebirsel yapilar: su sekildedir.

[a,a]1=1, N=a"a, [N,a]=-a, [Na']=a" (3.16)

enerji Ozdegeri ise

En=h o(n+1/2) (3.17)

seklindedir. [9]

aR .
N In +1>
i N d
R .
7 In >
a d N
/ /Al

In=-1>

Sekil 3.1 a’,a" ve N islemcilerinin merdiven yapismnin gosterimi

{l,a,a"| [a,a’]=1 }—Heisenberg — Weyl Cebri

{1,a,a" N |[a,a']=1, [a,N]=a, [a",N]=-a" }—Harmonik Salmic1 Cebri [10]

Ug boyutlu harmonik salinic1 da kiiresel simetriye sahiptir.

H=%wo(a a, +a,a, +a;a, +3/2) (3.18)

[a;,a,]=-5, , [a.a]=[ &' ,a] 1= 0 (3.19)

ij 1
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3.2. Hidrojen Atomu ve U¢ Boyutlu Harmonik Salimic I¢in Cebirsel Yaklasim :

Hidrojen atomunda Ze?/r (coulomb) veya kr?/2 (ii¢c boyutlu harmonik salinici)
potansiyelleri kiiresel simetrik potansiyellerdir. Kiiresel simetrik potansiyellerin

genel bir 6zelligi olarak ;
[HL]=0 , [HL]=0 ve [L%L,]=0 (3.20)

komiitasyon bagintilar1 saglanir. a* ve a  islemcilerine benzer olarak L.=L,&iLy

acisal momentum iglemcileri vardir. Sagladigi komiitasyon bagintilari,
[L+,L]=2AL, ve [L,L:]=+nL, (3.21)
seklindedir. En basit durumda hamiltonyen asagidaki sekilde ¢arpanlarina ayrilabilir,

32 2
L=t d? 2d 10+Y)

©o2m dr? rdr R2r?

) (3.22)

a4t d 1! (3.23)
dar r | dar r |

seklinde merdiven operatorleri kurulur.

1

AA=H, + = (3.24)

oldugu kolayca goriilebilir. L, L.ve L, ‘den olusan cebre agisal momentum veya R®

‘te donme cebri (SO(3) cebri ) denir.

Merkezi kuvvet problemlerinden olan hidrojen atomu ve ii¢ boyutlu harmonik
salinictya ait merdiven operatorleri, dalga fonksiyonlar1 ve enerji 6zdegerlerini genel

olarak elde edebilmek i¢in asagidaki yontem kullanilabilir; [11]
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H| Elm) = E|Elm) (3.25)

burada hamiltonyen,

2 2
H= P DRy (3.26)
2m 2mr
olarak verilir.

Cebirsel Yapinin Kurulmasi

Quantum mekaniksel problemlerin cebirsel ¢oziimlerinde kullanilan 1yi bilinen bir

ornek acisal momentum problemidir;

[L,.L,]=iAL, (3.27)
[L,,L,]=iAL, (3.28)
[L,,L,]=iAL, (3.29)

Es. 3.25 ifadesinin cebirsel ¢oziimii i¢in asagidaki komiitasyon bagintisi

kullanilabilir;

[r, p"]=irmp™* (3.30)

Es. 3.30 ifadesinden;

[r®,r°p]l=r°(inar®*) =ikar*"** (3.31)

a+b-1 a

olur. Es. 3.27 — Es. 3.29 ifadeleri kapali bir cebir olustururlar. Bu yiizden r T
‘ya esit olmalidir.Bu yiizden b=1 ve [r*,rp]=iazr® olmalidir. Benzer sekilde diger

komiitasyon bagintilar1 yazilabilir,
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[rr*?p?]=a(a-1) n *+2ian rp (3.32)
[rp,r?p’]=ian r*?p? (3.33)

Bu adimdan sonra asagidaki degisken degistirmeleri yapilabilir.

V,=r? (3.34)

V, = i[rp — ii(a -1#] (3.35)
a 2

V. —irz’a 2 3.36

37 az p ( : )

Es. 3.31, Es. 3.32 ve Es. 3.33"deki komiitasyon bagintilar1 asagidaki gibi yazilabilir,

[V,.V,]=i% Y, (3.37)
[V, V,]=in V, (3.38)
[V, V,]1=-2i%V, (3.39)

Es. 3.34 ifadesinden r *=V, " yazlabileceginden,

[V,, V,*]=inV,* (3.40)

Boylece Es. 3.38 ve Es. 3.40° dan asagidaki komiitasyon bagintis1 elde edilir.

[V, (Vo eV, ] =i (Vo+ T V) (3.41)

burada t bir sabit veya V1V, ,V3 ile komiite eden herhangi bir operatordiir. Es. 3.37
-3.39 ifadeleri V3 ve Vi3+ 1 Vl’1 ifadesinin degistirilmesi sonuncunda invaryant

kaldig1 goriiliir. V1V2 ,V3 ‘iin son bir lineer kombinasyonu ile asagidaki operatorler

kurulabilir,
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T,= %( V+ TV (3.42)

T=V, (3.43)
2

Ts :%( V,+ 1V, +V)) (3.44)

Komiitasyon bagmtilarinin olusturdugu cebir ise su sekildedir ;

[Ty, To] =-in Ts (3.45)
[T, Ts]=in Ty (3.46)
[T3, Tl] =in T2 (347)

Es. 3.45 - 3.47° deki ifadeler ile Es. 3.27 — 3.29” daki ifadeler, Es. 3.45 ve Es.
3.27°deki isaret farklilig1 haricinde birbirine 6zdestir. Ly, Ly, L, ‘den olusan cebre
SO(3) cebri, Ty ,T,, T3’den olusan cebre ise SO(2,1) cebri denilir. Bu iki cebir
asagidaki gibi karsilastirilabilir;

[Ty, Tol=iyn T3 (3.48)
[T2, Ts]=in Ty (3.49)
[Ts, Ti]=in T, (3.50)

Burada SO(3) i¢in y= +1 , SO(2,1) i¢in y= -1 “dir.[12] T. artirici-eksiltici islemci

olmak tizere ;

[T, =2y Ts (3.51)

[Ts Tu]=%h T (3.52)

T?= YT+ T)+ TP =y o T+ To% A Ty
=y TT++ T+ T (3.53)

[T3T] =0, k=1,2,3 (3.54)
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T? ve T3’iin dalga fonksiyonuna etkileri ise,

T?|Qq) =Q|Qq) (3.55)
T,|Qqa) = q/Qa) (3.56)
T,T.|Qa) = (9 +2)T.|Qq) (3.57)

seklindedir. Bu sekilde T3 i¢in 6zdegerler ve 6zvektorler elde edilmis olur. Taban

durumundaki dalga fonksiyonu i¢in ,
T |Qq,)=0 (3.58)
bulunur. Es. 3.55 - 3.57 bagntilarindan yararlanilarak,

T?|Qq,) = (T, T +T; —AT;)|Q,)

= (gs — o) Q) = G, (a4, —7)|QQ) (3.59)

yazilabilir. SO(3) cebrinde L? ‘nin dzdegerleri ¢(¢+1) seklinde olmasma karsilik,
SO(2,1) cebrinde T? ‘nin 6zdegerleri q,(q, —#) seklindedir. q,taban durum

6zdegeri i¢in T? acilimi kullamlarak asagidaki ifade yazilabilir,

TP= T%- T2+ TP = (Ta- To)(Ta+To) - [ T3, T1] - T2
=Vi (Vat V1) - ik Va- V5P (3.60)

Es. 3.35 ifadesi kullanilarak ,
Vo2 = iz[r2 p? —iakrp — (aT_lh)z] (3.61)
a

Es. 3.34 - 3.36 ifadeleri kullanilarak Es. 3.60 ifadesi asagidaki gibi yazilabilir,



2 hz 2
T :T‘f‘E(l_a )

(Qa, [T?]Qu,) = Gy (G —71)

denkleminden,

2

02 —qoh—[r+ 1 (1-a?)]=0

4a?

denklem tekrar diizenlendiginde ,i¢in asagidaki ifade bulunur,

/] /42’ 1
qO :E(li h—2+¥}

taban durumu dalga fonksiyonu asagidaki sekilde bulunabilir,
(T_—T,)| Qo) = —0| Qs )

T=T;-iT, ve Es. 3.42 - 3.44 denklemleri kullanilarak ;

(v, +iV, —q,)[Qq,) =0

Vi ve V3 ‘nin acik ifadesi yazildiginda

. Irp ha-1
rTe-_ =0
[r® + " +2 " q0]|qu>

r—o’'r, p—-ihaddr ve |Qq0> — 1/, (r) doniisiimleri yapildiginda ,

25

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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dl//o(r)

a-1 a
L = QIURL: (3.69
boylece ,(r)asagidaki gibi elde edilir.

o (r) = Arce @/nir/®”’ (3.70)

burada C = ag,n ' —1/2(a—1) olur. g, m degeri Es. 3.65 ifadesinden yazildiginda,

2
C-= %{u 4:27 +1} (3.72)

olur. Simdi SO(2,1) grubunun operatorii Tz ile Hamiltonyen operatorii arasindaki

bagint1 hesaplanabilir,
(Ta-gn)=ar’ (H-E) (3.72)

Es. 3.42 - 3.44 ifadeleri ve hamiltonyenin a¢ik ifadesi yazilirsa,

1 1 2-a £ 2 T a
—(=r +—+r") -
2(az P+ )—4d,

r'{(znz1 M +V(r) - E} (3.73)

2mr?

P? " nin katsayilar1 esitlenirse o = ma” ve p = 2-a olur. Béylece Es. 3.73 ifadesi

asagidaki ifadeye indirgenir,

1 I +Dn*, r@ m m
5(7_%)+7_r qn—a—ZFZV(I’)-ﬁ-?I’ZE:O (374)
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rV(r) ‘nin r cinsinden kuvvet serisi asagidaki gibi yazilabilir,
rv(r)=A+Br® +Dr? (3.75)
Es. 3.75 ifadesi Es. 3.74 ‘de yazildiginda,

1 I(1+)7*> m 1 m . m . m .,
—(r-————=A+(=-—=B)r*—(g, +—D)r* + —r’e=0 3.76
2( az az ) (2 az ) (qO a2 ) a2 ( )

bulunur. Es. 3.75 ifadesi yeniden diizenlenirse ,
A 2a-2 a-2

V(r)=—+Br + Dr (3.77)
r

olur. Burada A=0 ve a=1 iken Coulomb potansiyeli A=0 ve a=2 iken harmonik
ossilator potansiyeli, A#0 ve a=1 i¢in A’nin igaretine gore ya Davidson veya Kratzer

molekiil potansiyeli elde edilir.[13]

Bu adimdan sonra elde edilen cebirsel yontemle hidrojen atomu ve ii¢ boyutlu

harmonik ossilatoriin enerji 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 hesaplanabilir;

a) Hidrojen Atomu igin cebirsel yapi :

Pt et l(+Dn®
2u  Adre,r 2’

E]Elm,)=0 (3.78)

bu denklemdeki Coulomb ve merkezkag potansiyel grafigi asagidaki gibidir.



28

\ Merkezkac Potansiyeli

‘i \ ;
' e s e — —
\ ,__“—'_--4--—‘»_--”_.-_ —
\.\ Toplam Potansiyel N‘,,..-—-q-ﬂ""'
—
v
7
/

'
I :
’ Coulomb Potansiyeli

Sekil 3.2. Hidrojenatomu — Coulomb potansiyel noktali olan ¢izgi, merkezkag
potansiyeli kesikli olan ¢izgi, toplam potansiyel ise siirekli olan ¢izgidir.

Es 3.78’de her iki taraf por ile carpilip R— a™r ve P— ap degisken degistirmesi

yapilirsa,

RP? e’ 1(1+Dh”

[ 2 A4rg, 2R

p*RE] Elm,) =0 (3.79)

Es. 3.34 — 3.36°daki ifadeler kullanilarak denklem,

2
%[\/3 - ‘wa“ 101+ AV, * — 240 V,E] Elm,) = 0 (3.80)
0

olur. Burada a= 1 “dir. Es. 3.80 ifadesi , Es. 3.44 ifadesi ile karsilastirildiginda,

7 =1(1 + )i (3.81)
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2uc’E = -1 (3.82)
e’

q= (3.83)
4re,

boylece Es. 3.80 ifadesi
[T, —qllelm,)=0 (3.84)

denklemine indirgenir. q degerleri T3 “lin 6zdegerleridir. Es. 3.65 ifadesinden,
h
qo = E(lir (21+2)) (3.85)

g, ‘m pozitif 6zdegerli olmasi gerekeceginden ,
q, =h(l+2) (3.86)
T? =1(1 +1)A? (3.87)

son ii¢ denklemden hidrojen atomunun spektrumunda merdiven operatorlerinin etkisi

asagida bulunan grafikteki gibi gosterilebilir.
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Sekil 3.3 Hidrojen atomu enerji spektrumunda algaltici ve yiikseltici operatorler bir

durumu bir {ist veya bir alt duruma gegirirler.

sekilde goriildiigii gibi q 6zdegerindeki artislarm n 7 kadar oldugu diisiiniildiigiinde,

1e’a

&,

q=0q, +Na=(+D)r+nnh=

buradan a ¢ekildiginde,

_ Areyh

=R+ +n,]
72

(24

Es. 3.82 ifadesi kullanildiginda,

4

y7.:] 1

— ;o n=l+1+n,
327%eln® (1+1+n.)?

(3.88)

(3.89)

(3.90)



E=—
n
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(3.91)

seklinde enerji 6zdegerleri elde edilir. w,(r) = Ar°e " Mrle® denklemi kullanilarak,

i
'//o(r) — Ar‘e 47geh?n

vo(r) = Arte '™

burada ap Bohr yarigapidir. C sabiti Es. 3.71 ifadesinden ;

1+ JA0+D+1

C:

N |~

olarak bulunur. Pozitif degerler igin,
C=1+1
olarak elde edilir.

b) U¢ Boyutlu Harmonik Salmici i¢in cebirsel yap :

2 2
[Zp_+%ma)2r2 +—I(|2+1),fl —E]Elm,)=0
m mr

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

bu denklemdeki harmonik ossilator ve merkezkag potansiyelinin grafigi sekilde

gorildiigi gibidir,
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Sekil 3.4. Harmonik ossilator potansiyeli noktali olan ¢izgi, merkezkag potansiyeli

kesikli olan ¢izgi, toplam potansiyel ise siirekli olan ¢izgidir.

Es.3.96°da her iki taraf BZ/4 ile carpilip R=B'r ve P = Bp yazilirsa,

P? 1 ) I(I+1)h2 ,B E
—+ mo°f°R ] Elm 0
[ 8 s 8mR? J[Eim, ) =
[E(EJF 0’ PR + I(l +1)7'l2 ,BZE]| Elm, ) =

2" 4mR? 4 !
Es. 3.34 — 3.36 ifadesinden,

2
1

bu denklem Es. 3.44 ifadesi ile karsilastirildiginda

1 2 .2 n4d
—Mmo =1
2 B

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)
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2
4
0zdeger deklemi yazilabilir,
2
{TS _p Zﬂ' Elm, ) =0 (3.102)
Es. 3.65 ifadesinden,
1 h® 1 1
==|\ht |4r+— |==|hth JI(I+D)+=
Jo 2[ azj 2[ y'a+h 4]
1 1
==(hxh(l+= 3.103
2( ( 2)) (3.103)
h
do :E(I +3/2) (3.104)
bulunur. Boylece enerji 6zdegerleri,
E=@n +1+3/2aw ; N=2n +I (3.105)
E = (N +3/2)ho (3.106)

olur. Es. 3.104 ve Es. 3.105° den yararlanarak harmonik ossilatoriin enerji spektrum

grafiginde de merdiven operatdrlerinin etkisi sekildeki gibi gosterilebilir,
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Sekil 3.5. Harmonik ossilatoriin enerji spektrumunda algaltict ve yiikseltici

operatorler bir durumu bir {ist veya bir alt duruma gegcirirler.

dalga fonksiyonu asagidaki gibidir ,
wo(r)= ArCe /7

B ¢ nin degeri yerine yazildiginda,
~mar?/2h

Vo) = Are

olur. Es. 3.71 ifadesinden C sabiti,
C-= %[11 JAI+1) +1]

pozitif degerler i¢in,

(3.107)

(3.108)

(3.109)



35

C=1+1 (3.110)

elde edilir.

3.3. Harmonik Sahnic1 Ve Ters Kare Potansiyeli I¢in Cebirsel Yaklasim :

Keyfi bir N boyutunda schrodinger denklemi ,

— Vv () =[E-V(Oly (9 (3.111)
m

ile verilir. Burada V(r) ;

V(r) = %ma)zr2 + Zhn:ilz (3.112)

seklindedir.[14] Dalga fonksiyonu ;

Wi, =1 ORI, (X) (3.113)

Vi = rnllair(rnlaa_fhriﬂ“w (3.114)

seklindedir. A, sadece agsal degiskenleri icerir. Ornegin N=3 igin ;

A= gt gDy _L %v (3.115)
Sin ¢ O sin? ¢ 06

N>3 icin An ‘in acik ifadesine gerek yoktur. Ciinkii orijine gore kiiresel simetrik

olan bir fonksiyon orijin merkezli ve r yarigaplh kiire {izerindeki noktalarda sadece r
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yarigapina baglh olup 0 ve ¢ degiskenlerine bagh degildir. Laplasyenin kullanislt bir

ifadesi ;

2 _ 2
_o  N-10 L w(r,Q) = r " VZR(r)Y, (Q) (3.116)

vi="_
or? r or r?

seklindedir.[15] Burada Y,, (<) ; L? ‘nin ¢(¢+ N —2) bzdegerli 6zfonksiyonudur.
Boylece Ai=m=w=1 secildiginde ;
d’R

d—gr)+(2E—r2—
"

L(I;,:rl))R(r) -0 (3.117)

olur. Burada ; L :_—21+\/a+(£—1+ N/2)?* seklinde sabittir. p=r2 secilerek Es.

3.117 ifadesi asagidaki sekilde elde edilir.

2
IR, LR 1 LEHD) Eypmy=o (3.118)
dp 20dp 4 4p 2p

Asimptotik Davranis : p—oo limiti igin ;

d’R(r) 1 B
0?4 R(p)=0 (3.119)
R, () =€ ""*F, (p) (3.120)

benzer sekilde p—0 limiti i¢in ;

R, (p) = p° (3.121)

bu durumda dalga fonksiyonu ;
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Ru(p)=p7e”*F,(p) ; o=(L+1)/2 (3.122)

bu ¢oziim Es. 3.118 ifadesinde kullanilirsa ;

” 1 , E 1
PF*(p) + (20 + 2 = p)F'(p) + (5~ = )F(9) =0 (3.123)
olur. Ozfonksiyon konfluent hipergeometrik fonksiyon cinsinden ;

seklinde yazilabilir. Enerji 6zdegerleri ;

L) = LD 2 1 (3.125)
N (e +1)
_n=o-£41 (3.126)
2"
1 3
En:§+2n+20:2n+L+E (3.127)

olarak elde edilir. Laguerre polinomlarmin dikliginden faydalanilarak N

normalizasyon katsayis1 bulunabilir.

Jyee mamy =" s (3.128)
0 |

buradan N;



N, =/2n/T (20 +n+1/2) ve

R, (0) = N,p7e /L3 (p)
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(3.129)

(3.130)

olur. Merdiven operatorlerini kurmak i¢in d/dp tiirev operatorii dalga fonksiyonuna

etki ettirilir ;

i Rn (p) = (E_E)Rn (p) —+ anae*PIZ i Liafl/g(p)
do p 2 dp

Laguerre polinomlari i¢in kullanilan iki rekiirans bagintis1 asagidaki gibidir;

( Ly (X) = (n+ )L, (x)

d o _
X&Ln(x) - <

(n+LY, (X)—(n+a +1-x)L7 (x)
\

Es. 3.132 ifadesi Es. 3.131°de kullanilirsa;
anaflefp/Zpi Ll210—1/2(p)
do

d . .
PR =L ()~ (120 LN ()

=S pre L (o) - (4 20 UL )

n+2oc-1/2

n oa- o—
=;Rn (p)—( N, p7e2L17 2 (p)]

denklemi Ry.icinsinden yazabilmek igin ;

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)
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N, N (3.139)
N, V2o+n-1/2

ile verilir. Boylece Es. 3.131 denklemi ;

n+ 1 -(n+20-1/2) N
T R () - A

—R,.(p) (3.139)

n-1

d
(o

haline gelir. Benzer sekilde Es. 3.133 bagmtis1 kullanilarak Es. 3.131 ifadesinin sag

tarafi ;

n+1

N, _ IN+20+1/2 (3.141)
N n+1

n+1

Ny p’e [N+ LM% (p) —(N+20 +1/2 - p)L27 M2 (p)] (3.140)
£

haline gelir. Boylece Es. 3.131 ifadesi,

d n+o+1/2 1 n+1) N,
(TR R (o) = (2
dp 0 2 2 N

R..1(0) (3.142)

n+1

olur. Es. 3.139 ifadesi —p , Es. 3.142 ifadesi de p ile soldan ¢arpilirsa ;

I\A/I,:—pi-i-a-i-?]—ﬁ ve I\A/I+:pi+a+rA1+1—£ (3.143)
dp 2 dp 2 2

elde edilir. Burada n say1 operatorii olup ;

nR,(p) =R, (p). (3.144)



seklinde tanimlanir. Merdiven operatorlerinin 6zdegerleri ,

M_R,(p)=mR,,(p) . M.R(p)=mR,.(p)

m_ :(n+20—%) NN” = /n(n+20 -1/2)

n-1

m, = (n+1) NN“ = J(n+)(n+26+1/2)

n+1
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(3.145)

(3.146)

(3.147)

olarak bulunur. Taban durum dalga fonksiyonuna artirici islemci n defa uygulanirsa;

Rn(p): NanRo(P)

Ry () =+2/T(20 +1/2) p°e *"*

bulunan operatorlerin komiitasyon bagmntilar1 su sekildedir.;

d NP d Aol Yo
M M IR (p)=[-p—+c+n-=,p—+0o+n+=-=
M M IR, (p) =1 pdp 5 pdp 5 2]

[M_.M_]R, (») = AR, (0)
M. ve M. ifadeleri toplanirsa ;

p=2n+20+1/2-M_—M, bulunur.

(MM, 1) =2(n+0)+1/2+m S,,,—m,3F,

+-n',n+1

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)



(IM_ M. J=2m; ; my=(n+o+1/4)

Mo = (n+ o +1/4)

[Mo,M_]R,(0) =

Mo(M R (p)) =Mom [n-1)=m Mg|n—1)

=m (o+1/4+n)n-1) = (c+1/4)(n-Dm [n-1)

M (MyR,(0)) =M _(n+o +1/4)|n) = (o +1/4)m |n—1)
[Mg,M_]=-M_

benzer sekilde ;

[Mo. M. ]=M,

boylece cebir yapisi |

[M M. ]=2M,, [M;,M ]=-M | [M,,M ]=M,
olarak elde edilir. Bu ise

[Ki, Ko]= =Ky [Ky, K] =K, [Ko, K] =K,
K, = i(K, +iK,)
[Ko, K. I=£K, , [KL, K, ]=2K,
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(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)
(3.163)

grup jeneratorlerine sahip olan SU(1,1) cebrini saglar.[16] Beklenen degerler

asagidaki gibi bulunur,
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p=2n+20+1/2-M —-M, (3.164)

p Lt —m —1) (3.165)
do 2

[R,(Nr*R, (ndr = (2n+ 20 +1/2)5,,
0

—Jn(n+20 -1/2)s,

n',n-1
—J(+)(n+26+1/2)S,.,., (3.166)
TR'H (r);(;ern (r)dr =(2n+ 26 +1/2)s,,, =1/ 2J(n+)(n+20 +1/2)5,,.,
0
~1/2n(n+20 -1/2)S,., ,
~1/46,, (3.167)

3.4. Morse Potansiyeli Icin Cebirsel Yaklasim :

Cift atomlu molekiillerdeki atomlarin denge konumlar1 etrafindaki titresimleri Morse
potansiyel enerjisi ile verilir. Gergek bir molekiil tam bir harmonik ossilatér gibi
davranmaz. Ciinki iki atomlu bir molekiiliin daha yiiksek titresim halleri bilinen
harmonik ossilatdor potansiyel fonksiyonuna tam olarak uymaz. Sekil3.6’dan
goriilecegi gibi enerji diizeyleri arttikca, molekiiliin potansiyel enerjisine ait
parabolik yaklagiklik daha az dogru olur; yani molekiiliin potansiyel enerjisi bu
yaklasikliktan uzaklasir; Bu sebepten gercek molekiillere anharmonik (harmonik
olmayan) ossilator denir. Boylece Morse potansiyel fonksiyonu harmonik ossilator

potansiyel fonksiyonundan daha iyi bir yaklasiklik olmaktadir.
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Potanssyel Enemg

Baz UzunluZu

Sekil 3.6. Harmonik ossilator ve Morse potansiyel egrilerinin artan enerji diizeyinde
karsilastirilmasi

Morse potansiyeli su sekildedir,
Vu(X) = De(1-e P2 (3.168)

burada Xo denge uzakligi, x bag uzunlugu, D, ise molekiiliin ayrisma enerjisini 6lgen
bir niceliktir.(veya potansiyelin minimum derinligi). B ise potansiyel kuyusunun

genisligini belirleyen molekiile ait bir sabit olup S =./k/2V, ile verilir.

Quantum harmonik ossilatore benzer sekilde, hamiltonyen i¢in faktorizasyon metodu
uygulanip merdiven operatorleri kurularak, Morse potansiyeli i¢in de enerji 6z
fonksiyonlar1 ve 6zdegerleri hesaplanabilir. Ve komiitasyon bagmtilarindan hangi

cebir yapisini sagladig1 bulunabilir.
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Birbirinden ayrik olan (serbest) atomlarin enerji diizeyleri, enerjinin sifir oldugu limit

olarak kabul edilirse Morse potansiyeli asagidaki sekilde yazilabilir, [17]

V(X) =V, (e —2e ")

Morse potansiyeli igin Schrodinger dalga dekleminin ¢6ziimii su sekildedir,

d? 2 B _
dxlé/ +h—él(E —Ve ?* + 2V, e ™) =0

asagidaki bigimde verilen,

2.2V, -
ph

degiskeni kullanildiginda Schrodinger denklemi,

. 1, 1 n+s+1/2 §?
v'+—y'+(--+——-—-)v=0
y 4 y y

bi¢imine indirgenebilir. Burada,

s = ~2HE
bh
n= V2o i i179)

ph

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)

doniisimleri yapilmistir. Smir kosullart goz oniine alindiginda (y—o ve y—0), Es.

yl2

3.172 ifadesi i¢in yalniz e~

ve y° ¢oziimleri uygundur.[18]
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y=e""2y*w(y) (3.175)

yazilabilir. Bu fonksiyon Es. 3.172 ifadesinde yerine konursa

yw’ +(2s+1-y)w'+nw=0 (3.176)

seklinde elde edilen denklem asosye Laguerre diferansiyel denklemidir. Ve w(y)

fonksiyonu,

nNT(2s+1) | ,

w(y)=F(n2s+1y)= —— L 3.177
()= F( D= sonad (3177)

seklinde yazilabilir. Boylece dalga denkleminin ¢6ziimii,

wi(y)=Nre 2y L (y) , (3.178)

seklinde olur. L**(y) birlesik Laguerre fonksiyonudur. Burada y =e ”* ile verilen

ifade , konum koordinatidir ve Es. 3.178’deki dalga fonksiyonu normalize

edildiginde N} normalizasyon sabiti,

NY = \/ﬂ(v—Zn—l)l“(nJrl) (3.179)
I'(v—n)

olarak bulunur. 2s=v-2n-1 sinir sart1 kullanilarak v ve s degiskenleri sirasiyla

[P 6150

seklinde verilir. Burada p , molekiiliin indirgenmis kiitlesidir. Diferansiyel

operatorler, asagidaki yontem kullanilarak kurulabilir.
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0 Wy (Y) = 0. (Y) (3.181)

o. A+(y)(f—y+ B.(y) (3.182)

buna gore d/dy diferansiyel operatorii dalga fonksiyonuna etki ettirilirse;

d v 1 v 1 v VA— s d s
— (V) =—Zwr () +=sw.(y)+Nre Y2y — L2 (y) (3.183)
dy 2 y dy

olur. Birlesik Laguerre fonksiyonu i¢in asagidaki tekrarlama bagmtis1 kullanilabilir,

d x — _L o+2 o
dy Ly (y) = @D [yLa's (v) +nLg ()] (3.184)

bu denklem Es. 3.183 ifadesinde yerine yazilirsa ,

v

[di(2s+1)—(1s—3)(2s+1)+n]wx(y)=— No e () (3.185)
y y 2 N1

denklemi elde edilir. Denklemde N}/N}, degeri gama fonksiyonundan

yararlanilarak , 2s=v-2n-1 smir sart1 altinda yazildiginda asagidaki eksiltici operator

tanimlanabilir,
N/ S
L= |——n(—n 3.186
N, s+1 ( ) ( )

A
I

) —{1(23+1)—£s(23+1)+z}/s—+1 (3.187)
dy y 21V s
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eksiltici operatoriin dalga fonksiyonuna etkisi,

Kop(y) =k w! o (y) (3.188)

seklindedir. Burada k .

k =,/n(v-n) (3.189)

olarak bulunur. Artiric1 operator de benzer sekilde bulunabilir. Laguerre polinomlari

icin verilen iki rekiirans bagintis1 asagidaki gibidir,

AL () — (0 + @)L o (y) (3.190)
y ey =

(N+DLo. () —(n+a +1-y)Li(Y) (3.191)

Es. 3.190 ve Es. 3.191 ifadeleri birbirine esitlenirse,

(n+YL,(Y)-@n+a+1-y)L2(y)+(n+a)L? (y)=0 (3.192)

n+1

denklemi elde edilir. Es. 3.192 ifadesi tekrar Es. 3.190 ifadesinde kullanilarak;

y;’—y L (y) = (-n—a 1+ Y)L(y) + (n + DL, () (3.193)

Laguerre polinomlari igin verilen L% (y) = L% (y)-L%,(y) esitligi kullanilarak
Es. 3.192 bagmtist su hale gelir,

-1,

o+
Ln+1(y):( y
nN+ao

“hieyy+Le2(y) (3.194)

1
a+Nn "
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bu ifade Es. 3.193 bagntisinda kullanilarak ,

d  , a(a-1),, , n+H(n+a)
(@)L (y) = o+ 1) - KDy LEVOED ez (3195)
dy y y
d ., s 1 2s+n, , N, (n+D)(n+2s) ,
— =(-——-=+ + 3.196
dy l//n (y) ( y 2 23 _ 1)1//n (y) N :+l 25 . 1 l//n+l(y) ( )
K- operatoriine benzer sekilde,
K =| L s—1)+Lss—n-Y |52 (3.197)
dy y 2 S
artirict operatoriin dalga fonksiyonuna etkisi,
Ko w () =K (y) (3.198)
seklindedir. Burada k. |
k, =/(n+)(v—n-1) (3.199)

olarak bulunur.

N

simdi  K_ ve K, operatdrlerinin komiitasyonuna bakilabilir,

[K.,K-]1=K. K_|n)-K_K.|n)

=K, Jn(v—-n)|n-1)- K_/(n +D(v—n-1)|n+1)
=n(v—n)yn-n)|n)- J(n+)(v—n-1)/(n+1(v —n-1)|n)
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=2n—v+1 (3.200)

buna gore aranilan komiitasyon bagintist,

[K., K- Tw! () = 2k (y) (3.201)

seklindedir. Burada ko ,
kO =N- T (3202)

olarak verilir. Bu ifadeden asagidaki operator tanimlanabilir,

N>
o
Il
> >
|

(3.203)

[f<o, PA(,] ve [f<o, I2+]k0m1'itasyonlar1 da benzer sekilde bulunabilir. Sonug olarak

N

K., K- ve Ko operatorleri i¢in asagidaki komiitasyon bagntilar1 elde edilir.

[K K ]=2Ko , [Ko,K.]=-K_ , [Ko,K.]=2K. (3.204)

Komiitasyon bagintilar1 SU(2) grubunu saglar.[19]

N

I2+, K- ifadeleri kullanilarak 1/y ve d/dy ifadeleri bulunabilir. Es. 3.187 — Es. 3.197

ifadelerinden, I2+ ve K_ ifadeleri toplanarak d/dy , cikartilarak 1/y ifadesi

hesaplanir.

LIV O S S N /g S S LN d (3.205)
dy 2(2s-1) Vs-1 2(2s+) Vs+1" 2(2s+1)(2s-1)
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okt S yakpt Sl d (3.206)
y 2s(2s-1) Vs-1 2s(2s+1) Vs+1" (2s+1)(2s-1)

olarak bulunur. Bu iki fonksiyon i¢in beklenen degerler hesaplanabilir,

1
ml )

_ 1 \/ (N+1)(v —n—1)
v-2n-2\(v-2n-1)(v-2n-3) m,n+l

N 1 \/ n(v —n) S
(v-2n-D(v-2n+1) ™!

v—2n
+ 4 5 . (3.207)
(v-2n-2)(v—2n) ™
benzer sekilde d/dy i¢in asagidaki ifade bulunur,
d
(m|<-|n)
y
_ 1 X\/(n+1)(v—n—1)(v—2n—1)5
2(v-2n-2) y—2n-3 et
1 \/n(v—n)(v—Zn—1)5
2(v—2n) v—2n+1 mn-t
+ 4 5 . (3.208)
2(v-2n)(v—2n—2) ™"

3.4.1. Morse potansiyeli i¢in harmonik limit

B—0 ve Vo—oo limitinde Morse potansiyel problemi standart harmonik ossilator

problemine doniistiriilebilir. (8 =/k/2V,)



Viorse (X) =V, (e —2e7%)

denklemi Vy—oo limitinde

2 3 n-1
e =1+ X+—+—+...+ +
21 3 (n—1)!

acilimi kullanilarak ,

. 1
lim V =~ kx?
V0~>00 MORSE 2

B—0 limitinde y =ve ™ denklemi,
1 1
y=v(l-px) —=—1+px)
i) y V

denklemine doniisiir. Boylece d/dy ifadesi,

denklemine indirgenir.

. d . 11 d
im —=Ilm[-=—=(1+ 2=
V>0 dy V~>oo[ ﬂV( ﬂX) dX] ﬂVdX

N
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(3.209)

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

(3.214)

bu limit durumunda Gg,) ={K K-, IQo} cebrinin de  harmonik salinici cebrine

doniismesi beklenir. Bu yiizden SU(2) grubunun jeneratorleri olan K+,I27,Ko

islemcilerinin v—oo limitindeki degerleri yazilabilir..

N



LS Ko

seklinde tekrar normalize edilebilir.

—ho

2
KS ve o=

oldugundan,
1% 2u

Burada H =

jmp- =32, 1 d
W0 T T T AT ax

_ | pe hod
2h 2uwm dx

imb = |22 |9 g
Vs 2h 2uom dx

lim b, = —%

V—0

a vea' operatorleri beklendigi gibi asagidaki bagintilar saglarlar.

[a,2a7=1 , [aa]=[aa]=0

boylece harmonik limitde SU(2) cebri Weyl cebrine biiziiliir.

lim Gg,,, ={a",a,}
V>0

seklinde ifade edilebilir.
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(3.215)

(3.216)

(3.217)

(3.218)

(3.219)
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3.5. Iki Boyutlu Pseudoharmonik Potansiyel icin Cebirsel Yaklasim :

Pseudoharmonik potansiyel harmonik potansiyele benzemekle beraber anharmonik
tipte bir potansiyeldir. Ve molekiil sistemlerinin daha dogru bir matematiksel
yaklagimmi vermektedir. Bu potansiyel lineer, nonlineer sistemleri ve molekiil
titresimlerini  tanimlamak kullanilabilir. Ayrica 1ki atomlu molekiillerin de

karakteristik yapisi bu potansiyel tanimiyla analiz edilebilir.

Iki boyutta pseudoharmonik potansiyel i¢in yazilan schrodinger denklemi sadece

orijinden olan r uzakhigina baghdir.

nlo 0, 17

2i ror o r_ZW)W(r,¢)+V(r)l//(r,¢):El//(r,¢) (3.220)

Hy(r,¢) =

burada p indirgenmis kiitle, E enerji, k kuvvet sabiti, r, bag denge uzunlugudur.

burada V(r), pseudoharmonik potansiyel olarak,

V(1) :11<r02(L—r—°)2 (3.221)
8 r r

0

ile verilir.[20] Bu potansiyel i¢in schrodinger denklemi ¢6ziilerek dalga fonksiyonu,
w(r,¢) = Ne ™ “™r’R(r) (3.222)

olarak elde edilir. Burada m=1,2... ag¢isal momentum kuantum sayisi, N
normalizasyon Kkatsayis1 olarak verilir. Bulunan dalga fonksiyonu (3.220)

denkleminde yerine konulursa radyal denklem,
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d2R(r) | 2AE
drg) ri[2f8 +1-4ar?]—2 o “ +r2(4a? - Lf;kz)

pkr,’ 2/ p2 2 Mk
+ —4da(B+1)+r (B2 -—m? - e JIR(r) =0 (3.223)

seklinde elde edilir. Burada o ve P parametreleri r> ve r? ‘li terimleri

kaldirabilmek i¢in asagidaki gibi secilebilir.

_rk KIS

& =2ar’ seklinde yeni bir degisken degistirmesi yapildiginda Es. 3.223 ifadesi
asagidaki sekilde yazilir.

e S ORI

bu denklem asosiye Laguerre diferansiyel denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimiinden

elde edilen dalga fonksiyonu asagidaki gibidir.

l//n,m (r’¢) — Nnymeﬂf/Ziimqﬁé,ﬁ/ZLf (é) , é: _ zﬂhkrl (3226)

bu dalga fonksiyonu Laguerre fonksiyonlarinin diklik bagintisindan faydalanarak

normalize edildiginde normalizasyon katsayisi,

| ik LA
— m £ =(m?+ 4h2) (3.227)

seklinde bulunur. Enerji 6zdegerleri asagidaki gibidir,



55

E, = h\/g[n P K \/W] (3.228)
7

2 4h

burada r, ¢ok biiyiik veya ¢ok kii¢iik oldugunda,

k. 1 mm? 2n
E,. =h|—[n+=+——] CorE>> (3.229)
| J; 2 2, Juk T ik
2 | k 4
Enmzi’-Z E[n‘Fm—’_l_ro a + Iukroz] ; r02<< 2 (3230)
' P 2 4n 16mh Jik

Asosiye laguerre fonksiyonlari i¢in asagidaki rekiirans bagmtilar1 yazilabilir
(DL, (&) +(n+ AL () +(E—2n- F-DLEE) =0 (3.231)

(W@ -+ ALLLE) (3.232)

d —
égl—f(é)—<

{n+DL7 () - (n+ S +1-&)L7 () (3.233)
\
¥,n(r,¢) dalga fonksiyonunun tiirevi

i :_1 ﬁ —&[2+img ﬁ/zi i
agm,m(r,czf) an,m(r,¢)+Zgwn,m(r,¢)+Nn,me £ i LA (&)  (3.234)

seklindedir. E5.3.231 ‘den asagidaki tekrarlama bagintisi elde edilir.

\/(n +1)(n + ﬂ +1)W(n+l),m (r! ¢) + V n(n + IB)V/(n—l),m (r’¢)
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= @2n+ B+1-8y, 0 (r,¢) (3.235)
o 1 fB+2n _Vyn(n+Ap)
—%—EWL 2 ]‘//n,m(r’(é)——éf /(n—l),m(r’¢) (3.236)
o 1 B+2n+2 _Jn+D)(n+ B +1)
% 5 + T]‘l/n,m (r,¢)= £ ¥ (ni1),m (r.¢) (3.237)

bu adimdan sonra ¢arpanlarima aymrma metodu ile merdiven operatorleri kurulabilir

ve grup yapisi elde edilebilir. {1k olarak asagidaki gibi ii¢ operatdr tanimlayalim,

L on(0) =100y (r,9) (3.238)

31//n,m(r,¢) =Ny, (r.¢) (3.239)

burada n say1 operatorii olarak tanimlanir. Yaratici ve yok edici operatorler

asagidaki gibidir,

L=l sy P (3.240)

o 2 2

c=-¢2 Le By (3.241)

of 27 2
Es. 3.236 ve Es. 3.237’den

Lyou(,®)=C yuya(rd) L =n(n+p) (3.242)

Li Vo0 =L Wnn(Cd) L =J+D(n+p+1]) (3.243)



elde edilir. Komiitasyon bagmtisi

[£-L+] v, n(r,@)=(2n+ B+, (r,¢) =2 Lo
seklindedir. Burada Lo ,

,Co = ?]—i— —(ﬂ +1)
2

seklinde tanimlanir.

(£+1)

Lovon(r.9) = Lowon(rd)  Lo=n+=—

elde edilen komiitasyon bagintilar1 su sekildedir.

[£. L+]=2 Lo , [Lo, L+]=% L+
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(3.244)

(3.245)

(3.246)

(3.247)

Li ve Lo operatorlerinin komiitasyon bagintilart SU(1,1) grubunu saglar. Matris

elemanlar1 asagidaki sekilde hesaplanabilir.

E=2Lo-Li-L.
260 —fr1
o¢

(nlgln") =(n|2 Lo - £+- £ |n")

= (2n +ﬂ+1)§n,n‘ - \/(nl+l)(n'+ﬂ+1)5n(n‘+1) o nl(nl+/8)5n(n‘—1)

O 10— o1y
<n|2§£n>_<n|.r:+ L-1|n)

(3.248)

(3.249)

(3.250)
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= JHD)(+B + D)8, 2y — N ("+B)S 1y = Sy (3.251)

3.6. N Boyutlu Pseudoharmonik Potansiyel i¢in Cebirsel Yaklasim :

Bolim (3.4)’ de incelenen Pseudoharmonik Potansiyel problemi N boyuta

genellestirilebilir.[21]

V(r) = Tk (L~ oy (3.252)
8 r r

0

seklinde verilen pseudoharmonik potansiyel ile keyfi bir N boyutunda schrodinger

denklemi,

—nt_, 1, L, loy2

[ o Vi +§kro (r__?) Nw(r,Qy) =Ew(r,Qy) (3.253)
0

seklinde yazilir. N boyutta laplasyen asagiadaki gibidir,

V= erl a%(r“ a%)—w (3.254)
Burada A, ,

AV Q)Y (Q) =6+ N =2)Y,"(Q,) (3.255)
seklindedir.

Yn, em (rQy)= Rn,,/, (NY,"(€2y) (3.256)
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Es. 3.256 ifadesi Es. 3.253 ifadesinde yazildiginda

_ R (r
R, /(r)+(NIr 1)Ré () —L({+N-2) n”(z( )
. " r
2‘u P M2
e Skt E oy R (=0 3.257
hz[ 5 o(IrO r)]n,,e() (3.257)
A QY ()= L(L+N - 2)Y,"(2,)=0 (3.258)

olur. Burada E enerji 6zdegeri ve / agisal momentum kuantum sayisidir. Asagida,

_ 2uE

K 2 2 (3.259)
Seklinde bir terim tanimlanirsa Es. 3.257 ifadesi,
N -1 pkr? ke (g +N=2)
R"(r R'(r K? 0 _ _anA R(r)=0 3.260
()+(r)()+[ T on 7 1R(r) ( )
formunda olur. Burada
4, :%[#+\/(2£+N—Z)Z+;—frg‘] (3.261)

ile verilir. Radyal dalga fonksiyonunun r—0 ve r—oo limitindeki kabul edilebilir

¢Oziimleri,

R(r)=Cr#e ™ f(r) (3.262)

seklindedir. Bu ¢6ziim Es. 3.260 ifadesinde yerine konuldugunda,
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£+ [EA N e
r
2 I"2
+[‘;;rg —‘j;z “24Qu +N)+42r + K21 (r) =0 (3.263)
Py . SN S N (3.264)
Ah* 4h

seklinde A degeri de denklemde yazilirsa,

f”(r)+[w—J;‘k:2r]f "

1 Kk _
Sl +N) 25 =28 KA (1) =0 (3.265)

olur. Asagidaki degisken degistirmesi yapilirsa Es. 3.265 ifadesi

p=2r? (3.266)
A1)+ PR = p11(p)

_(2ﬂ|+N)_ K, 1 ﬁ 2 _

g Lo, ZJ; K211 (0) =0 (3.267)

formunda olur. Bu denklemin ¢6ziimii konfluent hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ,

_ 1 2 ﬂ_ 2 ﬁ 2u, +N |
f(p)F[4((2,ul+N) ro\/; 2K \/;], 5 ,p] (3.268)
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seklinde yazilabilir. Hipergeometrik fonksiyonun i¢indeki virgiilden dnceki ilk terim

asagidaki gibi,

2
4 -\

seklinde adlandirilirsa bu denklem bize asagidaki enerji 6zdegerlerini verir.

2 2 2 2
£, =(n, + 24Ny K Ko T Ny ik Kny (3.270)
’ 4 7, 4 2 2°\ u 4

Boylece radyal Schrodinger denkleminin normalize edilmeyen 6zfonksiyonu,

21, +N K
R (r.g)=C,r" exp(—,/lggzrz)F(—nr, #'2 ; :;2) (3.271)

seklindedir.

R, @) r"dr =1 (3.272)

J

denklemi kullanilarak dalga fonksiyonu normalize edilebilir. Konfluent

hipergeometrik fonksiyonun Laguerre polinomu cinsinden agilimi,

yim!

F(-y,m+1;Z) = o+ m)!

L"(2) (3.273)

seklindedir. Laguerre polinomlari i¢in diklik bagintis1 ise asagidaki gibidir,
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[yre mamy =" (3.274)
0 |

buna gore normalizasyon sabiti,

1/2

1
2 M nt | Gaen + N2
C.= N N -2 (3.275)
1—‘(r\r + 4, +E) r]r!(lul + )
olarak bulunur. Boylece Es. 3.271 ifadesi,
uk 1 1/2
—(244+N)
204 N
R(r) = | 4% | r exp(— | ﬂkz rszﬁ' 2 (Jﬂzrz] (3.276)
T, ) ol v
2
ve bu dalga fonksiyonuna kars1 gelen enerji 6zdegeri,
2 2 2 2
E, = (n, + 2Ny Ik Ko L, Ny rk Kk (3.277)
’ 4 7 4 2 2°\ u 4

olarak bulunur. Sonu¢ olarak N boyutta bu potansiyelin toplam enerji

Ozfonksiyonlari,

Vo (L) =Co R, (DY, () (3.278)

seklinde Ozetle verilebilir. Daha Once bahsedildigi gibi Y,"(Q,) kiiresel

harmoniklerdir.
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Dalga fonksiyonu elde edildiginden merdiven operatorleri kurulabilir. Artiric

eksiltici operatorlerin dalga fonksiyonuna etkisi asagidaki gibidir,
Li (//n,m (r1¢) = gi(//(nil),m (r1¢) (3279)

bu operatorler genel olarak asagidaki diferansiyel operator formundadirlar.

Li=A (r)% +B,(r) (3.280)
Es. 3.276’ daki dalga fonksiyonu A cinsinden tekrar yazilabilir,

N-2
R, ()= N!r“ exp(-ar?)L, 2 (24r?) (3.281)

Benzer sekilde normalizasyon sabiti de A cinsinden yazilabilir,

1/2

N 2(2.4) @12 1

n

(3.282)

N
(nr +/u| +?)l

Es. 3.280 ifadesine gore dalga fonksiyonunun her iki tarafinin r' ye gore tiirevi

alindiginda ,

N-2
% R, (r) = % R, (r)=2ArR_,(r)+ NZr* exp(—zrz)di L' 2 (24r?) (3.283)
' ' ' r

olur. Bu denklemin son kismui i¢in Laguerre polinomlarmin asagidaki

x% L (x) =nL? (X) — (n+ )L, (X) (3.284)
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rekiirans bagmtis1 kullanilabilir. (x = 2Ar%)

ZdiL”(Z/ir ) =nL%(2Ar%) — (n+ a)L* , (24r?) (3.285)

bu denklem Es. 3.283 ifadesinde kullanildiginda,

LR (0 +ER, (- 24, (1) + 2R, (1)

N-2

N,
)W R, () (3.286)

-1

2
:_(nr +/ul +
r

elde edilir. N/ /N7, degeri denklemde yerine yazildiginda,

LTS -2 2n, 4 IR, (1) = \/ (0, + )R, (1) (3:287)

boylece L. islemcisi

1 d
L= Z[-r——=2Ar%+2n, 3.288
2[ ar +,u|] ( )

olarak bulunur.
LR, (N=¢R (1) (3.289)

L. d6zdegerleri de,

0 = \/nr(nr o, + _1) (3.290)
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olarak bulunur. Benzer sekilde £+ bulunabilir.

N-2
di R, (r)- tadl R, (r)+2ArR_,(r)=N/r* exp(—/lrz)di L2 (24r2) (3.291)
ro" ro " ’ r

dalga fonksiyonunun tiirevinin son kismi igin bu defa,

x(;j—x Ly (x) =(n+2)L; ,(x) - (n+a +1-Xx)L] ;(X) (3.292)

rekiirans bagintis1 kullanildiginda,

o= 1L oar?ion 4 +N] (3.293)
2 dr

bulunur.

L+ R, () =0,R4,(r) (3.294)

L 6zdegerleri de,

€+:$m+nmfu4+%o (3.295)

seklinde bulunur. Buna gére £. ve £ ‘nin komiitasyonu,

(£, L+] R, (N)=LL LR, ,(r)}- L+{ LR, ,(r)}

:Jmﬁnm+m+%nanm»

N -1

'\/nr(nr +4H+ ) {L+ R, ()}
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=2, + 4 +%) =20, R, (1) (3.296)

olur. Burada,

2u, +N ~o 24, +N

ly=n+ ve Lo=nc+

3.297
: 2 (3.297)

olarak tanimlanir. £y, £. komiitasyonuna bakildiginda,

[£o, L]R, ,(r)

= L{ LR, (N} L{LR, ()}

=\/nr(nr+u. Lu( Y= (n, +2“'+N){£ R,.(N}
= e N e 2N o 2 Ny

N -1
= _\/nr (nr +H T) Rnfl,l (r) = —f7 Rn—l,l (r) =-L Rn,,/, (r) (3298)
bulunur. Benzer sekilde £o, £+ komiitasyonu
[£o, L+]R, , (1) (3.299)

=Lo{ L+R, , (1)} L+{ LoR, (1)}

= o0, N £ R 03 R, 0)

:\/(nr +1)(nr + .ul + %) Rn+1,| (r) = €+ Rn+1,| (r) = L+ Rn,,/, (r) (3300)

bu komiitasyon bagmtilart SU(1,1)~SO(2,1) grubunu saglar.[22]
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Asagidaki ifadeler L+ ve Lo operatorleri kullanilarak hesaplanabilir,

[2R, (1) = zi,z[ 2L0— (£++ LR, (r) (3.301)
d (. —y_N
o R, () =(£L+ — L) 5 R () (3.302)

r? matris elemant igin,

(R, (N]r?

R, /(1))

(R, . (n)|2£0

1
27 Ry, (1)]

- <Rmr,z (r)‘ £+

Rnr,/(r)> - <Rmr,k‘ (r)‘ L.

Ry, (1)

2
_Eg+

R (MR (Nfdr = {7 R, (DR, (N]dr]

1 24, +N
=—|2n, +——)5,, (.0, ,..—l O 3.303
21 |:( r 2 ) m,n + m,n+1 - m,n1:| ( )
seklinde bulunur. Benzer sekilde,
d
(Ro (D[R, (1)
o (D] LR, (D)
N
o O £[R, () =(Ry ()] 5 [R,, (1)

£,

Ro, (DR (0]dr =2 [R, (DR, (n]dr]

:<R
—<R
:I:’
_f

R (R, (O)fdr
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= €+5m,n+1 - Efgm,nfl - 5m,n (3304)

N|Z

bulunur.
3.7. Poschl-Teller Potansiyeli icin Cebirsel Yaklasim

Anharmonik tipte bir potansiyeldir. Ve molekiil sistemlerinin titresim enerjilerini
tanimlar. Molekiildeki her bir bag bu anharmonik tipteki potansiyeli iceren salinici
gibi diisiiniilebilir. Ayrica baglarin biikiilme titresimlerini tanimlamak i¢in uygundur.

Potansiyel ifadesi su sekildedir,

D

V== cosh % (ax)

(3.305)

Burada D kuyu derinligi a , potansiyelin biiyiikliigiiyle ilgili bir sabit ve x denge
noktasindan olan bagil uzakliktir. Bu potansiyelin grafigi asagidaki gibidir.

V(x)

Sekil 3.7 #*/m igin Poschl-Teller Potansiyeli

Bu potansiyel ile birlikte schrodinger denklemi,
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2,9
d7yy (x) | 2u

Ve 2 (E+ )y (x)=0 (3.306)

cosh? (ax)

seklindedir Burada p molekiiliin indirgenmis kiitlesidir. Ve q potansiyelin derinligi
ile ilgilidir. Denklemin c¢oziimiinden elde edilen dalga fonksiyonu asagidaki
gibidir,[23]

1 242
~-n a‘h

wi(u)=Ne1-u?)?C. 2 () , E, =- 5 (@-n)* , n=0,1,2... (3.307)
U
—2u 2uD 1 1 24D
:1/ : +1) = L g==(-1+2k) , k=./>+ ,
v=2k=2g9+1 (3.308)

burada,

onl(q—n— ;)(Zq —2n)!

u=tanh(ax) , e=q—-n>0, NI =
(), £=0 "\ 2Y*(q-n-1)!(2q —n)!

(3.309)

ile wverilir. Simdi PT potansiyeline ait merdiven operatorlerini kurmak igin

faktorizasyon metodu uygulanabilir,

Py (u) = p.ywl, (u) (3.310)

bu operator genel olarak asagidaki diferansiyel formda yazilir,

P.

A (U);—u+ B, (u) (3.311)

Poschl-Teller dalga fonksiyonuna d/du diferansiyel operatorii etki ettirilerek artirici-

eksiltici islemciler kurulabilir .



q — BN
Wold) W=D 0y nga-ut)? L el ")
du 1-u du

denklemin sol tarafindaki tiirevden kurtulmak igin,

dc, ()

a0

esitligi kullanildiginda [24] , Es. 3.312,

a _ _ q
dy,(u) _ u(g ”)y/g(u)+2q 2n+1 N

q
du 1—u? 1-u? NZ¢, ¥na(U)

olur. Normalizasyon sabitinin degeri denklemde yerine yazilirsa

,ﬂtﬁjﬁi+“®‘”ﬂ/q;fghduo=dnaq—n+nwﬁxw

du 1-u?

denklemi elde edilir. Buradan P eksiltici operator tanimlanabilir,

5 _ /—1_u2[i+u(q—n)] q-n+1
du 1-u? q-n

& =0—n degeri yerine yazilirsa,

p—iu?[ 4 8) e+l
du 1-u? €

olur. Eksiltici operatoriin dalga fonksiyonuna etkisi agagidaki gibidir,

70

(3.312)

(3.313)

(3.314)

(3.315)

(3.316)

(3.317)
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Py (U) = Py, () (3.318)

2¢e =v—-2n—-1=2q—-2n degeri yerine yazilirsa Es. 3.315 ifadesinden eksiltici

operatoriin 6zdegeri asagidaki gibi bulunur.

p.=4n(v—n) (3.319)

denklemden de anlasildig1 gibi eksiltici operator y (u) taban durumunu yok

etmektedir.

Eksiltici operatore benzer sekilde, P artiric1 operator asagidaki tekrarlama bagmtisi

kullanilarak bulunabilir,[25]
2(1-1D)(A-1DXCH(X) = 42(A-D(L-xX*)CH(X) +(2A+n-D(n+)C/ 1 (x)  (3.320)
Es. 3.313 ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa,

dwﬁ(u)_U(Q—n)V/q(u)_ (n+1(29-n) Ny
du 1-u? "7 1-u?(2q-2n-1) No,

wl () (3.321)

normalizasyon sabitinin degeri yerine yazildiginda denklem,

du 1-u?

[ MO [ L) - e (632)

AN
haline gelir. Buradan P. artirici operatdr tanimlanabilir,

P, = 1—u2[—i+ u gj el (3.323)
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bu operatoriin dalga fonksiyonuna etkisi,

Py (u)=p.yp,) (3.324)

seklindedir. Ozdegerleri ise,

p, =J(n+D(r—n-1) (3.325)

seklindedir. Artirici operatoriin taban durum dalga fonksiyonuna etkisi asagidaki
gibidir.

iy (U) =Ny Poyg(u) (3.326)

bulunan merdiven operatorlerinin komiitasyon bagintilar1 asagidaki gibidir.

[P+, P-lwy (U) = 2poy, (U) (3.327)
burada p,;

-1
po =~ —") (3.328)

seklindedir. Bu degere karsilik gelen ISO operatorii agagidaki sekilde tanimlanabilir,

P, = ﬁ—VT_l (3.329)

sonug olarak P, ; operatorleri asagidaki komiitasyon bagmtilarmi saglarlar,

[P..P1=2Ps , [Po,P]=—P , [Po,P.]=P. (3.330)
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bu komiitasyon bagmtilar1 SU(2) grubunu saglarlar. Ayrica asagidaki ifadeler

merdiven operatorleri kullanilarak hesaplanabilir,

u 1 P / 1 L p 1
J1-u? 2l e(e+1) : e(e-1)
1—u21:1[lg\/ d —I?M\/ d ]
du 2 (e+1) (-1

u

@] == llvs @) = (v @snnC e (y W)

:\/ n(v —n) 5
(v-2n-D(v-2n+1) ""*

+\/ (n+D(v-n-1)
(v-2n-1)(v-2n-3) "

benzer sekilde,

(@ N (2 @) = (2 00] P22y o)

a dx

:1\/n(v—n)(v—2n =
2 (v—2n+1) mn-t

_1\/(n+1)(v—n—1)(v—2n—1)5
2 (v -2n-3) Mt

olarak elde edilir.

(3.331)

(3.332)

(3.333)

(3.334)
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3.8. Harmonik Sahnici, Ters Kare ve Coulomb Potansiyeli icin Cebirsel

Yaklasim
Harmonik salinict i¢in hermite; coulomb, morse , pseudoharmonik ve diger
potansiyeller i¢in Laguerre denklemi kullanilmistir. Buna goére ayni anda verilen bu
ti¢ potansiyel i¢in Schrodinger denkleminin ¢6ziimii hangi diferansiyel denklem

formundadir ?

Genel olarak bu etkin potansiyel,

v, - w SLaYar (3.335)
k=1

olmak tizere; (Ai=m=1)
R(r)=x(r)/r (3.336)

secilirse Es. 3.111 denkleminde verilen Schrédinger denklemi,

dz(;[{g.r) +2[E-V12(r)=0 (3:337)
d;;ﬁgr) Z{E—gi(“l)—g—zn:ak }((r):o (3.338)

olur. r =u® déniisiimii yapildiginda,

d°x(r) 1dy g+10+1) o i
du? udu +eu {E E Zau }Z(U) 0 (3.339)

bulunur. Burada,



75

2
Qu_1 _1 du___ 1 _ 1 (3.340)

dr? 4r3/2 4u°

kullanilmistir. Denklemin ¢6ziimii i¢in dalga fonksiyonu asagidaki gibi segilirse,

7(u) =e*“g(u) (3.341)

{—dz +8U%(E-V,, )}a(u)+(2| dg _1ydo(u)
du? du u’ du
d’g ,dg,, _
{ o ( ) du}a(u)—o (3.342)

denklemi bulunur. Parantezlerin i¢i ayr1 ayr1 sifir olmasi gerekeceginden,

dg _ -1 (3.343)
du 2u

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa,

— E , _- , J— = — 3.344
g(u) ~ (nu y (du) " ( )

olur. Bunlar Es. 3.342 ifadesinde yerine yazilirsa,
d’ 3
— +8U*(E-Vy)—— |o(u) =0 (3.345)
du® 4u’®

elde edilir. Es. 3.338 ile verilen etkin potansiyel ifadesi bu esitlikte yazilip denklem

diizenlenirse,
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d2c(u) _{S[g +0(C+D]+3/4
du2 2

8a —BU’E -8> au* }a(u) =0 (3.346)
u k=1

olur. y(u) fonksiyonu Es. 3.341 ve Es. 3.344 ifadeleri kullanildiginda,
7(u)=u o) (3.347)

sekline doniismiis olur.

drW) _ 1wz, g 92 (3.348)
du 2 du
2 2

d ;(gu) = Loy ru dou), @ GEU) (3.349)
du 4 du du

degerleri Es.3.339 ifadesinde yazilip denklem diizenlenirse,

d26(u)
du?

+t_f+8u2(e v, )}a(u) ~0 (3.350)

seklinde Schrodinger tipi denklem elde edilir, buradan da verilen bir n degeri i¢in

o (u) fonksiyonu belirlenip diferansiyel denklem sadece cebrik islemlerle ¢oziilebilir.

Sonuglardan da parametreler arasindaki iligkiler yardimiyla enerji 6zdegerleri

belirlenir.[26]

Genel olarak anharmonik tipte kuvvet serisi seklindeki bazi potansiyeller igin

Schrédinger denkleminin tam ¢éziimd,

y'(x) + %[f (x) +2a]y'(x) + Xiz[(a +kx) f(x) —k*x* +a(@a-1]y(x) =0 (3.351)
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seklinde verilen Kamke diferansiyel denklemi ve bu denklemin ¢dziimleri olan,

y(x) = x e > [cl +C, [exp(2kx—| %dx”)dx} (3.352)
ile verilir.

P= %( f(x) + 2a) (3.353)
sz—lz(a+ kx) f(x) - k2x? +a(a—-1) (3.354)
Y00+ POY (0 + 5 QXY =0 (3.355)

formuna gelir.

bu potansiyele ait bir cebir yapisi incelenebilir,

H=HoV . V=g?/xX (3.356)

ST A P (3.357)
20 2 2

a:JlE( +§X), a*:%(x—%) (3.358)

Bz*:(a*)z—i—j , Bzzaz—i—j (3.359)

olarak tanimlanirsa,
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[H.B,"1=2B," ,[H,B,]=-2B,, [B,,B,"]=4H (3.360)

olur. Bu sonuca gére H,B,” ve B, SU(1,1)’in grup jeneratorleridir.[27]

Komiitasyon bagintilar1 hesaplanirken,

V(x),a"’]f = xf Z—\;—%z;\! (3.361)
[a"a,V(x),]f = —g ((jj)z(\z/ (3.362)
[a®,V(X)]f = xf (:j—\; +£ ?j:(\zl (3.363)
bagintilar1 kullanilmigtir. Buna gore y/ (X) , hamiltonyenin 6zfonksiyonu ise,

Hy . =Ey, (3.364)

yazilabileceginden B, w.(x) ve B, w:(X) ‘de hamiltonyenin sirasiyla (E+2) ve
(E-2) 6zdegerli 6zfonksiyonlaridir. Hamiltonyenin enerji 6zdeger ve 6zfonksiyonlari

Schrodinger denklemi ¢6ziilmeden sadece cebirsel iglemle bulunabilir. y, taban

durum dalga fonksiyonu olmak iizere,

B, w,=0 (3.365)
oldugundan

1 1 1/2
Wo = CoX” exp(—x>12) .« :§+£Z+ 2g2] (3.366)

olur. Enerji 6zdegerleri,
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Hy, = E,i, (3.367)

0zdeger denkleminden,

E,=a+1/2 (3.368)

olarak bulunur. Keyfi bir n boyutunda i, dalga fonksiyonu, yiikseltici operatdriin

taban durum dalga fonksiyonuna n defa uygulanmasi ile asagidaki gibi bulunabilir.

v, =¢,(B;)" w,(x), E,=2n+E, (3.369)
Eger potansiyel,
g° p
V(X)==-— (3.370)
X° X
seklinde ise,

2
2

c,-@)y-9 /£ (3.371)
X X
- 2 92 B
c, —a’-2 +2 (3.372)

X X

olarak tanimlanan operatorlerin de, Es. 3.361-3.362.-3.363. ifadeleri kullanilarak,

asagidaki komiitasyon bagintilarin1 sagladiklar1 goriiliir.

[H,C,"]=2C," ,[H,C, 1=-2C,”, [C, ,C," ]=4H (3.373)
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Yazilan komutasyon bagintilarina goére C," ,C,” ve H operatorleri de SU(1,1)
grubunun jeneratorleridir. Es. 3.65 ifadesine benzer sekilde i, taban durum dalga

fonksiyonu olmak iizere,

C, =0 (3.374)

oldugundan

W, = CoX” exp(—v/2X — x2 1 2) 1F1|:%+a, 2ax, Zﬁx} (3.375)
1 1 , 1/2

a 7*[1*29 ] (3.376)

seklinde bulunur.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasmda cesitli potansiyeller i¢in Schrodinger denkleminin islemciler
metodu kullanilarak ¢O6ziimii incelendi. enerji Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1
bulundu.

Bu metod genel olarak radyal Schrodinger denkleminin faktdrizasyon metodu
uygulanarak ayristirilmasi esasina dayanir.

Faktorizasyon metoduyla hamiltonyen ayristirildiktan sonra merdiven islemcileri
kurulur. Bu adimdan sonra enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari, beklenen degerler

ve sistemle ilgili her tiirli ifade merdiven islemciler kullanilarak bulunabilir.

Faktorizasyon metodunun bilinen kuantum sistemlerine uygulanmasi, 2. Boliimde
anlatilan ve olduk¢a uzun hesaplar gerektiren standart diferansiyel denklem
coziimlerinin yerini alacaktir. Bu ise kuantum mekaniginin hem anlatilmasi hem de

hesaplanmasini oldukga sadelestirecektir.

Bu metod, bir sistem i¢in merdiven operatorleri kurulup elde edilen komiitasyon
bagintilarindan sistemin sagladigi cebir bulundugunda, ayni1 cebri saglayan benzer
sistemlere de uygulanabilmektedir. Ve benzer sistemin ¢6ziimii dogrudan
ongoriilebilmektedir. Ayrica tiglincii boliimde incelenen potansiyellerin  Schrédinger
denkleminin ¢oziilmesinden elde edilen diferansiyel operatorler, ayni sistem igin
farkli sekillerde kurulabilmektedir. [28]
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EK -1 Laguerre polinomlar i¢in tekrarlama bagintilarinin ispati

Tekrarlama bagintilarin ispatinda kullanilacak olan Lagurre polinomlart igin

dogurucu fonksiyon asagidaki gibidir,

-psll-s e

G(p.9) {_T:ZL;(p)sm

) L5 (o) = L5 (p)

bu esitligin ispat1 icin dogurucu fonksiyonun p’ ya gore tiirevi alinirsa,

—-S 7s/s k
R

S L ()™ =Y L (p)s
m=0 m=0
Toplamlar sadelestirildiginde,

L () =15 (o)

bulunur.

i) L (o) = L% (0) - L5y (o)

denklemin ispat1 i¢in ilk ispattaki denklem tekrar yazilirsa

—-S

e s)zL (p)s"



EK - 1 (Devam) Laguerre polinomlari igin tekrarlama bagmtilarinin ispati

S LE ()™ = (1-9) YL (p)s”

L (o) = L (o)~ L., ()
olarak bulunur.
i) oL () = 2m + k + )L (o) — (M + k)L 4 (0) — (M + DL ()

bu esitligin ispat1 icin de dogurucu fonksiyonun bu defa s’ ye gore tiirevi alinirsa,

e 1 k+1 1 S I L
- + = > mbL, (p)s™
(1s)k”L—s p£1—s (1s)2ﬂ mzo n(#)

paydalar esitlendiginde,

(k+1)—p—(k+Ds 3L (p)s™ = (1— 25+ 7)Y mL (p)s™

s™” in katsayilar1 almip toplamlar sadelestirilirse,

pLE (0) = @m+ K +1) L () — (M +K) LS, (o) — (M+ DL, (o)
bulunur.

V) L () = mLs () — (m + KL 4 ()

Bu esitligin ispat1 i¢in tiglincii bagintinin p’ ya gore tiirevi alinirsa,
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EK - 1 (Devam) Laguerre polinomlari igin tekrarlama bagintilarinin ispati
L () + Ay (0) = @m+k+ DLy, (p) —(M+ k)L, 1 () —(M+D)Ly,., (o)

ikinci ispatta bulunan LY , (p) degeri bu denklemde yerine yazilirsa,

L (0) + o, () = (2m + K +DLE (o) — (M + KLY, (0) — (M + D)L (p) + (m+D)LE ()

denklem diizenlendiginde,

Pl (p) =M+ k)L, () —(M+k)Ly () +mLy (o)
olur. L , (p) ifadesi yerine yine ispat 2°de verilen denklem yazilirsa (bu defa m—s

m-1)
Lo (0) =Ly (0) —Lis ()
bu ifade de yukaridaki denklemde yazilirsa gerekli sadelestirmelerden sonra,

ALY (0) = ML (o) — (M + KL, (p)

bulunur.
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EK -2 Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar

Hipergeometrik fonksiyonlar diger 06zel fonksiyonlarin kendisi cinsinden
yazilabildigi ¢cok genel bir fonkiyondur. Hipergeometrik (veya Gauss) diferansiyel
denklemi,

XA—x)y"(X)+[c—(a+b+1)x]y'(x)—ab y(x)=0

seklindedir.[29]

Pek ¢ok 2. derece diferansiyel denklem hipergeometrik denklem ve (a,b,c) gibi ii¢
parametre cinsinden siniflandirilabilir. Tezde kullanilan ve hipergeometrik
fonksiyonlarin 6zel bir hali olan konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemi

asagidaki gibidir,

xy"(x) +[c—x]y'(x) —a y(x) =0

Laguerre fonksiyonlari, konfluent hipergeometrik fonksiyon cinsinden,

I'a+n+1)

() _
L) = (e +2)n!

1iFi(—n,a +1,X)

seklindedir. Burada 1F1,

1Fi(a, ¢, X) = Zﬁx—

—c, n

seklindedir. Benzer sekilde Bessel fonksiyonlari, konfluent hipergeometrik fonksiyon

cinsinden,
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EK - 2 (Devam) Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar

—ix

e

3,00=%

(g)n JFi(n+1/2,2n +1,2ix)

seklindedir. Benzer sekilde Legendre fonksiyonlari, konfluent hipergeometrik

fonksiyon cinsinden;

P (x) = 2F1(n+1/2,2n +1,2ix)

seklinde verilir.
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