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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

(x, τ ) Topolojik Uzay

A A kümesinin kapan�³�

A◦ A kümesinin içi

ω = ℵ0 ilk say�labilir sonsuz kardinal veya ordinal

χ(x,X) x noktas�n�n X uzay�ndaki karakteri

ker(f) f nin çekirde§i
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1. G�R��

Topolojik gruplar matemati§in iki önemli alan� olan cebir ve topolojinin ortak bir

çal�³mas�d�r. Topolojik gruplar�n genel kavram�n�n arkas�nda S Lie'nin çal�³malar�

vard�r. 20. yy ba³lar�nda D. Hilbert ve L. Brouwer Lie gruplar�ndan daha genel

topolojik gruplarla ilgilenmi³tir. Özellikle L. Brouwer Cantor kümelerinin da§al bir

³ekilde Abelyan topolojik grup yap�ld�§�n� göstermi³tir [1]. Topolojik gruplar�n genel

notasyonu F. Leja [2] ve O. Schreier [3] taraf�ndan tan�t�lm�³t�r. Her topolojik grubun

regüler uzay oldu§u A. N. Kolmogorov taraf�ndan gösterilmi³tir. ve L. S. Pontryagin

taraf�ndan [4] yorumlanm�³t�r. L. S. Pontryagin daha sonra her topolojik grubun

Tychono� uzay oldu§unu ispatlam�³t�r. H. Freudenthal [5] ve A. A. Markov [6]

topolojik gruplar�n bölüm gruplar�n�n ve altgruplar�n�n teorisine büyük bir katk�da

bulunmu³tur.

Bu çal�³mada [7] deki ilgili bölümler incelenmi³ ve oradaki kavram ve ispatlar�n lisans

seviyesinde anla³�labilecek biçimde aç�larak daha sarih hale getirilmesi amaçlanm�³t�r.

Topojik gruplar, üzerindeki topolojiyle, grubun ikili i³leminin ve her eleman� tersine

e³leyen dönü³ümün sürekli oldu§u gruplard�r. Fakat topolojik gruplar için her zaman

i³lemin süreklili§i ile çal�³mak yerine nispeten daha kolay olarak nitelendirilebilecek

sa§ ve sol ötelemelerin süreklili§ine dayanan sa§ topolojik grup ve sol topolojik grup

ile çal�³abiliriz. Böylece sa§ veya sol topolojik gruplar için geçerli olan bir ifade bu

çal�³mada görülece§i üzere topolojik gruplar için de geçerli olacakt�r. Ayn� zamanda

sa§ ve sol topolojik gruplar, ileride görülece§i üzere, homojen uzaylar oldu§undan her

noktada bu uzaylar�n davran�³�n� görmek yerine sadece birim eleman için görmek yeterli

olacakt�r.

Bu çal�³man�n ilk bölümü giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r.

Üç alt ba³l�ktan olu³an ikinci bölümde okunabilirli§i kolayla³t�rmak için ilk iki alt

ba³l�kta topolojik uzaylar ve grup teorinin baz� önemli ifadelerine yer verilmi³tir.

Üçüncü alt ba³l�kta ise topolojik grup, sa§(sol) topolojik grup, yar�-topolojik grup,

paratopolojik grup, quasi-topolojik grup ile ilgi baz� tan�m ve teoremler ifade edilip

baz� örneklerle bunlar�n birbirleriyle ili³kisi incelenmi³tir.

Üçüncü bölümde her sa§(sol) topolojik grubun aç�k altgruplar�n�n ayn� zamanda kapal�

altgrup oldu§u ve Abelyan bir grubun, üzerindeki bir topolojiyle, nas�l topolojik grup

oldu§u görülmü³tür. �laveten topolojik gruplar�n birim eleman�n�n aç�k kom³uluklar

taban�n�n sa§lad�§� baz� özellikler verilmi³tir.
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Dördüncü bölümde sa§(sol) topolojik gruplar�n homojen bir uzay oldu§u görülmü³ ve

topolojik gruplar�n baz� cebirsel ve topolojik özellikleri incelenmi³tir.

Be³inci bölümde topolojik gruplar�n bölüm gruplar� ve baz� özellikleri incelenmi³tir.

Alt�nc� bölüm iki alt ba³l�ktan olu³mu³ olup, bu çal�³man�n temel konusu olan topolojik

gruplarda yerel kompaktl�k ele al�nm�³t�r.

Yedinci bölüm sonuç ve önerilere ayr�lm�³t�r.

Aksi belirtilmedikçe bu çal�³madaki tüm teorem, önerme, lemma ve örnekler [7] de

bulunabilir.

Bu çal�³mada tüm topolojik uzaylar�n T1 ay�rma aksiyomunu sa§lad�§� kabul edilecektir.
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2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

Üç alt ba³l�ktan olu³an bu bölümde sonraki bölümlerde okunabilirli§i kolayla³t�rmak

ad�na ihtiyaç duyulabilecek baz� tan�m ve teoremler verilecektir.

Bu bölümün ilk k�sm�nda topolojik uzaylar�n baz� temel tan�m ve teoremleri verilecektir

[8, 9].

�kinci k�s�mda cebirin temel konular�ndan olan grup teorisi ile ilgili baz� temel tan�mlara

yer verilecektir [10].

Üçüncü k�s�mda ise bu çal�³man�n temel konusu olan topolojik grup, sa§(sol) topolojik

grup, quasi-topolojik grup ve paratopolojik grup ile ilgili tan�m, teorem ve baz� örnekler

verilecek, birbiriyle ili³kileri görülecektir [7].

2.1. Topolojik Uzaylarla �lgili Baz� Tan�m ve Teoremler

2.1.1. Tan�m

X bir küme olmak üzere X in altkümelerinin bir τ ailesi e§er

T1) ∅ ∈ τ ve X ∈ τ
T2) τ ailesinin elemanlar�n�n sonlu arakesitleri de τ nun eleman�

T3) τ ailesinin elemanlar�n�n herhangi key� birle³imleri de τ nun bir eleman�

ko³ullar�n� sa§l�yorsa τ ailesine X kümesi üzerinde bir topoloji, (X, τ) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

2.1.2. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere,

i) τ nun elemanlar�na X in aç�k altkümeleri,

ii) X\F = FC aç�k ise F kümesine X in kapal� altkümesi denir.

2.1.3. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A kümesini kapsayan X in bütün
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kapal� kümelerinin arakesitine A kümesinin kapan�³� denir ve A ile gösterilir.

2.1.4. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, A altkümesinin kapsad�§� tüm aç�k

alt kümelerin birle³imine A n�n içi denir ve A◦ ile gösterilir.

2.1.5. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve x ∈ X olmak üzere, X in x ∈ A◦ olacak biçimdeki her A

altkümesine x noktas�n�n bir kom³ulu§u denir.

2.1.6. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay, x ∈ X ve U (x) ailesi x in kom³uluklar�n�n ailesi olsun.

σ(x) ⊆ U (x) olmak üzere, e§er her U ∈ U (x) için B ⊆ U olacak biçimde en az bir

B ∈ σ(x) varsa σ(x) ailesine x noktas�n�n bir kom³uluklar taban� denir.

2.1.7 Teorem

(X, τ) bir topolojik uzay ve V ⊆ X olmak üzere, V nin aç�k olmas� için gerek ve yeter

ko³ul her x ∈ V için x ∈ Ux ⊆ V olacak biçimde X uzay�nda bir Ux aç�§�n�n var

olmas�d�r.

2.1.8. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere, x ∈ X olsun. E§er x noktas�n�n

her kom³ulu§u A kümesinde x den farkl� en az bir eleman içeriyorsa x noktas�na A

kümesinin bir y�§�lma noktas� denir. A kümesinin bütün y�§�lma noktalar�n�n kümesi

Ã ile gösterilir.

2.1.9. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve B ⊆ τ olsun. E§er X in bo³tan farkl� her aç�k altkümesi

B deki baz� elemanlar�n birle³imi olarak yaz�labiliyorsa B ailesine (X, τ) uzay� için bir

taban denir.
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2.1.10.Önerme

(X, τ) bir topolojik uzay ve B ⊆ τ olmak üzere, B ailesinin τ için bir taban olmas�

için gerek ve yeter ko³ul her G ⊆ X aç�k ve her p ∈ G için p ∈ B ⊆ G olacak biçimde

bir B ∈ B olmas�d�r.

2.1.11.Önerme

X bir küme ve B ⊆P(X) olmak üzere B ailesinin X üzerindeki bir topoloji için bir

taban olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul a³a§�daki B1 ve B2 ko³ullar�n�n

sa§lanmas�d�r.

(B1) X =
⋃

B

(B2) Her B1, B2 ∈ B ve her x ∈ B1 ∩B2 için x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2 olacak biçimde bir B3

eleman�n�n var olmas�d�r.

2.1.12. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve S ⊆ τ olmak üzere, e§er S ailesinin elemanlar�n�n bütün

sonlu arakesitlerinden olu³an B ailesi τ için bir taban olu³turuyorsa S ailesine τ için

bir alt taban denir.

2.1.13. Tan�m

X topolojik uzay�n�n say�labilir çoklukta aç�§�n�n arakesiti olarak yaz�labilen her

altkümesine bir Gδ-küme denir.

2.1.14. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve Y ⊆ X olmak üzere, τY = {T ∩ Y : T ∈ τ} ailesi Y

üzerinde bir topolojidir ve bu topolojiye Y üzerindeki altuzay topolojisi denir.

2.1.15. Tan�m

X ve Y topolojik uzaylar, f : X → Y bir fonksiyon, x0 ∈ X olmak üzere, e§er f(x0) �n

her V kom³ulu§u için x0 �n f(U) ⊆ V olacak biçimde bir U kom³ulu§u bulunabiliyorsa

f fonksiyonuna x0 noktas�nda süreklidir denir. Her x ∈ X için x noktas�nda sürekli

olan fonksiyonlara sürekli fonksiyonlar denir.



6

2.1.16 Teorem

X, Y topolojik uzaylar, f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere, a³a§�dakiler denktir.

i) f süreklidir.

ii) Y uzay�n�n her U aç�k altkümesi için f−1(U) kümesi X uzay�nda aç�kt�r.

iii) Y uzay�n�n her F kapal� altkümesi için f−1(F ) kümesi X uzay�nda kapal�d�r.

iv) Her A ⊆ X için f(A) ⊆ f(A) d�r.

2.1.17 Teorem

X, Y, Z topolojik uzaylar olmak üzere, f : X → Y ve g : Y → Z sürekli fonksiyonlar

ise g ◦ f bile³ke fonksiyonu da süreklidir.

2.1.18 Teorem

X ve Y topolojik uzaylar, f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere, f sürekli ise her

A ⊆ X için, f |A : A→ Y k�s�tlanm�³ fonksiyonu süreklidir.

2.1.19. Tan�m

X, Y topolojik uzaylar olmak üzere f : X → Y fonksiyonu bire bir, örten, sürekli ve f

nin tersi f−1 de sürekli ise f fonksiyonuna bir homeomor�zma denir.

2.1.20. Tan�m

X, Y, Z, topolojik uzaylar olmak üzere f : X × Y → Z fonksiyonu için e§er;

∀x0 ∈ X için

f |{x0}×Y : {x0} × Y → Z

(x0, y) → f |{x0}×Y (x0, y) = f(x0, y)
ve

∀y0 ∈ Y için

f |X×{y0} : X × {y0} → Z

(x, y0) → f |X×{y0}(x, y0) = f(x, y0)

k�s�tlanm�³ fonksiyonlar� sürekli ise f fonksiyonuna ayr� ayr� sürekli (separately

continuous) denir.
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2.1.21. Tan�m

X, Y, Z birer topolojik uzay olmak üzere X × Y üzerinde çarp�m topolojisi varken

f : X×Y → Z fonksiyonu sürekli ise f fonksiyonuna birlikte sürekli (jointly continuous)

denir.

2.1.22. Tan�m

X bir topolojik uzay ve E X üzerinde bir denklik ba§�nt�s� olsun. E nin bütün denklik

s�n��ar�n�n kümesi X/E ile gösterilsin. q : X → X/E X in her bir x eleman�n� x in [x]

denklik s�n�f�na e³leyen dönü³üm olsun. X/E kümesi üzerinde q dönü³ümünü sürekli

k�lan en ince topoloji τq = {U ⊆ X/E : q−1(U) ⊆ X aç�k } d�r. Bu topolojiye X/E

üzerindeki bölüm topolojisi denir. Bu topoloji ile X/E uzay�na da bölüm uzay� denir.

2.1.23. Tan�m

X ve Y topolojik uzaylar olmak üzere, f : X → Y sürekli ve örten bir dönü³üm olsun.

E§er X üzerinde, q : X → X/E do§al dönü³üm olmak üzere, f = h ◦ q olacak biçimde

bir E denklik ba§�nt�s� ve bir h : X/E → Y homeomor�zmas� varsa f dönü³ümüne bir

bölüm dönü³ümü denir.

2.2. Cebirsel Baz� Tan�m ve Teoremler

2.2.1. Tan�m

G 6= ∅ bir küme olmak üzere G üzerinde ∗ : G×G→ G ikili i³lemi, her a, b, c ∈ G için

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c birle³me özelli§ini sa§l�yorsa (G, ∗) ikilisine bir yar�grup denir.

2.2.2. Tan�m

(G, ∗) bir yar�-grup olmak üzere, e§er G nin bir birim eleman� varsa (G, ∗) ikilisine bir
monoid denir.

2.2.3. Tan�m

(G, ∗) bir monoid olmak üzere G nin her eleman�n�n ters eleman� varsa (G, ∗) ikilisine
bir grup denir.
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�imdi ispat� [7] de bulunabilecek cebirsel a§�rl�kl� a³a§�daki önerme ileride kullan�lmak

amac�yla verilecektir.

2.2.4.Önerme

G bir Abelyan grup ve e ∈ G birim eleman, T = {z ∈ C : |z| = 1} olmak üzere, G nin

e 6= a olan her a eleman� için g(a) 6= 1 olacak ³ekilde bir g : G → T homomor�zmas�

vard�r.

2.3. Topolojik Gruplarla �lgili Baz� Tan�m, Teorem ve Örnekler

2.3.1. Tan�m

(S, ·) bir yar�grup(grup, monoid), (S, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, e§er her a ∈ S
için

ra : S −→ S

x −→ ra(x) = x · a
sa§ öteleme dönü³ümü sürekli ise (S, ·, τ) üçlüsüne bir sa§ topolojik yar�grup(grup,

monoid) denir.

2.3.2. Tan�m

(S, ·) bir yar�grup(grup, monoid), (S, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, e§er her a ∈ S
için

λa : S −→ S

x −→ λa(x) = a · x
sol öteleme dönü³ümü sürekli ise (S, ·, τ) üçlüsüne bir sol topolojik yar�grup(grup,

monoid) denir.

2.3.3. Tan�m

(S, ·) bir yar�grup(grup, monoid), (S, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, e§er her a ∈ S
için hem ra : S −→ S sa§ öteleme dönü³ümü hem de λa : S −→ S sol öteleme

dönü³ümü sürekli ise (S, ·, τ) üçlüsüne bir yar�-topolojik yar�grup(grup, monoid) denir.
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2.3.4. Tan�m

(S, ·) bir yar�grup ve (S, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, e§er
h : S × S −→ S

(x, y) −→ h((x, y)) = x · y
dönü³ümü sürekli (birlikte sürekli) ise (S, ·, τ) üçlüsüne bir topolojik yar�grup denir.

2.3.5. Tan�m

(G, ·) bir grup ve (G, τ) bir topolojik uzay olmak üzere, e§er
h : G×G −→ G

(x, y) −→ h((x, y)) = x · y
dönü³ümü sürekli (birlikte sürekli) ise (G, ·, τ) üçlüsüne bir paratopolojik grup denir.

2.3.6. Tan�m

(G, ·, τ) bir yar�-topolojik grup olmak üzere, e§er G nin her eleman�n� tersine e³leyen
f : G −→ G

x −→ f(x) = x−1

dönü³ümü sürekli ise (G, ·, τ) üçlüsüne bir quasi-topolojik grup denir.

2.3.7. Tan�m

(G, ·, τ) bir paratopolojik grup olmak üzere, e§er G nin her eleman�n� tersine e³leyen
f : G −→ G

x −→ f(x) = x−1

dönü³ümü sürekli ise (G, ·, τ) üçlüsüne bir topolojik grup denir.

Her topolojik grubun bir topolojik yar�grup, her topolojik yar�grubun bir

yar�-topolojik yar�grup ve her yar�-topolojik yar�grubun hem bir sol topolojik

yar�grup hem de bir sa§ topolojik yar�grup oldu§u aç�kt�r. A³a§�daki ilk örnekte her

paratopolojik grubun topolojik grup olmak zorunda olmad�§�n�, ikinci örnekte ise her

yar�-topolojik yar�grubun topolojik yar�grup olmak zorunda olmad�§�n� görece§iz.

Aksi belirtilmedikçe bir G kümesinin üzerindeki herhangi bir ? ikili i³lemi için; x, y ∈ G
olmak üzere x ? y = xy biçiminde ifade edilecektir.
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Örnek

R reel say�lar kümesi üzerinde, taban� B = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b} olan topoloji

Sorgenfrey do§rusu olarak adland�r�l�r. Bu topoloji ve al�³�lm�³ toplama i³lemiyle R reel

say�lar kümesi bir paratopolojik gruptur. �öyleki; bunun için her (x, y) ∈ R × R için

f((x, y)) = x+ y = z biçiminde tan�ml� f : R×R→ R dönü³ümünün sürekli oldu§unu

görelim. f((x, y)) = x+y = z ∈ W olacak biçimde R uzay�nda bir W aç�§�n� alal�m. B

taban oldu§undan [z, b) ⊆ W olacak biçimde bir b ∈ R vard�r. [x, b/2) × [y, b/2) = U

diyelim. (p, q) ∈ U olsun. x ≤ p < b/2 ve y ≤ q < b/2 oldu§undan x + y ≤ p + q < b

olup f((p, q)) = p + q ∈ [x + y, b) elde edilir. O halde (x, y) ∈ U ve f(U) ⊆ W olup

f süreklidir. Böylece (R,+) bir paratopolojik gruptur. Fakat (R,+) bu topoloji ile bir

topolojik grup de§ildir. Çünkü f : R→ R ; x→ f(x) = −x dönü³ümü sürekli de§ildir.

Çünkü; [0, 1) aral�§� aç�k olmas�na ra§men f−1([0, 1)) = (−1, 0] aç�k de§ildir.

�kinci örne§i vermeden önce oradaki kavramlar� hat�rlamak için a³a§�daki tan�m ve

sonras�ndaki iki teoremi verelim.

2.3.8. Tan�m

(X, τ), yerel kompakt bir Hausdor� uzay olsun. α /∈ X olmak üzere Y = X ∪ {α}
olsun. S = τ ∪ {{α} ∪ (X\F ) : F ⊆ X kompakt } ailesi Y üzerinde bir topolojidir ve

bu topoloji ile Y uzay� kompakt, Hausdor� bir uzayd�r. (Y,S ) uzay�na (X, τ) uzay�n�n

tek nokta (ya da Alexandro�) kompaktla³t�rmas� denir.

Yukar�daki tan�mda verilen S ailesinin Y üzerinde bir topoloji oldu§u aç�kt�r. �imdi

Y uzay�n�n kompakt ve Hausdor� bir uzay oldu§unu görelim.

2.3.9 Teorem

Tan�m 2.3.8 de ifade edilen (Y,S ) uzay� kompakt ve Hausdor� bir topolojik uzayd�r.

�spat

O ailesi Y nin bir aç�k örtüsü olsun. α ∈ Y oldu§undan α ∈ O0 olacak biçimde bir

O0 ∈ O vard�r. O0 ∈ S ve α ∈ Y \X oldu§undan O0 = {α} ∪ (X\F0) olacak biçimde

kompakt bir F0 ⊆ X vard�r. O ailesi Y nin bir aç�k örtüsü ve F0 ⊆ X ⊆ Y oldu§undan

O ailesi F0 için bir aç�k örtüdür. F0 kompakt oldu§undan O nun F0 ⊆
⋃
{O : O ∈ O0}

olacak biçimde sonlu bir O0 alt ailesi vard�r. O halde O0∪{O0} ailesi O nun Y yi örten

sonlu bir altailesi olup Y uzay� kompaktt�r.
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�imdi Y nin Hausdor� oldu§unu görelim. x, y ∈ Y olmak üzere x 6= y olsun. E§er

x, y ∈ X ise; (X, τ) uzay� Hausdor� oldu§undan x ∈ U, y ∈ V ve U ∩ V = ∅ olacak
biçimde U, V ∈ τ vard�r. τ ⊆ S oldu§undan U, V ∈ S dir. E§er x ya da y den biri

α ise; y = α olsun. x ∈ X ve (X, τ) uzay� yerel kompakt oldu§undan x ∈ U ve U

kompakt olacak biçimde bir U ∈ τ vard�r. O halde V = {α}∪ (X\U) ∈ S dir. Böylece

x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅ ve U, V ∈ S dir. �

�imdi yukar�daki S ailesi ile ilgili ba³ka bir teorem verilecek.

2.3.10 Teorem

{α} ∈ S ⇔ X kompaktt�r.

�spat

(⇒) : {α} ∈ S ise bu durumda X uzay�nda X\F = ∅ olacak biçimde kompakt bir F

altkümesi var olup F = X olaca§�ndan X kompaktt�r.

(⇐) X kompakt olsun. Bu durumda {α} ∪ X\X ∈ S = {α} oldu§undan {α} ∈ S

d�r. �

Örnek

α /∈ R olmak üzere S = R ∪ {α} kümesinin

x · y =

{
x+ y , x ∈ R, y ∈ R,
α , x = α ∨ y = α.

i³lemiyle bir yar�-grup oldu§u a³ikard�r. S kümesi, üzerindeki, tek nokta

kompaktla³t�rmas�yla bir yar�-topolojik yar�gruptur. Fakat bir topolojik yar�grup

de§ildir. �öyleki;

S nin yar�-topolojik yar�grup oldu§unu görmek için her a ∈ S için ra : S → S sa§

öteleme dönü³ümünün ve λa : S → S sol öteleme dönü³ümünün sürekli oldu§unu

görmeliyiz. Öncelikle a ∈ S olmak üzere ra sa§ öteleme dönü³ümünü ele alal�m. x ∈ S
olsun. ra(x) ∈ W olacak biçimde bir W ⊆ S aç�§�n� alal�m. x in ra(U) ⊆ W olacak

biçimde bir U kom³ulu§unu bulmal�y�z.

1. Durum: a = α ise; bu durumda her A ⊆ S için ra(S) = {α} olup U = W al�nabilir.

2. Durum: a 6= α ise; bu durumda a³a§�daki durumlar söz konusudur.
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i) x = α ise; bu durumda ra(x) = α ∈ W olup W aç�k oldu§undan W = {α} ∪ (R\F )

olacak biçimde, R nin kompakt bir F altkümesi vard�r. R nin kompakt altkümeleri

s�n�rl� oldu§undan F ⊆ [p, q] olacak biçimde p, q ∈ R vard�r.

Öyleyse U = {α} ∪ (R\[p− a, q − a]) al�nabilir.

ii) x 6= α ise; bu durumda ra(x) = x + a ∈ R olup ra(x) ∈ W\{α} dir. S\{α} = R
oldu§undan W\{α} aç�kt�r. O halde (x + a − r, x + a + r) ⊆ W\{α} olacak biçimde

bir r > 0 say�s� vard�r. O halde x in arad�§�m�z kom³ulu§u (x− r, x+ r) aç�k aral�§�d�r.

Böylece ra süreklidir.

Benzer biçimde λa sol öteleme dönü³ümü de süreklidir. O halde S bir yar�-topolojik

yar�gruptur.

�imdi S nin bir topolojik yar�grup olmad�§�n� görelim. Bunun için f((x, y)) = x · y
biçiminde tan�ml� f : S × S → S çarp�m fonksiyonunun (α, α) noktas�nda sürekli

olmad�§�n� görece§iz. �öyleki;

f((α, α)) = α d�r. �imdi α n�n V = {α} ∪ (R\[0, 1]) kom³ulu§unu alal�m. E§er f

dönü³ümü sürekliyse f([{α}∪(R\F1)])×[{α}∪(R\F2)]) ⊆ V olacak biçimde R uzay�nda

F1, F2 kompakt altkümeleri vard�r. F1, F2 R de kompakt oldu§undan s�n�rl�d�r. O halde

F1 ⊆ [a, b], F2 ⊆ [c, d] olacak biçimde a, b, c, d ∈ R vard�r. f((R\[a, b]), (R\[a, b])) * V

oldu§unu görelim. maks {|a|, |b|, |c|, |d|}+ 1 = x diyelim.

|a| < x oldu§undan−x < a < x olup−x−1 < a olur. Böylece−x−1 ∈ R\[a, b] ⊆ R\F1

elde edilir. |d| < x oldu§undan −x < d < x olup d < x + 1 olur. Böylece x + 1 ∈
R\[c, d] ⊆ R\F2 elde edilir. O halde (−x− 1, x+ 1) ∈ ({α}∪ (R\F1))× ({α}∪ (R\F2))

olup f((−x − 1, x + 1)) = 0 ∈ f(({α} ∪ (R\F1)) × ({α} ∪ (R\F2))) ⊆ V olur ki

V = {α} ∪R\[0, 1] oldu§undan bu bir çeli³kidir. O halde f dönü³ümü sürekli olmay�p

S topolojik yar�grup de§ildir.

�imdi bir X kümesinden kendisine tan�mlanan fonksiyonlar�n kümesi olan S(X,X)

üzerindeki bir topoloji verilecektir.

2.3.11. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere S(X,X) = {f | f : X → X bir fonksiyon}
kümesinin ” ◦ ” bile³ke i³lemi ile bir yar�grup oldu§u a³ikard�r. S(X,X) üzerinde

noktasal yak�nsakl�k topolojisi varken, bu uzay Sp(X,X) ile gösterilsin. Bu durumda,

x ∈ X ve U ⊆ X iken [x, U ] = {f ∈ S(X,X) : f(x) ∈ U} olmak üzere

σ = {[x, U ] : x ∈ X,U ∈ τ}
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ailesi Sp(X,X) için bir alttaban ve böylece

β = {
n⋂
i=1

[xi, Ui] : n ∈ N, xi ∈ X,Ui ∈ τ}

ailesi de Sp(X,X) için bir taband�r.

�imdi S(X,X) in üzerindeki noktasal yak�nsakl�k topolojisi ile, bir sa§ topolojik grup

oldu§unu fakat bir sol topolojik grup olmayabilece§ini görelim.

2.3.12 Teorem

X bir topolojik uzay olmak üzere

i) Sp(X,X) bir sa§ topolojik yar�gruptur.

ii) f ∈ S(X,X) olmak üzere λf (g) = f ◦ g biçiminde tan�ml� λf : S(X,X)→ S(X,X)

sol öteleme dönü³ümünün sürekli olmas� için gerekli ve yeter ko³ul f nin sürekli

olmas�d�r.

�spat

i) f ∈ S(X,X) olsun. rf (g) = g ◦ f biçiminde tan�ml� rf : S(X,X) → S(X,X) sa§

öteleme dönü³ümünün sürekli oldu§unu görmeliyiz. Sp(X,X) in alt taban�

σ = {[x, V ] : x ∈ X, V ⊆ Xaç�k} idi. Alt taban�n elemanlar�n�n rf alt�ndaki

ters görüntülerinin aç�k oldu§unu görmek yeterlidir. Her [x, V ] ∈ σ için

r−1
f ([x, V ]) = [f(x), V ] ∈ σ oldu§undan rf sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir.

ii) (⇐) : f ∈ S(X,X) sürekli olsun. Her [x, V ] ∈ σ için λ−1
f ([x, V ]) = [x, f−1(V )]

oldu§u kolayca görülebilir. f sürekli oldu§undan f−1(V ) aç�kt�r ve [x, f−1(V )] ∈ σ d�r.

Böylece λf sol öteleme dönü³ümü süreklidir.

(⇒) : f ∈ S(X,X) olmak üzere λf sol öteleme dönü³ümü sürekli olsun. Kabul edelimki

f dönü³ümü a ∈ X noktas�nda sürekli olmas�n. O zaman X uzay�nda öyle bir V0 aç�§�

vard�r ki f(a) ∈ V0 ve a ∈ U olacak biçimdeki her U ⊆ X aç�§� için f(U) * V0 d�r.

I : X → X birim dönü³ümü olmak üzere; λf (I) = f ◦ I = f ve f(a) ∈ V0 oldu§undan

λf (I) ∈ [a, V0] d�r. λf sürekli ve [a, V0] ⊆ Sp(X,X) aç�k oldu§undan I ∈ T ve λf (T ) ⊆
[a, V0] olacak biçimde bir T ⊆ Sp(X,X) aç�§� vard�r. Öyleyse I ∈

⋂n
i=1[pi, Ui] ⊆ T

olacak biçimde p1, p2, · · · , pn ∈ X veX uzay�nda U1, U2, · · · , Un aç�klar� vard�r. Öyleyse
1 6 i 6 n olacak biçimdeki her i için I(pi) = pi ∈ Ui dir. Kabulümüzden dolay� iddia

ediyoruz ki λf (
⋂n
i=1[pi, Ui]) * [a, V0] d�r.

�öyleki; a ∈ {p1, p2, · · · , pn} veya a /∈ {p1, p2, · · · , pn} dir.
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1. Durum: a ∈ {p1, p2, · · · , pn} ise; bu durumda 1 6 i0 6 n olacak biçimde öyle bir

i0 vard�r ki a = pi0 d�r. Ui0\{p1, · · · , pi0−1, pi0+1, · · · , pn} = W denilirse W kümesi X

uzay�nda a noktas�n�n aç�k bir kom³ulu§udur. a ∈ U biçimindeki X in her U aç�§� için

f(U) * V0 oldu§undan f(W ) * V0 d�r. Öyleyse f(y0) /∈ V0 olacak biçimde bir y0 ∈ W
vard�r. g : X → X;

g(z) =

{
y0 ; z = pi0
z ; z 6= pi0

biçiminde tan�mlanan g fonksiyonu için g ∈
⋂n
i=1[pi, Ui] dir.

Öte yandan (f ◦ g)(a) = f(g(a)) = f(g(pi0)) = f(y0) /∈ V0 olup λf (g) /∈ [a, V0] d�r.

2. Durum: a /∈ {p1, p2, · · · , pn} ise; X\{p1, p2, · · · , pn} = W denilirse W kümesi X

uzay�nda aç�k olup a ∈ W dur. Öyleyse f(W ) * V0 d�r. O halde f(z0) /∈ V0 olacak

biçimde bir z0 ∈ W vard�r. h : X → X;

h(z) =

{
z0 ; z = a

z ; z 6= a

biçiminde tan�mlanan h fonksiyonu için h ∈
⋂n
i=1[pi, Ui] dir.

Öte yandan λf (h)(a) = (f ◦ h)(a) = f(h(a)) = f(z0) /∈ V0 olup λf (h) /∈ [a, V0] d�r.

Böylece her iki durum için iddia do§ru olup λf (T ) * [a, V0] d�r. Bu λf (T ) ⊆ [a, V0]

olmas� ile çeli³ir. Bu durumda kabulümüz yanl�³ olup f fonksiyonu süreklidir. �

2.3.13. Lemma

X bir T1 -uzay olmak üzere, e§er her f : X → X fonksiyonu sürekli ise X ayr�k uzayd�r.

�spat

A & X olsun. O halde y /∈ A olacak biçimde bir y ∈ X vard�r.

f(x) =

{
x ; x ∈ A
y ; x /∈ A

biçiminde tan�ml� f : X → X fonksiyonunu alal�m.

A n�n aç�k oldu§unu görelim. p ∈ A olsun. f(p) = p ∈ {y}C aç�k ve f sürekli

oldu§undan p ∈ U ve f(U) ⊆ {y}c olacak biçimde bir U ⊆ X vard�r. O halde

f(U) ∩ {y} = ∅ olup p ∈ U ⊆ A d�r. Böylece p ∈ A◦ olup A aç�kt�r. �

�imdi Sp(X,X) ile ilgili bir sonuç verilecektir.
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2.3.14. Sonuç

X bir topolojik uzay olmak üzere a³a§�dakiler denktir.

i) Sp(X,X) bir topolojik yar�gruptur.

ii) Sp(X,X) bir yar�-topolojik yar�gruptur.

iii) X ayr�k uzayd�r.

�spat

i) ⇒ii)

Her topolojik yar�grup bir yar�-topolojik yar�grup oldu§undan Sp(X,X) bir

yar�-topolojik yar�gruptur.

ii) ⇒ iii)

Sp(X,X) bir yar�-topolojik yar�grup olsun. Bu durumda her f ∈ S(X,X) için λf sol

öteleme dönü³ümü süreklidir. O halde Teorem 2.3.12 ii) den her f : X → X

fonksiyonu sürekli ve X T1 -uzay oldu§undan Lemma 2.3.13 den X ayr�k uzayd�r.

iii)⇒i)

X bir ayr�k uzay olsun. X in topolojik yar�grup olmas� için h(f, g) = f ◦ g biçiminde

tan�ml� h : Sp(X,X) × Sp(X,X) → Sp(X,X) dönü³ümünün sürekli oldu§u

görülmelidir.

f, g ∈ Sp(X,X) olsun. f ◦ g ∈ W olacak biçimde Sp(X,X) uzay�nda bir W aç�§�

alal�m. 1 6 i 6 n olacak biçimdeki her i için f ◦ g ∈
⋂n
i=1[xi, Vi] ⊆ W olacak biçimde

xi ∈ X elemanlar� ve Vi ⊆ X aç�klar� vard�r. Bu durumda 1 6 i 6 n olacak biçimdeki

her i için (f ◦ g)(xi) = f(g(xi)) ∈ Vi olur. X ayr�k uzay oldu§undan 1 6 i 6 n olacak

biçimdeki her xi ∈ X için {g(xi)} ve {f(g(xi))} kümeleri X uzay�nda aç�kt�r.⋂n
i=1[xi, {g(xi)}] = U ve

⋂n
i=1[g(xi), {f(g(xi))}] = T diyelim. h(T, U) ⊆ W oldu§unu

görelim. ϕ ∈ T ve ψ ∈ U alal�m. ψ ∈ U oldu§undan 1 6 i 6 n olacak biçimdeki her i

için ψ(xi) ∈ {g(xi)} dir. Öyleyse ψ(xi) = g(xi) olup ϕ(ψ(xi)) = ϕ(g(xi)) dir. ϕ ∈ T
oldu§undan ϕ(ψ(xi)) = ϕ(g(xi)) ∈ {f(g(xi))} olur. Böylece 1 6 i 6 n olacak

biçimdeki her i için ϕ(ψ(xi)) = {f(g(xi))} ⊆ Vi ⊆ W olur. O halde

h(ϕ, ψ) = ϕ ◦ ψ =
⋂n
i=1[xi, Vi] ⊆ W olup h dönü³ümü süreklidir. O halde X bir

topolojik yar�gruptur. �

�imdi topolojik gruplarla ilgili baz� örnekler verilecektir.

Örnek

Bir grup, üzerindeki ayr�k topolojiyle her zaman bir topolojik gruptur. Böyle gruplara

ayr�k grup denir.
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2.3.15. Lemma

X sonsuz bir küme ve τS = {Ac| A sonlu } ∪ {∅} X üzerinde sonlu tümleyenler

topolojisi olmak üzere; bo³tan farkl� her her U, V aç�§� için U ∩ V 6= ∅ dir.

�spat

Kabul edelimki U0 ∩ V0 = ∅ olacak biçimde bir U0, V0 ∈ τS var olsun. V0, U0 ∈ τS

oldu§undan V c
0 , U

c
0 sonludur. U0∩V0 = ∅ oldu§undan U c

0 ∪V c
0 = X dir. U c

0 ve V c
0 sonlu

oldu§undan X de sonludur. Bu da X in sonsuz olmas�yla çeli³ir O halde kabulümüz

yanl�³ olup her U, V ∈ τS için U ∩ V 6= ∅ dir.

Örnek

Sonsuz bir G grubu, üzerindeki sonlu tümleyenler topolojisi τS ile bir yar�-topolojik

grup ve quasi-topolojik gruptur. Fakat bir paratopolojik grup de§ildir. �imdi s�ras�yla

bunlar� görelim.

�lk olarak G nin yar�-topolojik grup oldu§unu,yani her x0 ∈ G için λx0 sol öteleme

dönü³ümünün ve rx0 sa§ öteleme dönü³ümünün sürekli oldu§unu, görelim. V 6= ∅
olacak biçimde bir V ∈ τs alal�m. λ−1

x0
(V ) nin aç�k oldu§unu görelim. x ∈ λ−1

x0
(V )

al�n�rsa λx0(x) ∈ V olup x0x ∈ V dir. Buradan x ∈ x−1
0 V = λ−1

x0
(V ) dir ve

|V c| = |(x−1
0 V )c| olup (x−1

0 V )c sonludur. O halde x−1
0 V = λ−1

x0
(V ) ∈ τs dir. Böylece

λx0 sol öteleme dönü³ümü süreklidir. Benzer biçimde rx0 sa§ öteleme dönü³ümü de

süreklidir. O halde G bir yar�-topolojik gruptur.

�imdi de G nin bir quasi-topolojik grup oldu§unu görelim. Bunun için f(x) = x−1

biçiminde tan�ml� f : G → G dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. V 6= ∅ olacak
biçimde bir V ∈ τs alal�m. f−1(V ) = V −1 dir ve |V c| = |(V −1)c| dir. Öyleyse (V −1)c

sonlu olup f−1(V ) = V −1 ∈ τs dir. O halde f dönü³ümü süreklidir. G bir

yar�-topolojik grup ve f dönü³ümü sürekli oldu§undan G bir quasi-topolojik gruptur.

�imdi G nin bir paratopolojik grup olmad�§�n� görelim. Bunun için h((x, y)) = xy

biçiminde tan�ml� h : (G × G, τçarp�m) → (G, τs) dönü³ümünün sürekli olmad�§�

görülmelidir. O halde aksini kabul edelim. h sürekli olsun. x 6= e olacak biçimde bir

x ∈ G alal�m. e ∈ G\{x} olup G\{x} = U denilirse U c = {x} sonlu oldu§undan

U ∈ τs dir ve h((e, e)) = ee = e ∈ U dur. h dönü³ümü sürekli oldu§undan (e, e) ∈ T
ve h(T ) ⊆ U olacak biçimde bir G × G uzay�nda bir T aç�§� vard�r. Öyleyse

(e, e) ∈ V ×W ⊆ T olacak biçimde G uzay�nda V ve W aç�klar� vard�r. V ∩W = N

denilirse N ∈ τs ve (e, e) ∈ N × N ⊆ T olur. N ∈ τs ve yukar�dan G bir

quasi-topolojik grup oldu§undan N−1 ∈ τs olur. O halde Lemma 2.3.15 den

xN−1 ∩ N 6= ∅ dir. Dolay�s�yla y ∈ xN−1 ∩ N olacak biçimde bir y ∈ G vard�r.

y ∈ xN−1 oldu§undan y = xn−1 olacak biçimde bir n ∈ N vard�r. Öyleyse x−1y = n−1
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olup x−1 = n−1y−1 dir. Böylece x = yn olup y ∈ N oldu§undan x ∈ yN ⊆ NN ⊆ T

dir. Bu durumda x ∈ T ve x = ex ∈ T olur. O halde x = h(e, x) ∈ h(T ) ⊆ U olur. Bu

da x /∈ U olmas� ile çeli³ir. Öyleyse kabulümüz yanl�³ olup h dönü³ümü sürekli

de§ildir. Dolay�s�yla G bir paratopolojik grup de§ildir.

Örnek

G ve H sa§ topolojik yar�gruplar olmak üzere her x ∈ G için {x}×H kümesine G×H
�n bir dikey �beri ve her y ∈ H için G × {y} kümesine G × H �n bir yatay �beri

denir. Her dikey �ber H sa§ topolojik yar�grubuna ve her yatay �ber G sa§ topolojik

yar�grubuna homeomorftur. G×H üzerindeki

τ = {W ∈ G×G : ∀(x, y) ∈ W için ∃U ∈ Nx,∃V ∈ Ny : ({x} × V ) ∪ (U × {y}) ⊆ W}
topolojisine Cross Topoloji denir. G×H kümesinin koordinatsal çarp�m ve üzerindeki

bu τ topolojisiyle bir sa§ topolojik yar�grup oldu§u basitçe görülebilir.

Örnek

X bir topolojik uzay, C(X,X) = {f | f : X → X sürekli fonksiyon } kümesi

bile³ke i³lemi alt�nda bir yar�gruptur. C(X,X) kümesi üzerindeki noktasal

yak�nsakl�k topolojisi ile Cp(X,X) biçiminde gösterilsin. Bu durumda Cp(X,X) bir

yar�-topolojik yar�gruptur. �öyleki; Teorem 2.3.12 i) den Sp(X,X) bir sa§ topolojik

yar�gruptur. Dolay�s�yla her sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir. C(X,X) in S(X,X) in

bir alt yar�grubu oldu§u a³ikard�r. Dolay�s�yla Sp(X,X) üzerindeki sa§ öteleme

dönü³ümün Cp(X,X) üzerine k�s�tlan�³� da sürekli olup Cp(X,X) bir sa§ topolojik

yar�gruptur. Di§er yandan her f ∈ C(X,X) için f dönü³ümü sürekli oldu§undan

Teorem 2.3.12 ii) den λf sol öteleme dönü³ümü de sürekli olup Cp(X,X) bir sol

topolojik yar�gruptur. Öyleyse Cp(X,X) hem bir sa§ topolojik yar�grup hem de bir

sol topolojik yar�grup oldu§undan Cp(X,X) bir yar�-topolojik yar�gruptur.

Örnek

X bir topolojik uzay, G bir topolojik grup olsun

C(X,G) = {f | f : X → G sürekli fonksiyon} kümesi G|X| çarp�m grubunun bir

altgrubu ve üzerindeki noktasal yak�nsakl�k topolojisiyle, Cp(X,G) bir topolojik

gruptur. G nin üzerindeki i³lem � olmak üzere C(X,G) nin üzerindeki i³lem

koordinatsal çarp�m yani, her f, g ∈ C(X,G) ve her x ∈ G için
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(f ∗ g)(x) = f(x) � g(x) olmak üzere;

∗ : C(X,G)× C(X,G) → C(X,G)

(f, g) → f ∗ g

dir. C(X,G) nin birim eleman�

I : X → G

x → I(x) = e

sabit fonksiyonudur. C(X,G) nin her f eleman�n�n tersi

f ∗ : X → G

x → f ∗(x) = (f(x))−1

dönü³ümüdür. O halde C(X,G) nin bir grup oldu§u a³ikard�r. �imdi Cp(X,G) nin

bir topolojik grup oldu§unu görelim. Öyleyse ilk olarak ϕ(f, g) = f ∗ g biçiminde

tan�ml� ϕ : Cp(X,G)× Cp(X,G)→ Cp(X,G) dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim.

f, g ∈ C(X,G) olmak üzere ϕ(f, g) = f ∗ g ∈ W olacak biçimde Cp(X,G) uzay�nda

bir W aç�§� alal�m. Bu durumda f ∗ g ∈
⋂n
i=1[xi, Ui] ⊆ W olacak biçimde bir n ∈ Z+

ve 1 6 i 6 n biçimideki her i için xi ∈ X ve Ui ⊆ G aç�§� vard�r. O halde 1 6 i 6 n

olacak biçimdeki her i için f ∗ g ∈ [xi, Ui] dir. Öyleyse (f ∗ g)(xi) = f(xi) � g(xi) ∈ Ui
dir. G bir topolojik grup oldu§undan � : G × G → G i³lemi sürekli olup her i için

f(xi) ve g(xi) nin �(Vi, Ti) = Vi � Ti ⊆ Ui olacak biçimde Vi ve Ti aç�k kom³uluklar�

vard�r. O halde 1 6 i 6 n olacak biçimdeki her i için f ∈ [xi, Vi] ve g ∈ [xi, Ti] olup

f ∈
⋂n
i=1[xi, Vi] ve g ∈

⋂n
i=1[xi, Ti] olur.

⋂n
i=1[xi, Vi] = H1 ve g ∈

⋂n
i=1[xi, Ti] = H2

olsun. �imdi ϕ(H1, H2) ⊆ W oldu§unu görelim. h1 ∈ H1 ve h2 ∈ H2 olmak üzere

ϕ(h1, h2)(xi) = (h1 ∗ h2)(xi) = h1(xi) � h2(xi) ∈ Vi � Ti ⊆ Ui oldu§undan ϕ(h1, h2) ∈⋂n
i=1[xi, Ui] ⊆ W olur. O halde h dönü³ümü süreklidir. �imdi de her eleman� tersine

e³leyen dönü³ümün sürekli oldu§unu görelim.

σ : Cp(X,G) → Cp(X,G)

f → σ(f) = f ∗ : X → G

x → f ∗(x) = (f(x))−1

dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. f ∈ C(X,G) olmak üzere σ(f) = f ∗ ∈ W

olacak biçimde Cp(X,G) uzay�nda bir W aç�§� alal�m. Öyleyse f ∗ ∈
⋂n
i=1[xi, Ui] ⊆ W

olacak biçimde bir n ∈ Z+ ve 1 6 i 6 n biçimindeki her i için xi ∈ X ve Ui ⊆
G aç�§� vard�r. O halde her i için f ∗(xi) ∈ Ui olup f ∗(xi) = (f(xi))

−1 oldu§undan

(f(xi))
−1 ∈ Ui olup f(x) ∈ U−1

i dir. U−1
i , G uzay�nda aç�k ve f ∈

⋂n
i=1[xi, U

−1
i ]
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dir. �imdi σ(
⋂n
i=1[xi, U

−1
i ]) ⊆ W oldu§unu görelim. h ∈

⋂n
i=1[xi, U

−1
i ] alal�m. Öyleyse

her i için (h(xi))
−1 ∈ Ui dir. O halde σ(h)(xi) = h∗(xi) = (h(xi))

−1 ∈ Ui dir. Böylece
σ(h) = h∗ ∈

⋂n
i=1[xi, Ui] ⊆ W olur. Dolay�s�yla σ(

⋂n
i=1[xi, U

−1
i ]) ⊆ W olup σ dönü³ümü

süreklidir. ϕ ve σ dönü³ümleri sürekli oldu§undan Cp(X,G) bir topolojik gruptur.

Örnek

X bir topolojik uzay ve Homeo(X) = {f |f : X → X homeomor�zma } kümesi bile³ke

i³lemi alt�nda bir gruptur ve üzerindeki noktasal yak�nsakl�k topolojisiyle

i)Her X uzay� için Homeop(X) bir yar�-topolojik gruptur.

ii)Homeop(X) in topolojik grup olmas� gerekmez

iii) E§er X ayr�k uzay ise Homeop(X) bir topolojik gruptur.

�öyleki;

i) Teorem 2.3.12 den Homeop(X) in bir yar�-topolojik grup oldu§u a³ikard�r.

ii) X = R2 için Homeop(X) bir topolojik grup de§ildir.

iii) X bir ayr�k topolojik uzay olsun. Homeop(X) in bir topolojik grup oldu§unu

görmek için ϕ((f, g)) = f ◦ g biçiminde tan�ml�

ϕ : Homeop(X)×Homeop(X)→ Homeop(X) dönü³ümünün ve σ(g) = g−1 biçiminde

tan�ml� σ : Homeop(X) → Homeop(X) dönü³ümünün sürekli oldu§u görülmelidir.

Her grup bir yar�grup oldu§undan Sonuç 2.3.14 iii)⇒i) gerektirmesinden ϕ

dönü³ümünün sürekli oldu§u aç�kt�r. Öyleyse ³imdi σ dönü³ümünün sürekli oldu§unu

görelim. g ∈ Homeo(x), x ∈ X ve V ⊆ X aç�k olmak üzere σ(g) = g−1 ∈ [x, V ] olsun.

X uzay� ayr�k oldu§undan {x} ⊆ X aç�k olup [g−1(x), {x}] kümesi Homeop(X)

uzay�nda g nin bir aç�k kom³ulu§udur. σ([g−1(x), {x}]) ⊆ [x, V ] dir. Böylece σ

süreklidir. Dolay�s�yla Homeop(X) bir topolojik gruptur.

2.3.16. Tan�m

(M,ρ) bir metrik uzay ve τ bu metrik taraf�ndan üretilen topoloji olsun. Her x, y ∈M
için ρ(x, y) = ρ(f(x), f(y)) olacak biçimdeki uzakl�§� koruyan f : (M,ρ) → (M,ρ)

fonksiyonunaM nin bir izometrisi denir. �ki izometrinin bile³kesi de bir izometridir.M

nin izometrilerinin kümesi bile³ke i³lemiyle bir gruptur.M nin izometrilerinin grubunu

Is(M) ile gösterelim. Is(M) üzerine noktasal yak�nsakl�k topolojisi konduruldu§unda

bu uzay Isp(M) ile gösterilir.
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f ∈ Is(M), x ∈ M, ε > 0 olmak üzere B(x, f, ε) = {g ∈ Is(M) | ρ(g(x), f(x)) < ε}
olsun. S = {B(x, f, ε) : x ∈ M, f ∈ Is(M), ε > 0} ailesi Is(M) üzerindeki noktasal

yak�nsakl�k topolojisinin bir alt taban�d�r.

�imdi bu tan�m do§rultusunda bir örnek verilecektir.

Örnek

(X, ρ) bir metrik uzay ve Is(X) = {g | g : (X, ρ) → (X, ρ) izometri } olsun.

Isp(X) bir topolojik gruptur. �öyleki;

�lk olarak φ(g, f) = g ◦ f biçiminde tan�ml� φ : Isp(X) × Isp(X) → Isp(X)

dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. φ(g, f) = g ◦ f ∈ U olacak biçimde Isp(X)

uzay�nda bir U aç�§� alal�m. x ∈ X, ε > 0 olmak üzere U = B(x, g ◦ f, ε) biçiminde

oldu§unu kabul etmek genelli§i bozmaz. W = B(f(x), g, ε/2) ve V = B(x, f, ε/2)

al�n�rsa g ∈ W ve f ∈ V olur. �imdi φ(W,V ) ⊆ U oldu§unu görelim. Bunun için

g1 ∈ W ve f1 ∈ V al�n�rsa ρ(g1(f(x)), g(f(x))) < ε/2 ve ρ(f1(x), f(x)) < ε/2 olur. O

halde

ρ(g1(f(x)), g(f(x))) < ρ(g1(f1(x)), g1(f(x))) + ρ(g1(f(x)), g(f(x))) elde edilir.

g1 dönü³ümü bir izometri oldu§undan ρ(g1(f1(x)), g1(f(x))) = ρ(f1(x), f(x)) olup

ρ(g1(f1(x)), g1(f(x))) + ρ(g1(f(x)), g(f(x))) < ρ(f1(x), f(x)) + ρ(g1(f(x)), g(f(x)))

dir.

Böylece ρ(f1(x), f(x)) + ρ(g1(f(x)), g(f(x))) < ε/2 + ε/2 = ε elde edilir. O halde

ρ(g1(f(x)), g(f(x))) < ε olup g1 ◦ f1 ∈ B(x, gf, ε) ⊆ U olur. Dolay�s�yla φ(W,V ) ⊆ U

olup φ dönü³ümü süreklidir.

�imdi ψ(f) = f−1 biçiminde tan�ml� ψ : Isp(X) → Isp(X) dönü³ümünün sürekli

oldu§unu görelim. Bunun için alt taban�n elemanlar�n�n ψ alt�ndaki ters resminin aç�k

oldu§unu görmek yeterlidir. ψ−1(B(x, f, ε)) = B(f(x), f−1, ε) dur. �öyleki;

g ∈ ψ−1(B(x, f, ε)) alal�m. ψ(g) = g−1 ∈ B(x, f, ε) dir. O halde ρ(g−1(x), f(x)) < ε ve

g izometri oldu§undan ρ(g(g−1(x)), g(f(x)) = ρ(x, g(f(x))) < ε olup

ρ(f−1(f(x)), g(f(x))) < ε dir. Böylece g ∈ B(f(x), f−1, ε) olur. Di§er yandan

h ∈ B(f(x), f−1, ε) al�n�rsa benzer ³ekilde h ∈ ψ−1(B(x, f, ε)) dir. Öyleyse ψ

dönü³ümü süreklidir. O halde φ ve ψ sürekli oldu§undan Isp(X) bir topolojik

gruptur.

2.3.17 Teorem

{Gα : α ∈ I} topolojik gruplar�n bir ailesi olmak üzere G =
∏

α∈I Gα kümesi çarp�m

topolojisiyle bir topolojik gruptur.
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�spat

Her α ∈ I için xα ∈ Gα ve yα ∈ Gα olmak üzere x = (xα), y = (yα) ve z = xy−1 olsun.

Her α ∈ I için xαy−1
α = zα olmak üzere (zα) = z dir. G de z ∈ O olacak biçimde bir O

aç�§� alal�m. G üzerinde çarp�m topolojisi oldu§undan α ∈ {α1, α2, · · · , αk} için Wα =

Wαk
aç�k ve α ∈ I\{α1, α2, · · · , αk} için Wα = Gα olmak üzere W =

∏
α∈IWα ⊆ O

olacak biçimde Wα aç�klar� vard�r. Her αk ∈ I için Gαk
bir topolojik grup oldu§undan

Uαk
V −1
αk
⊆ Wk olacak biçimde xαk

, yαk
n�n s�ras�yla Uαk

, Vαk
aç�k kom³uluklar� vard�r.

α ∈ I\{α1, α2, · · · , αk} için Uα = Vα = Gα olmak üzere U =
∏

α∈I Uα ve V =
∏

α∈I Vα

x ve y nin aç�k kom³uluklar�d�r. O halde UV −1 ⊆ W ⊆ O olup G bir topolojik gruptur.

�
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3. TOPOLOJ�K GRUPLARDA B�R�M�N KOM�ULUKLARI

ve GRUP ÜZER�NDE TOPOLOJ� �N�AASI

3.1. Topolojik Gruplarda Birimin Kom³uluklar� ve Grup Üzerinde Topoloji

�n³aas�

Bu bölümde sa§(sol) topolojik gruplarda sa§(sol) öteleme dönü³ümlerinin bir

homeomor�zma oldu§u ve her sa§(sol)topolojik grubun homojen bir uzay oldu§u

görülecektir [7]. �laveten topolojik gruplar�n aç�k altgruplar�n�n ayn� zamanda kapal�

altgrup oldu§u verilecektir. Bir monoid üzerine baz� ko³ullar alt�nda ayr�k topoloji

d�³�nda bir topoloji kondurularak topolojik monoid in³aa edilecektir. Daha sonra

topolojik gruplarda birimin aç�k kom³uluklar�n�n sa§lad�§� baz� özellikler

incelenecektir.

3.1.1.Önerme

G bir sa§(sol) topolojik grup ve a ∈ G olmak üzere a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) G üzerindeki her ra sa§ öteleme dönü³ümü(λa sol öteleme dönü³ümü) bir

homeomor�zmad�r.

ii) e, G nin birim eleman� olmak üzere Be ailesi e noktas�n�n bir kom³uluklar taban�

ise Ba = {Ua : U ∈ Be} ailesi a noktas�n�n bir kom³uluklar taban�d�r.

�spat

i) a ∈ G olmak üzere her x ∈ G için ra(x) = xa biçiminde tan�ml� ra : G → G sa§

öteleme dönü³ümünün bir homeomor�zma oldu§unu görelim. G bir sa§ topolojik grup

oldu§undan ra sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir. a ∈ G ve G bir grup oldu§undan

a−1 ∈ G dir. r−1
a = ra−1 oldu§undan r−1

a ters dönü³ümü de süreklidir. ra sa§ öteleme

dönü³ümünün birebir ve örten oldu§u a³ikard�r. O halde ra sa§ öteleme dönü³ümü bir

homeomor�zmadir.

ii) a ∈ V olacak biçimde bir V aç�§�n� alal�m. a ∈ V oldu§undan e ∈ V a−1 olur. Her

sa§ öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma oldu§undan aç�klar�n sa§ öteleme

dönü³ümü alt�ndaki görüntüleri de aç�kt�r. Öyleyse her U ∈ Be için Ua kümesi a n�n

bir kom³ulu§udur ve ra−1(V ) = V a−1 olup V a−1 aç�kt�r. Be ailesi e nin bir

kom³uluklar taban� oldu§undan e ∈ U ⊆ V a−1 olacak biçimde bir U ∈ B vard�r.

Böylece a ∈ Ua ⊆ V olur. O halde Ba ailesi a noktas�n�n bir kom³uluklar taban� olur.

G nin bir sol topolojik grup olmas� durumunda sol öteleme dönü³ümlerinin

homeomor�zma oldu§u ve (ii) benzer biçimde görülebilir. �
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O halde a³a§�daki sonucu ifade edebiliriz.

3.1.2. Sonuç

Her yar�-topolojik grup için sa§ ve sol öteleme dönü³ümleri birer homeomor�zmad�r.

3.1.3. Sonuç

G bir sa§(sol)topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin bir altgrubu olsun. E§er

H altgrubu G nin bo³tan farkl� bir aç�k altkümesini içerirse H altgrubu G uzay�nda

aç�kt�r.

�spat

U0 6= ∅ kümesi U0 ⊆ H olacak biçimde G uzay�nda bir aç�k olsun. G bir sa§ topolojik

grup oldu§undan Önerme 3.1.1 den her sa§ öteleme dönü³ümü bir homeomor�zmad�r.

O halde her x ∈ H için rx(U0) = U0x de G uzay�nda aç�kt�r. U0 6= ∅ ve U0 ⊆ H

oldu§undanH =
⋃
x∈H U0x oldu§u aç�kt�r. Öyleyse her x ∈ H için U0x aç�k oldu§undan

H altgrubu G uzay�nda aç�kt�r. G nin bir sol topolojik grup olmas� durumunda ispat

benzerdir. �

3.1.4. Sonuç

G ve H sol(sa§) topolojik gruplar ve f : G→ H bir homomor�zma olmak üzere, e§er

f dönü³ümü G nin birimi olan eG noktas�nda sürekli ise her yerde süreklidir.

�spat

x 6= eG olacak biçimde bir x ∈ G alal�m. y = f(x) ∈ O ve O ⊆ H aç�k olsun. H bir sol

topolojik grup oldu§undan λy : H → H sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zmad�r.

H n�n birimi eH olsun. λy(eH) ∈ O ve λy sürekli oldu§undan H uzay�nda eH ∈ V olacak

biçimde öyle bir V aç�§� vard�r ki λy(V ) ⊆ O dur. Bu durumda yV ⊆ O elde edilir. f

bir homomor�zma oldu§undan f(eG) = eH d�r. eH ∈ V oldu§undan f(eG) ∈ V olur. f

dönü³ümü eG noktas�nda sürekli oldu§undan G uzay�nda eG ∈ U olacak biçimde öyle

bir U aç�§� vard�r ki f(U) ⊆ V olur. Öte yandan G bir sol topolojik grup oldu§undan

λx : G → G sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma olup λx(U) = xU kümesi G

uzay�nda aç�kt�r. eG ∈ U oldu§undan x ∈ xU olup xU = W denilirse W x in bir

aç�k kom³ulu§udur ve f bir homomor�zma oldu§undan f(W ) = f(xU) = f(x)f(U) =

yf(U) olup yf(U) ⊆ yV ⊆ O olur. Böylece f(W ) ⊆ O olup f dönü³ümü süreklidir.



25

Benzer ³ekilde sa§ öteleme dönü³ümü için de görülebilir. �

�imdi bir sonraki teoremde kullan�lmak üzere a³a§�daki lemma verilecektir.

3.1.5. Lemma

X bir topolojik uzay olmak üzere O = {Oλ : λ ∈ I} ailesi X uzay�n�n bir aç�k örtüsü

olsun. E§er her λ1 6= λ2 için Oλ1 ∩Oλ2 = ∅ ise her λ ∈ I için Oλ kapal�d�r.

�spat

µ ∈ I olsun. X =
⋃
λ∈I Oλ ve λ 6= µ biçimindeki her λ ∈ I için Oλ∩Oµ = ∅ oldu§undan

Oµ = (
⋃
λ∈I\{µ}Oλ)

c olup, Oµ kapal�d�r. �

3.1.6 Teorem

Bir sa§(sol) topolojik grubun her aç�k altgrubu ayn� zamanda kapal�d�r.

�spat

G bir sa§ topolojik grup ve H kümesi G nin bir aç�k altgrubu olsun. Önerme 3.1.1 den

her a ∈ G için ra : G → G sa§ öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma olup H ⊆ G

aç�k oldu§undan ra(H) = Ha aç�kt�r. Ayn� zamanda H kümesi G nin bir altgrubu

oldu§undan G nin ayr�k kosetlerinin A = {Ha : a ∈ G} ailesi G uzay�n�n bir aç�k

örtüsüdür. Lemma 3.1.5 den her a ∈ G için Ha kapal� olup H = He oldu§undan H

kapal�d�r. �

�imdi s�kl�kla kullan�lacak olan bir tan�m verilecektir.

3.1.7. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere her x, y ∈ X için hx,y(x) = y olacak biçimde bir

hx,y : X → X homeomor�zmas� varsa X uzay�na homojen uzay denir.

3.1.8. Sonuç

Her sa§(sol) topolojik grup bir homojen uzayd�r. Dolay�s�yla her yar�-topolojik grup

bir homojen uzayd�r.
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�spat

G bir sa§ topolojik grup olsun. G bir grup oldu§undan x, y ∈ G için x−1y ∈ G dir.

z = x−1y diyelim. Her sa§ öteleme dönü³ümü Önerme 3.1.1 den bir homeomor�zmad�r.

rz(x) = xz = xx−1y = y oldu§undan arad�§�m�z homeomor�zma h = rx−1y dir. O

halde sa§ topolojik gruplar homojen uzayd�r. Benzer biçimde sol topolojik gruplar�n

da homojen uzay oldu§u görülebilir. Dolay�s�yla yar�-topolojik gruplar da bir homojen

uzayd�r. �

�imdi topolojik yar�gruplar�n birime sahip ve Abelyan olsa bile homojen bir uzay

olmamas�yla ilgili bir örnek verilecektir.

Örnek

I = [0, 1] kapal� aral�k ve her x, y ∈ I için xy = max{x, y} olsun. I kapal� birim aral�§� R
den indirgenen al�³�lm�³ topoloji ve çarp�m i³lemiyle bir Abelyan topolojik yar�gruptur.

Fakat I homojen bir uzay de§ildir. �öyleki; kabul edelimki h(0) = 1/2 olacak biçimde

bir h : [0, 1] → [0, 1] homeomor�zmas� var olsun. h|[0,1]\{0} : (0, 1] → [0, 1]\{1/2} olup
h|(0,1] : (0, 1]→ [0, 1/2)∪(1/2, 1] k�s�tlanm�³ dönü³ümü de bir homeomor�zmad�r. (0, 1]

aral�§� ayr�k aç�klar�n birle³imi olarak yaz�lamad�§�ndan ba§lant�l� bir uzayd�r. Fakat

[0, 1]\{1/2} = [0, 1/2)∪(1/2, 1] olup [0, 1]\{1/2} kümesi ayr�k aç�klar�n birle³imi olarak

yaz�labildi§inden [0, 1]\{1/2} kümesi ba§lant�s�zd�r. Bu durum h �n homeomor�zma

olmas�yla çeli³ir. O halde I homojen bir uzay de§ildir.

Öyleyse bir grubu sa§ topolojik grup yapmak için Sonuç 3.1.8 den homojen uzaylar

kullan�labilir. Çünkü homojen uzaylar�n ana özelliklerinden biri onlar�n her noktada

ayn� davran�³� göstermesidir. Dolay�s�yla bir sa§ topolojik grubun birim eleman�n�n

davran�³lar� bilinirse bu topolojinin her noktadaki davran�³� bilinir. O halde birim

eleman�n kom³uluklar ailesi yard�m�yla öteleme dönü³ümleri kullan�larak grup

üzerinde bir topoloji üretilebilir. �lerleyen k�s�mda bir pre�ltre yard�m�yla bir Abelyan

grubun bir yar�-topolojik gruba ve quasi-topolojik gruba nas�l dönü³türülebilece§i

görülecektir. Bunun için ³imdi ilk olarak pre�ltre tan�m� verilecektir

3.1.9. Tan�m

X 6= ∅ bir küme olmak üzere, X in bo³tan farkl� altkümelerinin bir ailesi P olsun.

E§er P ailesi

i) X ∈P,

ii) P ailesinin her sonlu A altailesi için B ⊆
⋂
A∈A A olacak biçimde bir B ∈ P
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vard�r,

ko³ullar�n� sa§l�yorsa P ailesine X üzerinde bir pre�ltre denir.

3.1.10.Önerme

S bir monoid ve e eleman� S monoidinin birim eleman� olmak üzere; e§er Fe ailesi S

üzerinde e ∈
⋂

Fe olacak biçimde bir pre�ltre ise her a ∈ S için Fa = {Pa : P ∈ Fe}
ailesi de a ∈

⋂
Fa olacak biçimde Sa üzerinde bir pre�ltredir.

�spat

a ∈ S olsun. �lk olarak Fa ailesinin Sa üzerinde bir pre�ltre oldu§unu görelim. Fe S

üzerinde bir pre�ltre oldu§undan S ∈ Fe dir. Fa ailesinin tan�m�ndan, Sa ∈ Fa d�r.

�imdi F1, F2, · · · , Fn ∈ Fa olsun. Fa ailesinin tan�m�ndan

F1 = P1a, F2 = P2a, · · · , Fn = Pna olacak biçimde P1, P2, · · · , Pn ∈ Fe vard�r. Fe bir

pre�ltre oldu§undan P0 ⊆
⋂n
i=1 Pi olacak biçimde bir P0 ∈ Fe vard�r. O halde

P0a ⊆
⋂n
i=1 Pia =

⋂n
i=1 Fi olup P0a = F0 denilirse F0 ∈ Fa ve F0 ⊆

⋂n
i=1 Fi dir.

Dolay�s�yla Tan�m 3.1.9 ko³ullar� sa§lan�r. Böylece Fa ailesi Sa üzerinde bir pre�ltre

olur. �imdi de a ∈
⋂

Fa yani a ∈
⋂
F∈Fa

F oldu§unu görelim. e ∈
⋂

Fe oldu§undan

her P ∈ Fe için e ∈ P olup, ea = a ∈ Pa d�r. O halde a ∈
⋂

Fa d�r. �

�imdi Önerme 3.1.10 dan hareketle bir monoid üzerine pre�ltre yard�m�yla bir topoloji

kondurularak bu monoidin bir sa§ topolojik monoid oldu§u görülecektir

3.1.11. Sonuç

S bir monoid, e eleman� S nin birim eleman� olmak üzere Fe ailesi S üzerinde e ∈
⋂

Fe

olacak biçimde bir pre�ltre ve Fa = {Pa : P ∈ Fe} olsun.
τ = {U ⊆ S : ∀a ∈ U için ∃F ∈ Fa : F ⊆ U} ailesi S üzerinde bir topoloji olur ve S

bu topoloji ile bir sa§ topolojik monoiddir.

�spat

�lk olarak τ = {U ⊆ S : ∀a ∈ U için ∃F ∈ Fa : F ⊆ U} ailesinin S üzerinde bir

topoloji oldu§unu görelim.

i) S, ∅ ∈ τ oldu§unu görelim. Fe bir pre�ltre oldu§undan S ∈ Fe dir. Her a ∈ S için

Sa ∈ Fa olup Sa ⊆ S dir. O halde τ ailesinin tan�m�ndan S ∈ τ dur. ∅ ∈ τ oldu§u
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aç�kt�r.

ii) U1, U2 ∈ τ için U1 ∩ U2 ∈ τ oldu§unu görelim. a ∈ U1 ∩ U2 alal�m. a ∈ U1 ve U1 ∈ τ
oldu§undan F1 ⊆ U1 olacak biçimde bir F1 ∈ Fa ve a ∈ U2 ve U2 ∈ τ oldu§undan

F2 ⊆ U2 olacak biçimde bir F2 ∈ Fa vard�r. Fa bir pre�ltre oldu§undan F ⊆ F1 ∩ F2

olacak biçimde bir F ⊆ Fa vard�r. Öyleyse F ⊆ F1 ∩ F2 ⊆ U1 ∩ U2 olup F ⊆ U1 ∩ U2

dir. O halde τ ailesinin tan�m�ndan U1 ∩ U2 ∈ τ dur.

iii) Her i ∈ I için Ui ∈ τ olmak üzere
⋃
i∈I Ui ∈ τ oldu§unu görelim. a ∈

⋃
i∈I Ui

alal�m. Bu durumda a ∈ Ui0 olacak biçimde bir i0 ∈ I vard�r. Ui0 ∈ τ oldu§undan

F ⊆ Ui0 olacak biçimde bir F ∈ Fa vard�r. O halde F ⊆ Ui0 ⊆
⋃
i∈I Ui olup τ ailesinin

tan�m�ndan
⋃
i∈I Ui ∈ τ olur.

O halde τ ailesi S monoidi üzerinde bir topolojidir.

�imdi S monoidinin, üzerindeki bu τ topolojisyle, bir sa§ topolojik monoid oldu§unu

yani her a ∈ S için ra : S → S sa§ öteleme dönü³ümünün sürekli oldu§u görelim. V ∈ τ
olmak üzere V 6= ∅ olsun. b ∈ r−1

a (V ) alal�m. Öyleyse ra(b) ∈ V olup ba ∈ V dir. V ∈ τ
oldu§undan F ⊆ V olacak biçimde bir F ∈ Fba ve F = Pba olacak biçimde bir P ∈ Fe

vard�r. F ⊆ V oldu§undan Pba ⊆ V olur. Bu durumda ra(Pb) ⊆ V olup Pb ⊆ r−1
a (V )

elde edilir. Pb ∈ Fb oldu§undan τ ailesinin tan�m�ndan r−1
a (V ) ∈ τ olur. O halde ra

sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir. Böylece S monoidi, üzerindeki τ topolojisiyle, bir sa§

topolojik monoiddir. �

�imdi Fe ailesinin üzerinde tan�mlanacak bir ko³ulla Fe ailesinin elemanlar�n�n,

üzerinde tan�mlanan topolojiye ait oldu§u, yani aç�k küme oldu§u görülecektir.

3.1.12.Önerme

S bir monoid ve Fe ailesi S üzerinde (t):" Her U ∈ Fe ve x ∈ U için V x ⊆ U olacak

biçimde bir V ∈ Fe vard�r", ko³ulunu sa§layan ve e ∈
⋂

Fe olacak biçimde bir

pre�ltre olmak üzere, S üzerinde Sonuç 3.1.11 de tan�mlanan τ topolojisi var olsun.

A³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

i) Her U ∈ Fe ve her a ∈ S için Ua ∈ τ dur.

ii) a ∈ S için Fa = {Ua : U ∈ Fe} ailesi a noktas� için bir kom³uluklar taban�d�r.

iii) S üzerindeki her sa§ öteleme dönü³ümü bir aç�k dönü³ümdür.
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�spat

i) U ∈ Fe ve a ∈ S olmak üzere x ∈ Ua alal�m. Öyleyse x = ua olacak biçimde bir

u ∈ U vard�r. (t) ³art�ndan V u ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ Fe vard�r. Bu durumda

V ua ⊆ Ua olup x = ua oldu§undan V x ⊆ Ua olur. V x ∈ Fx oldu§undan τ ailesinin

tan�m�ndan Ua ∈ τ dur.

ii) a ∈ S olmak üzere a ∈ T ve T ∈ τ olsun. T ∈ τ oldu§undan τ ailesinin tan�m�ndan

F ⊆ T olacak biçimde bir F ∈ Fa ve F = Pa olacak biçimde bir P ∈ Fe vard�r. i) den

Fa ⊆ τ dur. Dolay�s�yla Pa ⊆ T olup Fa ailesi a noktas�n�n bir kom³uluklar taban�d�r.

iii)Her a ∈ S için ra : S → S sa§ öteleme dönü³ümünün bir aç�k dönü³üm oldu§unu

görelim. a ∈ S olsun ve her T ∈ τ için ra(T ) = Ta ∈ τ oldu§unu görelim. T ∈ τ

ve x ∈ Ta olsun. Öyleyse x = ta olacak biçimde bir t ∈ T vard�r. t ∈ T ve T aç�k

oldu§undan P ⊆ T olacak biçimde bir P ∈ Ft ve P = Ft olacak biçimde bir F ∈ Fe

vard�r. Bu durumda Fx ∈ Fx olup Pa = Fta = Fx dir. Di§er yandan P ⊆ T

oldu§undan Pa ⊆ Ta olur. Dolay�s�yla Fx ⊆ Ta d�r. O halde τ ailesinin tan�m�ndan

Ta ∈ τ olup ra aç�k bir dönü³ümdür. �

3.1.13. Lemma

S monoidi, herhangi bir O topolojisiyle bir sa§ topolojik monoid ve Fe ailesi e

noktas�n�n kom³uluklar taban� ise Önerme 3.1.12 de tan�mlanan (t) ko³ulu sa§lan�r.

�spat

S ∈ Fe kabul etmek genelli§i bozmaz. Bu nedenle Fe bir pre�ltredir. U ∈ Fe ve x ∈ U
olsun. x = ex = rx(e) oldu§undan rx(e) ∈ U dur. �laveten S bir sa§ topolojik monoid

oldu§undan rx sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir. Öyleyse rx(W ) ⊆ U olacak biçimde S

uzay�nda e nin aç�k birW kom³ulu§u vard�r. Fe ailesi e noktas�n�n kom³uluklar taban�

oldu§undan V ⊆ W olacak biçimde bir V ∈ Fe vard�r. V ⊆ W oldu§undan V x ⊆ Wx

olup rx(V ) ⊆ rx(W ) ⊆ U olur. Dolay�syla V x ⊆ U dur. �

3.1.14. Sonuç

S herhangi bir O topolojisiyle bir sa§ topolojik monoid ve Fe ailesi e nin bir

kom³uluklar taban� ise S üzerindeki, Sonuç 3.1.11 de tan�mlanan, τ topolojisi O dan

daha incedir.
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�spat

O nun bo³ olmayan herhangi bir O eleman�n� alal�m. x ∈ O olsun. S bir sa§ topolojik

monoid ve x = ex = rx(e) ∈ O oldu§undan e nin rx(U) ⊆ O olacak biçimde bir U aç�k

kom³ulu§u vard�r. �laveten Fe ailesi e noktas�n�n bir kom³uluklar taban� oldu§undan

F ⊆ U olacak biçimde bir F ∈ Fe vard�r. Dolay�s�yla rx(F ) = rx(U) ⊆ O olup Fx ⊆ O

dur. Bu durumda τ ailesinin tan�m�ndan O ∈ τ olur. O halde O ⊆ τ olup τ ailesi O

ailesinden daha incedir. �

�imdi Fe üzerinde baz� k�s�tlamalarla bir Abelyan gruptan quasi-topolojik grup ve

paratopolojik grup elde edilecektir.

3.1.15 Teorem

G bir Abelyan grup ve G nin birimi e olmak üzere Fe ailesi e ∈
⋂

Fe olacak biçimde

G üzerinde bir pre�ltre ve Fe ailesinin her eleman� simetrik olsun. Bu durumda G

Abelyan grubu Fe pre�ltresi taraf�ndan üretilen Sonuç 3.1.11 deki τ topolojiyle bir

quasi-topolojik gruptur.

�spat

Her grup bir monoid oldu§undan Sonuç 3.1.11 den her a ∈ G için ra : G → G sa§

öteleme dönü³ümü süreklidir. Dolay�s�yla G bir sa§ topolojik gruptur. Di§er yandan

G bir Abelyan grup oldu§undan her sol öteleme dönü³ümü bir sa§ öteleme dönü³ümü

olup her λa sol öteleme dönü³ümü de süreklidir. Dolay�s�yla G bir sol topolojik gruptur.

Böylece G bir yar�-topolojik yar�gruptur. �imdi G nin her eleman�n� tersine e³leyen

f(x) = x−1 biçiminde tan�ml� f : G → G dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim.

U ⊆ G aç�k olmak üzere f(x) = x−1 ∈ U olsun. U ∈ τ oldu§undan D ⊆ U olacak

biçimde bir D ∈ Fx−1 ve D = Px−1 olacak biçimde bir P ∈ Fe vard�r. Fe ailesinin

her eleman� simetrik oldu§undan P = P−1 dir. Doly�s�yla D = Px−1 = P−1x−1 olup G

bir Abelyan grup oldu§undan P−1x−1 = x−1P−1 = (Px)−1 dir. O halde D = (Px)−1

olup D−1 = Px dir. D ⊆ U oldu§undan D−1 ⊆ U−1 elde edilir. D−1 = Px, Px ∈ Fx,

D−1 ⊆ U−1 oldu§undan U−1 ∈ τ dur. Dolay�s�yla f dönü³ümü süreklidir. O halde G

bir quasi-topolojik gruptur. �

3.1.16 Teorem

G bir Abelyan grup ve G nin birimi e olmak üzere Fe ailesi e ∈
⋂

Fe olacak biçimde

G üzerinde bir pre�ltre olsun. �laveten hem Önerme 3.1.12 deki (t) ko³ulu sa§lans�n
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hem de her U ∈ Fe için V 2 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ Fe var olsun. Bu durumda

G Abelyan grubu Fe pre�ltresi taraf�ndan üretilen Sonuç 3.1.11 deki τ topolojiyle bir

paratopolojik gruptur.

�spat

G Abelyan grubunun üzerindeki τ topolojisiyle bir paratopolojik grup oldu§unu görmek

için h((x, y)) = xy biçiminde tan�ml� h : G × G → G dönü³ümünün sürekli oldu§u

görülmelidir. G nin herhangi iki x, y elemanlar�n� alal�m. xy = z olsun. G uzay�nda

h((x, y)) = z ∈ O olacak biçimde bir O aç�§�n� alal�m. z ∈ O ve O aç�k oldu§undan

F ⊆ O olacak biçimde bir F ∈ Fz ve F = Uz olacak biçimde bir U ∈ Fe vard�r.

U ∈ Fe oldu§undan hipotezden V 2 = V V ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ Fe vard�r.

Teorem 3.1.15 den her a ∈ G için G Abelyan grubu üzerindeki her ra sa§ öteleme

dönü³ümü süreklidir ve (t) ³art� sa§land�§�ndan Önerme 3.1.12 den bu dönü³üm aç�k

bir dönü³ümdür. Dolay�syla x, y ∈ G ve V aç�§� için rx(V ) = V x ve ry(V ) = V y olup

V x, V y kümeleri G uzay�nda x ∈ V x ve y ∈ V y olacak biçimde birer aç�kt�r. O halde

h((V x, V y)) = V xV y olup G Abelyan oldu§undan V xV y = V V xy dir. V 2 = V V ⊆ U

oldu§undan V xV x = V V xy = V V z ⊆ Uz ⊆ O olur. V x×V y = W denilirse h(W ) ⊆ O

olup h dönü³ümü süreklidir. Böylece G bir paratopolojik gruptur. �

�imdi bir topolojik grubun birim eleman�n�n aç�k kom³uluklar taban�n�n sahip oldu§u

baz� özelliklerle ilgili, s�kl�kla kullan�lacak, bir teorem verilecek.

3.1.17 Teorem

G bir topolojik grup ve G nin birimi e olsun. U e nin aç�k kom³uluklar taban� ise

a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) Her U ∈ U için V 2 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r.

ii)Her U ∈ U için V −1 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r.

iii) Her U ∈ U ve her x ∈ U için V x ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r.

iv) Her U ∈ U ve her x ∈ G için xV x−1 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r.

v) Her U, V ∈ U için W ⊆ U ∩ V olacak biçimde bir W ∈ U vard�r.

vi) {e} =
⋂

U

�spat

G bir topolojik grup oldu§undan h((x, y)) = xy biçiminde tan�ml� h : G × G → G ve

f(x) = x−1 biçiminde tan�ml� f : G→ G dönü³ümleri süreklidir.
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i) U ∈ U olsun. e = ee ∈ U oldu§undan e = h((e, e)) ∈ U olur. h dönü³ümü sürekli

oldu§undan G × G uzay�nda h(W ) ⊆ U olacak biçimde (e, e) noktas�n�n bir W aç�k

kom³ulu§u vard�r. Bu durumda T × H ⊆ W olacak biçimde bir T ∈ U ve H ∈ U

vard�r. Dolay�s�yla h(T ×H) = TH ⊆ h(W ) elde edilir. T ∩H = V denilirse V ∈ U

ve V V ⊆ TH ⊆ h(W ) ⊆ U olup V 2 ⊆ U elde edilir.

ii) U ∈ U olsun. e = e−1 = f(e) ∈ U ve f sürekli oldu§undan f(V ) ⊆ U olacak

biçimde bir V ∈ U aç�§� vard�r. O halde f(V ) = V −1 ⊆ U elde edilir.

iii) G bir topolojik grup oldu§undan her x ∈ G için rx sa§ öteleme dönü³ümü süreklidir.

U ∈ U ve x ∈ U olsun. rx(e) = ex = x ve x ∈ U oldu§undan rx(e) ∈ U olur. rx sa§

öteleme dönü³ümü sürekli oldu§undan rx(V ) ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r O

halde rx(V ) = V x ⊆ U elde edilir.

iv) G bir topolojik grup oldu§undan her a ∈ G için λa sol ve ra−1 sa§ öteleme

dönü³ümleri süreklidir. g = ra−1 ◦ λa olsun. g bile³ke dönü³ümü de sürekli olur.

U ∈ U olsun. g(e) = (ra−1 ◦ λa)(e) = ra−1(ea) = a−1ea = e oldu§undan g(e) ∈ U dur.

g sürekli oldu§undan g(V ) ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U aç�§� vard�r. Öyleyse

g(V ) = (ra−1 ◦ λa)(V ) = ra−1(aV ) = aV a−1 olur. O halde aV a−1 ⊆ U elde edilir.

v) U, V ∈ U olsun. e ∈ U ∩ V ve U ∩ V aç�kt�r. U ailesi e nin bir aç�k kom³uluklar

taban� oldu§undan e ∈ W ⊆ U ∩ V olacak biçimde bir W ∈ U vard�r.

vi) U e nin aç�k kom³uluklar taban� ve G bir T1 -uzay oldu§undan {e} =
⋂

U dur. �

3.1.18 Teorem

G bir grup, U ailesi G nin altkümelerinin bir ailesi olmak üzere Teorem 3.1.17 deki alt�

ko³ulu sa§las�n ve BU = {Ua : a ∈ G,U ∈ U } olsun. Öyleyse a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) τ = {W ⊆ G | ∀x ∈ W için ∃U ∈ U : Ux ⊆ W} ailesi G üzerinde bir

topolojidir.

ii) Her x ∈ G ve her U ∈ U için Ux ∈ τ
iii) BU ailesi τ ailesi için bir taband�r.

iv) Her b ∈ G ve her V ∈ U için bV ∈ τ dur.

v) Her x ∈ G ve her T ∈ τ için xT ∈ τ dur.

vi) G, üzerindeki τ topolojisiyle bir topolojik gruptur.

vii) τ topolojisi T1-uzayd�r.
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�spat

i) U ∈ U olmak üzere her x ∈ G için Ux ⊆ G oldu§undan G ∈ τ dur. ∅ ∈ τ oldu§u

a³ikard�r.

�imdi W1,W2 ∈ τ için W1 ∩W2 ∈ τ oldu§unu görelim. x ∈ W1 ∩W2 alal�m. Öyleyse

x ∈ W1 ve W1 ∈ τ oldu§undan U1x ⊆ W1 olacak biçimde bir U1 ∈ U ve x ∈ W2 ve

W2 ∈ τ oldu§undan U2x ⊆ W2 olacak biçimde bir U2 ∈ U vard�r. �laveten U1, U2 ⊆ U

oldu§undan Teorem 3.1.17 v) ko³ulundan U ⊆ U1 ∩ U2 olacak biçimde bir U ∈ U

vard�r. Bu durumda Ux ⊆ U1x ∩ U2x ⊆ W1 ∩W2 oldu§undan W1 ∩W2 ∈ τ dur.

�imdi her i ∈ I için Wi ∈ τ olsun.
⋃
i∈IWi ∈ τ oldu§unu görelim. x ∈

⋃
i∈IWi

alal�m. Öyleyse x ∈ Wi0 olacak biçimde bir i0 ∈ I vard�r ve Wi0 ∈ τ oldu§undan

Ux ⊆ Wi0 olacak biçimde bir U ∈ U vard�r. O halde Ux ⊆ Wi0 ⊆
⋃
i∈IWi oldu§undan⋃

i∈IWi ∈ τ dur.

Böylece τ ailesi G üzerinde bir topolojidir.

ii) x ∈ G, U ∈ U ve y ∈ Ux olsun. G bir grup oldu§undan yx−1 ∈ U dur. Teorem 3.1.17

iii) ko³ulundan V yx−1 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U vard�r. Dolay�s�yla V y ⊆ Ux

olup τ ailesinin tan�m�ndan Ux ∈ τ elde edilir.

iii) B ∈ BU olsun. O halde B = Ua olacak biçimde bir U ∈ U ve bir a ∈ G vard�r. ii)

den Ua ∈ τ olup BU ⊆ τ elde edilir.

�imdi x ∈ G ve x ∈ W olacak biçimde bir W ∈ τ alal�m. τ ailesinin tan�m�ndan

Ux ⊆ W olacak biçimde bir U ∈ U vard�r. Ux = B denilirse B ∈ BU oldu§u

a³ikard�r. O halde BU ailesi τ için bir taband�r.

iv) b ∈ G ve V ∈ U olsun. y ∈ bV alal�m. b−1y ∈ V olup Teorem 3.1.17 iii) den

Wb−1y ⊆ V olacak biçimde bir W ∈ U vard�r. Bu durumda Teorem 3.1.17 iv) den

b−1Ub ⊆ W olacak biçimde bir U ∈ U var olup b−1Ubb−1y ⊆ Wb−1y ⊆ V dir. O halde

Uy ⊆ bV olup bV ∈ τ dur.

v) x ∈ G ve T ∈ τ olsun. y ∈ xT alal�m. x−1y ∈ T olup T ∈ τ oldu§undan Ux−1y ⊆ T

olacak biçimde bir U ∈ U vard�r. Teorem 3.1.17 iv) den x−1Wx ⊆ U olacak biçimde

bir W ∈ U vard�r. Dolay�s�yla x−1Wxx−1y ⊆ Ux−1y olup x−1Wy ⊆ T dir. O halde

Wy ⊆ xT olup τ ailesinin tan�m�ndan xT ∈ τ dur.

vi) �lk olarak h((x, y)) = xy biçiminde tan�ml� h : G × G → G dönü³ümünün sürekli

oldu§unu görelim. h((x, y)) = xy ∈ W ve W ⊆ G aç�k olsun. xy ∈ W ve W ∈ τ

oldu§undan 3.1.17 iii) den V xy ⊆ W olacak biçimde bir V ∈ U vard�r. �laveten

Teorem 3.1.17 i) den H2 ⊆ V olacak biçimde bir H ∈ U ve (v) den xTx−1 ⊆ H olacak

biçimde bir T ∈ U vard�r. Dolay�s�yla H(xTx−1) ⊆ H2 ⊆ V olup H(xTx−1)x ⊆ V x
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dir. O halde HxT ⊆ V x olur. Dolay�s�yla HxTy ⊆ V xy ⊆ W elde edilir. Öte yandan

ii) den Hx,Hy ∈ τ dur. O halde h(Hx× Ty) ⊆ W olup h dönü³ümü süreklidir.

�imdi de f(x) = x−1 biçiminde tan�ml� f : G → G dönü³ümünün sürekli oldu§unu

görelim. Her a ∈ G ve her U ∈ U için ii) den Ua ∈ τ dur. f−1(Ua) = a−1U−1 dur.

E§er U−1 ∈ τ ise v) den a−1U−1 ∈ τ olup G uzay�nda a−1U−1 aç�kt�r. Öyleyse ³imdi

U−1 ∈ τ oldu§unu görelim. x ∈ U−1 al�n�rsa x−1 ∈ U dur. Teorem 3.1.17 de (iii) den

V x−1 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ U ve Teorem 3.1.17 ii) den W−1 ⊆ V olacak

biçimde bir W ∈ U vard�r. Dolay�s�yla W−1x−1 ⊆ V x−1 ⊆ U olup W−1x−1 ⊆ U elde

edilir. Öyleyse (W−1x−1)−1 ⊆ U−1 olup xW ⊆ U−1 dir. iv) den xW ∈ τ ve τ ailesinin

tan�m�ndan Tx ⊆ xW olacak biçimde T ∈ U vard�r. Tx ⊆ xW ⊆ U−1 olup τ ailesinin

tan�m�ndan U−1 aç�kt�r. Öyleyse f dönü³ümü sürekli olur. O halde (G, τ) bir topolojik

gruptur.

vii) Teorem 3.1.17 de (vi) den ve G homojen bir uzay oldu§undan kolayl�kla görülebilir.

�

3.1.19 Teorem

Her G topolojik grubu için, birim eleman�n simetrik aç�k kom³uluklardan olu³an bir

kom³uluklar taban� vard�r.

�spat

V = {V ⊆ G | ∃U ⊆ G aç�k ve e ∈ U : V = U ∩ U−1} ailesi e birim eleman�n�n

simetrik kom³uluklardan olu³an bir kom³uluklar taban�d�r. �

3.1.20 Teorem

Her topolojik grup regüler uzayd�r.

�spat

G bir topolojik grup olsun. Her x ∈ G ve x ∈ U olacak biçimdeki her U aç�k

kom³ulu§u için x in x ∈ V ⊆ V ⊆ U olacak biçimde bir V aç�k kom³ulu§unun var

oldu§unu görmeliyiz. Topolojik gruplar homojen uzay olduklar�ndan x = e için

görmemiz yeterlidir. Öyleyse U ⊆ G aç�k olmak üzere e ∈ U olsun. e = ee ∈ U ve G

üzerinde tan�ml� i³lem sürekli oldu§undan e nin WT ⊆ U olacak biçimde W ve T aç�k

kom³uluklar� vard�r. W ∩ T ∩W−1 ∩ T−1 = V denilirse V e nin V ⊆ U olacak biçimde

simetrik bir aç�k kom³ulu§u olup V 2 ⊆ U olur. �imdi V ⊆ U oldu§unu görelim. x ∈ V
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olsun. e ∈ V oldu§undan x ∈ V x dir. V aç�k ve rx sa§ öteleme dönü³ümü aç�k

oldu§undan V x ⊆ G aç�kt�r. Öyleyse V ∩ V x 6= ∅ olmak zorundad�r. z ∈ V ∩ V x
alal�m. z ∈ V ve z = vx olacak biçimde bir v ∈ V vard�r. Bu durumda

x = v−1z ∈ V −1V = V V ⊆ U olup x ∈ U dur. O halde V ⊆ U dur ve böylece

e ∈ V ⊆ V ⊆ U olur. �

Nispeten yeni bir sonuç say�labilecek olan a³a§�daki teoremin ispat� bu tezin konusu

d�³�nda farkl� yöntemler içerdi§i için, ispats�z olarak verilecektir.

3.1.21 Teorem

Her regüler paratopolojik grup tamamen regülerdir [11].
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4. TOPOLOJ�K GRUPLARIN BAZI TOPOLOJ�K

ÖZELL�KLER�

Bu bölümde topolojik gruplar�n, sa§(sol) topolojik gruplar�n, yar�-topolojik gruplar�n,

quasi-topolojik gruplar�n baz� topolojik özellikleri incelenecek olup cebirsel baz�

özellikleri ele al�nacakt�r. Aksi belirtilmedikçe bu bölümdekilerin tamam� [7] de

bulunabilir.

4.1. Topolojik Gruplar�n Baz� Topolojik Özellikleri

4.1.1.Önerme

G bir sol (sa§) topolojik grup, U kümesi G nin aç�k bir altkümesi ve A kümesi de G

nin herhangi bir altkümesi olsun. Bu durumda AU(UA) kümeleri G de aç�kt�r.

�spat

G bir sol topolojik grup olsun. Her sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma

oldu§undan her a ∈ G ve U ⊆ G aç�§� için aU = λa(U) aç�kt�r. Ayn� zamanda

AU =
⋃
a∈A λa(U) olup AU kümesi G de aç�kt�r. G bir sa§ topolojik grup iken benzer

biçimde UA kümesinin G de aç�k oldu§u görülebilir. �

4.1.2. Sonuç

G bir yar�-topolojik grup ise G nin her U aç�§� ve G nin herhangi bir A altkümesi için

AU ve UA kümeleri G de aç�kt�r.

�imdi bir örnekle topolojik yar�gruplarda bu durumun Önerme 4.1.1 ve Sonuç 4.1.2 den

farkl� oldu§u görülecektir. Bunun için öncelikle Vietoris topolojinin tan�m� verilecektir.

4.1.3. Tan�m

X bir topolojik uzay, Exp(X) = {K ⊆ X| K 6= ∅ kapal�}, n ∈ Z+ ve 1 6 i 6 n

biçimindeki her i için Vi, U kümeleri X in bo³tan farkl� aç�k altkümeleri olmak üzere;

< U, V1, V2, · · · , Vn >= {F ∈ Exp(X) : F ⊆ U ve her i için F ∩ Vi 6= ∅}
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olsun. Exp(X) üzerinde

B = {< U, V1, V2, · · · , Vn >: n ∈ N, U ⊆ X aç�k, V1, V2, · · · , Vn ⊆ Xaç�k}

ailesini taban kabul eden topoloji Vietoris topoloji olarak adland�r�l�r. Bu topoloji için

B ailesi a³a§�daki gibi de tan�mlanabilir. U ⊆ X ve V ⊆ X aç�klar olmak üzere

[U, V ] = {F ∈ Exp(X) : F ⊆ U ve F ∩ V 6= ∅}

denilirse

n⋂
i=1

[U, Vi] =< U, V1, V2, · · · , Vn > oldu§u kolayl�kla görülebillir.

Böylece

B =
{ n⋂
i=1

[U, Vi] : n ∈ N, U ⊆ X aç�k ve her i için Vi ⊆ X aç�k
}

ailesi Exp(X) üzerinde Vietoris topoloji olarak adland�r�lan topolojiyi üretir. Yani B

ailesi Önerme 2.1.11 de ki B1, B2 ³artlar�n� sa§lar. �öyleki;

(B1) Exp(X) =
⋃

B oldu§unu görelim. Bunun için F ∈ Exp(X) alal�m. Exp(X)

tan�m� gere§i F 6= ∅ ve F ⊆ X dir. F ∈ [X,X] olup [X,X] ∈ B oldu§undan F ∈
⋃

B

olur. Böylece Exp(X) ⊆
⋃

B sa§lan�r.
⋃

B ⊆ Exp(X) oldu§u aç�kt�r. Bu durumda

istenen e³itlik sa§lan�r.

(B2) A1, A2 ∈ B olmak üzere F ∈ A1 ∩ A2 olsun. A1 ∈ B oldu§undan

A1 =
⋂n
i=1[U1, Vi] olacak biçimde bir n ∈ N ve X uzay�nda U1, V1, V2, · · · , Vn aç�klar�

vard�r. A2 ∈ B oldu§undan A2 =
⋂m
i=1[U2,Wi] olacak biçimde bir m ∈ N ve X

uzay�nda U2,W1,W2, · · · ,Wn aç�klar� vard�r.

U = U1 ∩ U2 ve Ti =

{
Vi ; 1 6 i 6 n

Wi ; n+ 1 6 i 6 n+m
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olmak üzere

A1 ∩ A2 = (
n⋂
i=1

[U, Vi]) ∩ (
m⋂
i=1

[U,Wi]) =
n+m⋂
i=1

[U, Ti]

olup A1 ∩ A2 ∈ B dir. O halde B ailesi B2 ³art�n� sa§lar ve böylece Exp(X) üzerinde

bir topoloji üretir.

4.1.4. Teorem

X bir T1-uzay ise üzerindeki Vietoris topoloji ile Exp(X) uzay� da T1 -uzayd�r.

�spat

F,K ∈ Exp(X) olmak üzere F 6= K olsun. Exp(X) tan�m�ndan F 6= ∅ ve K 6= ∅ dir.
F 6= K oldu§undan ya F\K ya da K\F 6= ∅ dir.
1. Durum: F\K 6= ∅ ise; bu durumda bir x ∈ F\K vard�r. x /∈ K oldu§undan

K ⊆ {x}c ve K ∩ {x}c = K 6= ∅ dir. X T1 -uzay oldu§undan {x}c ⊆ X aç�k olup

[{x}c, {x}c] ⊆ Exp(X) aç�kt�r ve K ∈ [{x}c, {x}c] d�r. x ∈ F oldu§undan

F /∈ [{x}c, {x}c] dir. Öte yandan F ∈ [X,Kc] ve K /∈ [X,Kc] dir.

2. Durum: K\F 6= ∅ ise; bu durumda bir y ∈ K\F vard�r. F ∈ [{y}c, {y}c] olup
K /∈ [{y}c, {y}c] dir ve K ∈ [X,F c] olup F /∈ [X,F c] dir. O halde Exp(X) uzay� T1

-uzayd�r. �

Örnek

Exp(R) kümesi üzerinde τVietoris Vietoris topoloji varken kümelerin birle³me i³lemi ile

Exp(R) bir topolojik yar�gruptur.

Exp(R) kümesinin birle³me i³lemi alt�nda bir yar�grup oldu§u aç�kt�r. �imdi Exp(R)

nin bir topolojik yar�grup oldu§unu görelim.

h : Exp(R)× Exp(R) −→ Exp(R)

(K,M) −→ h((K,M)) = K ∪M
dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. Exp(R) nin herhangi iki K ve M

elemanlar�n� ve Exp(R) uzay�nda h(K,M) ∈ T olacak biçimde bir T aç�§�n� alal�m.

Tan�m 4.1.3 deki B ailesi taban oldu§undan h(K,M) ∈
⋂n
i=1[U, Vi] ⊆ T olacak

biçimde bir B =
⋂n
i=1[U, Vi] ∈ B vard�r. Bu durumda K ∪ M ∈

⋂n
i=1[U, Vi] olup

K ⊆ U , M ⊆ U ve her 1 ≤ i ≤ için (K ∪ M) ∩ Vi 6= ∅ olur.
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I = {i ∈ {1, 2, · · · , n} : M ∩ Vi 6= ∅} ve J = {i ∈ {1, 2, · · · , n} : K ∩ Vi 6= ∅} denilirse
I ∪ J = {1, 2, · · · , n} olup a³a§�daki üç durum olu³ur.

1. Durum: I 6= ∅ ve J = ∅ ise; bu durumda (K,M) ∈ [U,R] ×
⋂n
i=1[U, Vi] olup

h([U,R]×
⋂n
i=1[U, Vi]) ⊆

⋂n
i=1[U, Vi] oldu§u kolayl�kla görülebilir.

2. Durum: I = ∅ ve J 6= ∅ ise; bu durumda (K,M) ∈
⋂n
i=1[U, Vi] × [U,R] olup

h(
⋂n
i=1[U, Vi]× [U,R]) ⊆

⋂n
i=1[U, Vi] oldu§u kolayl�kla görülebilir.

3. Durum: I 6= ∅ ve J 6= ∅ ise; bu durumda M ∈
⋂
i∈I [U, Vi], K ∈

⋂
i∈J [U, Vi] olup

(K,M) ∈
⋂
i∈J [U, Vi] ×

⋂
i∈I [U, Vi] için h(

⋂
i∈J [U, Vi] ×

⋂
i∈I [U, Vi]) ⊆

⋂n
i=1[U, Vi]

oldu§unu görelim. C ∈ h(
⋂
i∈J [U, Vi] ×

⋂
i∈I [U, Vi]) alal�m. C = h(S) olacak biçimde

bir S ∈
⋂
i∈J [U, Vi] ×

⋂
i∈I [U, Vi] ve S = S1 × S2 olacak biçimde bir S1 ∈

⋂
i∈J [U, Vi],

S2 ∈
⋂
i∈I [U, Vi] vard�r. Böylece h(S) = h(S1 × S2) = S1 ∪ S2 olur. S1 ∈

⋂
i∈J [U, Vi]

oldu§undan S1 ⊆ U ve her i ∈ J için S1 ∩ Vi 6= ∅ olur. Ayn� zamanda S2 ∈
⋂
i∈I [U, Vi]

oldu§undan S2 ⊆ U ve her i ∈ I için S2 ∩ Vi 6= ∅ olur. Böylece S1 ∪ S2 ⊆ U ve her

i ∈ I ∪ J için (S1 ∪ S2) ∩ Vi 6= ∅ elde edilir. Dolay�s�yla S1 ∪ S2 ∈
⋂n
i=1[U, Vi] dir.

O halde h dönü³ümü sürekli olup Exp(R) bir topolojik yar�gruptur.

F = {0} ⊆ R kapal� kümesi, U = (1,∞) aç�§� ve W = {K ∈ Exp(R) : K ⊆ U}
kümesini alal�m. W = [U,R] oldu§undan W kümesi Exp(R) de aç�kt�r. Fakat FW

kümesi Exp(R) de aç�k de§ildir.

Böylece 4.1.1 ve 4.1.2 ifadelerinin topolojik yar�gruplar için geçerli olmad�§� görülür.

4.1.5.Önerme

G bir sol topolojik grup olmak üzere, her x ∈ G için f(x) = x−1 biçiminde tan�ml�

f : G→ G dönü³ümü sürekli ise her A ⊆ G ve e birim eleman�n�n her U aç�k kom³ulu§u

için Ā ⊆ AU olur.

�spat

U ⊆ G aç�k olmak üzere e ∈ U ve A ⊆ G olsun. f(e) = e−1 = e ∈ U ve f sürekli

oldu§undan f(V ) = V −1 ⊆ U olacak biçimde e noktas�n�n bir V aç�k kom³ulu§u

vard�r. �imdi x ∈ Ā alal�m. e ∈ V oldu§undan x ∈ xV dir. G bir sol topolojik grup

oldu§undan her sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma olup xV aç�kt�r. x ∈ Ā

oldu§undan A ∩ xV 6= ∅ olur. a ∈ A ∩ xV al�n�rsa a = xb olacak biçimde bir b ∈ V
vard�r. Öyleyse x = ab−1 ∈ AV −1 ⊆ AU olur. Böylece Ā ⊆ AU elde edilir. �
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�imdi bir sonraki teoremde kullan�lacak ispat� rutin olan bir önerme verilecektir.

4.1.6.Önerme

G bir grup olsun. A,B,C ⊆ G olmak üzere AB ∩ C = ∅ ⇔ A ∩ CB−1 = ∅ dir.

4.1.7 Teorem

G bir sol topolojik grup olmak üzere her x ∈ G için f(x) = x−1 biçiminde tan�ml�

f : G → G dönü³ümü sürekli ve Be ailesi e noktas�n�n bir kom³uluklar taban� ise her

A ⊆ G için

A =
⋂
{AU : U ∈ Be} dir.

�spat

A ⊆ G olsun. Önerme 4.1.5 den her U ∈ Be için A ⊆ AU oldu§undan

A ⊆
⋂
{AU : U ∈ Be} sa§lan�r. �imdi

⋂
{AU : U ∈ Be} ⊆ A oldu§unu görelim. x /∈ A

olsun. Bu durumda T ∩A = ∅ olacak biçimde x noktas�n�n bir T aç�k kom³ulu§u vard�r.

x ∈ T oldu§undan e ∈ x−1T dir ve x−1T aç�kt�r. Be ailesi e noktas�n�n bir kom³uluklar

taban� oldu§undan W ⊆ x−1T olacak biçimde bir W ∈ Be vard�r. f dönü³ümü sürekli

oldu§undan U−1
0 ⊆ W olacak biçimde bir U0 ∈ Be vard�r. O halde xU−1

0 ⊆ xW olup

W ⊆ x−1T oldu§undan xU−1
0 ⊂ xW ⊆ T olur. T ∩ A = ∅ oldu§undan xU−1

0 ∩ A = ∅
olur. Önerme 4.1.6 den {x}∩AU0 = ∅ elde edilir. Böylece x /∈ AU0 olup AU0 ⊆ A olur.

Öyleyse
⋂
{AU | U ∈ Be} ⊆ AU0 ⊆ A olup A =

⋂
{AU : U ∈ Be} e³itli§i sa§lan�r. �

4.1.8.Önerme

G bir yar�-topolojik grup olmak üzere, e birim eleman�n�n her U aç�k kom³ulu§u için

V −1 ⊆ U olacak biçimde e nin bir V aç�k kom³ulu§u varsa her x ∈ G için f(x) = x−1

biçiminde tan�ml� f : G → G dönü³ümü süreklidir ve böylece G bir quasi-topolojik

gruptur.

�spat

x ∈ G olmak üzere f(x) = x−1 ∈ W ve W ⊆ G aç�k olsun. O halde

λx−1(e) = x−1 ∈ W dir. W aç�k ve λx−1 dönü³ümü sürekli oldu§undan λx−1(U) ⊆ W

olacak biçimde e birim eleman�n�n bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ve x−1U ⊆ W olur. O

halde hipotezden V −1 ⊆ U olacak biçimde e nin bir V aç�k kom³ulu§u vard�r ve
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x−1V −1 ⊆ x−1U olur. G yar�-topolojik grup oldu§undan Sonuç 3.1.2 den her sa§

öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma olup V x kümesi aç�kt�r ve

f(V x) = (V x)−1 = x−1V −1 ⊆ x−1U ⊆ W dir. Böylece f dönü³ümü süreklidir. G bir

yar�-topolojik grup ve f sürekli oldu§undan G bir quasi-topolojik gruptur. �

4.1.9.Önerme

G bir yar�-topolojik grup olmak üzere her A ⊆ G kapal� ve her x ∈ G\A için x /∈ AV
olacak biçimde e birim eleman�n�n bir V aç�k kom³ulu§u varsa her x ∈ G için

f(x) = x−1 biçiminde tan�ml� f : G → G dönü³ümü süreklidir ve böylece G bir

quasi-topolojik gruptur.

�spat

Önerme 4.1.8 den e nin her U aç�k kom³ulu§u için, e nin, V −1 ⊆ U olacak biçimde

bir V aç�k kom³ulu§unun var oldu§unu görmek yeterlidir. U e nin herhangi bir aç�k

kom³ulu§u olsun. A = G\U diyelim. Bu durumda e /∈ A olup e ∈ G\A d�r. Hipotezden

e /∈ AV olacak biçimde e nin bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. Öyleyse AV ∩ {e} = ∅ olup
Önerme 4.1.5 den A ∩ {e}V −1 = ∅ olur. Böylece A ∩ V −1 = ∅ olup V −1 ⊆ G\A dir.

G\A = U oldu§undan V −1 ⊆ U elde edilir. �

4.1.10.Önerme

G bir sol topolojik grup olmak üzere her x ∈ G için f(x) = x−1 biçiminde tan�ml�

f : G→ G dönü³ümü sürekli ise G bir yar�-topolojik gruptur. Dolay�s�yla G bir quasi-

topolojik gruptur.

�spat

Her a ∈ G için ra = f ◦ λa−1 ◦ f oldu§undan ispat aç�kt�r. �

4.1.11. Lemma

G bir yar�-topolojik yar�grup olmak üzere, H kümesi G nin bir alt yar�grubu ise x ∈ H
ve y ∈ H için xy ∈ H d�r.
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�spat

H kümesi G nin bir alt yar�grubu olsun. x ∈ H ve y ∈ H alal�m. xy ∈ xH

oldu§undan λx(y) ∈ λx(H) d�r. λx dönü³ümü sürekli oldu§undan λx(H) ⊆ λx(H)

olup xy ∈ xH = H olur. O halde x ∈ H ve y ∈ H için xy ∈ H d�r. �

4.1.12.Önerme

G bir yar�-topolojik yar�grup olmak üzere, H kümesi G nin bir alt yar�grubu ise H

kümesi de G nin bir alt yar�grubudur.

�spat

H kümesi G nin bir alt yar�grubu olsun. H �n bir alt yar�grup oldu§unu görmek için

her x, y ∈ H için xy ∈ H oldu§unu görmek yeterlidir. x, y ∈ H olsun. G uzay�nda

xy ∈ W olacak biçimde bir W aç�§� alal�m. xy = ry(x) ∈ W ve ry sürekli oldu§undan

ry(V ) ⊆ W olacak biçimde x noktas�n�n bir V aç�k kom³ulu§u vard�r ve V y ⊆ W dir.

x ∈ H, x ∈ V ve V aç�k oldu§undan H ∩ V 6= ∅ dir. z ∈ H ∩ V alal�m. Bu durumda

zy ∈ V y ⊆ W olur. z ∈ H ve y ∈ H oldu§undan Lemma 4.1.11 den zy ∈ H d�r.

zy ∈ H, zy ∈ W ve W aç�k oldu§undan W ∩H 6= ∅ dir. Böylece xy ∈ H olup H bir

alt yar�gruptur. �

�imdi Önerme 4.1.12 nin sa§ topolojik yar�gruplar için geçerli olmad�§�n� bir örnekle

görelim.

Örnek

Z = αN = N ∪ {α} do§al say�lar�n ayr�k uzay�n�n tek nokta kompaktla³t�rmas� olsun.

Sp(Z,Z) = ZZ sa§ topolojik yar�gruptur. Z kompakt oldu§undan ZZ de kompaktt�r.

B = {f : f ∈ S(Z,Z) bire-bir} kümesini alal�m. B = C diyelim. B kümesi ZZ nin bir

alt yar�grubudur, fakat C alt yar�grubu de§ildir. �öyleki; her k ∈ N için

fk(x) =

{
x+ k ; x ∈ N
α ; x = α

biçiminde tan�ml� fk : Z → Z dönü³ümünü alal�m.

g(x) = α biçiminde tan�ml� g : Z → Z dönü³ümünü sabitleyelim. Her k ∈ N için

(fk)k∈N ⊆ B olup her x ∈ Z için (fk(x)) dizisi g(x) e yak�nsakt�r. Bu durumda (fk)
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fonksiyon dizisi g ye yak�nsar. g ∈ {fk : k ∈ N} ⊆ B = C dir, fakat g /∈ B dir. �imdi

h(x) =

{
x+ 1 ; x ∈ N
1 ; x = α

biçiminde tan�ml� h ∈ ZZ dönü³ümünü tan�mlayal�m. h bire-bir oldu§undan h ∈ B ⊆ C

dir. g, h ∈ B = C dir, fakat h ◦ g /∈ B dir. Çünkü x ∈ Z için (h ◦ g)(x) = h(g(x)) =

h(α) = 1 dir. V = {f ∈ ZZ : f(1) = 1 ve f(3) = 1} aç�k olup h ◦ g ∈ V dir. E§er

h ◦ g ∈ B olsayd� B ∩ V 6= ∅ olurdu ki bu da B nin bire-bir olmas� ile çeli³irdi.

4.1.13.Önerme

G bir grup olmak üzere (G, τ) bir topolojik uzay olsun. E§er her x ∈ G için f(x) = x−1

biçiminde tan�ml� f : G→ G dönü³ümü sürekli ise G nin simetrik her A altkümesi için

A kümesi de simetriktir.

�spat

A ⊆ G simetrik olsun. O halde A = A−1 olup f(A) = f(A−1) dir. Ayn� zamanda

f ◦f = I olup f = f−1 oldu§undan f bir homeomor�zmad�r. O halde f(A−1) = f(A−1)

dir. Bu durumda f(A) = f(A−1) olup (A)−1 = A olur. O halde A simetriktir. �

4.1.14.Önerme

G bir quasi-topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin bir altgrubu ise H kümesi de

G nin bir altgrubudur.

�spat

H kümesi G nin bir altgrubu olsun. Önerme 4.1.12 den H G nin bir alt yar�grubudur.

Ayn� zamanda H simetrik oldu§undan Önerme 4.1.13 den H kümesi de simetriktir.

Öyleyse her x ∈ H için x−1 ∈ (H)−1 = H olup H bir altgruptur. �

4.1.15. Sonuç

G bir topolojik grup olmak üzere H kümesi G nin bir altgrubu ise H kümesi de G nin

bir altgrubudur.
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�spat

Her topolojik grup bir quasi-topolojik grup oldu§undan Önerme 4.1.14 den H

kümesinin G nin bir altgrubu oldu§u a³ikard�r. �

4.1.16. Lemma

X bir topolojik uzay ve Y ⊆ X olmak üzere, Y = X olsun. Bu durumda X in her V

aç�k altkümesi için V ∩ Y = V d�r.

�spat

X in herhangi bir V aç�k altkümesini alal�m. V ∩ Y ⊆ V oldu§undan V ∩ Y ⊆ V d�r.

p ∈ V alal�m. T ⊆ X aç�k ve p ∈ T olsun. O halde T ∩ V 6= ∅ olur. Bu durumda T ∩ V
kümesi X in bo³tan farkl� bir aç�k altkümesi olup Y = X oldu§undan T ∩ (V ∩Y ) 6= ∅
dir. Böylece p ∈ V ∩ Y olup V ⊆ V ∩ Y d�r. O halde V ∩ Y = V dir. �

4.1.17. Lemma

X regüler bir uzay olmak üzere, Y kümesi X in yo§un bir alt kümesi ise her y ∈ Y için

χ(y, Y ) = χ(y,X) olur.

�spat

y ∈ Y ve χ(y,X) = |B| olsun. B ailesi y noktas�n�n X uzay�ndaki kom³uluklar taban�

oldu§undan A = {U ∩ Y : U ∈ B} ailesi y noktas�n�n Y uzay�ndaki kom³uluklar

taban�d�r. Öyleyse χ(y, Y ) 6 |A | dir. Öte yandan A ⊆ B oldu§undan |A | 6 |B| olup
χ(y, Y ) 6 χ(y,X) dir. �imdi de χ(y,X) 6 χ(y, Y ) oldu§unu görelim. χ(y, Y ) = |D |
olsun. Her D ∈ D için VD ∩ Y = D olacak biçimde bir VD ⊆ X aç�§� vard�r.

σ = {VD : D ∈ D} olsun. |σ| 6 |D | oldu§u a³ikard�r. �imdi σ ailesinin y noktas�n�n X

uzay�ndaki bir kom³uluklar taban� oldu§unu görelim. O ⊆ X aç�k olmak üzere y ∈ O
olsun. X uzay� düzenli oldu§undan y ∈ W ⊆ W ⊆ O olacak biçimde bir W ⊆ X aç�§�

vard�r. y ∈ W , W ⊆ X aç�k ve D ailesi y noktas�n�n Y uzay�ndaki kom³uluklar taban�

oldu§undan y ∈ D ⊆ W ∩ Y olacak biçimde bir D ∈ D vard�r. Lemma 4.1.16 den

D = VD d�r.

O halde y ∈ VD ⊆ VD = D ⊆ W ∩ Y ⊆ W ⊆ O olup y ∈ VD ⊆ O olur. Öyleyse σ ailesi

y noktas�n�n X uzay� içinde bir kom³uluklar taban� olup χ(y,X) 6 |σ| 6 |D | = χ(y, Y )

elde edilir. Böylece hem χ(y, Y ) 6 χ(y,X) hem de χ(y,X) 6 χ(y, Y ) oldu§undan

χ(y, Y ) = χ(y,X) elde edilir. �
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4.1.18.Önerme

G bir topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin birinci say�labilir bir altgrubu ise

H kümesi de birinci say�labilirdir.

�spat

H kümesi G nin birinci say�labilir bir altgrubu olsun. H = K diyelim. Sonuç 4.1.15

den topolojik gruplar�n altgruplar�n�n kapan�³� da altgrup oldu§undan K kümesi G

nin bir altgrubu olup G uzay�ndan indirgenen topolojiyle bir topolojik gruptur. H

altgrubu birinci say�labilir oldu§undan e birim eleman� için χ(e,H) 6 ℵ0 dir. Teorem

3.1.20 den topolojik gruplar regüler oldu§undan K regüler bir uzayd�r. �laveten

H = K oldu§undan H kümesi K n�n yo§un bir altkümesi olup Lemma 4.1.17 den

χ(e,K) = χ(e,H) olur. χ(e,H) 6 ℵ0 oldu§undan χ(e,K) 6 ℵ0 dir. O halde K

uzay�n�n e birim eleman�n�n say�labilir bir kom³uluklar taban� vard�r. K topolojik

grup oldu§undan homojen bir uzayd�r. Dolay�s�yla K n�n her noktas�n�n say�labilir bir

kom³uluklar taban� vard�r. Böylece H birinci say�labilirdir. �

�imdi bir sonraki sonuç için topolojik uzaylarla ilgili iki lemma verilecektir.

4.1.19. Lemma

(X, τ) bir topolojik uzay ve Y ⊆ X olmak üzere, U ⊆ X aç�k ise U ∩ Y ∩ U = U ∩ Y
d�r.

�spat

U ⊆ X aç�k olsun. U ∩ Y ⊆ Y oldu§undan U ∩ Y ⊆ Y olup U ∩ Y ∩ U ⊆ Y ∩ U dur.

�imdi U ∩ Y ⊆ U ∩ Y ∩ U oldu§unu görelim. x ∈ U ∩ Y , T ⊆ X ve x ∈ T aç�k olsun.

Bu durumda x ∈ U ∩ T ve U ∩ T ⊆ X aç�k olur. O halde x ∈ Y , x ∈ U ∩ T aç�k

oldu§undan U ∩ T ∩ Y = T ∩ (U ∩ Y ) 6= ∅ olup x ∈ U ∩ Y d�r. O halde x ∈ U ∩ Y ∩U
olup U ∩Y ⊆ U ∩ Y ∩U elde edilir. Böylece U ∩ Y ∩U = U ∩Y e³itli§i sa§lanm�³ olur.

�

4.1.20. Lemma

(X, τ) bir T1 -uzay ve Y X in bir altuzay� olmak üzere, Y ayr�k bir altuzay ise Y kümesi

Y içinde aç�kt�r.
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�spat

Burada okunabilirlik aç�s�ndan Y nin Y uzay�ndaki içi intY (Y ) ile gösterilecektir. Y

altuzay� ayr�k olsun. y ∈ Y alal�m. Y ayr�k uzay oldu§undan {y} tek nokta kümesi Y

uzay�nda aç�kt�r. O halde {y} = U ∩ Y olacak biçimde X uzay�nda y noktas�n�n bir U

aç�k kom³ulu§u vard�r. X T1-uzay oldu§undan U altuzay� da T1-uzayd�r. O halde {y}
kümesi U altuzay� içinde kapal�d�r. Yani {y} = {y}

U
d�r. {y} = U ∩ Y oldu§undan

{y}
U

= U ∩ Y U
= U ∩ Y ∩U olur. Lemma 4.1.19 den U ∩ Y ∩U = U ∩ Y oldu§undan

{y} = U ∩Y = U ∩Y olur. U kümesi X uzay�nda bir aç�k oldu§undan U ∩Y kümesi de

Y uzay�nda bir aç�k olup y ∈ U ∩ Y ⊆ Y oldu§undan y ∈ intY (Y ) dir ve Y ⊆ intY (Y )

olur. Her zaman intY (Y ) ⊆ Y oldu§undan Y = intY (Y ) dir. O halde Y kümesi Y

içinde aç�kt�r. �

4.1.21. Sonuç

G bir quasi-topolojik grup olmak üzere H kümesi G nin ayr�k bir altgrubu ise H kümesi

G uzay�nda kapal�d�r.

�spat

H kümesi G nin ayr�k bir altgrubu olsun. Önerme 4.1.14 den H kümesi de G nin

altgrubudur. Dolay�s�yla H altgrubu G uzay�ndan indirgenen topolojiyle bir

quasi-topolojik gruptur. H altuzay� ayr�k oldu§undan Lemma 4.1.20 den H kümesi H

uzay�nda aç�kt�r. H bir quasi-topolojik grup ve H kümesi H �n aç�k altgrubu

oldu§undan Teorem 3.1.6 dan H kümesi H içinde kapal�d�r. Böylece H kümesi G

uzay�nda kapal�d�r. �

�imdi Sonuç 4.1.21 yerel kapal� uzaylar için ifade edilecektir. Bunun için öncelikle yerel

kapal� uzay tan�m� ve bir teorem verilecektir.

4.1.22. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve Y ⊆ X olmak üzere, her y ∈ Y için y noktas�n�n, U ∩ Y
kümesi U içinde kapal� olacak biçimde aç�k bir U kom³ulu§u varsa Y ye bir yerel kapal�

uzay denir.

4.1.23 Teorem

(X, τ) bir topolojik uzay Y ⊆ X olmak üzere a³a§�dakiler denktir.
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1) Y yerel kapal�d�r.

2) Y kümesi Y içinde aç�kt�r.

3) Y = U∩F olacak biçimde X uzay�n�n aç�k bir U altkümesi ve kapal� bir F altkümesi

vard�r.

�spat

(1)⇒ (2)

Y yerel kapal� bir uzay olsun. O halde her y ∈ Y için X uzay�nda y noktas�n�n bir U

aç�k kom³ulu§u vard�r ve U∩Y kümesi U içinde kapal�d�r. U∩Y = U ∩ Y U
= U ∩ Y ∩U

olur. Lemma 4.1.19 den U ∩ Y ∩U = U ∩Y olup U ∩Y = U ∩Y elde edilir. U ∩Y ⊆ Y

oldu§undan y ∈ U ∩ Y ⊆ Y olup Y kümesi Y içinde aç�kt�r.

(2)⇒ (3)

Y kümesi Y da aç�k oldu§undan Y = V ∩ Y olacak biçimde bir V ⊆ X aç�§� vard�r.

�laveten Y X uzay�nda kapal�d�r. O halde Y kümesi X uzay�nda bir aç�kla bir kapal�n�n

arakesiti olarak yaz�labilir.

(3)⇒ (1)

Y = U ∩ F olacak biçimde X uzay�nda bir U aç�§� ve F kapal�s� alal�m. F kapal�

oldu§undan F ∩ U = F ∩ U ⊆ Y ∩ U olur. U aç�k oldu§undan Lemma 4.1.19 den

F ∩U = F ∩ U ∩U dur. O halde F ∩ U ∩U ⊆ Y ∩U elde edilir. F ∩U = Y oldu§undan

Y ∩ U ⊆ Y ∩ U olur. U aç�k oldu§undan Lemma 4.1.19 den Y ∩ U = Y ∩ U ∩ U olup

Y ∩ U ∩ U ⊆ Y ∩ U olur. Bu durumda Y ∩ UU ⊆ Y ∩ U olup Y ∩ U kümesi U içinde

kapal�d�r. O halde Y yerel kapal�d�r. �

4.1.24. Sonuç

G bir quasi-topolojik grup olmak üzere H kümesi G uzay�n�n yerel kapal� bir altgrubu

ise H kümesi G uzay�nda kapal�d�r.

�spat

H kümesi G nin yerel kapal� bir altgrubu olsun. Önerme 4.1.14 den H kümesi de G nin

bir altgrubudur. Dolay�s�yla H altgrubu G uzay�ndan indirgenen topolojiyle bir quasi-

topolojik gruptur. H yerel kapal� oldu§undan Teorem 4.1.23 den H kümesi H içinde

aç�kt�r. H bir quasi-topolojik grup ve H kümesi H �n aç�k bir altgrubu oldu§undan

Teorem 3.1.6 dan H kümesi H da kapal� olup H kümesi G uzay�nda kapal�d�r. �
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4.1.25.Önerme

Topolojik gruplar�n yerel kompakt altgruplar� kapal�d�r.

�spat

G bir topolojik grup olmak üzere H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olsun.

H = K olsun. Sonuç 4.1.15 den K kümesi G nin bir altgrubudur. O halde K altuzay�

G uzay�ndan indirgenen topolojiyle bir topolojik gruptur. H kümesi K uzay�n�n yerel

kompakt yo§un bir altuzay� oldu§undan H kümesi K altuzay�nda aç�kt�r( [8], 3.3.9).

Teorem 3.1.6 den topolojik gruplar�n aç�k altgruplar� ayn� zamanda kapal� oldu§undan

H kümesi K altuzay�nda kapal�d�r. Dolay�s�yla H kümesi G uzay�nda kapal�d�r. �

4.1.26.Önerme

Say�labilir kompakt quasi-topolojik gruplar�n ayr�k her altgrubu sonludur.

�spat

G say�labilir kompakt bir quasi topolojik grup ve H kümesi de G nin ayr�k bir altgrubu

olsun. Sonuç 4.1.21 denH altgrubu G uzay�nda kapal�d�r. Say�labilir kompakt uzaylar�n

kapal� altuzaylar� say�labilir kompakt oldu§undan H say�labilir kompaktt�r. O halde H

altgrubu ayr�k ve say�labilir kompakt oldu§undan H sonludur. �

4.1.27. Sonuç

Lindelöf quasi-topolojik gruplar�n ayr�k her altgrubu say�labilirdir.

�spat

G bir Lindelöf quasi-topolojik grup ve H kümesi G nin ayr�k bir altgrubu olsun. H

ayr�k oldu§undan Sonuç 4.1.21 den H altgrubu G uzay�nda kapal�d�r. Lindelöf

uzaylar�n kapal� altuzaylar� da Lindelöf oldu§undan H Lindelöf bir uzayd�r.

Dolay�s�yla H altgrubu say�labilirdir. �

4.1.28. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve P(X) X in kuvvet kümesi olmak üzere A ⊆P(X) olsun.
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Her x ∈ X için x noktas�n�n |{A ∈ A : U ∩ A 6= ∅}| 6 1 olacak biçimde bir U aç�k

kom³ulu§u var ise A ailesine ayr�k bir aile denir [12].

4.1.29. Tan�m

(X, τ) bir topolojik uzay ve P(X) X in kuvvet kümesi olmak üzere A ⊆P(X) olsun.

Her x ∈ X için x noktas�n�n |{A ∈ A : U ∩ A 6= ∅}| < ℵ0 olacak biçimde bir U aç�k

kom³ulu§u var ise A ailesine yerel sonlu bir aile denir [12].

4.1.30. Lemma

X bir topolojik uzay ve A X in bo³ olmayan alt kümelerinin yerel sonlu bir ailesi

olmak üzere her A ∈ A için bir xA ∈ A seçilerek olu³turulan D = {xA |A ∈ A }
kümesi kapal� ve ayr�kt�r.

�spat

D kümesinin kapal� ve ayr�k oldu§unu görmek için D nin hiç y�§�lma noktas�na sahip

olmad�§�n� görmek yeterlidir. Kabul edelim ki D̃ 6= ∅ olsun. O halde x ∈ D̃ olacak

biçimde bir x ∈ X vard�r. Dolay�s�yla x noktas�n�n her U aç�k kom³ulu§u için

(U\{x}) ∩D 6= ∅ dir. �imdi bunu iki durumda inceleyelim.

1. Durum: x ∈ D ise x = xA0 olacak biçimde bir A0 ∈ A vard�r. A yerel sonlu

oldu§undan x ∈ U0 olacak biçimde X uzay�nda bir U0 aç�§� var ve

{A ∈ A | A ∩ U0 6= ∅} sonludur. {A ∈ A | A ∩ U0 6= ∅} = {A1, A2, · · · , An}
olsun. x ∈ D̃ oldu§undan (U0\{x}) ∩ D 6= ∅ olur. O halde x ∈ U0 ∩ A0 olup

A0 ∩ U0 6= ∅ dir ve A0 ∈ {A1, A2, · · · , An} olur. n ∈ Z+ olmak üzere 1 6 k 6 n olacak

biçimde öyle bir k vard�r ki A0 = Ak olur. U0\{xA0 , · · · , xAk−1
, xAk+1

, · · · , xAn} aç�kt�r.
x = xAk

oldu§undan x ∈ U0\{xA0 , · · · , xAk−1
, xAk+1

, · · · , xAn} olup x ∈ D̃ oldu§undan

(U0\{xA0 , · · · , xAk−1
, xAk+1

, · · · , xAn}\{x}) ∩D = (U0\{xA0 , · · · , xAn}) ∩D 6= ∅ dir. O
halde xAl

∈ U0\{xA0 , · · · , xAn} olacak biçimde bir xAl
∈ D vard�r. Bu da

{A ∈ A : A ∩ U0 6= ∅} = {A0, A1, · · · , An} olmas� ile çeli³ir.

2. Durum: x /∈ D ise A yerel sonlu oldu§undan x noktas�n�n bir V aç�k kom³ulu§u

var ve {A ∈ A | A ∩ V 6= ∅} sonludur.
{A ∈ A | A ∩ V 6= ∅} = {A1, A2, · · · , Am} olsun. V \{xA1 , xA2 , · · · , xAm} aç�k olup

T = V \{xA1 , xA2 , · · · , xAm} denilirse x ∈ T olur. T aç�k ve x ∈ D̃ oldu§undan

(T\{x}) ∩ D 6= ∅ dir. O halde z ∈ D olacak biçimde bir. z ∈ T\{x} vard�r. z ∈ D

oldu§undan z = xB olacak biçimde bir B ∈ A vard�r. O halde xB ∈ T olup

B ∩ V 6= ∅ dir. Bu durumda 1 6 j 6 m olmak üzere B = Aj olacak biçimde bir j

vard�r. B = Aj oldu§undan xB = xAj
olur ki bu da xB ∈ T olmas� ile çeli³ir.

Her iki durumda da çeli³ki elde edildi§inden kabulümüz yanl�³ olup D̃ = ∅ dir .
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Dolay�s�yla D kümesi kapal� ve ayr�kt�r. �

4.1.31. Tan�m

G bir topolojik grup, e ∈ G birim, U kümesi e noktas�n�n bir kom³ulu§u ve A ⊆ G

olsun. a 6= b olacak biçimdeki a, b ∈ A için b /∈ aU ise A kümesine U ayr�kt�r denir.

�imdi bir sonraki teoremde kullan�lmak üzere iki lemma verilecektir.

4.1.32. Lemma

G bir topolojik grup ve U, V e birim eleman�n�n V 4 ⊆ U ve V −1 = V olacak biçimde

aç�k kom³uluklar� olmak üzere A ⊆ G olsun. E§er A kümesi U ayr�k ise {aV : a ∈ A}
aç�k kümelerinin ailesi ayr�kt�r.

�spat

A ⊆ G bir U ayr�k küme olsun. e ∈ V oldu§undan her x ∈ G için x ∈ xV dir

ve xV aç�kt�r. Kabul edelimki x ∈ xV aç�k kom³ulu§unun {aV : a ∈ A} ailesinin

elemanlar�ndan en az iki tanesiyle arakesiti bo³tan farkl� olsun. Öyleyse a 6= b olmak

üzere a, b ∈ A için aV ∩ xV 6= ∅ ve bV ∩ xV 6= ∅ dir. O halde p ∈ aV ∩ xV alal�m. Bu

durumda p = av1 = xv2 olacak biçimde bir v1, v2 ∈ V vard�r ve x−1a = v2v
−1
1 ∈ V 2

elde edilir. Benzer biçimde b−1x ∈ V 2 olur. Böylece b−1a = (b−1x)(x−1a) ∈ V 4 olup

V 4 ⊆ U oldu§undan b−1a ∈ U elde edilir. Bu durumda a ∈ bU olur. Bu da A kümesinin

U ayr�k olmas�yla çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³ olup |{a ∈ A : aV ∩ xV 6= ∅}| 6 1

olur. O halde {aV : a ∈ A} ailesi ayr�kt�r. �

4.1.33. Lemma

(X, τ) bir topolojik uzay, A ailesi X in bo³ olmayan altkümelerin ayr�k bir ailesi olmak

üzere her A ∈ A için bir xA ∈ A seçilerek olu³turulan D = {xA : A ∈ A } kümesi X

uzay� içinde kapal� ve ayr�kt�r.

�spat

Ayr�k her aile yerel sonlu oldu§undan Lemma 4.1.30 den D kümesi kapal� ve ayr�kt�r.

�

�imdi sözde kompakt uzaylar�n tan�m�n� verelim.
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4.1.34. Tan�m

X bir Tychono� uzay olmak üzere, X uzay�ndan R ye giden sürekli her dönü³üm s�n�rl�

ise X e sözde kompakt bir uzay denir.

�imdi ispat� ( [8], 3.10.22) de bulunabilecek teorem ispats�z olarak verilecektir.

4.1.35 Teorem

X Tychono� bir uzay olmak üzere, X uzay�n�n sözde kompakt olmas� için gerekli ve

yeterli ko³ul X in bo³ olmayan aç�k altkümelerinden olu³an yerel sonlu her ailenin sonlu

olmas�d�r.

4.1.36 Teorem

Sözde kompakt bir topolojik grubun ayr�k her altgrubu sonludur.

�spat

G sözde kompakt bir topolojik grup ve H G nin ayr�k bir altgrubu olsun. Her topolojik

grup bir quasi-topolojik grup oldu§undan Sonuç 4.1.21 den H altgrubu G uzay�nda

kapal�d�r. H, G nin bir altgrubu oldu§undan e ∈ H d�r ve H ayr�k altuzay oldu§undan

{e} ⊆ H aç�kt�r. O halde U ∩H = {e} olacak biçimde G uzay�nda e noktas�n�n bir U

aç�k kom³ulu§u vard�r. G topolojik grup oldu§undan e noktas�n�n V = V −1 ve V 4 ⊆ U

olacak biçimde bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. U ∩H = {e} ve H bir altgrup oldu§undan

H bir U ayr�k kümedir. O halde Lemma 4.1.32 den S = {hV : h ∈ H} ailesi G

uzay�nda ayr�kt�r. S ailesi G sözde kompakt uzay�n�n bo³tan farkl� aç�k altkümelerinin

ayr�k bir ailesidir ve ayr�k her aile yerel sonlu oldu§undan S ailesi Teorem 4.1.35 den

sonludur. Bu da H altgrubunun sonlu olmas�n� gerektirir. �

�imdi bu teoremle ilgili bir sonuç verilecektir.

4.1.37. Sonuç

Her sonsuz sözde kompakt topolojik grup kapal� olmayan say�labilir bir altküme içerir.
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�spat

G sonsuz sözde kompakt bir topolojik grup ve A kümesi G nin say�labilir sonsuz bir

altkümesi olsun. G nin A kümesi taraf�ndan cebirsel olarak üretilen altgrubunu H ile

gösterelim. Bu durumda H altkümesi de say�labilir sonsuzdur. Dolay�syla Teorem

4.1.36 dan H altgrubu ayr�k olamaz. e ∈ G birim olmak üzere B = H\{e} denilirse H
altkümesi ayr�k olmad�§�ndan B kümesi H altuzay�nda kapal� olamaz. O halde B

kümesi G uzay�nda kapal� de§ildir. Üstelik H say�labilir oldu§undan B kümesi de

say�labilirdir. Böylece B kümesi G uzay�nda kapal� olmayan say�labilir bir altkümedir.

�

Bu sonuç sonsuz sözde kompakt topolojik uzaylara geni³letilemez, fakat a³ikar olarak

sonsuz kardinalitedeki say�labilir kompakt her topolojik uzay için do§rudur.

�imdi A. Kertész ve T. Szele taraf�ndan verilen bir teoremle sonsuz Abelyan gruplar

üzerine Tychono� topolojisi kondurulacak ve bu topolojiyle bir topolojik grup oldu§u

görülecektir.

4.1.38 Teorem

Her G sonsuz Abelyan grubunun üzerine G bir topolojik grup olacak biçimde ayr�k

topoloji d�³�nda bir Tychono� topolojisi kondurulabilir.

�spat

a 6= e olacak biçimdeki her a ∈ G için Önerme 2.2.4 den fa(a) 6= 1 olacak biçimde bir

fa : G → T homomor�zmas� vard�r. {fa : a ∈ G, a 6= e} ailesinin kö³egen çarp�m� f

olsun. O halde

5a∈G\{e}fa = f : G −→ TG

x −→ f(x) : G −→ T
a −→ f(x)(a) = fa(x) dir.

f dönü³ümünün bire-bir ve bir homomor�zma oldu§u kolayca görülebilir. O halde G,

TG grubunun f(G) = H altgrubuna izomorftur. �laveten T kapal� ve s�n�rl�

oldu§undan kompaktt�r. Kompakt uzaylar�n key� çoklukta çarp�mlar� da kompakt

oldu§undan TG kompaktt�r. Kompakt uzaylar normal bir uzay ve normal uzaylar da

bir Tychono� uzay oldu§undan TG bir Tychono� uzayd�r. Tychono� uzaylar�n

altuzaylar� da Tychono� oldu§undan H altuzay� Tychono� uzayd�r. G ∼= H
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oldu§undan H kümesi TG uzay�n�n sonsuz bir altgrubudur. Öyleyse Önerme 4.1.26

den H altgrubu ayr�k olamaz. TG çarp�m uzay�ndan H üzerine indirgenen topoloji P

olsun. f : G → H dönü³ümünü sürekli k�lan τ = {f−1(V ) : V ∈ P} topolojisini

alal�m. �imdi G üzerindeki τ topolojisinin Tychono� topolojisi oldu§unu

görelim.x ∈ G olmak üzere x /∈ F olacak biçimde G uzay�n�n kapal� bir altkümesini

alal�m. Bu durumda x ∈ F c olup F c ∈ τ dur. O halde F c = f−1(V ) olacak biçimde

bir V ∈ P vard�r. x ∈ f−1(V ) oldu§undan f(x) ∈ V olup y = f(x) denilirse y /∈ V c

dir. Bu durumda y ∈ V c ⊆ H kapal� ve H Tychono� uzay oldu§undan g(y) = 0 ve

g(V c) ⊆ {1} olacak biçimde sürekli bir g : H → R dönü³ümü vard�r.

h = g ◦ f : G → R olsun. g ve f dönü³ümleri sürekli oldu§undan h dönü³ümü de

süreklidir. Her x ∈ G için h(x) = g(f(x)) = g(y) = 0 olur. �laveten p ∈ F alal�m. Bu

durumda p /∈ F c olup F c = f−1(V ) oldu§undan p ∈ f−1(V c) olur. Böylece f(p) ∈ V c

olup g(f(p)) ∈ g(V c) ⊆ {1} olur. O halde h(F ) ⊆ {1} olur. O halde (G, τ) bir

Tychono� uzayd�r. G uzay�n�n bu Tychono� τ topolojisi ile bir topolojik grup oldu§u

kolayca görülebilir. �

4.1.39. Tan�m

G bir topolojik grup olmak üzere G nin e birim eleman�n� içeren tüm ba§lant�l�

altkümelerinin birle³imine G nin bile³eni veya ba§lant�l� bile³eni denir.

Verilen bir noktay� içeren ba§lant�l� altuzaylar�n herhangi bir ailesinin birle³imi

ba§lant�l� oldu§undan G nin ba§lant�l� bile³eni G nin birimini içeren en büyük

ba§lant�l� altuzay�d�r.

4.1.40.Önerme

Topolojik gruplar�n ba§lant�l� bile³enleri kapal� bir normal altgruptur.

�spat

G bir topolojik grup olmak üzere H kümesi G nin ba§lant�l� bir bile³eni olsun. Önce H

kümesinin G nin bir altgrubu oldu§unu görelim. Her h ∈ H için hH ⊆ H d�r. �öyleki;

h ∈ H olsun. G bir topolojik grup oldu§undan λh : G → G sol öteleme dönü³ümü bir

homeomor�zma olup H ba§lant�l� oldu§undan λh(H) = hH kümesi de ba§lant�l�d�r. H

ba§lant�l� bile³en oldu§undan e ∈ H olup he = h e³itli§inden hH ∩H 6= ∅ dir. Böylece
hH∪H kümesi e yi içeren ba§lant�l� bir küme olup hH∪H ⊆ H olur ki bu da hH ⊆ H

olu³unu verir. O halde her h1, h2 ∈ H için h1h2 ∈ h1H ⊆ H olup h1h2 ∈ H d�r. �imdi

de her h ∈ H için h−1 ∈ H oldu§unu görelim. Her x ∈ G için Φ(x) = x−1 biçiminde

tan�ml� Φ : G→ G fonksiyonu homeomor�zma oldu§undan Φ(H) kümesi ba§lant�l�d�r.
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Φ(e) = e−1 = e oldu§undan e ∈ Φ(H) d�r. H kümesi e yi içeren en büyük ba§lant�l�

küme oldu§undan Φ(H) ⊆ H d�r. O halde her h ∈ H için Φ(h) = h−1 ∈ Φ(H) ⊆ H olup

h−1 ∈ H d�r. BöyleceH kümesininG nin bir altgrubu oldu§u görülmü³ olur. �imdi deH

n�n normal altgrup oldu§unu görelim. Bu amaçla her a ∈ G için aHa−1 = H oldu§unu

görece§iz. a ∈ G olsun. e ∈ H oldu§undan e ∈ aHa−1 dir. Öte yandan ra−1 : G → G

sa§ öteleme ve λa : G → G sol öteleme dönü³ümleri homeomor�zma olduklar�ndan

aHa−1 kümesi ba§lant�l�d�r. H n�n ba§lant�l� bile³en olu³u aHa−1 ⊆ H olu³unu verir.

ra sa§ öteleme ve λa−1 sol öteleme dönü³ümleri homeomor�zma olduklar�ndan benzer

biçimde a−1Ha ⊆ H olupH ⊆ aHa−1 elde edilir. O haldeH = aHa−1 olupH G nin bir

normal altgrubudur. Öte yandan H kümesi ba§lant�l� oldu§undan H de ba§lant�l�d�r.

H kümesi, G nin, birimi içeren en büyük ba§lant�l� altkümesi oldu§undan H ⊆ H olup

H kümesi kapal�d�r. Böylece H kümesi G nin kapal� bir normal altgrubu olur. �

Bir sonraki teoremde ba§lant�l� topolojik gruplar�n ayr�k normal altgruplar�n�n grubun

merkezi oldu§u görülecektir. �imdi bu teoremde kullan�lacak olan a³a§�daki lemma

verilecektir.

4.1.41. Lemma

G ba§lant�l� bir topolojik grup olmak üzere U kümesi G nin e birim eleman�n�n aç�k

bir kom³ulu§u ise G =
⋃∞
n=1 U

n olur.

�spat

U kümesi e nin aç�k bir kom³ulu§u olsun. G bir topolojik grup oldu§undan V ⊆ U

olacak biçimde e nin simetrik bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. H =
⋃∞
n=1 V

n olsun. H

kümesininG nin aç�k bir altgrubu oldu§u basitçe görülebilir. Teorem 3.1.6 dan topolojik

gruplar�n aç�k altgruplar� ayn� zamanda kapal� oldu§undan H altgrubu kapal�d�r. G

ba§lant�l� oldu§undan H = G olmak zorundad�r. O halde G =
⋃∞
n=1 V

n olup V ⊆ U

oldu§undan G =
⋃∞
n=1 U

n elde edilir. �

4.1.42 Teorem

G ba§lant�l� bir topolojik grup olmak üzere, e§er K kümesi G nin ayr�k normal bir

altgrubu ise her a ∈ K ve her b ∈ G için ab = ba olur. Yani K G nin merkezidir.

�spat

K kümesi G nin ayr�k normal bir altgrubu olsun. K = {e} ise teoremin ispat� a³ikard�r.
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O halde x 6= e olmak üzere x ∈ K alal�m. K ayr�k uzay oldu§undan U ∩ K = {x}
olacak biçimde G uzay�nda x noktas�n�n bir U aç�k kom³ulu§u vard�r. exe = x olup G

bir topolojik grup oldu§undan V xV ⊆ U olacak biçimde G uzay�nda e nin simetrik bir

V aç�k kom³ulu§u vard�r. �öyleki;

e(xe) = x ∈ U ve G topolojik grup oldu§undan TW ⊆ U olacak biçimde G uzay�nda

e ∈ T ve xe ∈ W aç�klar� vard�r. xe ∈ W oldu§undan e ∈ x−1W olur. Böylece

e ∈ T ∩ x−1W olup T ∩ x−1W aç�k olup V ⊆ T ∩ x−1W olacak biçimde e nin simetrik

bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. �imdi bir p ∈ V xV alal�m. O halde p = zxv olacak

biçimde z, v ∈ V vard�r. z ∈ V oldu§undan z ∈ T dir ve v ∈ V oldu§undan v ∈ x−1W

olup xv ∈ W elde edilir. Bu durumda zxv ∈ TW ⊆ U olup V xV ⊆ U elde edilir.

�imdi x in V nin her eleman� ile de§i³meli oldu§unu görelim. y ∈ V olsun. K kümesi G

nin normal bir altgrubu oldu§undan yxy−1 ∈ K olup V simetrik oldu§undan yxy−1 ∈
V xV −1 = V xV ⊆ U olur. O halde yxy−1 ∈ U ∩ K = {x} elde edilir. Bu durumda

yxy−1 = x olup her y ∈ V için yx = xy e³itli§i sa§lan�r. Öte yandan Lemma 4.1.41

den
⋃
n∈N V

n = G olup her g ∈ G için g = y1y2 · · · yn0 olacak biçimde bir n0 ∈ N ve

y1, y2, · · · , yn0 ∈ V vard�r. x eleman� V nin her eleman� ile de§i³meli oldu§undan

gx = y1y2 · · · yn0x = y1y2 · · ·xyn0 = y1xy2 · · · yn0 = xy1y2 · · · yn0 = xg

olur. Dolay�s�yla K ayr�k normal altgrubu G nin merkezidir. �

�imdi topolojik ve paratopolojik gruplarda kapal� kümelerden kompakt altkümelerin

ayr�l�³�yla ilgili bir kaç önemli özellik verilecektir.

4.1.43 Teorem

G bir paratopolojik grup, F ⊆ G kompakt ve P ⊆ G kapal� olmak üzere, e§er F∩P = ∅
ise FV ∩P = ∅ ve V F ∩P = ∅ olacak biçimde e birim eleman�n�n aç�k bir V kom³ulu§u

vard�r.

�spat

F ∩ P = ∅ oldu§undan her x ∈ F için x ∈ P c olup P c aç�kt�r. O halde λx(e) = x ∈
P c olup λx sürekli oldu§undan λx(Vx) ⊆ P c olacak biçimde e noktas�n�n bir Vx aç�k

kom³ulu§u vard�r. Bu durumda xVx ⊆ P c olup xVx∩P = ∅ olur. G paratopolojik grup

oldu§undan h((x, y)) = xy biçiminde tan�ml� h : G × G → G dönü³ümü sürekli olup

her x ∈ F için W 2
x ⊆ Vx olacak biçimde e noktas�n�n bir Wx aç�k kom³ulu§u vard�r. O

halde her x ∈ F için x ∈ xWx olup F ⊆
⋃
x∈F xWx olur. Böylece {xWx : x ∈ F} ailesi

F için bir aç�k örtü olur. F kompakt oldu§undan F ⊆
⋃
x∈S xWx olacak biçimde sonlu
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bir S ⊆ F vard�r. V1 =
⋂
x∈SWx denilirse FV1 ∩ P = ∅ dir. �öyleki; her y ∈ F için

y ∈ xWx olacak biçimde bir x ∈ S vard�r. Bu durumda

yV1 ⊆ xWxV1 ⊆ xWxWx ⊆ xVx ⊆ P c

olup her y ∈ F için yV1 ∩ P = ∅ ve böylece FV1 ∩ P = ∅ olur. Benzer biçimde sa§

öteleme dönü³ümünün süreklili§inden V2F ∩ P = ∅ olacak biçimde bir V2 aç�§� vard�r.

V = V1 ∩ V2 denilirse hem FV ∩ P = ∅ hem de V F ∩ P = ∅ sa§lan�r. �

4.1.44 Teorem

G bir topolojik grup olmak üzere F ⊆ G kompakt ve P ⊆ G kapal� ise FP ve PF

kümeleri G uzay�nda kapal�d�r.

�spat

F ⊆ G kompakt ve P ⊆ G kapal� olsun. a /∈ FP alal�m. Bu durumda F−1a ∩ P = ∅
olur. �öyleki; kabul edelimki F−1a ∩ P 6= ∅ olsun. Öyleyse bir b ∈ F−1a ∩ P alal�m.

Bu durumda b = y−1a olacak biçimde bir y ∈ F vard�r. b = y−1a oldu§undan

a = yb ∈ FP olur. Bu da a /∈ FP olmas� ile çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³ olup

F−1a ∩ P = ∅ e³itli§i sa§lan�r.
G bir topolojik grup oldu§undan her x ∈ G için f(x) = x−1 biçiminde tan�ml�

f : G → G dönü³ümü ve ra sa§ öteleme dönü³ümü sürekli oldu§undan

(ra ◦ f)(F ) = F−1a kümesi kompaktt�r. Teorem 4.1.43 den F−1aU ∩ P = ∅ olacak

biçimde e noktas�n�n bir U aç�k kom³ulu§u vard�r. Önerme 4.1.6 den aU ∩ FP = ∅
olup aU aç�k oldu§undan a /∈ FP olur. Böylece a /∈ FP için a /∈ FP oldu§undan

FP ⊆ FP olup FP kümesi G uzay�nda kapal�d�r. PF kümesinin G uzay�nda kapal�

oldu§u benzer biçimde görülebilir. �

�imdi kolayca görülebilecek bir önerme verilecektir.

4.1.45.Önerme

G bir paratopolojik grup olmak üzere E,F ⊆ G kompakt ise EF ⊆ G çarp�m kümesi

de kompaktt�r.

4.1.46.Önerme

G bir topolojik grup olmak üzere B ⊆ G kompakt ise e birim eleman�n�n her U
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kom³ulu§u için e nin öyle bir V kom³ulu§u vard�r ki her b ∈ B için bV b−1 ⊆ U olur.

�spat

B ⊆ G kompakt ve U kümesi e birim eleman�n�n bir kom³ulu§u olsun. G bir topolojik

grup oldu§undan W 3 ⊆ U olacak biçimde e nin simetrik bir W aç�k kom³ulu§u

vard�r. e ∈ W oldu§undan her b ∈ B için b ∈ Wb olup B ⊆
⋃
b∈BWb olur. O halde

{Wb : b ∈ B} ailesi B için bir aç�k örtüdür. B kompakt bir küme oldu§undan

B ⊆
⋃
b∈F Wb olacak biçimde sonlu bir F ⊆ B vard�r. Bu durumda

B ⊆
⋃
b∈F Wb ⊆ WF elde edilir. V =

⋂
x∈F x

−1Wx denilirse x−1Wx aç�k ve F sonlu

oldu§undan V aç�k olur. B ⊆ WF oldu§undan her b ∈ B için b = wx olacak biçimde

bir x ∈ F,w ∈ W vard�r. O halde bV b−1 = wxV x−1w−1 ⊆ wWw−1 ⊆ W 3 ⊆ U elde

edilir. Böylece bV b−1 ⊆ U olur. �
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5. TOPOLOJ�K BÖLÜM GRUPLARI

5.1. Topolojik Bölüm Gruplar�

Topolojik gruplar üzerinde temel çal�³malardan biri bölüm gruplar� üzerinedir.

G bir topolojik grup ve H de G nin kapal� bir altgrubu ise G/H topolojik bölüm

grubundan bahsedebilece§iz. E§er G bir sol(sa§) topolojik grup ve H de G nin kapal�

bir normal altgrubu veya G bir topolojik grup ve H de G nin kapal� bir altgrubu ise

π : G→ G/H do§al dönü³ümü aç�k bir dönü³ümdür.

Burada G/H �n T1-uzay olmas� için ileride görülece§i üzere H kapal� olmal�d�r. Ayn�

zamanda G bir topolojik grup iken G/H �n da bir topolojik grup olmas� için kapal� H

kümesinin bir normal altgrup olmas� gerekti§ini görece§iz. Bu k�s�mda topolojik bölüm

gruplar�n�n baz� temel özellikleri incelenecektir [7].

Aksi belirtilmedikçe π : G→ G/H do§al dönü³ümdür. �laveten G topolojik grubunun

birimi e olup, e§er birden fazla topolojik grup varsa kar�³�kl�k olmamas� içinG grubunun

birimi eG olarak al�nacakt�r.

5.1.1. Lemma

G bir sol topolojik grup, H G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere, her a ∈ G ve her

xH ∈ G/H için ha(xH) = axH biçiminde tan�ml� ha : G/H → G/H sol öteleme

dönü³ümü bir homeomor�zmad�r.

�spat

a ∈ G olsun. ha n�n sürekli oldu§unu görelim. ∅ 6= W ⊆ G/H aç�k olsun.

h−1
a (W ) = a−1W oldu§u kolayl�kla görülebilir. Öyleyse a−1W kümesinin G/H

uzay�nda aç�k oldu§unu görelim. W ⊆ G/H aç�k ve G/H üzerindeki topoloji bölüm

topolojisi oldu§undan π−1(W ) ⊆ G aç�kt�r. G sol topolojik grup oldu§undan λa−1 sol

öteleme dönü³ümü homeomor�zma olup a−1π−1(W ) kümesi G uzay�nda aç�kt�r. Öte

yandan a−1π−1(W ) = π−1(a−1W ) oldu§u kolayca görülebilir. O halde π−1(a−1W )

kümesi G uzay�nda aç�k oldu§undan a−1W kümesi G/H bölüm uzay�nda aç�kt�r.

Böylece h−1
a (W ) ⊆ G/H aç�k olup ha dönü³ümü süreklidir. �imdi de ha n�n aç�k bir

dönü³üm oldu§unu görelim. Bunun için G/H uzay�nda bir W aç�§� alal�m ve

ha(W ) = aW kümesinin aç�k oldu§u görelim. W , G/H uzay�nda aç�k ve G/H

üzerindeki topoloji bölüm topolojisi oldu§undan π−1(W ) de G uzay�nda aç�k olup
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aπ−1(W ) kümesi G uzay�nda aç�kt�r. �laveten π−1(aW ) = aπ−1(W ) oldu§undan

π−1(aW ) kümesi aç�k olup ha(W ) = aW aç�kt�r. Dolay�syla ha aç�k bir dönü³ümdür.

Her a ∈ G için ha n�n bire bir ve örten oldu§u basitçe görülebilir. O halde her a ∈ G
için ha bir homeomor�zmad�r. �

5.1.2 Teorem

G, üzerindeki τ topolojisiyle bir yar�-topolojik grup,H kümesi G nin kapal� bir altgrubu

olmak üzere, H nin tüm sol kosetlerinin G/H kümesi üzerinde bölüm topolojisi var

olsun. O halde a³a§�daki ko³ullar sa§lan�r

i) Her x ∈ G için S = {π(xU) : U ∈ τ, e ∈ U} ailesi G/H uzay�nda xH noktas�n�n

bir kom³uluklar taban�d�r.

ii)π : G→ G/H do§al dönü³ümü aç�k bir dönü³ümdür.

iii) G/H homojen bir uzayd�r.

iv) G/H bir T1 -uzayd�r.

�spat

i) x ∈ G ve U birim eleman e nin aç�k bir kom³ulu§u olmak üzere

xH = xeH ∈ xUH = π(xU) dur. π−1(π(xU)) = xUH olup G bir yar�-topolojik grup

oldu§undan xUH aç�kt�r. G/H üzerinde bölüm topolojisi var oldu§undan π(xU)

kümesi G/H uzay�nda aç�kt�r. O halde S ailesi xH noktas�n�n kom³uluklar ailesinin

bir alt ailesidir. �imdi G/H uzay�nda xH ∈ W olacak biçimde bir W aç�§� alal�m.

π(x) = xH ve π do§al dönü³ümü sürekli oldu§undan x noktas�n�n π(V ) ⊆ W olacak

biçimde bir V aç�k kom³ulu§u vard�r ve V H ⊆ W dir. λx(e) = xe = x ∈ V olup G bir

yar�-topolojik grup oldu§undan λx sol öteleme dönü³ümü süreklidir. O halde

λx(U) ⊆ V olacak biçimde e birim eleman�n�n bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ve

xU ⊆ V olup xUH ⊆ V H ⊆ W dir. Bu durumda π(xU) ⊆ W olur. O halde S ailesi

G/H uzay�n�n xH noktas�n�n bir kom³uluklar taban�d�r.

ii) V ⊆ G aç�k olsun. π(V ) kümesinin G/H uzay�nda aç�k oldu§unu görelim.

π−1(π(V )) = V H olup G bir yar�-topolojik grup oldu§undan V H aç�kt�r. G/H

üzerinde bölüm topolojisi var oldu§undan π(V ) kümesi G/H uzay�nda aç�k olup π

aç�k bir dönü³ümdür.

iii) Her a ∈ G için ha(xH) = axH biçiminde tan�ml� ha : G/H → G/H dönü³ümü

Lemma 5.1.1 den bir homeomor�zmad�r. x, y ∈ G için a = yx−1 olsun. xH, yH ∈ G/H
için ha(xH) = axH = yx−1xH = yH olur. Dolay�s�yla G/H homojen bir uzayd�r.
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iv) G/H �n T1- uzay oldu§unu görmek için her aH ∈ G/H için {aH} tek nokta

kümesinin G/H uzay�nda kapal� oldu§unu görmek yeterlidir. G/H üzerinde bölüm

topolojisi var oldu§undan π−1({aH}) �n G uzay�nda kapal� oldu§u görülmelidir.

π−1({aH}) = aH d�r. G bir yar�-topolojik grup oldu§undan her sol öteleme

dönü³ümü bir homeomor�zma olup H kapal� oldu§undan aH G uzay�nda kapal�d�r.

Böylece {aH} da G/H uzay�nda kapal� olur. O halde G/H bir T1-uzayd�r. �

A³a§�daki örnek bize, H altgrubunun kapal� olmad�§� durumda G/H uzay�n�n T1-uzay

olmak zorunda olmad�§�n� söyleyecektir.

Örnek

R/Q koset uzay�n�n üzerindeki topoloji a³ikar(ayr�k olmayan) topolojidir.

�öyleki; ∅ 6= V ⊆ R/Q aç�k olsun. R/Q üzerindeki topoloji bölüm topolojisi

oldu§undan π−1(V ) R nin bo³tan farkl� bir aç�k altkümesidir. (R,+) bir topolojik

grup oldu§undan her x ∈ R için λ−x sol öteleme dönü³ümü homeomor�zma olup

λ−x(π
−1(V )) = −x + π−1(V ) ⊆ R aç�kt�r. Q = R, Q ∩ (−x + π−1(V )) 6= ∅ olup

q ∈ −x + π−1(V ) olacak biçimde bir q ∈ Q vard�r. Bu durumda x + q ∈ π−1(V ) olup

π(x + q) = x + q + Q = x + Q ∈ V olur ki x + Q = π(x) oldu§undan π(x) ∈ V olur.

Böylece her x ∈ R için π(x) ∈ V olup π(R) = R/Q ⊆ V olur ki bu da bize V = R/Q
e³itli§ini verir.

Teorem 5.1.2 de G bir sol(sa§) topolojik grup ve H kapal� normal altgrup al�n�rsa

teoremin ifadeleri yine sa§lan�r.

5.1.3.Önerme

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere π : G →
G/H do§al dönü³üm, her a ∈ G için λa G üzerinde bir sol öteleme dönü³ümü ve

ha G/H üzerinde bir sol öteleme dönü³ümü olmak üzere, λa ve ha dönü³ümleri birer

homeomor�zma olup π ◦ λa = ha ◦ π dir.

�spat

Sonuç 3.1.2 de λa n�n ve Lemma 5.1.1 de ha n�n homeomor�zma olduklar� görüldü.

�imdi π ◦ λa = ha ◦ π oldu§unu görelim. Her x ∈ G için (π ◦ λa)(x) = π(λa(x)) =

π(ax) = axH ve (ha ◦ π)(x) = ha(π(x)) = ha(xH) = axH oldu§undan istenen e³itlik

sa§lan�r. �
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G bir grup ve H kümesi G nin bir normal altgrubu olsun. G/H üzerinde bir çarpma

i³lemi ³öyle tan�mlans�n; her aH, bH ∈ G/H için (aH)(bH) = abH olsun. Bu i³leme

göre G/H bir gruptur [10]. �laveten birim eleman� H ve her aH eleman�n�n tersi a−1H

d�r.

�imdi bir sonraki teoremde kullanaca§�m�z a³a§�daki lemmay� verelim.

5.1.4. Lemma

G bir topolojik grup, H kümesi G nin kapal� bir normal altgrubu ve π : G → G/H

do§al dönü³üm olmak üzere G/H nin her W altkümesi için π−1(W−1) = π−1(W )−1

dir.

�spat

W ⊆ G/H olsun. x ∈ π−1(W−1) alal�m. π(x) = xH ∈ W−1 olup (xH)−1 = H−1x−1 ∈
W dir.H = H−1 oldu§undanHx−1 ∈ W dir.H, G nin bir normal altgrubu oldu§undan

Hx−1 = x−1H olup x−1H = π(x−1) ∈ W dir. Bu durumda x−1 ∈ π−1(W ) olup

x ∈ π−1(W )−1 elde edilir. Di§er yandan y ∈ π−1(W )−1 al�n�rsa y−1 ∈ π−1(W ) olup

π(y−1) = y−1H ∈ W olur. H altgrubu normal oldu§undan y−1H = (yH)−1 oldu§undan

π(y) ∈ W−1 olur ve böylece y ∈ π−1(W−1) elde edilir. O halde π−1(W−1) = π−1(W )−1

dir. �

5.1.5 Teorem

G bir sol topolojik grup ve H kümesi G nin bir kapal� normal altgrubu ise a³a§�daki

ko³ullar sa§lan�r.

i) G/H bir sol topolojik gruptur.

ii) π : G→ G/H do§al dönü³ümü aç�k, sürekli bir homomor�zmad�r.

iii) G bir topolojik grup(yar�grup) ise G/H da bir topolojik grup(yar�grup)tur.

�spat

G bir sol topolojik grup ve H kümesi G nin bir kapal� normal altgrubu olsun.

i) Lemma 5.1.1 de her a ∈ G için ha sol öteleme dönü³ümünün sürekli oldu§u görüldü.

O halde G/H bir sol topolojik gruptur.

ii) π do§al dönü³ümünün sürekli oldu§u a³ikard�r. �imdi π do§al dönü³ümünün aç�k
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bir dönü³üm oldu§unu görelim. V ⊆ G aç�k olsun. π−1(π(V )) = V H d�r. H, G nin

bir normal altgrubu oldu§undan V H = HV olur ve HV kümesi G uzay�nda aç�kt�r.

π−1(π(V )) = V H oldu§undan π−1(π(V )) de G uzay�nda aç�k olur. Dolay�s�yla π(V ) de

G/H uzay�nda aç�kt�r. O halde π bir aç�k dönü³ümdür. �imdi π nin bir homomor�zma

oldu§unu görelim. Her a, b ∈ G için π(ab) = abH d�r. Di§er yandan π(a)π(b) = aHbH

d�r. H, G nin bir normal altgrubu oldu§undan aHbH = abH olup π dönü³ümü bir

homomor�zmad�r.

Not edelim ki, e§er G bir sa§ topolojik grup ise π dönü³ümü aç�k dönü³üm olur.

iii) G bir topolojik grup olsun. O halde her x, y ∈ G için h((x, y)) = xy, f(x) = x−1

biçiminde tan�ml� h : G × G → G ve f : G → G dönü³ümleri süreklidir. G/H �n bir

topolojik grup oldu§unu görmek için her xH, yH ∈ G/H için g((xH, yH)) = xyH,

j(xH) = (xH)−1 biçiminde tan�ml� g : G/H × G/H → G/H ve j : G/H → G/H

dönü³ümlerinin sürekli oldu§u görülmelidir. �lk olarak g dönü³ümünün sürekli

oldu§unu görelim. G/H uzay�nda g((xH, yH)) ∈ W olacak biçimde bir W aç�§�

alal�m. Öyleyse xyH = π(xy) ∈ W olup xy ∈ π−1(W ) dir. π dönü³ümü sürekli

oldu§undan π−1(W ) de G uzay�nda aç�kt�r. h((x, y)) = xy ∈ π−1(W ) olup h

dönü³ümü sürekli oldu§undan G uzay�nda x ∈ U ve y ∈ V olacak biçimde öyle U ve

V aç�klar� vard�r ki h((U, V )) = UV ⊆ π−1(W ) olup π(UV ) ⊆ W elde edilir. π

dönü³ümü (ii) den aç�k bir homomor�zma oldu§undan π(U)π(V ) ⊆ W olup

(UH)(V H) ⊆ W dir ve UH ve V H aç�kt�r. Dolay�s�yla

(xH)(yH) ∈ (UH)(V H) = UV H ⊆ W olup g((UH, V H)) ⊆ W olur. O halde g

dönü³ümü süreklidir. �imdi de j dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. G/H

üzerinde bölüm topolojisi var oldu§undan j−1(W ) nin G/H uzay�nda aç�k olmas� için

π−1(j−1(W )) nin G uzay�nda aç�k oldu§u görülmelidir. j−1(W ) = W−1 oldu§u basitçe

görülebilir. Bu durumda π−1(j−1(W )) = π−1(W−1) dir. �laveten Lemma 5.1.4 den

π−1(W−1) = π−1(W )−1 oldu§undan π−1(j−1(W )) = π−1(W )−1 dir. W aç�k ve π do§al

dönü³ümü sürekli oldu§undan π−1(W ) de G de aç�kt�r. G bir topolojik grup

oldu§undan π−1(W )−1 de G de aç�kt�r. Bu durumda π−1(j−1(W )) de G de aç�kt�r.

Dolay�s�yla j−1(W ) de G/H uzay�nda aç�k olup j dönü³ümü süreklidir. O halde hem

g hem de j dönü³ümü sürekli oldu§undan G/H bir topolojik gruptur. G nin bir

topolojik yar�grup olmas� durumunda G/H �n da bir topolojik yar�grup oldu§u

benzer biçimde görülebilir. �

5.1.6.Önerme

G bir sol topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere G/H bölüm

uzay� ayr�kt�r ⇔ H altgrubu G uzay�nda aç�kt�r.
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�spat

(⇒) : G/H ayr�k bir uzay olsun. G/H �n birim eleman� H olup {H} tek nokta kümesi

G/H uzay�nda aç�kt�r. G/H üzerinde bölüm topolojisi var oldu§undan π−1({H}) de

G uzay�nda aç�kt�r. π−1({H}) = H oldu§undan H kümesi G uzay�nda aç�kt�r.

(⇐) : H altgrubu G uzay�nda aç�k olsun. G/H �n herhangi bir xH eleman�n� alal�m.

π−1({xH}) = xH oldu§undan ve λx sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma

oldu§undan λx(H) = xH aç�k olup G/H içindeki her {xH} tek nokta kümesi aç�kt�r.

O halde G/H bir ayr�k uzayd�r. �

�imdi bölüm uzaylar�n�n kapan�³ operatörüyle ilgili bir lemma verilecektir.

5.1.7. Lemma

G bir topolojik grup, H kümesi G nin kapal� bir altgrubu ve π : G → G/H do§al bir

dönü³üm olmak üzere, e§er e birim eleman�n�n V −1V ⊆ U olacak biçimdeki her U, V

aç�k kom³uluklar� için π(V ) ⊆ π(U) dur.

�spat

U ve V e birim eleman�n�n V −1V ⊆ U olacak biçimde aç�k kom³uluklar� olsun. p ∈ π(V )

olsun. π örten bir dönü³üm oldu§undan p = π(x) olacak biçimde bir x ∈ G vard�r ve

π(x) ∈ π(V ) dir. e ∈ V oldu§undan x ∈ V x dir. π aç�k dönü³üm ve V x aç�k oldu§undan

π(V x) de G/H uzay�nda aç�kt�r. O halde π(x) ∈ π(V ) ve π(V x) aç�k oldu§undan

π(V x)∩π(V ) 6= ∅ olup π(ax) = π(b) olacak biçimde a, b ∈ V vard�r. O halde axH = bH

olup axh1 = bh2 olacak biçimde bir h1, h2 ∈ H vard�r ve x = a−1bh2h
−1
1 dir. h2h

−1
1 = h

denilirse x = a−1bh olup a−1b ∈ V −1V ⊆ U oldu§undan x = a−1bh ∈ V −1V H ⊆ UH

olur ve böylece π(x) ∈ π(UH) = π(U) oldu§undan π(x) ∈ π(U) elde edilir. O halde

π(V ) ⊆ π(U) d�r. �

5.1.8 Teorem

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu ise G/H bölüm uzay�

regüler bir uzayd�r.

�spat

Teorem 5.1.2 den G/H homojen bir uzay oldu§undan π(e) ∈ W olacak biçimdeki her
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W ⊆ G/H aç�§� için π(e) ∈ T ⊆ T ⊆ W olacak biçimde bir T ⊆ G/H aç�§�n�n var

oldu§unu görmek yeterlidir.G/H uzay�nda π(e) ∈ W olacak biçimde birW aç�§� alal�m.

π sürekli oldu§undan π(U) ⊆ W olacak biçimde e noktas�n�n bir U aç�k kom³ulu§u

vard�r. G bir topolojik grup oldu§undan V −1V ⊆ U olacak biçimde e birim eleman�n�n

aç�k simetrik bir V kom³ulu§u vard�r. e ∈ V oldu§undan π(e) ∈ π(V ) olur. π aç�k

dönü³üm oldu§undan π(V ) de G/H uzay�nda aç�kt�r. Bu durumda Lemma 5.1.7 den

π(e) ∈ π(V ) ⊆ π(V ) ⊆ π(U) ⊆ W olup G/H regüler bir uzayd�r. �

G/H uzay� T1 ve regüler oldu§undan bir T3 -uzayd�r.

5.1.9. Tan�m

X ve Y bir topolojik uzay, f : X → Y bir dönü³üm olmak üzere f dönü³ümü kapal�,

sürekli ve her y ∈ Y için f−1(y) �berleri kompakt ise f dönü³ümüne mükemmel bir

dönü³üm denir.

5.1.10 Teorem

G bir topolojik grup olmak üzere, e§er H kümesi G nin kompakt bir altgrubu ise

π : G→ G/H do§al dönü³ümü mükemmel bir dönü³ümdür.

�spat

H kümesi G nin kompakt bir altgrubu olsun. G/H bölüm uzay� oldu§undan π do§al

dönü³ümü süreklidir. �imdi π nin kapal� bir dönü³üm oldu§unu görelim. P ⊆ G kapal�

olsun. π(P ) nin G/H uzay�nda kapal� oldu§unu görelim. G/H bölüm uzay�

oldu§undan π(P ) nin G/H de kapal� olmas� için π−1(π(P )) nin de G uzay�nda kapal�

oldu§u görülmelidir. π−1(π(P )) = PH olup P altkümesi G uzay�nda kapal� ve H

kompakt oldu§undan Teorem 4.1.44 den PH kümesi G uzay�nda kapal�d�r. O halde

π−1(π(P )) de G uzay�nda kapal� olur. Dolay�s�yla π(P ) de G/H uzay�nda kapal�d�r. O

halde π kapal� bir dönü³ümdür. �imdi de �berlerin kompakt oldu§unu görelim. x ∈ G
olmak üzere xH ∈ G/H alal�m. H kompakt oldu§undan H nin sürekli sol öteleme

dönü³ümü alt�ndaki görüntüsü xH de kompakt olup π−1(xH) = xH oldu§undan

�berler kompaktt�r. O halde π mükemmel bir dönü³ümdür. �

Kompakt uzaylar�n mükemmel dönü³üm alt�ndaki öngörüntüleri de kompakt

oldu§undan [8], a³a§�daki sonuç verilebilir.
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5.1.11. Sonuç

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin kompakt bir altgrubu olmak üzere e§er G/H

bölüm uzay� kompakt ise G uzay� da kompaktt�r.

�imdi çekirdeklerinin büyüklüklerine göre bir grubun iki homomor�zmas�

kar³�la³t�r�lacakt�r.

5.1.12.Önerme

G,H ve K gruplar olmak üzere Ψ(G) = K, kerΨ ⊆ kerϕ olacak biçimde ϕ : G → H

ve Ψ : G→ K birer homomor�zma olsun. Bu durumda a³a§�dakiler sa§lan�r.

i) ϕ = f ◦Ψ olacak biçimde bir f : K → H homomor�zmas� vard�r.

ii) E§er G,H,K sol topolojik gruplar, ϕ ve Ψ sürekli, H �n birim eleman� eH �n her U

aç�k kom³ulu§u için Ψ−1(V ) ⊆ ϕ−1(U) olacak biçimde K n�n birim eleman� eK n�n bir

V aç�k kom³ulu§u var ise f süreklidir.

�spat

i) Her x ∈ K için f(x) = ϕ ◦ Ψ−1(x) biçiminde tan�ml� f : K → H dönü³ümünü

alal�m. �lk olarak f nin iyi tan�ml� oldu§unu görelim. y, z ∈ Ψ−1(x) olsun. O halde

Ψ(y) = Ψ(z) = x olup Ψ homomor�zma oldu§undan Ψ(y)Ψ(z−1) = Ψ(yz−1) = eK d�r.

O halde yz−1 ∈ kerΨ olup kerΨ ⊆ kerϕ oldu§undan yz−1 ∈ kerϕ dir. Bu durumda ϕ

homomor�zma oldu§undan ϕ(yz−1) = ϕ(y)(ϕ(z))−1 = eH olup ϕ(y) = ϕ(z) elde

edilir. Dolay�s�yla f iyi tan�ml�d�r. f = ϕ ◦Ψ−1 oldu§undan f ◦Ψ = ϕ olur.

�imdi f nin bir homomor�zma oldu§unu görelim. x, y ∈ K alal�m. Ψ örten

oldu§undan x = Ψ(p), y = Ψ(q) olacak biçimde p, q ∈ G vard�r. Bu durumda

f(xy) = f(Ψ(p)Ψ(q)) olup Ψ bir homomor�zma oldu§undan f(Ψ(p)Ψ(q)) = f(Ψ(pq))

dur. ϕ = f ◦ Ψ oldu§undan f(Ψ(pq)) = ϕ(pq) elde edilir. ϕ bir homomor�zma

oldu§undan ϕ(pq) = ϕ(p)ϕ(q) dur. O halde ϕ(p)ϕ(q) = f(Ψ(p))f(Ψ(q)) = f(x)f(y)

olur. O halde f(xy) = f(x)f(y) olup f bir homomor�zmad�r.

ii) G,H ve K sol topolojik gruplar, ϕ ve Ψ sürekli, eH �n her U aç�k kom³ulu§u için

Ψ−1(V ) ⊆ ϕ−1(U) olacak biçimde eK n�n bir V aç�k kom³ulu§u var olsun. �imdi f nin

eK noktas�nda sürekli oldu§unu görelim. H uzay�nda f(eK) ∈ U olacak biçimde bir U

aç�§�n� alal�m. f bir homomor�zma oldu§undan f(eK) = eH ∈ U dur. U eH �n aç�k

bir kom³ulu§u oldu§undan kabulden Ψ−1(V ) ⊆ ϕ−1(U) olacak biçimde eK n�n aç�k bir

V kom³ulu§u vard�r. Böylece ϕ(Ψ−1(V )) ⊆ ϕ(ϕ−1(U)) olur. Bu durumda f(V ) ⊆ U
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olup f dönü³ümü eK noktas�nda süreklidir. O halde Sonuç 3.1.4 den f homomor�zmas�

süreklidir. �

�imdi bu önermeyle ilgili bir sonuç verilecektir

5.1.13. Sonuç

G,H ve K sol topolojik gruplar, ψ(G) = K ve kerψ ⊆ kerϕ olacak biçimde ϕ : G→ H,

ψ : G → K sürekli homomor�zmalar olmak üzere, ψ aç�k bir dönü³üm ise ϕ = f ◦ ψ
olacak biçimde sürekli bir f : K → H homomor�zmas� vard�r.

�spat

ψ dönü³ümü aç�k olsun. Önerme 5.1.12 den ϕ = f ◦ ψ olacak biçimde bir f : K → H

homomor�zmas� vard�r. V ⊆ H aç�k olsun. ϕ = f ◦ ψ ve ψ(G) = K oldu§undan

f−1(V ) = ψ(ϕ−1(V )) olur. ϕ sürekli oldu§undan ϕ−1(V ) G uzay�nda aç�kt�r. ψ aç�k

bir dönü³üm oldu§undan ψ(φ−1(V )) de K uzay�nda aç�kt�r. O halde f−1(V ) de K

uzay�nda aç�kt�r. Böylece f sürekli bir homomor�zmad�r. �

5.1.14.Önerme

G ve H sol topolojik gruplar, p : G → H bir topolojik izomor�zma olmak üzere, G0

kümesi G nin kapal� normal bir altgrubu ve p(G0) = H0 ise her x ∈ G ve y = p(x)

için Φ(xG0) = yH0 biçiminde tan�ml� Φ : G/G0 → H/H0 dönü³ümü bir topolojik

izomor�zmad�r.

�spat

G0 kümesi G nin kapal� normal bir altgrubu ve p(G0) = H0 olsun. ϕ : G → G/G0 ve

ψ : H → H/H0 do§al bir dönü³üm olmak üzere ψ ◦ p = Φ ◦ϕ olacak biçimde a³a§�daki

diyagram� tan�mlayal�m.

G
p //

ϕ

��

H

ψ
��

G/G0
Φ // H/H0

Φ nin bire-bir örten bir homomor�zma oldu§u kolayca görülebilir. p, ψ, ϕ birer aç�k

sürekli homomor�zma ve ψ ◦ p = Φ ◦ ϕ oldu§undan Φ de aç�k sürekli bir
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homomor�zmad�r. �laveten Φ bire-bir, örten ve aç�k oldu§undan Φ−1 de süreklidir. O

halde Φ bir topolojik izomor�zmad�r. Böylece H/H0 ve G/G0 topolojik olarak

izomorftur. �

�imdi birinci izomor�zma teoremi olarak bilinen teorem verilecektir.

5.1.15 Teorem

G ve H sol topolojik gruplar, kerp = N olmak üzere, p : G → H sürekli, aç�k, örten

bir homomor�zma ise N kümesi G nin kapal� bir normal altgrubudur ve her y ∈ H

için p−1(y) �berleri G de N nin baz� sol kosetlerinin birle³imidir ve Φ(xN) = p(x)

biçiminde tan�ml� Φ : G/N → H dönü³ümü bir topolojik izomor�zmad�r.

�spat

N kümesi grup teorisinden G nin normal bir altgrubudur. H ve G T1- uzay

oldu§undan {eH} kümesi H uzay�nda kapal�d�r. O halde p−1({eH}) = N kümesi de G

uzay�nda kapal�d�r. �imdi her y ∈ H için p−1(y) �berlerinin N nin baz� sol

kosetlerinin birle³imi oldu§unu görelim. Bunun için p−1(y) =
⋃
x∈p−1(y) xN oldu§u

görülmelidir. a ∈
⋃
x∈p−1(y) xN alal�m. Bu durumda a = x0N olacak biçimde bir

x0 ∈ p−1(y) vard�r ve p(x0) = y dir. a = x0N oldu§undan x−1
0 a ∈ N olur.

N = p−1(eH) oldu§undan x−1
0 a ∈ p−1(eH) olup p(x−1

0 a) = eH d�r. p homomor�zma

oldu§undan p(x0)−1p(a) = eH olup p(x0) = y oldu§undan y−1p(a) = eH d�r. O halde

p(a) = yeH = y olup a ∈ p−1(y) dir. Di§er yandan z ∈ p−1(y) al�n�rsa

z ∈
⋃
z∈p−1(y) zN oldu§u basitçe görülebilir . Böylece p−1(y) =

⋃
x∈p−1(y) xN olur.

�imdi Φ(xN) = p(x) biçiminde tan�ml� Φ : G/N → H dönü³ümünün bir topolojik

izomor�zma oldu§unu görelim. π : G → G/N bir do§al dönü³üm olmak üzere

p = Φ ◦ π olacak biçimde a³a§�daki diyagram� tan�mlayal�m.

G
p //

π
��

H

G/N
Φ

<<

Φ nin bir homomor�zma oldu§u kolayca görülebilir. kerΦ = {N} oldu§undan Φ nin

bire bir oldu§u a³ikard�r. �imdi y ∈ H alal�m. p örten oldu§undan p(x) = y olacak

biçimde bir x ∈ G vard�r ve p(x) = Φ(xN) oldu§undan Φ(xN) = y dir. O halde

Φ örtendir. �imdi de Φ dönü³ümünün sürekli oldu§unu görelim. Φ(xN) ∈ W olacak

biçimde H uzay�nda bir W aç�§� alal�m. Φ(xN) = p(x) oldu§undan p(x) ∈ W dur. Bu

durumda x ∈ p−1(W ) olup p sürekli oldu§undan p−1(W ) de G uzay�nda aç�kt�r. π aç�k
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bir dönü³üm oldu§undan π(p−1(W )) de G/N bölüm uzay�nda aç�k olur.

x ∈ p−1(W ) oldu§undan xN = π(x) ∈ π(p−1(W )) dir. π(p−1(W )) = V denilirse

Φ(V ) = Φ(π(p−1(W ))) olup Φ ◦ π = p oldu§undan Φ(π(p−1(W ))) = (pp−1)(W ) ⊆ W

olur. Böylece Φ(V ) ⊆ W elde edilir. O halde Φ dönü³ümü süreklidir. �imdi Φ nin

aç�k bir dönü³üm oldu§unu görelim. G/N uzay�nda bir U aç�§� alal�m. Φ ◦ π = p

oldu§undan Φ(U) = p(π−1(U)) dir. π sürekli oldu§undan π−1(U) de G uzay�nda aç�kt�r.

p aç�k bir dönü³üm oldu§undan p(π−1(U)) de H uzay�nda aç�kt�r. O halde Φ(U) de

H uzay�nda aç�kt�r. Böylece Φ dönü³ümü aç�k bir dönü³üm olur. Φ aç�k, bire bir ve

örten oldu§undan Φ−1 dönü³ümü de süreklidir. O halde Φ dönü³ümü bir topolojik

izomor�zmad�r. �

5.1.16.Önerme

G ve H sol topolojik gruplar ve p : G → H örten, sürekli bir homomor�zma olmak

üzere, e§er G nin bo³tan farkl� bir U altkümesi için p(U) ⊆ H aç�k ve p|U : U → p(U)

aç�k bir dönü³üm oluyorsa p aç�k bir dönü³ümdür.

�spat

∅ 6= U ⊆ G için p(U) ⊆ H aç�k ve p|U : U → p(U) aç�k bir dönü³üm olsun. Herhangi

bir W ⊆ G aç�§�n� alal�m. E§er W = ∅ ise p(∅) = ∅ olup p(∅) ⊆ H aç�kt�r. �imdi

W 6= ∅ olmak üzere p(W ) nin H de aç�k oldu§unu görelim. Bunun için p(W ) ⊆ p(W )◦

oldu§unu görmek yeterlidir. t ∈ p(W ) alal�m. O halde t = p(w) olacak biçimde bir

w ∈ W vard�r. Ayn� zamanda U 6= ∅ oldu§undan bir y ∈ U alal�m. λyw−1(w) =

yw−1w = y ve λyw−1 bir homeomor�zmad�r. w ∈ W oldu§undan λyw−1(w) ∈ λyw−1(W )

ve λyw−1(W ) ⊆ G aç�kt�r. U ∩ λyw−1(W ) = V diyelim. V kümesi U da aç�kt�r. p|U
aç�k bir dönü³üm oldu§undan p|U(V ) aç�kt�r. p|U(V ) = p(V ) ve hipotezden p(U) ⊆ H

aç�k oldu§undan p(V ) ⊆ H aç�kt�r. z = p(yw−1)−1 ∈ H olmak üzere lz : H → H

sol öteleme dönü³ümünü alal�m. p bir homomor�zma oldu§undan lz ◦ p ◦ λyw−1 = p

e³itili§i sa§lan�r. Öyleyse lz ◦ p ◦ λyw−1(W ) = p(W ) dir. p(V ) ⊆ H aç�k ve lz bir

homeomor�zma oldu§undan lz(p(V )) ⊆ H aç�kt�r. U ∩ λyw−1(W ) = V idi. Öyleyse

lz(p(V )) = lz(p(U∩λyw−1(W ))) ⊆ lz(p(λyw−1(W ))) = p(W ) dir. Son e³itli§e (∗) diyelim.

w ∈ W oldu§undan λyw−1(w) ∈ λyw−1(W ) olup yw−1w = y ∈ λyw−1(W ) olur. y ∈ U ve

y ∈ λyw−1(W ) oldu§undan y ∈ U ∩ λyw−1(W ) = V dir. O halde t = p(w) = lz(p(y)) ∈
lz(p(V )) olup (∗) dan lz(p(V )) ⊆ p(W ) dir ve lz(p(V )) ⊆ H aç�kt�r. O halde t ∈ p(W )◦

olup p(W ) ⊆ p(W )◦ olur. Böylece p(W ) aç�k olup p aç�k bir dönü³ümdür. �

5.1.17.Önerme

G ve H topolojik gruplar, p : G → H sürekli bir homomor�zma olmak üzere, G
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uzay�nda eG birim eleman�n�n her U aç�k kom³ulu§u için p(U) kümesi H de bo³tan

farkl� bir aç�k küme içerirse p aç�k bir dönü³ümdür

�spat

G uzay�nda eG birim eleman�n�n her U aç�k kom³ulu§u için p(U) kümesi H de bo³tan

farkl� bir aç�k içersin. U ⊆ G aç�k olmak üzere eG ∈ U olsun. �lk olarak p(eG) = eH

�n p(U) nun bir iç noktas� oldu§unu görelim. eG ∈ U , U aç�k ve G bir topolojik grup

oldu§undan V V −1 ⊆ U olacak biçimde eG nin bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. Hipotezden

W ⊆ p(V ) olacak biçimde H uzay�nda bo³tan farkl� bir W aç�§� vard�r. W 6= ∅ ve p
bir homomor�zma oldu§undan eH ∈ WW−1 ⊆ p(V )p(V )−1 = p(V V −1) ⊆ p(U) olup

eH ∈ p(U)◦ dir. Buna (∗) diyelim. �imdi önermenin ispat�n� görelim. G de bo³tan

farkl� bir T aç�§� alal�m. p(T ) ⊆ H �n aç�k oldu§unu görelim. Bunun için p(T ) ⊆ p(T )◦

oldu§unu görmek yeterlidir. y ∈ p(T ) alal�m. Öyleyse y = p(x) olacak biçimde bir x ∈ T
vard�r. O halde eG ∈ x−1T ve x−1T aç�k olup (∗) dan eH ∈ p(x−1T )◦ dir. Bu durumda

eH ∈ S ⊆ p(x−1T ) olacak biçimde bir S ⊆ H aç�§� vard�r. eH ∈ S ⊆ p(x−1)p(T )

olup y = p(x) ∈ p(x)S ⊆ p(T ) ve p(x)S aç�k oldu§undan y ∈ p(T )◦ dir. O halde

p(T ) ⊆ p(T )◦ olup p(T ) aç�kt�r. Böylece p aç�k bir dönü³üm olur. �

�imdi bir sonraki teoremde kullan�lacak bir lemma verilecektir.

5.1.18. Lemma

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X → Y sürekli örten bir dönü³üm olmak üzere, e§er

D kümesi X uzay�nda yo§un ise f(D) de Y uzay�nda yo§undur.

�spat

D ⊆ X olmak üzere D = X olsun. Y uzay�nda bo³tan farkl� bir U aç�§� alal�m. f

dönü³ümü sürekli oldu§undan f−1(U) kümesi X uzay�nda aç�kt�r. D kümesi X içinde

yo§un oldu§undan f−1(U) ∩D 6= ∅ dir.
O halde ∅ 6= f(f−1(U) ∩ D) ⊆ f(f−1(U)) ∩ f(D) ⊆ U ∩ f(D) olur. O halde f(D)

kümesi Y uzay�nda yo§undur. �

5.1.19 Teorem

G bir topolojik grup,H kümesi G nin kapal� bir altgrubu, π : G→ G/H do§al dönü³üm

ve K kümesi G nin yo§un bir altgrubu olsun. r = π|K : K → π(K) dönü³ümü aç�kt�r

⇔ K ∩H kümesi H içinde yo§undur.
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�spat

(⇐) :

K ∩ H kümesi H içinde yo§un olsun. r = π|K dönü³ümünün aç�k oldu§unu görelim.

K uzay�nda bo³tan farkl� bir U aç�§� alal�m. Öyleyse U = V ∩ K olacak biçimde G

uzay�nda bir V aç�§� vard�r. π(V ) ∩ π(K) = O diyelim. π dönü³ümü aç�k oldu§undan

O kümesi π(K) uzay�nda aç�kt�r. r(U) = π|K(U) = O oldu§unu görelim. y ∈ O olsun

y ∈ π(V ) ∩ π(K) d�r ve y = π(x) olacak biçimde bir x ∈ K vard�r. Bu durumda

xH ∩ V = π−1(y) ∩ V 6= ∅ dir. �öyleki; y ∈ π(V ) ∩ π(K) ise y = π(x) oldu§undan

π(x) ∈ π(V ) olup x ∈ π−1(π(V )) = V H d�r ve böylece x = vh olacak biçimde v ∈ V
ve h ∈ H vard�r. Öyleyse xh−1 = v dir. xh−1 ∈ xH oldu§undan v ∈ xH d�r. O halde

v ∈ xH ∩ V olup xH ∩ V 6= ∅ d�r. Üstelik xH ∩ V kümesi xH içinde aç�kt�r. Her

topolojik grup bir sol topolojik grup oldu§undan G den H üzerine indirgenen

topolojiyle H bir sol topolojik gruptur. Dolay�s�yla H üzerinde her sol öteleme

dönü³ümü bir homeomor�zma olup λx(K ∩ H) = x(K ∩ H) d�r. O halde Lemma

5.1.18 den x(K ∩H) da H içinde yo§undur. H kümesi xH ye homeomorf oldu§undan

x(K ∩ H) = xK ∩ xH kümesi xH içinde yo§undur. O halde xH ∩ V kümesi xH

uzay�n�n bo³tan farkl� bir aç�§� ve xK ∩ xH da xH uzay�nda yo§un oldu§undan

(xK ∩ xH) ∩ (xH ∩ V ) 6= ∅ dir. (xK ∩ xH) ∩ (xH ∩ V ) = (K ∩ V ) ∩ xH oldu§undan

(K ∩ V ) ∩ xH 6= ∅ dir. Öyleyse x′ ∈ (K ∩ V ) ∩ xH alal�m. Bu durumda x
′ ∈ xH ve

x
′ ∈ (K ∩ V ) dir. K ∩ V = U oldu§undan x

′ ∈ U dur. r(x
′
) = π|K(x

′
) = π(x

′
) = x

′
H

d�r. x
′ ∈ xH ise xH = x

′
H olur. Öyleyse r(x

′
) = x

′
H = xH = π(x) = y elde edilir.

x
′ ∈ U ve y = r(x

′
) oldu§undan y ∈ r(U) olur. O halde O ⊆ r(U) dur. Di§er yandan

r(U) = π|K(U) = π|K(V ∩ K) ⊆ π|K(V ∩ K) ∩ π|K(K) = π(V ∩ K) ∩ π(K) olup

π(V ∩ K) ∩ π(K) ⊆ π(V ) ∩ π(K) = O dur. O halde r(U) ⊆ O elde dilir. Hem

O ⊆ r(U) hem de r(U) ⊆ O oldu§undan r(U) = π|K(U) = O olur. O, π(K) de aç�k

oldu§undan r(U), π(K) de aç�kt�r. O halde K uzay�ndaki her U aç�§� için r(U)

kümesi π(K) de aç�k oldu§undan r = π|K aç�k bir dönü³ümdür.

(⇒) :

r = π|K aç�k bir dönü³üm olsun. H ∩ K n�n H içinde yo§un oldu§unu görelim. Ue

ailesi G nin birim eleman�n�n kom³uluklar ailesi olmak üzere ilk olarak her U ∈ Ue

için H ⊆ U(K ∩ H) oldu§unu görelim. U ∈ Ue alal�m. G bir topolojik grup

oldu§undan V −1 = V ve V 2 ⊆ U olacak biçimde bir V ∈ Ue vard�r.

r(V ∩K) = π|K(V ∩K) = π(V ∩K) olup π(V ∩K), π(K) içinde aç�kt�r. e ∈ V ∩K
oldu§undan π(V ∩ K), π(e) nin aç�k bir kom³ulu§udur. Öyleyse G/H uzay�nda

π(V ∩ K) = W ∩ π(K) olacak biçimde bir W aç�§� vard�r. O halde

π(e) ∈ W ∩ π(K) = π(V ∩ K) olup π−1(W ) ∩ KH ⊆ (V ∩ K)H d�r. �öyleki;

W ∩ π(K) ⊆ π(V ∩ K) olup π−1(W ∩ π(K)) ⊆ π−1(π(V ∩ K)) dir. Öyleyse

π−1(W ∩ π(K)) = π−1(W ) ∩ π−1(π(K)) oldu§undan (π−1(W ) ∩ KH) ⊆ (V ∩ K)H

d�r. W , G/H uzay�nda aç�k ve π do§al dönü³ümü sürekli oldu§undan π−1(W ) de G

uzay�nda aç�kt�r. h0 ∈ H alal�m. G topolojik grup oldu§undan bir sa§ topolojik grup
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olup her sa§ öteleme dönü³ümü bir homeomor�zmad�r. Öyleyse π−1(W )h0, G

uzay�nda aç�kt�r. �laveten V , G uzay�nda aç�k oldu§undan V h0 de G uzay�nda aç�kt�r.

O halde (π−1(W ) ∩ V )h0, G de aç�kt�r. K, G de yo§un oldu§undan K = G dir. Bu

durumda K ∩ (π−1(W ) ∩ V )h0 6= ∅ dir. O halde g ∈ (π−1(W ) ∩ V )h0 olacak biçimde

bir g ∈ K vard�r. g ∈ K ve h−1
0 ∈ H oldu§undan gh−1

0 ∈ KH olup

gh−1
0 ∈ π−1(W )∩KH d�r. π−1(W )∩KH ⊆ (V ∩K)H oldu§undan gh−1

0 ∈ (V ∩K)H

olur. O halde gh−1
0 = xy olacak biçimde bir x ∈ V ∩K ve y ∈ H vard�r. x−1g = yh0

olup x−1g ∈ K ve yh0 ∈ H oldu§undan x−1g = yh0 ∈ H ∩ K d�r. Bu durumda

y−1 = (h0g
−1)x ∈ V −1V = V 2 ⊆ U elde edilir. Öyleyse h0 = y−1(x−1g) ∈ U(H ∩K)

d�r. O halde H ⊆ U(H ∩K) olur. E§er her U ∈ Ue için H ⊆ U(H ∩K) ise (H ∩K),

H içinde yo§undur. �öyleki; kabul edelimki H ∩ K, H içinde yo§un olmas�n. Bu

durumda V ∩ (H ∩ K) = ∅ olacak biçimde H uzay�nda bo³tan farkl� bir V aç�§�

vard�r. V 6= ∅ oldu§undan bir x ∈ V vard�r. O halde G topolojik grup oldu§undan

Ux ⊆ V olacak biçimde aç�k simetrik bir U ∈ Ue vard�r. H ⊆ U(K ∩H) oldu§undan

V ∩H ∩K 6= ∅ dir. Çünkü x ∈ V ⊆ H ⊆ U(K ∩H) oldu§undan x ∈ U(K ∩H) d�r.

O halde x = uz olacak biçimde bir u ∈ U ve bir z ∈ (K ∩ H) vard�r. x = uz ise

u−1x = z dir. u−1x ∈ Ux ⊆ V oldu§undan z ∈ V dir. O halde z ∈ V ∩K ∩H d�r. Bu

da V ∩K ∩H = ∅ olmas� ile çeli³ir. Öyleyse kabulümüz yanl�³t�r. O halde H ∩K, H

içinde aç�kt�r. �

5.1.20.Önerme

G ve H sol topolojik gruplar ve f : G → H sürekli örten bir homomor�zma olsun.

E§er G kompakt ve H Hausdor� bir uzay ise f aç�k bir dönü³ümdür.

�spat

G kompakt ve H Hausdor� bir uzay olsun. Kompakt bir uzaydan Hausdor� bir uzaya

giden sürekli her dönü³üm kapal� oldu§undan f dönü³ümü kapal�d�r. f dönü³ümü,

kapal�, sürekli ve örten oldu§undan f bir bölüm dönü³ümüdür. kerf = K olsun. K

kümesi G nin kapal� normal bir altgrubudur. �imdi f nin aç�k bir dönü³üm oldu§unu

görelim. U ⊆ G aç�k olsun. f bölüm dönü³ümü oldu§undan f(U) nun H uzay�nda

aç�k olmas� için f−1(f(U)) nun G uzay�nda aç�k oldu§u görülmelidir. f−1f(U) = KU

dur. �öyleki; x ∈ f−1f(U) al�n�rsa f(x) ∈ f(U) olup f(x) = f(u) olacak biçimde

bir u ∈ U vard�r. Öyleyse f(x)(f(u))−1 = e dir. f bir homomor�zma oldu§undan

f(x)(f(u))−1 = f(xu−1) = e dir. Öyleyse xu−1 ∈ kerf olup x ∈ (ker f)u olur. O

halde x ∈ (ker f)U olup x ∈ KU dur. Di§er yandan z ∈ KU al�n�rsa benzer biçimde

z ∈ f−1(f(U)) olur. O halde f−1(f(U)) = KU elde edilir. Önerme 4.1.1 den KU , G

uzay�nda aç�kt�r. f bölüm dönü³ümü oldu§undan f(U) de H uzay�nda aç�kt�r. O halde

f aç�k bir dönü³ümdür. �
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5.1.21 Teorem

G ve H sol topolojik gruplar, p : G→ H aç�k, sürekli, örten bir homomor�zma olmak

üzere, H0 kümesi H �n kapal� normal bir altgrubu ve G0 = p−1(H0) ve N = p−1(eH)

ise G/G0 ve H/H0 birer sol topolojik grup olup (G/N)/(G0/N) ye topolojik olarak

izomorfturlar.

�spat

H0 kümesi H �n kapal� normal bir altgrubu ve G0 = p−1(H0) ve N = p−1(eH) olsun.

Teorem 5.1.2 den H/H0 ve G/G0 nin sol topolojik grup oldu§u görüldü. �imdi G0 �n

G nin normal altgrubu oldu§unu görelim. a, b ∈ G0 alal�m. Öyleyse G0 = p−1(H0)

oldu§undan a ∈ p−1(H0), b ∈ p−1(H0) olup p(a) = h1, p(b) = h2 olacak biçimde bir

h1, h2 ∈ H0 vard�r. H0, H �n normal bir altgrubu oldu§undan h1h
−1
2 ∈ H0 olup

h1h
−1
2 = p(a)p(b)−1 dir. p dönü³ümü bir homomor�zma oldu§undan

p(a)p(b)−1 = p(ab−1) ∈ H0 olur. O halde ab−1 ∈ p−1(H0) = G0 olup G0 kümesi G nin

bir altgrubudur. �imdi her a ∈ G0 = p−1(H0) ve her g ∈ G için gag−1 ∈ G0 oldu§unu

görelim. p homomor�zma oldu§undan p(gag−1) = p(a)p(b)p(g)−1 olur. p(a) ∈ H0,

p(g) ∈ H ve H0 kümesi H �n normal altgrubu oldu§undan p(a)p(b)p(g)−1 ∈ H0 d�r. O

halde p(gag−1) ∈ H0 olup gag−1 ∈ p−1(H0) = G0 d�r. Dolay�s�yla G0 kümesi G nin

normal bir altgrubudur. H0, H da kapal� oldu§undan ve p sürekli oldu§undan

p−1(H0) = G0 da G uzay�nda kapal�d�r. Öte yandan ϕ(h) = hH0 olacak biçimde

ϕ : H → H/H0 do§al dönü³ümü aç�k, sürekli bir homomor�zmad�r. O halde

ϕ ◦ p : G → H/H0 dönü³ümü aç�k sürekli bir homomor�zmad�r. �laveten

(ϕ ◦ p)−1(H0) = p−1(ϕ(H0)) = p−1(H0) = G0 dir. Dolay�s�yla ker(ϕ ◦ p) = G0 d�r. O

halde ϕ ◦ p aç�k sürekli örten bir homomor�zma ve ker(ϕ ◦ p) = G0 kümesi G nin

kapal� normal altgrubu oldu§undan Teorem 5.1.15 den h : G/G0 → H/H0 bir

topolojik izomor�zma olup G/G0 ile H/H0 topolojik olarak izomorftur. �laveten

Teorem 5.1.15 den Φ(xN) = p(x) biçiminde tan�ml� Φ : G/N → H dönü³ümü bir

topolojik izomor�zma idi. �imdi Φ(G0/N) = H0 oldu§unu görelim. y ∈ Φ(G0/N)

alal�m. Öyleyse y = Φ(xN) = p(x) olacak biçimde bir xN ∈ G0/N vard�r.

x ∈ G0 = p−1(H0) oldu§undan y = p(x) ∈ H0 d�r. O halde Φ(G0/N) ⊆ H0 olur. Di§er

yandan z ∈ H0 alal�m. p dönü³ümü örten oldu§undan p(x0) = z ∈ H0 olacak biçimde

bir x0 ∈ G vard�r. p(x0) ∈ H0 ise x0 ∈ p−1(H0) = G0 d�r. O halde Φ(x0N) = p(x0) = z

dir. O halde z ∈ Φ(G0/N) olup H0 ⊆ Φ(G0/N) olur. Dolay�s�yla Φ(G0/N) = H0 dir.

�imdi G0/N kümesinin G/N nin bir kapal� normal altgrubu oldu§unu görelim.

xN, yN ∈ G0/N alal�m. (xN)(yN)−1 = (xN)(yN) = xy−1N dir. xy−1 ∈ G0

oldu§undan xy−1N ∈ G0/N dir. O halde G0/N kümesi G/N nin bir altgrubu olur.

�laveten her aN ∈ G/N ve her x0N ∈ G0/N için

(aN)(x0N)(aN)−1 = (aN)(x0N)(a−1N) = (ax0a
−1)N olur. G0 kümesi G nin normal
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altgrubu oldu§undan ax0a
−1 ∈ G0 olup (ax0a

−1)N ∈ G0/N dir. O halde G0/N

kümesi G/N nin normal bir altgrubudur. �imdi G0/N ⊆ G/N nin kapal� oldu§unu

görelim. π−1(G0/N) = G0N oldu§u kolayca görülebilir. N = p−1(eH) = p−1({eH})
olup {eH} kompakt oldu§undan N kompaktt�r. G0 kapal� N kompakt oldu§undan

Teorem 4.1.44 den G0N kapal� olup G0/N ⊆ G/N kapal�d�r. Φ dönü³ümü bir

topolojik izomor�zma, G0/N kümesi G/N nin kapal� bir normal altgrubu,

Φ(G0/N) = H0 ve Φ(xN) = p(x) oldu§undan Önerme 5.1.14 den

ψ((xN)G0/N) = Φ(xN)H0 biçiminde tan�ml� ψ : (G/N)/(G0/N)→ H/H0 dönü³ümü

bir topolojik izomor�zmad�r. O halde (G/N)/(G0/N), H/H0 a topolojik olarak

izomorftur. Üstelik H/H0, G/G0 a topolojik olarak izomorf oldu§undan

(G/N)/(G0N) de G/G0 a topolojik olarak izomorftur. �

5.1.22 Teorem

G bir topolojik grup, H kümesi G nin kapal� normal bir altgrubu, M kümesi G nin bir

topolojik altgrubu ve π : G → G/H bir do§al dönü³üm olsun. MH/H bölüm grubu

G/H topolojik grubunun π(M) altgrubuna topolojik olarak izomorftur.

�spat

π−1(π(M)) = MH d�r. H, G nin kapal� normal altgubu oldu§u için π : G → G/H

do§al dönü³ümü aç�k, sürekli, örten bir homomor�zmad�r. Öyleyse π nin MH a

k�s�tlanm�³ π|MH = ψ : MH → π(M) dönü³ümü de aç�k sürekli ve örtendir. M , G nin

bir altgrubu ve π homomor�zma oldu§undan π(M) de G/H �n normal bir

altgrubudur. Öte yandan MH da G nin bir altgrubudur. �öyleki; xy ∈ MH alal�m.

Öyleyse x = m1h1 ve y = m2h2 olacak biçimde bir m1,m2 ∈ M ve h1, h2 ∈ H vard�r.

H, G nin normal altgrubu oldu§undan y = h2m2 dir. O halde xy = m1h1h2m2 olup

h1h2 = h denilirse m1h1h2m2 = m1hm2 olur. H, G nin normal altgrubu oldu§undan

m1hm2 = m1m2h olup m1m2 = m denilirse m1m2h = mh d�r. O halde xy ∈ MH

olur. �imdi y ∈ MH için y−1 ∈ MH oldu§unu görelim. y ∈ MH al�n�rsa y = mh

olacak biçimde bir m ∈M ve h ∈ H vard�r. M , G nin altgrubu oldu§undan m−1 ∈M
ve H, G nin normal altgrubu oldu§undan h−1 ∈ M dir. Öyleyse

y−1 = h−1m−1 ∈ HM olur. H, G nin normal altgrubu oldu§undan HM = MH olup

y−1 ∈MH d�r. O halde MH, G nin bir altgrubudur. MH, G nin ve π(M) de G/H �n

altgrubu olup ψ : MH → π(M) bir homomor�zmad�r. e, MH �n birim eleman� ve ψ

bir homomor�zma oldu§undan π(M) nin birim eleman� ψ(e) dir. ψ nin çekirde§i

ψ−1(ψ(e)) olup ψ−1(ψ(e)) = π−1(π(e)) = H oldu§undan kerψ = H d�r. O halde ψ

aç�k, örten, sürekli bir homomor�zma, kerψ = H oldu§undan Teorem 5.1.15 den

φ : MH/H → π(M) dönü³ümü bir topolojik izomor�zmad�r. O halde MH/H ve

π(M) topolojik olarak izomorftur. �
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5.1.23 Teorem

G bir topolojik grup, H kümesi G nin kapal� bir altgrubu, X kümesi G nin bir altuzay�,

π : G → G/H do§al dönü³ümü örten bir homomor�zma ve Y = π(X) olmak üzere,

e§er H altuzay� ve Y altuzay� birinci say�labilir ise X uzay� da birinci say�labilirdir.

�spat

H ve Y birinci say�labilir uzaylar olsun. e, G nin birim eleman� olmak üzere e ∈ X

oldu§unu kabul etmek genelli§i bozmaz. X in birinci say�labilir bir uzay oldu§unu

görmek için X in e noktas�nda say�labilir bir kom³uluklar taban�na sahip oldu§unu

görmek yeterlidir. H birinci say�labilir uzay oldu§undan e nin H içinde say�labilir bir

{Tn : n ∈ Z+} kom³uluklar taban� vard�r. O halde her n ∈ Z+ için Tn = Vn ∩H olacak

biçimde G uzay�nda bir Vn aç�§� vard�r. G topolojik grup oldu§undan her n ∈ Z+

için Wn ⊆ Vn ve Wn+1Wn+1 ⊆ Wn olacak biçimde birim eleman�n Wn aç�k simetrik

kom³uluklar� vard�r. Öyleyse σ(e) = {Wn ∩ H : n ∈ Z+} ailesi e nin H içinde bir

kom³uluklar taban�d�r. e ∈ X ve π(X) = Y oldu§undan π(e) ∈ Y dir. Y altuzay� birinci

say�labilir oldu§undan π(e) nin Y içinde say�labilir bir {An : n ∈ Z+} kom³uluklar

taban� vard�r. O halde her n ∈ Z+ için An = On ∩Y olacak biçimde G/H uzay�nda bir

On aç�§� vard�r. π−1(On) = Un denilirse e ∈ Un ve π(Un) G/H uzay�nda aç�kt�r. Böylece

σ(π(e)) = {π(Un)∩Y : n ∈ Z+} kümesi Y içinde π(e) nin bir kom³uluklar taban�d�r. O

halde her i, j ∈ Z+ için Bi,j = Wi∩Uj∩X olmak üzere {Bi,j : (i, j) ∈ Z+×Z+} kümesi

X uzay�nda e noktas�n�n say�labilir bir kom³uluklar taban�d�r. �öyleki; her i için e ∈ Wi,

e ∈ Uj ve e ∈ X oldu§undan e ∈ Bi,j dir ve Bi,j kümesi X uzay�nda aç�kt�r. �imdi X

uzay�nda e ∈ T olacak biçimde bir T aç�§� alal�m. O halde T = O∩X olacak biçimde G

de bir O aç�§� vard�r. G topolojik grup oldu§undan e ∈ V ve V V ⊆ O olacak biçimde

G uzay�nda bir V aç�§� vard�r. Öyleyse e ∈ V ∩H d�r. K kümesi H uzay�nda e nin bir

kom³uluklar taban� oldu§undan Wm ∩ H ⊆ V ∩ H ⊆ V olacak biçimde bir m ∈ Z+

vard�r. O halde e ∈ Wm ∩H ⊆ V olup e ∈ Wm+1 ∩V dir. Öyleyse π(e) ∈ π(Wm+1 ∩V )

olur. π aç�k bir dönü³üm oldu§undan π(Wm+1 ∩ V ) aç�kt�r. M kümesi Y altuzay�nda

π(e) nin kom³uluklar taban� oldu§undan π(Uk)∩Y ⊆ π(Wm+1∩V ) olacak biçimde bir

k ∈ Z+ vard�r. Bu durumda Bm+1,k = (Wm+1 ∩ Uk ∩X) ⊆ O dur. �öyleki; z ∈ Bm+1,k

olsun. O halde z ∈ Uk ∩X ⊆ (Wm+1 ∩ V )H ve z /∈ Wm+1(G\Wm) dir. �imdi bunlar�

s�ras�yla görelim. z ∈ Uk ∩ X al�n�rsa z ∈ (Wm+1 ∩ V )H oldu§u kolayca görülebilir.

Öte yandan z ∈ Wm+1 ise ze ∈ Wm+1Wm+1 dir. O halde z ∈ Wm+1Wm+1 ⊆ Wm olup

z ∈ Wm dir. E§er z ∈ Wm+1(G\Wm) ise z ∈ Wm+1 olup z ∈ Wm dir. Bu bir çeli³ki olup

z /∈ Wm+1(G\Wm) dir. �laveten z ∈ (Wm+1 ∩ V )H oldu§undan z = ph olacak biçimde

bir p ∈ Wm+1 ∩ V ve bir h ∈ H vard�r. Bu durumda h ∈ Wm veya h /∈ Wm dir. E§er

h /∈ Wm ise h /∈ Wm ve p ∈ Wm+1 ∩ V oldu§undan z = ph ∈ (Wm+1)(G\Wm) olur. Bu

da z /∈ Wm+1(G\Wm) olmas�yla çeli³ir. O halde h ∈ Wm olmak zorundad�r. Öyleyse



76

h ∈ H ∩Wm dir. Böylece z = ph ∈ (Wm+1 ∩ V )(H ∩Wm) elde edilir. H ∩Wm ⊆ V ve

V ∩Wm+1 ⊆ V oldu§undan z ∈ V 2 ⊆ O olur. O halde z ∈ (Wm+1∩Uk∩X) ⊆ O∩X = T

elde edilir. Bu durumda Bm+1,k = (Wm+1∩Uk∩X) kümesi X uzay�nda e nin say�labilir

bir kom³uluklar taban�d�r. Dolay�s�yla X uzay� birinci say�labilirdir. �

Bu teoremden a³a§�daki sonuca ula³�labilir.

5.1.24. Sonuç

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgubu olmak üzere, e§er H ve

G/H birinci say�labilir uzaylar ise G uzay� da birinci say�labilirdir.

�imdi bir sonraki teoremde kullanmak üzere bir lemma verilecektir.

5.1.25. Lemma

X ve Y topolojik uzaylar olmak üzere, f : X → Y dönü³ümü aç�k, sürekli ve örten ise

her B ⊆ Y için f−1(B) = f−1(B) dir.

�spat

f : X → Y dönü³ümü aç�k, sürekli ve örten olsun. ∅ 6= B ⊆ Y olsun. x ∈ f−1(B)

alal�m. f(x) ∈ B oldu§unu görelim. f(x) ∈ V olacak biçimde bir V ⊆ Y aç�§� alal�m. f

sürekli oldu§undan f−1(V ) ⊆ X aç�kt�r. x ∈ f−1(B) oldu§undan f−1(V )∩ f−1(B) 6= ∅
olup ∅ 6= f(f−1(V )∩ f−1(B)) ⊆ f(f−1(V ))∩ (f−1(B)) ⊆ V ∩B dir. O halde f(x) ∈ B
olup x ∈ f−1(B) dir.

Di§er yandan x ∈ f−1(B) olsun. x ∈ f−1(B) oldu§unu görelim. x ∈ O olacak biçimde

bir O ⊆ X aç�§�n� alal�m. f(x) ∈ f(O) olup f(x) ∈ B ve f dönü³ümü aç�k oldu§undan

f(O)∩B 6= ∅ dir. f örten oldu§undan f−1(f(O)∩B) 6= ∅ olup O ∩ f−1(B) 6= ∅ dir. O
halde x ∈ f−1(B) olur. Böylece istenen e³itlik sa§lan�r. �

5.1.26 Teorem

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere, e§er H ve

G/H ayr�labilir ise G uzay� da ayr�labilirdir.

�spat

H ve G/H ayr�labilir bir uzay olsun. O halde G/H uzay�n�n B = G/H olacak biçimde
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say�labilir bir B altkümesi vard�r. Her y ∈ B için, π örten oldu§undan, π(xy) = y

olacak biçimde bir xy ∈ G vard�r. π−1(y) = xyH olup π−1(y) = xyH kümesi H ye

homeomorftur. O haldeH ayr�labilir oldu§undan her y ∈ B için π−1(y) = xyH sol koset

uzay� da ayr�labilirdir. O halde her y ∈ B için π−1(y) = xyH �n say�labilir bir yo§un

My altkümesi vard�r. O halde her y ∈ B için My
π−1(B)

= π−1(y) olur. M =
⋃
y∈BMy

olsun. Bu durumda M =
⋃
y∈BMy ⊆

⋃
y∈B π

−1(y) = π−1(B) olup M ⊆ π−1(B) dir.

Her y ∈ B için My
π−1(B)

= π−1(y) oldu§undan M ∩ π−1(B) = π−1(B) olup π−1(B) ⊆
π−1(B) ⊆ M dir. Böylece M = π−1(B) olup Lemma 5.1.25 den π−1(B) = π−1(B)

dir. B = G/H oldu§undan M = π−1(B) = π−1(G/H) = G dir. O halde M = G dir.

Üstelik M say�labilir çoklukta say�labilir kümenin say�labilir bir birle³imi oldu§undan

say�labilirdir. O halde G ayr�labilirdir. �
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6. YEREL KOMPAKT TOPOLOJ�K GRUPLAR

Bu bölüm iki alt ba³l�k alt�nda incelenecektir. �lk ba³l�kta topolojik gruplarda yerel

σ-kompaktl�k ve yerel kompaktl�§�n kuvvetli parakompaktl�§� verdi§i görülecektir.

Daha sonra topolojik gruplar�n birim eleman�n�n kompakt aç�k kom³uluklar�n�n

kapsad�§� aç�k kompakt bir altgrup bulunacak ve birimin aç�k kompakt kümelerden

olu³an bir kom³uluklar taban� elde edilecektir. Daha sonra Gδ-kümelerle ilgili baz�

teoremler verilecektir.

�kinci alt ba³l�kta bir G topolojik grubunun yerel kompakt bir H altgrubu varsa G/H

�n baz� ko³ullar alt�ndan korunan bir P özelli§ine sahip oldu§unda G nin de bu P

özelli§ine sahip oldu§u görülecektir. Bu bölümde aksi belirtilmedikçe bütün uzaylar

Hausdor� uzayd�r.

6.1. Yerel Kompakt Topolojik Gruplar

Bu bölümde yerel kompakt topolojik gruplar incelenecektir [7]. Bir topolojik uzay�n her

noktas�n�n kapan�³� kompakt olan aç�k bir kom³ulu§u varsa bu uzaya yerel kompakt

topolojik uzay denir [8].

�imdi konu bütünlü§ünün bozulmamas� aç�s�ndan giri³ k�sm�nda verilmeyen topolojik

uzaylarla ilgili baz� tan�mlar verilecektir. Bu tan�mlar [8] ve [12] de bulunabilir.

6.1.1. Tan�m

Bir topolojik uzay�n her aç�k örtüsünün say�labilir bir alt örtüsü varsa bu uzaya bir

Lindelöf uzay denir.

6.1.2. Tan�m

X bir küme ve A ,B ⊆P(X) olmak üzere her A ∈ A için A ⊆ B olacak biçimde bir

B ∈ B varsa A ailesine B ailesinin bir k�smi incelmi³i denir ve A <k B ile gösterilir.

A <k B olmak üzere, e§er
⋃

A =
⋃

B ise A ailesine B nin bir incelmi³i denir ve

A < B ile gösterilir.

6.1.3. Tan�m

X bir topolojik uzay ve A X in altkümelerinin bir ailesi olmak üzere, her A ∈ A için

{B ∈ A |A ∩B 6= ∅} ailesi sonlu ise A ailesine y�ld�z sonludur denir.



80

Y�ld�z sonlu her aç�k örtü yerel sonludur.

6.1.4. Tan�m

X bir topolojik uzay olmak üzere X in her aç�k örtüsünün yerel sonlu aç�k bir incelmi³i

varsa X uzay�na bir parakompakt uzay denir.

6.1.5. Tan�m

X bir Hausdor� uzay olmak üzere, X in her aç�k örtüsünün y�ld�z sonlu aç�k bir

incelmi³i varsa X uzay�na bir kuvvetli parakompakt uzay denir.

6.1.6. Tan�m

X bir topolojik uzay ve P bir özellik olmak üzere, X uzay� her biri P özelli§ine

sahip olan say�labilir çoklukta altkümesinin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa X uzay�na

bir σ-P uzay denir. Örne§in; P özelli§i uzay�n kompakt(yerel kompakt) olmas� ise

ve X uzay� say�labilir çoklukta kompakt(yerel kompakt) altuzay�n�n birle³imi olarak

yaz�labiliyorsa X e bir σ-kompakt(σ-yerel kompakt) uzay denir.

�imdi Teorem 6.1.9 de kullan�lacak iki Lemma verilecektir.

6.1.7. Lemma

Her σ- kompakt topolojik uzay bir Lindelöf uzayd�r.

�spat

X bir σ- kompakt uzay olsun. Tan�m 6.1.6 den her n ∈ ω için Yn ler kompakt olmak

üzere X =
⋃
n∈ω Yn dir. X in herhangi bir O aç�k örtüsünü alal�m. Bu durumda her

n ∈ ω için On = {O ∩ Yn : O ∈ O} ailesi Yn için bir aç�k örtü olur. Her n ∈ ω için

Yn ler kompakt oldu§undan her On aç�k örtüsünün sonlu bir Õn alt örtüsü vard�r. O

halde her n ∈ ω için Vn = {O : O ∩ Yn ∈ Õn} ailesi sonludur.
⋃
n∈ω Vn = V olsun.

V ailesi O ailesinin say�labilir bir alt ailesi olup X i örter. �öyleki; V ailesi say�labilir

çoklukta sonlu ailenin birle³imi oldu§undan say�labilirdir. V nin O nun alt ailesi oldu§u

a³ikard�r. �imdi V nin X i örttü§ünü görelim. x ∈ X alal�m. O halde x ∈ Yn0 olacak

biçimde bir n0 ∈ ω vard�r. Õn0 ailesi Yn0 için bir örtü oldu§undan x ∈ O olacak biçimde

bir O ∈ Õn0 vard�r. O halde O ∈ Vn0 olur. Böylece x ∈
⋃

Vn0 ⊆
⋃

V olup X ⊆
⋃

V

dir. Her zaman
⋃

V ⊆ X dir. O halde
⋃

V = X olup V ailesi X i örter. O ailesi
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key� oldu§undan X σ- kompakt topolojik uzay�n�n her aç�k örtüsünün say�labilir bir

alt örtüsü vard�r. O halde X bir Lindelöf uzayd�r. �

6.1.8. Lemma

I bir indis kümesi ve X bir topolojik uzay olmak üzere, e§er her λ ∈ I için Yλ ⊆ X aç�k

kuvvetli parakompakt bir uzay, λ 6= µ olacak biçimdeki her λ, µ ∈ I için Yλ ∩ Yµ = ∅
ve X =

⋃
λ∈I Yλ ise X kuvvetli parakompakt bir uzayd�r.

�spat

X in herhangi bir O aç�k örtüsünü alal�m. Öyleyse her λ ∈ I için

Oλ = {O ∩ Yλ : O ∈ O} ailesi Yλ için bir aç�k örtüdür. Her λ ∈ I için Yλ kuvvetli

parakompakt bir uzay oldu§undan her Oλ aç�k örtüsünün bir Vλ y�ld�z sonlu aç�k

incelmi³i vard�r. V =
⋃
λ∈I Vλ olsun. V ailesi O aç�k örtüsünün y�ld�z sonlu aç�k bir

incelmi³i olur. �öyleki; ilk olarak V ailesinin O nun bir aç�k incelmi³i oldu§unu

görelim. V ∈ V al�n�rsa V ∈ Vλ0 olacak biçimde bir λ0 ∈ I vard�r. Vλ0 ailesi Oλ0

ailesinin y�ld�z sonlu bir incelmi³i oldu§undan öyle bir O ∈ O vard�r ki

V ⊆ O ∩ Yλ0 ⊆ O dur. �imdi
⋃

V = X oldu§unu görelim. x ∈ X al�n�rsa x ∈ Yλ0
olacak biçimde bir λ0 ∈ I vard�r. Vλ0 ailesi Yλ0 için bir örtü oldu§undan x ∈ V olacak

biçimde bir V ∈ Vλ0 vard�r. O halde x ∈
⋃

Vλ0 ⊆
⋃

V olup X ⊆
⋃

V dir. Her zaman⋃
V ⊆ X dir. Öyleyse

⋃
V = X dir O halde V ailesi O ailesinin bir incelmi³idir.

�imdi de V nin aç�k oldu§unu görelim. Her λ ∈ I için Vλ aç�k incelmi³ oldu§undan

her V ∈ Vλ için V kümesi Yλ da aç�k ve Yλ kümeleri X uzay�nda aç�k oldu§undan her

V ∈ Vλ için V kümesi X uzay�nda aç�kt�r. O halde V ailesi X uzay�nda aç�kt�r. �imdi

V nin y�ld�z sonlu oldu§unu görelim. V0 ∈ V olsun. Bu durumda V0 ∈ Vλ0 olacak

biçimde bir λ0 ∈ I vard�r. Vλ0 ailesi Yλ0 için bir örtü oldu§undan V0 ⊆ Yλ0 d�r. λ0 6= λ

olacak biçimdeki her λ ∈ I için Yλ0 ∩ Yλ = ∅ oldu§undan {V ∈ V : V ∩ V0 6= ∅} ⊆ Vλ0
d�r. O halde {V ∈ V : V ∩ V0 6= ∅} ⊆ {V ∈ Vλ0 : V ∩ V0 6= ∅} olur. Vλ0 ailesi y�ld�z

sonlu oldu§undan {V ∈ Vλ0 : V ∩ V0 6= ∅} kümesi sonludur. O halde

{V ∈ V : V ∩ V0 6= ∅} kümesi sonlu olup V ailesi y�ld�z sonludur. Dolay�s�yla V ailesi

O ailesinin y�ld�z sonlu aç�k bir incelmi³i olup X kuvvetli parakompakt bir uzayd�r. �

Bir topolojik uzay�n her noktas�n�n, kapan�³� σ-kompakt olan bir aç�k kom³ulu§u varsa

bu uzaya yerel σ-kompakt uzay denir. �imdi a³a§�daki teoremi verelim.

6.1.9 Teorem

Her yerel σ-kompakt topolojik grup kuvvetli parakompaktt�r.
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�spat

G bir yerel σ-kompakt topolojik grup olsun. G yerel σ-kompakt topolojik grup

oldu§undan V σ-kompakt olacak biçimde e noktas�n�n simetrik bir V aç�k kom³ulu§u

vard�r. H =
⋃
n∈ω(V )n diyelim. H �n G nin bir altgrubu oldu§u a³ikard�r. �laveten H

altgrubu G de aç�kt�r. �öyleki;

V ⊆ V = V
1 ⊆ H d�r. H altgrubu G nin bo³tan farkl� bir aç�k altkümesini

içerdi§inden Sonuç 3.1.3 den H altgrubu G uzay�nda aç�kt�r. O halde Teorem 3.1.6

den H altgrubu G nin kapal� bir altgrubudur. Öte yandan her n ∈ ω için V
n
kümeleri

σ-kompakt oldu§undan her i için Ki kümesi kompakt olmak üzere V
n

=
⋃∞
i=1Ki(n)

biçimindedir. O halde H =
⋃
n∈ω(V )n =

⋃
n∈ω(

⋃∞
i=1Ki(n)) =

⋃∞
(i,n)∈ω×ωKi(n) olur.

Bu durumda H say�labilir çoklukta kompakt kümenin birle³imi olarak

yaz�labildi§inden H kümesi σ-kompaktt�r. Öyleyse Lemma 6.1.7 den H Lindelöf

uzayd�r. Her a ∈ G için aH sol koset uzay� H ye homeomorf oldu§undan aH Lindelöf

uzayd�r. �laveten Teorem 3.1.20 den G regüler uzay olup G nin aH altuzay� da

regülerdir. Regüler Lindelöf uzaylar kuvvetli parakompakt uzayd�r ( [8], 5.3.11). O

halde her a ∈ G için aH kuvvetli parakompaktt�r. K , farkl� sol kosetlerin ailesi

olmak üzere G =
⋃
{aH : aH ∈ K } oldu§undan Lemma 6.1.8 den G kuvvetli

parakompaktt�r. �

�imdi bu teoremle ili³kili olarak Teorem 6.1.10, Önerme 6.1.11, Sonuç 6.1.12 ve Sonuç

6.1.13 verilecektir.

6.1.10 Teorem

Her ba§lant�l� yerel σ-kompakt topolojik grup σ-kompaktt�r. Dolay�s�yla Lindelöftür.

�spat

G ba§lant�l� yerel σ-kompakt bir topolojik grup olsun. Teorem 6.1.9 un ispat�nda

görüldü§ü üzere G nin hem aç�k hem de kapal� bir H altgrubu vard�r. G ba§lant�l� bir

uzay ve H 6= ∅ oldu§undan H = G dir. H σ-kompakt oldu§undan G uzay� da

σ-kompaktt�r. Dolay�s�yla Lemma 6.1.7 den G bir Lindelöf uzayd�r. �

Teorem 6.1.9 ispat�nda elde edilen H altgrubu için a³a§�daki önermeyi verelim.

6.1.11.Önerme

Her yerel σ-kompakt topolojik grup σ-kompakt olan hem aç�k hem kapal� bir altgrup
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içerir.

6.1.12. Sonuç

Her yerel kompakt topolojik grup kuvvetli parakompaktt�r.

�spat

G yerel kompakt bir topolojik grup olsun. Her kompakt uzay σ-kompaktt�r. Böylece her

yerel kompakt uzay yerel σ-kompaktt�r. O halde G yerel kompakt topolojik grubu, yerel

σ-kompakt topolojik grup olup Teorem 6.1.9 dan G kuvvetli parakompakt uzayd�r. �

6.1.13. Sonuç

Her ba§lant�l� yerel kompakt topolojik grup σ-kompaktt�r.

�spat

G ba§lant�l� yerel kompakt bir topolojik grup olsun. Kompakt uzaylar σ-kompakt

oldu§undan her ba§lant�l� yerel kompakt uzay ba§lant�l� yerel σ-kompakt olup

Teorem 6.1.10 den G uzay� σ-kompaktt�r. �

Örnek

Sonuç 6.1.12 ve Sonuç 6.1.13 yerel kompakt uzaylar için geçerli de§ildir. κ > ω olmak

üzere Iκ Tychono� küpünün bir p ∈ Iκ noktas� için X = Iκ\{p} altuzay�n� alal�m. X,

Iκ dan indirgenen topoloji ile yerel kompakt, ba§lant�l�, yerel ba§lant�l� bir uzayd�r.

Fakat X normal olmad�§�ndan parakompakt, dolay�syla σ-kompakt de§ildir.

6.1.14 Teorem

G bir topolojik grup olmak üzere, e§er H kümesi G nin ba§lant�l� bile³eni ise G/H

bölüm grubunun bo³tan farkl� ba§lant�l� her altkümesi tek noktadan olu³ur. Yani G/H

tamamen ba§lant�s�zd�r.

�spat

H kümesi G nin ba§lant�l� bile³eni olsun. Önerme 4.1.40 den H kümesi G nin kapal�
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bir normal altgrubudur. O halde Teorem 5.1.5 den G/H bir topolojik gruptur. K

kümesi G/H �n birim eleman� H � içeren ba§lant�l� bir küme olsun. K = {H} oldu§unu
görelim. Aksini kabul edelim. Yani K n�n H eleman�ndan farkl� bir eleman� var olsun.

π : G → G/H do§al dönü³üm olmak üzere π−1(K) = B diyelim. Öyleyse H ⊆ B

ve B 6= H d�r. �öyleki; ilk olarak H ⊆ B oldu§unu görelim. x ∈ H al�n�rsa π(x) =

xH = H ∈ K olup π(x) ∈ K d�r. O halde x ∈ π−1(K) olup H ⊆ π−1(K) = B dir.

�imdi de H 6= B oldu§unu görelim. Kabulümüzden K da H dan farkl� bir F eleman�

vard�r. O halde F = aH olacak biçimde bir a ∈ G vard�r ve a /∈ H d�r. Öyleyse

aH = π(a) ve F ∈ K oldu§undan π(a) ∈ K d�r. O halde a ∈ π−1(K) = B olup

H 6= B olur. E§er B ba§lant�l� ise H ba§lant�l� bile³en oldu§undan H = B olmak

zorundad�r. Fakat H 6= B idi. O halde B ba§lant�l� de§ildir ve B 6= ∅ dir. Öyleyse B
nin bo³tan farkl� hem aç�k hem kapal� bir U özaltkümesi vard�r. �imdi b /∈ U olacak

biçimde bir b ∈ B noktas�n� sabitleyelim. Ayn� zamanda π−1(π(U)) = U dur. �öyleki;

x ∈ π−1(π(U)) al�n�rsa π(x) ∈ π(U) olup π(x) = π(u0) olacak biçimde bir u0 ∈ U

vard�r. Öyleyse {x, u0} ⊆ π−1(π(u0)) olur. π−1(π(u0)) = u0H ve u0H kümesi H ye

homeomorf oldu§undan u0H ba§lant�l�d�r. π−1(π(u0)) = C denilirse C ba§lant�l�d�r ve

C ⊆ B dir. U kümesi B içinde hem aç�k hem kapal� oldu§undan C ∩ U da C içinde

hem aç�k hem kapal� ve bo³tan farkl�d�r. C ba§lant�l� oldu§undan C ∩ U = C olup

x ∈ U dur. Böylece π−1(π(U)) ⊆ U olup istenen e³itlik sa§lan�r. Öte yandan π nin U

ya k�s�tlanm�³� π|B : B → K aç�k örten bir dönü³ümdür. O halde π|B(U) kümesi K

de aç�k ve π|B(U) = π(U) oldu§undan π(U) de K da aç�kt�r. Ayn� zamanda U kapal�,

π−1(π(U)) = U ve π bölüm dönü³ümü oldu§undan π(U) kümesi K içinde kapal�d�r.

Üstelik b /∈ U = π−1(π(U)) olup π(b) /∈ π(U) dur ve π(b) ∈ π(B) ⊆ K dur. O halde

π(U) 6= K d�r. Böylece π(U) kümesi K n�n hem aç�k hem kapal� bir özaltkümesi olup,

K ba§lant�l� oldu§undan, π(U) = ∅ dir. Fakat U 6= ∅ oldu§undan π(U) 6= ∅ dir. O
halde kabulümüz yanl�³ olup K = {H} d�r. Böylece G/H tamamen ba§lant�s�zd�r.

�imdi topolojik uzaylarla ilgili bir önerme verilecektir.

6.1.15.Önerme

Her tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt Hausdor� uzay� s�f�r boyutludur.

�spat

X tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt Hausdor� bir uzay olsun. X yerel kompakt

oldu§undan T3 1
2
-uzay olup X regülerdir. O halde X i kompakt kabul etmek genelli§i

bozmaz.

�imdi bir a ∈ X noktas�n� sabitleyelim. Pa = {A ⊆ X : a ∈ A,A kapal� ve aç�k }
ailesini alal�m. P =

⋂
Pa =

⋂
A∈Pa

A diyelim. Her A ∈Pa için A kapal� oldu§undan
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P kapal�d�r. Pa ailesinin sonlu arakesit alt�nda kapal� oldu§u a³ikard�r. Öte yandan

F ∩ P = ∅ olacak biçimde X uzay�n�n her F kapal� altkümesi için W ∩ F = ∅ olacak
biçimde bir W ∈ Pa vard�r. Buna (∗) diyelim. �imdi (∗) �n do§ru oldu§unu görelim.

Bunun için aksini kabul edelim. Yani F0∩P = ∅ olacak biçimde X in öyle bir F0 kapal�

altkümesi vard�r olsun ki her U ∈ Pa için U ∩ F0 6= ∅ olsun. η = {U ∩ F0 : U ∈ Pa}
ailesini alal�m.X kompakt ve η ailesi sonlu arakesit özelli§ine sahip oldu§undan

⋂
η 6= ∅

olur. Bu da F0 ∩ P = ∅ olmas� ile çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³ olup (∗) ifadesi

do§rudur.

�imdi P = {a} oldu§unu görelim. �öyleki; kabul edelimki P 6= {a} olsun. O halde

b 6= a olacak biçimde bir b ∈ P vard�r. a noktas�n�n bile³eni Ca olsun. E§er P ba§lant�l�

ise; X tamamen ba§lant�s�z oldu§undan Ca = {a} d�r. a ∈ P ve Ca kümesi a n�n

bile³eni oldu§undan a ∈ P ⊆ Ca olur. Ca = {a} oldu§undan P = {a} elde edilir.

O halde P 6= {a} ise P ba§lant�s�zd�r. O halde P kümesi A ∩ B = ∅ olacak biçimde

A,B ⊆ X kapal� kümelerinin birle³imi olarak yaz�labilir. Yani P = A ∪ B dir. a ∈ A
olsun. Hausdor� kompakt uzaylar normal oldu§undan X uzay�n�n A ve B kapal� ayr�k

altkümeleri için A ⊆ U , B ⊆ V olacak biçimde ayr�k U ve V aç�klar� vard�r. U ve V

aç�k oldu§undan X\(U ∪V ) kapal�d�r. F = X\(U ∪V ) diyelim. Bu durumda P ∩F = ∅
olup (∗) dan F ∩W = ∅ olacak biçimde birW ∈Pa vard�r. G = U∩W olsun.W ∈Pa

oldu§undan W aç�k olup G aç�kt�r. Ayn� zamanda G kümesi X de kapal�d�r. �öyleki;

W ∈ Pa kapal� olup G = U ∩W ⊆ U ∩W = U ∩W dir. U ∩ V = ∅ oldu§undan
U ⊆ X\V olup U ⊆ X\V = X\V dir. W ∩ F = ∅ oldu§undan W ⊆ X\F dir. O

halde G ⊆ U ∩W ⊆ (X\V )∩ (X\F ) olup G ⊆ U ∩W ⊆ X\(F ∪ V ) ⊆ U dur. Çünkü

F = X\(U ∪V ) oldu§undan X\(F ∪V ) = X\[(X\(U ∪V ))∪V ] = (U ∪V )∩ (X\V ) =

(U ∩ (X\V )) ∪ ∅ ⊆ U dur. O halde G ⊆ U olur. Böylece hem G ⊆ U hem de G ⊆ W

oldu§undan G ⊆ U ∩W d�r. U ∩W = G oldu§undan G ⊆ G olup G = G dir. Böylece

G kapal�d�r. �imdi de a ∈ G oldu§unu görelim. W ∈ Pa oldu§undan a ∈ W dir ve

a ∈ A ⊆ U oldu§undan a ∈ U ∩W = G dir. O halde G kümesi a ∈ G olacak biçimde X

in hem aç�k hem kapal� altkümesi oldu§undan G ∈Pa d�r. Öte yandan G∩B = ∅ dir.
Çünkü; U ∩V = ∅ oldu§undan G = U ∩W ⊆ U ⊆ V c ⊆ Bc oldu§undan G∩B = ∅ dir.
Üstelik G ∈Pa oldu§undan

⋂
Pa = P ⊆ G dir. Di§er yandan P = A∪B oldu§undan

A∪B ⊆ G dir. Fakat bu daG∩B = ∅ olmas�yla çeli³ir. Öyleyse ba³lang�çtaki kabulümüz

yanl�³ olup P = {a} d�r. Üstelik Pa ailesi a noktas�n�n hem aç�k hem kapal� kümelerden

olu³an bir kom³uluklar taban�d�r. �öyleki; X uzay�nda a ∈ O olacak biçimde bir O aç�§�

alal�m. O aç�k oldu§undan X\O kapal� olup X kompakt oldu§undan X\O kompaktt�r.

a ∈ O oldu§undan (X\O) ∩ {a} = ∅ d�r. {a} = P ve (X\O) kapal� oldu§undan (∗)
dan V ∩ (X\O) = ∅ olacak biçimde bir V ∈ Pa vard�r. O halde a ∈ V ⊆ O olup

Pa ailesi X in hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an bir kom³uluklar taban�d�r. O

halde her a ∈ X için a noktas�n�n hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an bir Pa

kom³uluklar taban� bulunmu³ olur.B =
⋃
a∈X Pa denilirse B X uzay�n�n hem aç�k

hem kapal� kümelerden olu³an bir taban�d�r. Böylece X uzay� s�f�r boyutlu olur. �
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6.1.16.Önerme

G bir topolojik grup olmak üzere, F kümesi G nin e birim eleman�n�n aç�k kompakt

bir kom³ulu§u ise G nin H ⊆ F olacak biçimde aç�k kompakt bir H altgrubu vard�r.

�spat

F kümesi e birim eleman�n�n aç�k kompakt bir kom³ulu§u olsun. Teorem 4.1.43 den

FU ∩F c = ∅ olacak biçimde G uzay�nda e nin bir U aç�k kom³ulu§u var olup FU ⊆ F

dir. G topolojik grup oldu§undan e ∈ V ⊆ U olacak biçimde simetrik bir V ⊆ G aç�§�

vard�r ve FV ⊆ F dir. p ∈ V al�n�rsa p = ep ∈ FV ⊆ F oldu§undan p ∈ F olur. O

halde V ⊆ F dir. Üstelik V V ⊆ FV ⊆ F olup tümevar�mdan her n ∈ ω için V n ⊆ F

oldu§u görülebilir. H =
⋃
{V n : n ∈ ω} diyelim. H �n G nin aç�k bir altgrubu oldu§u

kolayca görülebilir. H, G nin aç�k altgrubu oldu§undan Teorem 3.1.6 den ayn� zamanda

kapal� altgrubudur. F kompakt ve H kapal� oldu§undan H de kompaktt�r. O halde H

kümesi G nin H ⊆ F olacak biçimde aç�k kompakt bir altgrubudur. �

6.1.17 Teorem

Her tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt topolojik grubun birim eleman�n�n öyle bir B

kom³uluklar taban� vard�r ki B n�n her eleman� bu topolojik grubun aç�k kompakt bir

altgrubudur.

�spat

G tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt bir topolojik grup ve e de G nin birim eleman�

olsun. Teorem 6.1.15 in ispat�nda görüldü§ü üzere e nin G nin aç�k kapal�

altkümelerinden olu³an bir Pe kom³uluklar taban� vard�r. G yerel kompakt

oldu§undan e ∈ T ve T kompakt olacak biçimde bir T ⊆ G aç�§� vard�r. O halde

B = {HV : V ∈ P} ailesi e nin aç�k kompakt kümelerden olu³an bir kom³uluklar

taban�d�r. �öyleki; e ∈ O olacak biçimde bir O ⊆ G aç�§� alal�m. O halde e ∈ V ⊆ O

olacak biçimde bir V ∈ Pe var olup e ∈ V ∩ T ⊆ O ∩ T ⊆ O olur. V kapal�

oldu§undan V ∩ T kapal� olup kompaktt�r. O halde Önerme 6.1.17 den

HV ⊆ V ∩ T ⊆ O olacak biçimde G nin aç�k kompakt bir HV altgrubu vard�r. �

6.1.18.Önerme

G bir kompakt topolojik grup olmak üzere, U kümesi G nin e birim eleman�n�n hem

aç�k hem kapal� bir kom³ulu§u ise K ⊆ U olacak biçimde G nin bir K normal altgrubu
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vard�r.

�spat

U kümesi e nin hem aç�k hem de kapal� bir kom³ulu§u olsun. G kompakt ve U kapal�

oldu§undan U kompaktt�r. O halde Teorem 6.1.17 den H ⊆ U olacak biçimde G nin

aç�k kompakt bir H altgrubu vard�r. K =
⋂
x∈G xHx

−1 olsun. K, G nin bir normal

altgrubu oldu§u kolayca görülebilir. bir z ∈ K al�n�rsa z ∈ eHe−1 = H olup K ⊆ H

d�r. H aç�k ve G kompakt oldu§undan Önerme 4.1.46 den her x ∈ G için xV x−1 ⊆ H

olacak biçimde e nin bir V aç�k kom³ulu§u vard�r. Öyleyse V ⊆ x−1Hx olup x−1 = y

denilirse her y ∈ G için V ⊆ yHy−1 dir. Böylece V ⊆
⋂
y∈G yHy

−1 = K olup V ⊆ K

d�r. K, G nin bir V aç�k altkümesini içerdi§inden Sonuç 3.1.3 den K normal altgrubu

G uzay�nda aç�kt�r. O halde K ⊆ U olacak biçimde G nin aç�k bir K normal altgrubu

vard�r. �

Önerme 6.1.18 den a³a§�daki teorem verilebilir.

6.1.19 Teorem

G tamamen ba§lant�s�z kompakt bir grup olmak üzere, G nin aç�k normal altgruplar�n�n

σ(e) = {K ⊆ G : e ∈ K ve K ⊆ G aç�k normal altgrup } ailesi e birim eleman�n�n bir

kom³uluklar taban�d�r.

6.1.20. Sonuç

Yerel kompakt bir topolojik grubun ba§lant�l� bile³eni bu topolojik grubun tüm aç�k

altgruplar�n�n arakesitine e³ittir.

�spat

G yerel kompakt bir topolojik grup ve C de G uzay�n�n ba§lant�l� bile³eni olsun.

Önerme 4.1.40 den C bile³eni G nin kapal� bir normal altgrubu olup π : G → G/C

do§al dönü³ümü bir homomor�zmad�r. π aç�k, sürekli, örten ve G yerel kompakt

oldu§undan G/C yerel kompaktt�r. C ba§lant�l� bile³en oldu§undan Teorem 6.1.14

den G/C tamamen ba§lant�s�zd�r. C normal altgrup oldu§undan Teorem 5.1.5 den

G/C bir topolojik gruptur. Öyleyse Teorem 6.1.17 den G/C nin birim eleman�n aç�k

kompakt altgruplardan olu³an bir B kom³uluklar taban� vard�r. Her B ∈ B için B

kümesi G/C uzay�nda aç�k ve π dönü³ümü de sürekli oldu§undan π−1(B) de G

uzay�nda aç�kt�r. Üstelik her B ∈ B için B kümesi G/C nin bir altgrubu idi. O halde
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π bir homomor�zma oldu§undan π−1(B) de G nin bir altgrubudur. G/C T1-uzay

oldu§undan
⋂
B∈B π

−1(B) = C dir. O halde C ba§lant�l� bile³eni G nin tüm aç�k

altgruplar�n�n arakesiti olarak yaz�l�r. �

6.1.21. Sonuç

G, yerel kompakt topolojik grup olmak üzere, a³a§�dakiler denktir.

i) G uzay� ba§lant�l�d�r.

ii)G nin aç�k öz altgrubu yoktur.

iii) G nin birim eleman�n�n her kom³ulu§u G grubunu cebirsel olarak üretir.

�spat

i) ⇒ ii) G ba§lant�l� oldu§undan hem aç�k hem kapal� altkümeleri G ye e³ittir.

ii)⇒ iii) e ∈ U olacak biçimde G uzay�nda bir U aç�§� alal�m. U = U−1 oldu§unu kabul

etmek genelli§i bozamaz. < U >= {u1u2 · · ·un : n ∈ Z+, 1 6 i 6 n için ui ∈ U} olsun.
< U >= H diyelim. H �n G de aç�k oldu§unu görelim. x ∈ H olsun. x ∈ xU olup

xU ⊆ H d�r. O halde x ∈ H◦ d�r. Böylece H = H◦ olup H aç�kt�r. H kümesi bo³tan

farkl� bir aç�k oldu§undan hipotezden H = G olmak zorundad�r. O halde < U >= G

dir.

iii) ⇒ i) Ce, e nin ba§lant�l� bile³eni olsun. G nin bütün aç�k altgruplar�n�n ailesi H

olsun. Sonuç 6.1.20 den Ce =
⋂

H olup her H ∈ H için H kümesi e nin bir aç�k

kom³ulu§udur. O halde hipotezden < H >= G dir. Öte yandan her H ∈ H için

< H >= H olup H = G dir. Öyleyse Ce = G olup G ba§lant�l�d�r. �

6.1.22 Teorem

G tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt bir topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin

kapal� bir altgrubu ise G/H bölüm uzay� s�f�r boyutludur.

�spat

H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olsun. π : G → G/H do§al bir dönü³üm, e ∈ G
birim olmak üzere, σ(π(e)) = {π(V ) : e ∈ V, V ⊆ G aç�k ve kapal� } ailesinin G/H

�n birimi π(e) nin bir kom³uluklar taban� oldu§unu görelim. π(e) ∈ W olacak biçimde
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bir W ⊆ G/H aç�§� alal�m. U = π−1(W ) denilirse U ⊆ G aç�k ve e ∈ U dur. Teorem

6.1.17 den G nin e ∈ V ⊆ U olacak biçimde bir V aç�k kompakt altgrubu vard�r.

π aç�k ve sürekli oldu§undan π(V ) de G/H de aç�k ve kompaktt�r. G/H Hausdor�

π(V ) kompakt oldu§undan π(V ) kapal�d�r. Böylece π(e) ∈ π(V ) ⊆ π(U) ⊆ W olup

σ(π(e)) ailesi π(e) nin bir kom³uluklar taban�d�r. G/H homojen uzay oldu§undan her

x ∈ G/H noktas�n�n aç�k kapal� kümelerden olu³an bir σ(x) kom³uluklar taban� vard�r.

B =
⋃
x∈G/H σ(x) denilirse B ailesi G/H �n hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an

bir taban� olur. Böylece G/H s�f�r boyutlu olur. �

Burada dikkat edilirse π(V ) kompakt V grubunun sürekli ve aç�k bir dönü³üm alt�ndaki

görüntüsüdür. �imdi bununla ilgili olarak dyadic kompakta olarak bilinen bir tan�m

verilecektir.

6.1.23. Tan�m

X kompakt bir topolojik grup , Y Hausdor� bir uzay ve f : X → Y sürekli örten bir

dönü³üm ise Y dyadic kompakta olarak adland�r�l�r.

O halde Teorem 6.1.17 ve Tan�m 6.1.23 den a³a§�daki teorem verilebilir.

6.1.24 Teorem

G tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt bir topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin

kapal� bir altgrubu ise G/H bölüm uzay� ve G dyadic kompakt kümelerden olu³an bir

tabana sahiptir.

�imdi topolojik gruplarla ilgili ba³ka bir tan�m verelim.

6.1.25. Tan�m

G bir topolojik grup olmak üzere, e§er e nin öyle bir V kom³ulu§u varsa ki G ninH ⊆ V

biçimindeki her H altgrubu için H = {e} ise G grubuna bir NSS-grup denir.(NSS no

small subgrup olarak ingilizce asl�na sad�k kal�nm�³t�r.)

Yukar�daki tan�ma göre NSS-grup larda birimin en az bir kom³ulu§u a³ikar olmayan

altgrup içermez. �imdi NSS-grup ile ilgili bir örnek verilecektir.
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Örnek

R reel say�lar toplamsal grubu al�³�lm�³ topolojiyle yerel kompakt bir NSS-grup tur.

�öyleki; kabul edelim ki R NSS-grup olmas�n. Öyleyse R nin toplamsal birimi 0 �n

(−1, 1) kom³ulu§u için R nin öyle bir H altgrubu vard�r ki H ⊆ (−1, 1) ve H 6= {0}
d�r. O halde x 6= 0 olacak biçimde bir x ∈ H vard�r. E§er x > 0 ise nx > 1 olacak

biçimde bir n ∈ Z+ vard�r. E§er x < 0 ise nx < −1 olacak biçimde bir n ∈ Z+ vard�r.

H altgrup oldu§undan her iki durumda da nx ∈ H olur. Bu da H ⊆ (−1, 1) olmas�

ile çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³ olup G bir NSS-gruptur. R ayn� zamanda yerel

kompaktt�r. Böylece R yerel kompakt bir NSS -grup tur.

6.1.26. Sonuç

Her tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt NSS-grup ayr�kt�r.

�spat

G tamamen ba§lant�s�z yerel kompakt bir NSS-grup olsun. Öyleyse G nin birim

eleman� e nin a³ikar olmayan altgrup içermeyen bir U aç�k kom³ulu§u vard�r. Teorem

6.1.17 den e nin aç�k kompakt altgruplardan olu³an bir kom³uluklar taban� var

oldu§undan H ⊆ U olacak biçimde G uzay�nda bir H aç�k kompakt altgrubu vard�r.

G bir NSS-grup ve H ⊆ U oldu§undan H = {e} dir. Her x ∈ G için λx({e}) = {x}
olup sol öteleme dönü³ümü bir homeomor�zma oldu§undan {x} aç�kt�r. O halde her

tek nokta kümesi aç�kt�r. Böylece G uzay� ayr�kt�r. �

�imdi Önerme 6.1.16 ile uzaktan ili³kilendirilebilecek olan a³a§�daki önermeyi verelim.

6.1.27.Önerme

G bir topolojik grup olmak üzere, F kümesi G uzay�nda bo³tan farkl� kompakt bir

Gδ-küme ise e ∈ P ve FP ⊆ F olacak biçimde G uzay�nda bir P Gδ-kümesi vard�r.

�spat

F kümesi G uzay�nda bo³tan farkl� kompakt bir Gδ-küme olsun. O halde γ G uzay�n�n

aç�k altkümelerinin say�labilir bir ailesi olmak üzere F =
⋂
γ biçimindedir. U ∈ γ

alal�m. Teorem 4.1.43 den e ∈ VU ve FVU ∩ U c = ∅ olacak biçimde G uzay�nda bir VU
aç�§� vard�r. Öyleyse FVU ⊆ U olur. P =

⋂
{VU : U ∈ γ} denilirse P Gδ-küme olup

e ∈ P dir. �laveten FP ⊆
⋂
γ = F dir. �öyleki; x ∈ F ve y ∈ P alal�m. P =

⋂
U∈γ VU
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oldu§undan her U ∈ γ için y ∈ VU olur. Öyleyse her U ∈ γ için xy ∈ FVU ⊆ U olup

xy ∈
⋂
U∈γ U =

⋂
γ = F dir. O halde FP ⊆ F dir. �

6.1.28.Önerme

G bir topolojik grup olmak üzere, F kümesi G uzay�nda e birim eleman�n� içeren

kompakt bir Gδ-küme ise G uzay�nda e ∈ P ⊆ H ⊆ F olacak biçimde bir P Gδ-kümesi

ve kapal� bir H altgrubu vard�r.

�spat

F kümesi G de e ∈ F olacak biçimde kompakt bir Gδ-küme olsun. Önerme 6.1.27

den G uzay�nda e ∈ P ve FP ⊆ F olacak biçimde bir P Gδ-kümesi vard�r. P = P−1

oldu§unu kabul etmek genelli§i bozmaz. FP ⊆ F oldu§undan FPP ⊆ FP ⊆ F dir.

Öyleyse ePP ⊆
⋃
x∈F xPP ⊆ F olup PP = P 2 ⊆ F dir. Tümevar�mdan her n ∈ ω

için P n ⊆ F olur. S =
⋃∞
n=0 P

n denilirse S kümesinin G nin altgrubu oldu§u kolayca

görülebilir. Üstelik e ∈ P ⊆ S ⊆ F dir. S = H diyelim. S kümesi G nin altgrubu

oldu§undan Sonuç 4.1.15 den S kümesi de G nin bir altgrubudur. �laveten S = H

oldu§undan H altgrubu G de kapal�d�r. O halde e ∈ P ⊆ H ⊆ F olacak biçimde G

uzay�nda bir P Gδ-kümesi ve kapal� bir H altgrubu vard�r. �

6.1.29 Teorem

G topolojik grubu bir NSS-grup ise a³a§�dakiler denktir.

i) G de bo³tan farkl� kompakt bir Gδ-küme vard�r.

ii) G nin e birim eleman� bir Gδ-noktad�r.

�spat

i)⇒ ii) F , G uzay�nda bo³tan farkl� kompakt bir Gδ-küme olsun. F 6= ∅ oldu§undan bir

x ∈ F var olup e ∈ x−1F dir. x−1F kümesi F ye homeomorf oldu§undan e ∈ F kabul

edebiliriz. e nin a³ikar olmayan altgrup içermeyen bir U aç�k kom³ulu§unu alal�m. G

regüler uzay oldu§undan F ⊆ U kabul etmek genelli§i bozmaz. Önerme 6.1.28 den

G de e ∈ P ⊆ H ⊆ F olacak biçimde bir P Gδ-kümesi ve kapal� bir H altgrubu

vard�r. H ⊆ U olup G bir NSS-grup oldu§undan H = {e} olmak zorundad�r. O

halde e ∈ P ⊆ H ⊆ F oldu§undan P = {e} olur. Öyleyse e birim eleman� G de bir

Gδ-noktad�r.
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ii)⇒ i) Sonlu her küme kompakt oldu§undan ispat aç�kt�r. �

�imdi bir sonraki teoremde kullan�lmak üzere bir lemma verilecektir.

6.1.30. Lemma

Her yerel kompakt uzay bo³tan farkl� kompakt bir Gδ-küme içerir.

�spat

X yerel kompakt bir uzay olsun. x ∈ X alal�m. X yerel kompakt bir uzay oldu§undan

x ∈ U ve U kompakt olacak biçimde X uzay�nda bir U aç�§� vard�r. Yerel kompakt

uzaylar Tychono� ve dolay�s�yla regüler oldu§undan x ∈ V1 ⊆ V1 ⊆ U olacak biçimde

X uzay�nda bir V1 aç�§� vard�r. Dolay�s�yla x ∈ V2 ⊆ V2 ⊆ V1 ⊆ U olacak biçimde

X uzay�nda bir V2 aç�§� vard�r. Bu biçimde devam edilirse her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn

olacak biçimde x noktas�n�n bir Vn aç�k kom³ulu§u vard�r. Her n ∈ ω için Vn ⊆ Vn

oldu§undan
⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Vn dir. �imdi

⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Vn oldu§unu görelim.

x ∈
⋂
n∈ω Vn alal�m. Kabul edelim ki x /∈

⋂
n∈ω Vn olsun. Öyleyse x /∈ Vn0 olacak

biçimde bir n0 ∈ ω vard�r. Vn0+1 ⊆ Vn0 oldu§undan x /∈ Vn0+1 dir. Bu da x ∈
⋂
n∈ω Vn

olmas� ile çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³t�r. Öyleyse
⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Vn dir. Böylece⋂

n∈ω Vn =
⋂
n∈ω Vn elde edilir.

⋂
n∈ω Vn = K diyelim. O halde her n ∈ ω için Vn kapal�

oldu§undan K kapal�d�r. Üstelik K ⊆ U ve U kompakt oldu§undan K kompaktt�r.

Böylece K =
⋂
n∈ω Vn olup bo³tan farkl� kompakt bir Gδ-kümedir. �

6.1.31 Teorem

Her yerel kompakt NSS-grup birinci say�labilir uzayd�r.

�spat

G yerel kompakt bir NSS-grup olsun. Lemma 6.1.30 den G yerel kompakt uzay� bo³

kümeden farkl� kompakt bir Gδ-küme içeririr. Bu durumda Teorem 6.1.29 dan G nin

e birim eleman� bir Gδ-noktad�r. G yerel kompakt oldu§undan e nin say�labilir bir

kom³uluklar taban� vard�r. �öyleki; Teorem 6.1.29 dan e eleman� G uzay�nda bir Gδ-

nokta oldu§undan
⋂
n∈ωWn = {e} olacak biçimde bir {Wn : n ∈ ω} aç�klar ailesi

vard�r. e ∈ W0, W0 aç�k ve G regüler oldu§undan e ∈ V0 ⊆ V0 ⊆ W0 olacak biçimde

bir V0 aç�§� vard�r. O halde e ∈ V0 ∩ W1, V0 ∩ W1 aç�k ve G regüler oldu§undan

e ∈ V1 ⊆ V1 ⊆ V0 ∩W1 olacak biçimde bir V1 aç�§� vard�r. Bu biçimde devam edilirse

her n ∈ ω için e ∈ Vn+1 ⊆ Vn+1 ⊆ Vn ∩ Wn+1 olacak biçimde bir Vn aç�§� vard�r.
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Öyleyse
⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω Vn = {e} ve her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn dir. G yerel kompakt

oldu§undan e ∈ U0 ve U0 kompakt olacak biçimde G uzay�nda bir U0 aç�§� vard�r.

Öyleyse σ = {U0 ∩Vn : n ∈ ω} ailesi e noktas�n�n say�labilir bir kom³uluklar taban�d�r.

�öyleki; T aç�k olmak üzere e ∈ T olsun. Kabul edelim ki her n ∈ ω için U0∩T c∩Vn 6= ∅
olsun. Öyleyse her n ∈ ω için (U0∩T c)∩Vn 6= ∅ olur. U0∩T c = K denilirse K ∩Vn 6= ∅
dir. K, U0 �n kapal� bir altkümesi ve U0 kompakt oldu§undan K kompaktt�r. Her

n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn oldu§undan {K ∩ Vn : n ∈ ω} ailesi K n�n bo³ olmayan kapal�

alt kümelerinin sonlu arakesit özelli§ine sahip bir ailesidir. K kompakt oldu§undan⋂
n∈ω(K∩Vn) 6= ∅ dir. Bu durumda K∩(

⋂
n∈ω Vn) 6= ∅ olur. K = U0∩T c ve

⋂
n∈ω Vn =⋂

n∈ω Vn = {e} oldu§undan (U0 ∩ T c)∩ {e} 6= ∅ elde edilir. Bu durumda e ∈ T c olur ki
bu bir çeli³kidir. Öyleyse kabulümüz yanl�³t�r. Bu durumda U0 ∩ T c ∩ Vn0 = ∅ olacak
biçimde bir n0 ∈ ω vard�r. O halde U0 ∩ Vn0 ⊆ T dir. Öyleyse σ ailesi e noktas�n�n

say�labilir bir kom³uluklar taban�d�r. G homojen bir uzay oldu§undan her noktas�n�n

say�labilir bir kom³uluklar taban� vard�r. O halde G birinci say�labilir bir uzayd�r. �

�imdi yerel kompakt topolojik gruplar üzerindeki sürekli homomor�zmalarla ilgili baz�

sonuçlar verilecektir.

6.1.32.Önerme

G yerel kompakt bir topolojik grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere,

G/H bölüm uzay� yerel kompaktt�r.

�spat

Yerel kompakt uzaylar�n sürekli aç�k dönü³ümler alt�ndaki görüntüsü de yerel

kompaktt�r [8]. π : G → G/H do§al dönü³ümü sürekli aç�k örten bir dönü³üm

oldu§undan G/H uzay� yerel kompaktt�r. �

�imdi bir sonraki teoremde kullan�lmak üzere bir lemma verilecektir.

6.1.33. Lemma

G bir topolojik grup olmak üzere, H kümesi G nin kompakt bir altgrubu ve P kümesi

G uzay�nda P ⊆ H olacak biçimde bo³ kümeden farkl� bir Gδ-küme ise H altgrubu G

de bir Gδ-kümedir ve G/H �n her noktas� bir Gδ-noktad�r.
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�spat

H kümesi G nin kompakt bir altgrubu ve P kümesi G de P ⊆ H olacak biçimde bo³

kümeden farkl� bir Gδ-küme olsun. e ∈ P kabul etmek genelli§i bozmaz. G regüler ve

P Gδ-küme oldu§undan her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn ve
⋂
n∈ω Vn ⊆ P olacak biçimde e nin

aç�k kom³uluklar�n�n bir {Vn : n ∈ ω} azalan dizisini sabitleyebiliriz. �imdi x ∈ G\H
alal�m. H kompakt oldu§undan xH kompaktt�r ve H ∩ xH = ∅ dir. Ayn� zamanda⋂
n∈ω Vn ⊆ P ⊆ H oldu§undan (xH) ∩ (

⋂
n∈ω Vn) = ∅ dir. Her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn

oldu§undan
⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω Vn dir. O halde baz� k ∈ ω lar için xH ∩ Vk = ∅ dir.

�öyleki;
⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω Vn ve xH ∩ (

⋂
n∈ω Vn) = ∅ oldu§undan xH ∩ (

⋂
n∈ω Vn) = ∅

dir. Öyleyse {(Vn)c : n ∈ ω} ailesi xH kompakt kümesi için bir aç�k örtüdür. Bu

örtünün sonlu bir alt örtüsü vard�r. Bu sonlu alt örtünün elemanlar�n�n indislerinin en

büyü§üne k dersek xH ∩ Vk = ∅ dir. Böylece Φ : G → G/H örten do§al dönü³üm

olmak üzere {Φ(e)} =
⋂∞
n=0 Φ(Vn) dir. Her n ∈ ω için Φ(Vn) aç�kt�r. Öyleyse Φ(e)

birim eleman� G/H uzay�nda bir Gδ-noktad�r. G/H �n birimi bir Gδ-nokta ve G/H

homojen bir uzay oldu§undan G/H uzay�n�n her noktas� bir Gδ-noktad�r. Di§er yandan

H = Φ−1(Φ(e)) ve H = Φ−1(
⋂∞
n=0 Φ(Vn)) =

⋂∞
n=0 Φ−1(Φ(Vn)) dir. Φ sürekli, aç�k ve

örten bir dönü³üm oldu§undan Φ−1(Φ(Vn)) aç�kt�r. O halde H kompakt altgrubu G

uzay�nda bir Gδ-kümedir. �

�imdi Önerme 6.1.28 ve Lemma 6.1.33 ile ilgili bir teorem verilecektir.

6.1.34 Teorem

G bir topolojik grup olmak üzere, F kümesi G uzay�nda birimi içeren kompakt bir Gδ-

küme olsun. Bu durumda G uzay�nda H ⊆ F olacak biçimde kompakt bir H Gδ-kümesi

vard�r ve G/H �n her noktas� bir Gδ-kümedir.

�spat

G bir topolojik grup ve F kümesi G uzay�nda birimi içeren bir Gδ-küme oldu§undan

Önerme 6.1.28 den G uzay�nda öyle bir P Gδ-kümesi ve H kapal� altgrubu vard�r ki

e ∈ P ⊆ H ⊆ F olur. Öyleyse F kompakt H kapal� oldu§undan H de kompaktt�r. O

halde Lemma 6.1.33 den H bir Gδ-kümedir. Öyleyse H kümesi H ⊆ F olacak biçimde

G uzay�nda bir Gδ-kümedir ve Lemma 6.1.33 den G/H �n her noktas� bir Gδ-noktad�r.

�
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6.1.35. Lemma

X kompakt bir Hausdor� uzay, x0 ∈ X ve her n ∈ ω için Gn ⊆ X aç�k olmak üzere

{x0} =
⋂
n∈ω Gn ise x0 �n say�labilir bir kom³uluklar taban� vard�r.

�spat

{x0} =
⋂
n∈ω Gn olsun. X kompakt Hausdor� bir uzay oldu§undan regülerdir. O halde

x0 ∈ G0 oldu§undan x0 ∈ V0 ⊆ V0 ⊆ G0 olacak biçimde bir V0 ⊆ X aç�§� vard�r.

x0 ∈ G1 ∩ V0 oldu§undan x0 ∈ V1 ⊆ V1 ⊆ G1 ∩ V0 olacak biçimde bir V1 ⊆ X aç�§�

vard�r. Bu biçimde devam edilirse her n ∈ ω için x0 ∈ Vn+1 ⊆ Vn+1 ⊆ Vn ∩Gn+1 olacak

biçimde bir Vn ⊆ X aç�§� vard�r. Her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn ve Vn ⊆ Gn oldu§undan⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω Vn = {x0} olur. Her n ∈ ω için (Vn)c = On dersek On aç�kt�r.

O = {On : n ∈ ω} ailesi artan olup X\{x0} için bir aç�k örtüdür. V = {Vn : n ∈ ω}
ailesi x0 �n bir kom³uluklar taban�d�r. �öyleki; x0 ∈ U ve U ⊆ X aç�k olsun. O ailesi

X\U için bir aç�k örtüdür. X\U kapal� ve X kompakt oldu§undan X\U kompaktt�r.

O halde X\U ⊆ On1 ∪ On2 ∪ · · · ∪ Onk
olacak biçimde n1, n2, · · ·nk vard�r. O artan

oldu§undan max{n1, n2 · · · , nk} = m denilirse X\U ⊆ Om = (Vm)c dir. Bu durumda

Vm ⊆ U olup x0 ∈ Vm ⊆ U olur. O halde V ailesi x0 �n say�labilir bir kom³uluklar

taban�d�r. �

�spat� yukar�daki lemma gibi yap�labilen a³a§�daki lemma ispats�z olarak verilecektir.

6.1.36. Lemma

X Hausdor� bir topolojik uzay, H ve F X in kompakt altuzaylar� olmak üzere, H ⊆ F

olsun. E§er H kümesi X içinde bir Gδ-küme ise X in aç�k altkümelerinin say�labilir

öyle bir {Vn : n ∈ ω} ailesi vard�r ki H =
⋂
n∈ω Vn ve H ⊆ O olacak biçimdeki her

O ⊆ X aç�§� için H ⊆ Vn0 ⊆ O olacak biçimde bir n0 ∈ ω vard�r.

6.1.37 Teorem

G yerel kompakt topolojik bir grup olmak üzere, V kümesi G nin e birim eleman�n�n

aç�k bir kom³ulu§u ise G uzay�n�n H ⊆ V olacak biçimde öyle bir kompakt H altgrubu

vard�r ki G/H uzay� birinci say�labilirdir.

�spat

V kümesi G nin e birim eleman�n�n aç�k bir kom³ulu§u olsun. G yerel kompakt



96

oldu§undan e ∈ W ve W kompakt olacak biçimde G uzay�nda birimin bir W aç�k

kom³ulu§u vard�r. V ∩W = U diyelim. e ∈ U , U aç�k ve U = V ∩W ⊆ W d�r. O

halde U ⊆ W ve W kompakt oldu§undan U kompaktt�r. Lemma 6.1.30 den

e ∈ F ⊆ U olacak biçimde G uzay�nda kompakt bir F Gδ -kümesi vard�r. �öyleki;

e ∈ U , U aç�k ve G regüler oldu§undan her n ∈ ω için e ∈ Vn+1 ⊆ Vn ⊆ U olacak

biçimde Vn aç�klar� vard�r. O halde
⋂∞
n=0 Vn =

⋂∞
n=0 Vn ⊆ U olur.

⋂∞
n=0 Vn = F

denilirse F kapal� bir Gδ-küme olup F ⊆ F ⊆ U olur. Öyleyse U kompakt ve F kapal�

oldu§undan F kompaktt�r. O halde e ∈ F ⊆ U ve F kompakt bir Gδ-küme

oldu§undan Teorem 6.1.34 den H ⊆ F olacak biçimde G de Gδ-küme olan kompakt

bir H altgrubu vard�r. G uzay� yerel kompakt oldu§undan Lemma 6.1.36 dan G de H

�n aç�k kom³uluklar�n�n say�labilir bir γ kom³uluklar taban� vard�r. Bu durumda H �n

her aç�k kom³ulu§u en az bir U ∈ γ içerir. Φ : G → G/H do§al dönü³ümü aç�k

oldu§undan {Φ(U) : U ∈ γ} ailesi G/H de Φ(e) birim eleman�n�n say�labilir bir

kom³uluklar taban�d�r. G/H uzay� homojen oldu§undan G/H �n her noktas�n�n

say�labilir bir kom³uluklar taban� vard�r. O halde G/H uzay� birinci say�labilir bir

uzayd�r. �

�imdi bir sonraki teorem için Baire özelli§inin tan�m� ve bir lemma verilecektir.

6.1.38. Tan�m

X bir topolojik uzay olmak üzere X uzay�nda say�labilir çoklukta yo§un aç�k kümenin

arakesiti de X uzay�nda yo§unsa X uzay�na Baire özelli§ine sahiptir denir.

6.1.39. Lemma

Yerel kompakt, Hausdor� uzaylar Baire özelli§ine sahiptir.

�spat

X yerel kompakt Hausdor� bir uzay olsun. Her n ∈ ω için Un ⊆ X aç�k olmak üzere

Un = X olsun. X uzay�n�n Baire özelli§ine sahip oldu§unu görmek için
⋂
n∈ω Un = X

oldu§unu görelim. X uzay�nda bo³ kümeden farkl� bir S0 aç�§� alal�m. S0 6= ∅
oldu§undan bir x ∈ S0 vard�r. X yerel kompakt oldu§undan x ∈ T0 ve T0 kompakt

olacak biçimde bir T0 ⊆ X aç�§� vard�r. S0 ∩ T0 = V0 diyelim. V0 bo³tan farkl� aç�k ve

U0 = X oldu§undan V0 ∩ U0 6= ∅ dir. X uzay� regüler oldu§undan V1 ⊆ V1 ⊆ V0 ∩ U0

olacak biçimde X uzay�nda bo³tan farkl� bir V1 aç�§� vard�r. U1 = X oldu§undan

V1 ∩ U1 6= ∅ dir. X uzay� regüler oldu§undan V2 ⊆ V2 ⊆ V1 ∩ U1 olacak biçimde X

uzay�nda bir V2 aç�§� vard�r. Bu biçimde devam edilirse her n ∈ ω için Vn+1 ⊆ Vn ∩ Un
olacak biçimde bo³tan farkl� bir Vn aç�§� vard�r. O halde

⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω Vn dir.
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Vn+1 ⊆ Un oldu§undan
⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Un dir. Her n ∈ ω için Vn ⊆ T0 ⊆ T0 d�r. T0

kompakt ve {Vn : n ∈ ω} ailesi hiçbiri bo³ olmayan kapal� kümelerden olu³an sonlu

arakesit özelli§ine sahip bir aile oldu§undan
⋂
n∈ω Vn 6= ∅ dir. O halde

V0 ∩ (
⋂
n∈ω Un) 6= ∅ olup V0 ⊆ S0 oldu§undan S0 ∩ (

⋂
n∈ω Un) olur. Böylece⋂

n∈ω Un = X elde edilir. �

6.1.40 Teorem

G σ-kompakt bir topolojik grup ve M yerel kompakt bir topolojik grup olmak üzere

f : G→M sürekli örten bir homomor�zma ise f dönü³ümü aç�kt�r.

�spat

f : G→M sürekli örten bir homomor�zma olsun. G nin birim eleman� e olmak üzere

f−1(f(e)) = H olsun. f homomor�zma oldu§undan f(e) de M nin birimidir. Öyleyse

f−1(f(e)) = H kümesi f nin çekirde§i olup H kümesi G nin kapal� normal bir

altgrubudur. π : G → G/H do§al dönü³üm ve f : G → M sürekli, örten

homomor�zma oldu§undan Sonuç 5.1.12 den f = g ◦ π olacak biçimde aç�k, sürekli

bir g : G/H → M homomor�zmas� vard�r. g nin bire-bir ve örten oldu§u kolayca

görülebilir. Öyleyse g dönü³ümü bir izomor�zmad�r. G σ-kompakt oldu§undan π

sürekli dönü³ümü alt�ndaki görüntüsü G/H de σ-kompaktt�r. O halde her n ∈ ω için

Fn kompakt olmak üzere G/H =
⋃
n∈ω Fn biçimindedir. Öte yandan g sürekli ve

bire-bir oldu§undan ve kompakt bir uzaydan Hausdor� bir uzaya giden sürekli her

dönü³üm kapal� oldu§undan g nin kompakt Fn uzay�na k�s�tlan�³� g|Fn : Fn → g(Fn)

de bir homeomor�zmad�r. Her n ∈ ω için Fn kompakt ve g sürekli oldu§undan g(Fn)

kompaktt�r. g örten oldu§undan G/H =
⋃
n∈ω Fn e³itli§inden M =

⋃
n∈ω g(Fn) e³itli§i

sa§lan�r. M bir topolojik grup oldu§undan Hausdor�tur. �laveten her n ∈ ω için

g(Fn) kompakt ve Hausdor� uzaylar�n kompakt altuzaylar� kapal� oldu§undan her

n ∈ ω içim g(Fn) kapal�d�r. M yerel kompakt ve Hausdor� oldu§undan önceki

lemmadan Baire özelli§ine sahiptir. Öyleyse V ⊆ g(Fk) olacak biçimde M nin bo³tan

farkl� bir V aç�§� ve bir k ∈ ω vard�r. U = f−1(V ) denilirse

U = f−1(V ) = π−1(g−1(V )) dir. f sürekli ve V 6= ∅ oldu§undan U bo³tan farkl� bir

aç�kt�r. π aç�k sürekli bir dönü³üm oldu§undan π dönü³ümünün U ya k�s�tlan�³�

π|U : U → π(U) dönü³ümü de aç�k ve süreklidir. f homomor�zma oldu§undan

π−1(π(U)) = U dur. O halde π−1(π(U)) = U = f−1(V ) = π−1(g−1(V )) olup π örten

oldu§undan π(U) = g−1(V ) dir. O halde π|U : U → g−1(V ) aç�k ve sürekli olup

f = g ◦ π oldu§undan g nin π(U) = g−1(V ) ⊆ Fk ye k�s�tlan�³� g|π(U) : π(U) → V bir

homeomor�zmad�r. O halde f |U : U → V aç�k, sürekli örten bir dönü³üm olup

Önerme 5.1.16 dan f aç�k bir dönü³ümdür. �
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6.1.41. Sonuç

Yerel kompakt ba§lant�l� bir topolojik gruptan yerel kompakt bir topolojik gruba giden

örten sürekli her homomor�zma aç�kt�r.

�spat

Sonuç 6.1.13 den yerel kompakt ba§lant�l� her topolojik grup σ -kompaktt�r. Dolay�syla

Teorem 6.1.40 den bu homomor�zma aç�kt�r. �

6.2. Yerel Kompakt Bölüm Gruplar�

Bu bölümde topolojik bir G grubunun yerel kompakt bir H altgrubu için π : G→ G/H

do§al dönü³ümünün baz� yerellik özelliklerini sa§lad�§� görülecektir [7]. Önerme 4.1.25

de bir topolojik grubun yerel kompakt her altgrubunun kapal� oldu§u görülmü³tü.

6.2.1.Önerme

G bir topolojik grup, H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu, P de G nin birim

eleman�n�n bir aç�k kom³ulu§unu içeren G nin kapal� simetrik bir altkümesi olmak üzere

P 3 ∩H kompakt ve π : G→ G/H örten do§al dönü³üm ise f = π|P : P → π(P ) örten

mükemmel bir dönü³ümdür.

�spat

P 3 ∩ H kompakt ve π : G → G/H örten do§al dönü³üm olsun. f nin mükemmel

bir dönü³üm olmas� için f nin sürekli, kapal� ve her a ∈ P için f−1(f(a)) �berleri

kompakt olmal�d�r. �imdi bunlar� görelim. π sürekli oldu§undan π nin P ye k�s�tlanm�³

fonksiyonu da süreklidir. O halde f dönü³ümü süreklidir. �imdi her a ∈ P için f−1(f(a))

n�n kompakt oldu§unu görelim. a ∈ P olsun. f−1(f(a)) = aH ∩ P dir. �öyleki; x ∈
f−1(f(a)) olsun. Bu durumda f(x) = f(a) olup xH = aH ve böylece x ∈ aH d�r.

Ayn� zamanda x ∈ P oldu§undan x ∈ aH ∩ P dir. �imdi de p ∈ aH ∩ P olsun. Bu

durumda π(p) = π(a) olup f(p) = f(a) ve böylece p ∈ f−1(f−1(a)) olur. Böylece

e³itlik sa§lan�r. aH ∩ P kümesi H ∩ a−1P kümesine homeomorftur. H kümesi G nin

yerel kompakt bir altgrubu oldu§undan Önerme 4.1.25 den kapal�d�r. Ayn� zamanda P

de kapal� oldu§undan aH ∩ P kapal�d�r. a ∈ P ve P simetrik oldu§undan a−1 ∈ P dir.

O halde (H ∩ a−1P ) ⊆ (H ∩ P 2) ⊆ (H ∩ P 3) ⊆ (H ∩ P 3) olur. H ∩ P 3 kompakt ve

H ∩ a−1P kapal� oldu§undan H ∩ a−1P kümesi G de kompaktt�r. f−1(f(a)) = aH ∩P
ve aH ∩ P kümesi H ∩ a−1P ye homeomorf oldu§undan f−1(f(a)) �beri kompaktt�r.
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�imdi f dönü³ümün kapal� oldu§unu görelim. Bunun için P nin birM kapal� altkümesi

için f(M) nin π(P ) de kapal� oldu§u görülmelidir. Her zaman f(M) ⊆ f(M)
π(P )

dir.

Öyleyse f(M)
π(P )
⊆ f(M) oldu§unu görmek yeterlidir. f(M)

π(P )
= f(M) ∩ π(P ) dir.

y ∈ f(M) ∩ π(P ) al�n�rsa f örten oldu§undan y = f(a) olacak biçimde bir a ∈ P

vard�r. O halde f(a) ∈ f(M) dir. E§er aH ∩ M 6= ∅ ise f(a) ∈ f(M) dir. Çünkü

u ∈ aH ∩M al�n�rsa u ∈ aH olup uH = aH d�r. uH ∈MH ve aH = f(a) oldu§undan

f(a) ∈ MH olur. Öyleyse f(a) ∈ f(M) dir. O halde ³imdi aH ∩ M 6= ∅ oldu§unu
görelim. Aksini kabul edelim. Yani aH∩M = ∅ olsun. Bu durumda (aH∩P 2)∩M = ∅
olur. aH ∩ P 2 ⊆ aH ∩ P 3, aH ∩ P 2 kapal� ve aH ∩ P 3 kompakt oldu§undan aH ∩ P 2

kompaktt�r. O halde Teorem 4.1.43 den (T (aH ∩ P 2)) ∩M = ∅ olacak biçimde G nin

biriminin bir T aç�k kom³ulu§u vard�r. T ∩ P = S diyelim. S ∩ S−1 = W denilirse W

aç�k, simetrik ve W ⊆ P olur. e ∈ W ve W aç�k oldu§undan a ∈ Wa olup Wa aç�kt�r.

π(a) ∈ π(Wa) ve π aç�k bir dönü³üm oldu§undan π(Wa) kümesi G/H uzay�nda aç�kt�r.

f(a) ∈ f(M) oldu§undan π(a) ∈ π(M) dir. π(a) ∈ π(M), π(a) ∈ π(Wa) ve π(Wa) aç�k

oldu§undan π(Wa)∩π(W ) 6= ∅ olur. Öyleyse π(m) = π(ya) olacak biçimde bir m ∈M
ve y ∈ W vard�r. Bu durumda mH = yaH olup m = yah olacak biçimde bir h ∈ H
vard�r. y−1 ∈ W−1 = W ⊆ P ve M ⊆ P oldu§undan y−1m ∈ PP ⊆ P 2 ⊆ P 2 olup

aH = y−1m ∈ P 2 dir. Öyleyse ah ∈ aH ve aH ∈ (aH ∩ P 2) oldu§undan m = yah ∈
W (aH∩P 2) dir. Bu durumdam ∈ W (aH∩P 2) ⊆ T (aH∩P 2) olup T (aH∩P 2)∩M = ∅
olmas�yla çeli³ir. O halde kabulümüz yanl�³t�r. Böylece aH ∩M 6= ∅ dir. Dolay�s�yla
f(a) ∈ f(M) olup f(M)

π(P )
⊆ f(M) elde edilir. O halde f(M)

π(P )
= f(M) olur. Bu

durumda f dönü³ümü kapal� olur. Böylece üç ko³ul da sa§land�§�ndan f mükemmel

bir dönü³ümdür. �

Önerme 6.2.1 ün daha sade bir hali A.V. Arhangel'skii taraf�ndan a³a§�daki teoremde

verilmi³tir.

6.2.2 Teorem

G bir topolojik grup, H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu ve π : G → G/H

do§al bölüm dönü³ümü olmak üzereG nin e birim eleman�n�n öyle bir U aç�k kom³ulu§u

vard�r ki π(U) kümesi G/H uzay�nda kapal�d�r. Üstelik π|U : U → π(U) mükemmel bir

dönü³ümdür.

�spat

H, G nin yerel kompakt bir altgrubu oldu§undan e ∈ V ∩ H ve V ∩H kümesi H de

kompakt olacak biçimde G uzay�nda bir V aç�§� vard�r. G topolojik grup oldu§undan

Teorem 3.1.20 den regüler bir uzayd�r. Öyleyse W ⊆ V olacak biçimde G de e nin bir

W aç�k kom³ulu§u vard�r. (W ∩H) ⊆ (V ∩H) ⊆ (V ∩H) d�r. W ∩H kapal� V ∩H
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kompakt oldu§undan W ∩H kompaktt�r. �imdi e nin U3
0 ⊆ W olacak biçimde simetrik

bir U0 aç�k kom³ulu§unu alal�m. P = U0 diyelim. U0
3 ⊆ U3

0 oldu§undan P Önerme 6.2.1

deki tüm ko³ullar� sa§lar. O halde π nin U0 a k�s�tlan�³� π|U0
: U0 → π(U0) mükemmel

bir dönü³ümdür. �imdi U0 �n teoremdeki di§er ko³ulu sa§lad�§�n� görmek için yeni bir

U elde edece§iz. π aç�k dönü³üm old§undan π(U0) kümesi G/H de aç�kt�r. Teorem

5.1.8 den G/H regüler oldu§undan V0 ⊆ π(U0) olacak biçimde π(e) nin bir V0 aç�k

kom³ulu§u vard�r. π−1(V0) ∩ U0 = U denilirse U birimin aç�k bir kom³ulu§u ve U ⊆ P

dir. Öyleyse π nin U ya k�s�tlan�³� f = π|U : U → π(U) mükemmel bir dönü³ümdür.

Ayn� zamanda π(U) ⊆ V0 ⊆ π(U0) ⊆ π(P ) dir. π(U) ve V0 kümeleri π(P ) de kapal� ve

π(U) ⊆ V0 oldu§undan π(U) de G/H de kapal�d�r. �

Yukar�daki teoreme istinaden H kompakt ise Teorem 6.2.2 de U yerine G al�n�rsa

Teorem 5.1.10 de görüldü§ü üzere π mükemmel bir dönü³ümdür. Ancak Teorem 6.2.2

de π dönü³ümünün kapal� olmas� gerekmez.

6.2.3 Teorem

G s�f�r boyutlu bir topolojik grup ve H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olsun.

O halde G/H uzay� s�f�r boyutludur.

�spat

π : G→ G/H do§al bölüm dönü³ümü olsun. Teorem 6.2.2 den G nin e birim eleman�n�n

öyle bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ki π nin U ya k�s�tlan�³� π|U : U → π(U) mükemmel

bir dönü³ümdür ve π(U) kümesi G/H de kapal�d�r. G uzay� s�f�r boyutlu oldu§undan

G nin hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an bir B0 taban� vard�r. Bu durumda

σ(π(e)) = {π(V ) : V ∈ B0} ailesi G/H �n biriminin hem aç�k hem kapal� kümelerden

olu³an bir kom³uluklar taban�d�r. �öyleki; G/H de π(e) nin bir W aç�k kom³ulu§unu

alal�m. O halde U ∩π−1(W ) kümesi aç�k ve e ∈ U ∩π−1(W ) dir. B0 taban oldu§undan

V ⊆ U ∩ π−1(W ) olacak biçimde bir V ∈ B0 aç�k, kapal� kom³ulu§u vard�r. π aç�k

dönü³üm oldu§undan π(V ) kümesi G/H uzay�nda aç�kt�r. V ⊆ U ve π|U mükemmel

dönü³üm oldu§undan π(V ) kümesi G/H içinde kapal�d�r. V ⊆ U∩π−1(W ) oldu§undan

π(V ) ⊆ W dir. O halde σ(π(e)) ailesi G/H �n π(e) birim eleman�n�n hem aç�k hem

kapal� kümelerden olu³an bir kom³uluklar taban�d�r. G/H homojen oldu§undan G/H

�n her x noktas�n�n hem aç�k hem kapal� kümelerden olu³an bir σ(x) kom³uluklar taban�

vard�r.
⋃
x∈G/H σ(x) = B denilirse B ailesi G/H �n hem aç�k hem kapal� kümelerden

olu³an bir taban� olur. O halde G/H s�f�r boyutlu bir uzay olur. �
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6.2.4. Tan�m

X bir topolojik uzay olmak üzere,X in bir aç�k altkümesinin kapan�³� olarak yaz�labilen

kümelere regüler kapal� küme denir.

Teorem 6.2.2 den a³a§�daki sonuca ula³�labilir.

6.2.5. Sonuç

P, Tychono� uzaylarda mükemmel dönü³ümlerin öngörüntüsü alt�nda korunan ve bu

uzay�n regüler kapal� altkümelerinde kal�tsal bir topolojik özelik olsun. G bir topolojik

grup, H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu ve G/H uzay� P özelli§ine sahip

olsun. Bu durumda e birim eleman�n�n öyle bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ki U kümesi

de P özelli§ine sahiptir.

�spat

Sonuç 6.2.2 den e birim eleman�n�n öyle bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ki π|U : U → π(U)

mükemmel bir dönü³ümdür. π do§al dönü³ümü aç�k bir dönü³üm oldu§undan U ⊆ U

için π(U) = π|U(U) aç�kt�r. π|U mükemmel dönü³üm oldu§undan kapal� ve sürekli

olup π(U) = π|U(U) = π|U(U) dur. O halde π(U) aç�k bir kümenin kapan�³� olarak

yaz�labildi§inden π(U) regüler kapal� bir küme olup P özelli§ini sa§lar. π|U mükemmel

dönü³üm oldu§undan U = π|−1

U
(π(U)) de P özelli§ini sa§lar. O halde e nin kapan�³�

P özelli§ine sahip bir U aç�k kom³ulu§u vard�r. �

6.2.6. Tan�m

X bir P özelli§ine sahip bir topolojik uzay olmak üzere, X in her noktas�n�n, kapan�³�

P özelli§ine sahip, bir aç�k kom³ulu§u varsa X uzay�na yerel P özelli§ine sahiptir

denir.

Yerel kompaktl�k, say�labilir kompaktl�k, sözde kompaktl�k, parakompaktl�k, Lindelöf

uzay olma, σ-kompaktl�k, Cech tam olma ve k-uzay olma özelli§i regüler kapal�

kümeler ve mükemmel dönü³ümlerin öngörüntüleri alt�nda korunan özelliklerdir [8].

�imdi bununla ilgili olarak iki sonuç verilecekir. Fakat öncesinde topolojik uzaylarla

igili baz� tan�mlar� verelim.
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6.2.7. Tan�m

n herhangi bir kardinal say� olmak üzere, e§er X topolojik uzay� Rn nin kapal� bir

altuzay�na homeomorf ise bu X uzay�na reelkompakt bir uzay denir.

6.2.8. Tan�m

Bir X uzay� kompakt bir uzay�n bir Gδ-altkümesine homeomorf ise X uzay�na Cech-

tamd�r denir.

6.2.9. Tan�m

X bir topolojik uzay olmak üzere, X uzay�nda bir A kümesinin kapal� olmas� için

gerek ve yeter ko³ul A n�n her kompakt kapal� küme ile arakesitinin kapal� olmas� ise

X uzay�na bir k-uzay denir [12].

6.2.10. Sonuç

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olmak üzere G/H

a³a§�daki özelliklerden hangisine sahipse G de ayn� özelli§e sahiptir.

i) G/H yerel kompakt uzayd�r.

ii) G/H yerel say�labilir kompakt uzayd�r.

iii) G/H yerel sözde kompakt uzayd�r.

iv) G/H yerel parakompakt uzayd�r.

v) G/H yerel Lindelöf uzayd�r.

vi) G/H yerel σ -kompakt uzayd�r.

vii) G/H yerel Cech-tamd�r.

viii)G/H yerel reel kompaktt�r.

�spat

Bu sonucun ispat� sadece i için yap�lacak olup di§erleri de benzer biçimde görülebilir.

i) Sonuç 6.2.5 dan birim eleman�n öyle bir U aç�k kom³ulu§u vard�r ki U kümesi de yerel

kompaktt�r. G homojen bir uzay oldu§udan her noktas�n�n böyle U aç�k kom³uluklar�

vard�r. O halde G yerel kompakt bir uzayd�r. �
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6.2.11. Sonuç

G bir topolojik grup ve H kümesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olmak üzere, G/H

bir k-uzay ise G de bir k-uzayd�r.

�spat

( [8], 3.7.25) den k-uzay olma özelli§i mükemmel dönü³ümlerin öngörüntüleri alt�nda

korunur. ( [8], 3.3.25) den k-uzay olma özelli§i hem aç�k hem de kapal� kümelerde

kal�tsal oldu§undan regüler kapal� kümeler k-uzayd�r. O halde Sonuç 6.2.5 dan G nin

birimi e nin U k-uzay olacak biçimde bir U aç�k kom³ulu§u vard�r. G homojen bir uzay

oldu§undan her noktas�n�n kapan�³� k-uzay olacak biçimde bir aç�k kom³ulu§u vard�r.

O halde G yerel k-uzay olup bir k-uzayd�r.
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7. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu çal�³mada sa§(sol) topolojik gruplar�n homojenli§inden faydalanarak topolojik

gruplar�n baz� temel özellikleri incelenmi³ ve ilgili örnekler verilmi³tir. G bir topolojik

grup ve H kümesi G nin kapal� bir altgrubu olmak üzere G/H �n da topolojik bir

grup oldu§u görülmü³ ve baz� özellikleri incelenmi³tir. Bir G topolojik grubunun yerel

kompakt bir H altgrubunun kapal� oldu§u görülerek G/H �n sahip oldu§u baz�

özellikler incelenmi³ ve G/H �n sahip oldu§u bir P özelli§i için G nin de ayn� P

özelli§ine sahip oldu§u görülmü³tür.
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