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OZGECMIS



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

(xz,T) Topolojik Uzay

A A kiimesinin kapanist

A° A kiimesinin i¢i

w =Ny ilk sayilabilir sonsuz kardinal veya ordinal
x(z, X) x noktasimin X uzayimdaki karakteri

ker(f) f nin ¢ekirdegi



1. GIRIS

Topolojik gruplar matematigin iki énemli alani olan cebir ve topolojinin ortak bir
caligmasidir. Topolojik gruplarin genel kavraminin arkasinda S Lie’nin c¢aligmalar:
vardir. 20. yy baglarinda D. Hilbert ve L. Brouwer Lie gruplarindan daha genel
topolojik gruplarla ilgilenmistir. Ozellikle L. Brouwer Cantor kiimelerinin dagal bir
sekilde Abelyan topolojik grup yapildigini géstermistir [1]. Topolojik gruplarin genel
notasyonu F. Leja [2] ve O. Schreier [3] tarafindan tanitilmigtir. Her topolojik grubun
regiiler uzay oldugu A. N. Kolmogorov tarafindan gosterilmigtir. ve L. S. Pontryagin
tarafindan [4| yorumlanmigtir. L. S. Pontryagin daha sonra her topolojik grubun
Tychonoff uzay oldugunu ispatlamigtir. H. Freudenthal [5] ve A. A. Markov [6]
topolojik gruplarin boliim gruplariin ve altgruplarimin teorisine biiyiik bir katkida

bulunmugtur.

Bu ¢aligmada |7| deki ilgili boliimler incelenmis ve oradaki kavram ve ispatlarin lisans

seviyesinde anlagilabilecek bicimde agilarak daha sarih hale getirilmesi amaglanmigtir.

Topojik gruplar, iizerindeki topolojiyle, grubun ikili igleminin ve her elemani tersine
esleyen doniigtimiin siirekli oldugu gruplardir. Fakat topolojik gruplar i¢in her zaman
islemin siirekliligi ile caligmak yerine nispeten daha kolay olarak nitelendirilebilecek
sag ve sol 6telemelerin siirekliligine dayanan sag topolojik grup ve sol topolojik grup
ile calhigabiliriz. Boylece sag veya sol topolojik gruplar icin gecerli olan bir ifade bu
calismada goriilecegi iizere topolojik gruplar icin de gecerli olacaktir. Ayni zamanda
sag ve sol topolojik gruplar, ileride goriilecegi iizere, homojen uzaylar oldugundan her
noktada bu uzaylarin davranigini gérmek yerine sadece birim eleman icin gormek yeterli

olacaktir.
Bu caligmanin ilk boliimi girig kismina ayrilmigtar.

Uc alt baghiktan olusan ikinci béliimde okunabilirligi kolaylastirmak icin ilk iki alt
baglikta topolojik uzaylar ve grup teorinin bazi 6nemli ifadelerine yer verilmigtir.
Uciincii alt baghkta ise topolojik grup, sag(sol) topolojik grup, yari-topolojik grup,
paratopolojik grup, quasi-topolojik grup ile ilgi bazi tanim ve teoremler ifade edilip

baz1 6rneklerle bunlarin birbirleriyle iligkisi incelenmigtir.

Ugiincii boliimde her sag(sol) topolojik grubun acik altgruplarmin ayni zamanda kapali
altgrup oldugu ve Abelyan bir grubun, iizerindeki bir topolojiyle, nasil topolojik grup
oldugu goriilmiistiir. Tlaveten topolojik gruplarin birim elemaninin acik komsuluklar

tabanminin sagladigi bazi 6zellikler verilmigtir.



Doérdiincii boliimde sag(sol) topolojik gruplarin homojen bir uzay oldugu goriilmiis ve

topolojik gruplarin bazi cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelenmigtir.

Besinci boliimde topolojik gruplarin boliim gruplari ve baz 6zellikleri incelenmigtir.

Altinc1 boliim iki alt basliktan olugsmus olup, bu ¢alismanin temel konusu olan topolojik

gruplarda yerel kompaktlik ele alinmigtir.

Yedinci boliim sonug ve Onerilere ayrilmigtir.

Aksi belirtilmedik¢e bu ¢ahgmadaki tiim teorem, énerme, lemma ve ornekler [7]| de
bulunabilir.

Bu ¢aligmada tiim topolojik uzaylarin 7} ayirma aksiyomunu sagladigi kabul edilecektir.



2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

Uc alt bagliktan olusan bu béliimde sonraki boliimlerde okunabilirligi kolaylastirmak

adina ihtiya¢ duyulabilecek bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Bu béliimiin ilk kisminda topolojik uzaylarin bazi1 temel tanim ve teoremleri verilecektir
[8,9].

Ikinci kisimda cebirin temel konularmdan olan grup teorisi ile ilgili bazi temel tanimlara

yer verilecektir [10].

Uciincii kisimda ise bu calismanin temel konusu olan topolojik grup, sag(sol) topolojik
grup, quasi-topolojik grup ve paratopolojik grup ile ilgili tanim, teorem ve bazi érnekler

verilecek, birbiriyle iligkileri goriilecektir [7].

2.1. Topolojik Uzaylarla ilgili Bazi1 Tanim ve Teoremler
2.1.1. Tanim

X bir kiime olmak {izere X in altkiimelerinin bir 7 ailesi eger

Tl)Perve X erT
T2) 7 ailesinin elemanlarimin sonlu arakesitleri de 7 nun eleman

T3) 7 ailesinin elemanlarinin herhangi keyfi birlesimleri de 7 nun bir eleman

kogullarimi saghyorsa 7 ailesine X kiimesi iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.
2.1.2. Tanim
(X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere,

i) 7 nun elemanlarina X in acik altkiimeleri,
ii) X\F = F¢ aqk ise F kiimesine X in kapali altkiimesi denir.

2.1.3. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak iizere, A kiimesini kapsayan X in biitiin



kapali kiimelerinin arakesitine A kiimesinin kapanisi denir ve A ile gosterilir.
2.1.4. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak iizere, A altkiimesinin kapsadig tiim agik

alt kiimelerin birlesimine A nin ici denir ve A° ile gosterilir.
2.1.5. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olmak iizere, X in x € A° olacak bi¢gimdeki her A

altkiimesine x noktasinin bir komsulugu denir.
2.1.6. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay, z € X ve %/ (x) ailesi = in komguluklarimn ailesi olsun.
o(z) € % (x) olmak fizere, eger her U € % (z) i¢cin B C U olacak bicimde en az bir

B € o(x) varsa o(x) ailesine = noktasmin bir komguluklar tabani denir.
2.1.7 Teorem

(X, 7) bir topolojik uzay ve V' C X olmak iizere, V nin acik olmas i¢in gerek ve yeter
kosul her x € V i¢in z € U, C V olacak bigcimde X uzayinda bir U, aciginin var

olmasidir.
2.1.8. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olmak iizere, z € X olsun. Eger x noktasmin
her komgulugu A kiimesinde x den farkli en az bir eleman iceriyorsa x noktasina A
kiimesinin bir yigilma noktasi denir. A kiimesinin biitiin y1gilma noktalarmin kiimesi

A ile gosterilir.
2.1.9. Tamim

(X, 7) bir topolojik uzay ve & C 7 olsun. Eger X in bogtan farkh her agk altkiimesi
2 deki baz1 elemanlarin birlegimi olarak yazilabiliyorsa Z ailesine (X, 7) uzayi igin bir

taban denir.



2.1.10. Onerme

(X, 7) bir topolojik uzay ve 4 C 7 olmak iizere, Z ailesinin 7 i¢in bir taban olmasi
icin gerek ve yeter kogul her G C X acik ve her p € GG icin p € B C G olacak bigimde
bir B € % olmasidir.

2.1.11. Onerme

X bir kiime ve B C Z(X) olmak iizere A ailesinin X iizerindeki bir topoloji igin bir
taban olabilmesi icin gerek ve yeter kogul agagidaki Bl ve B2 kosullarinin

saglanmasidir.

(Bl) X =U%#
(B2) Her By, By € & ve her x € By N By i¢in « € B3 C By N By olacak bi¢imde bir B

elemanminin var olmasidir.

2.1.12. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve . C 7 olmak {izere, eger . ailesinin elemanlarinin biitiin
sonlu arakesitlerinden olugan & ailesi 7 i¢in bir taban olugturuyorsa .# ailesine 7 igin
bir alt taban denir.

2.1.13. Tanim

X topolojik uzaymin sayilabilir coklukta aciginin arakesiti olarak yazilabilen her

altkiimesine bir Gs-kiime denir.

2.1.14. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve Y C X olmak iizere, v = {TNY : T € 7} ailesi Y

iizerinde bir topolojidir ve bu topolojiye Y iizerindeki altuzay topolojisi denir.

2.1.15. Tanim

X ve Y topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon, o € X olmak iizere, eger f(zo) in
her V' komsulugu i¢in zo in f(U) C V olacak bi¢imde bir U komsulugu bulunabiliyorsa
f fonksiyonuna xy noktasinda siireklidir denir. Her x € X icin x noktasinda siirekli

olan fonksiyonlara siirekli fonksiyonlar denir.



2.1.16 Teorem

X, Y topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon olmak {izere, agagidakiler denktir.
i) f siireklidir.

ii) Y uzaymn her U agk altkiimesi i¢in f~1(U) kiimesi X uzayimnda agiktir.

iii) Y uzaymn her F kapali altkiimesi i¢in f~'(F) kiimesi X uzaymda kapaldir.

iv) Her A C X i¢in f(A4) C f(A) dir.
2.1.17 Teorem

X,Y, Z topolojik uzaylar olmak iizere, f : X — Y ve g : Y — Z siirekli fonksiyonlar
ise g o f bilegke fonksiyonu da siireklidir.

2.1.18 Teorem

X ve Y topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon olmak iizere, f siirekli ise her
A C X igin, f|a: A=Y kisitlanmig fonksiyonu siireklidir.

2.1.19. Taniun

X, Y topolojik uzaylar olmak iizere f : X — Y fonksiyonu bire bir, érten, siirekli ve f

nin tersi f~! de siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizma denir.
2.1.20. Tamim

X,Y, Z, topolojik uzaylar olmak iizere f : X x Y — Z fonksiyonu ic¢in eger;
Vry € X icin

flgoyxy + {zo} xY — Z

(l’o,y) — f|{xo}><Y(I0>y) - f<1707y)
ve

Yyo € Y icin

flxxiwoy : X x{y} — Z
(l’,yo) - leX{yo}(xvyO) = f(l’,yo)

kisitlanmig fonksiyonlar1 siirekli ise f fonksiyonuna ayri ayr siirekli (separately

continuous) denir.



2.1.21. Taniunm

X,Y, Z birer topolojik uzay olmak {izere X X Y iizerinde carpim topolojisi varken
f: XxY — Z fonksiyonu siirekli ise f fonksiyonuna birlikte siirekli (jointly continuous)

denir.
2.1.22. Tanim

X bir topolojik uzay ve F X {iizerinde bir denklik bagintisi olsun. £ nin biitiin denklik
siiflarinin kiimesi X/ E ile gosterilsin. ¢ : X — X/E X in her bir z elemanini z in [z]

denklik sinifina egleyen doniigiim olsun. X/E kiimesi iizerinde ¢ doniigiimiinii siirekli
kilan en ince topoloji 7, = {U C X/FE : ¢ '(U) C X agik } dir. Bu topolojiye X/F

tizerindeki boliim topolojisi denir. Bu topoloji ile X/E uzayina da boliim uzay1 denir.
2.1.23. Tamim

X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere, f : X — Y siirekli ve 6rten bir doniigiim olsun.
Eger X iizerinde, ¢ : X — X/F dogal doniigiim olmak iizere, f = h o ¢ olacak bicimde
bir E denklik bagintisi ve bir h : X/E — Y homeomorfizmasi varsa f doniigiimiine bir

boéliim doniigiimii denir.
2.2. Cebirsel Baz1 Tanim ve Teoremler
2.2.1. Tanim

G # () bir kiime olmak {izere G iizerinde * : G x G — G ikili iglemi, her a, b, c € G i¢in

a* (bxc) = (axb)x*c birlesme 6zelligini saghyorsa (G, ) ikilisine bir yarigrup denir.
2.2.2. Tanim

(G, %) bir yari-grup olmak iizere, eger G nin bir birim elemani varsa (G, %) ikilisine bir

monoid denir.
2.2.3. Tanim

(G, *) bir monoid olmak iizere G nin her elemanimin ters elemani varsa (G, *) ikilisine

bir grup denir.



Simdi ispati [7] de bulunabilecek cebirsel agirhikh agagidaki énerme ileride kullanilmak

amaciyla verilecektir.
2.2.4. Onerme

G bir Abelyan grup ve e € G birim eleman, T = {z € C : |z| = 1} olmak {izere, G nin
e # a olan her a eleman igin g(a) # 1 olacak sgekilde bir g : G — T homomorfizmasi

vardir.
2.3. Topolojik Gruplarla ilgili Bazi1 Tanim, Teorem ve Ornekler

2.3.1. Tanim

(S, -) bir yarigrup(grup, monoid), (S, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger her a € S

i¢in

re: S — S
r — re(x)=z-a
sag Oteleme doniigiimii siirekli ise (S, -, 7) fcliisiine bir sag topolojik yarigrup(grup,

monoid) denir.
2.3.2. Tanim

(S, -) bir yarigrup(grup, monoid), (S, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger her a € S

icin

Ae: S — S
r — N(z)=a-z
sol oteleme doniigimii siirekli ise (S,-,7) {igliisiine bir sol topolojik yarigrup(grup,

monoid) denir.
2.3.3. Tanim

(S, +) bir yarigrup(grup, monoid), (S, 7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger her a € S
icin hem r, : S — S sag Oteleme doniigimii hem de A\, : § — S sol &teleme

doniigiimii siirekli ise (.S, -, 7) tigliisiine bir yari-topolojik yarigrup(grup, monoid) denir.



2.3.4. Tanim

(S,:) bir yangrup ve (S,7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger
h: SxS — S

(r,y) — h(z,y)) =z-y
dontigiimii siirekli (birlikte siirekli) ise (S, -, 7) ficliisiine bir topolojik yarigrup denir.

2.3.5. Tanim

(G,-) bir grup ve (G,7) Dbir topolojik uzay olmak iizere, eger
h: GxG — G

(z,y) — hl(z,y)) =2y
doniigiimii siirekli (birlikte siirekli) ise (G, -, 7) iigliisiine bir paratopolojik grup denir.

2.3.6. Tanim

(G, -, 7) bir yari-topolojik grup olmak iizere, eger G nin her elemaninm tersine egleyen
f: 6 — @G

r — flz)=a"
doniigiimii siirekli ise (G, -, 7) tigliisiine bir quasi-topolojik grup denir.

1

2.3.7. Tanim

(G, -, 7) bir paratopolojik grup olmak iizere, eger G nin her elemanini tersine egleyen
f: G — G

r — f(z)=z""
doniigiimi siirekli ise (G, -, 7) ticliisiine bir topolojik grup denir.

Her topolojik grubun bir topolojik yarigrup, her topolojik yarigrubun bir
yari-topolojik yarigrup ve her yari-topolojik yarigrubun hem bir sol topolojik
yarigrup hem de bir sag topolojik yarigrup oldugu aciktir. Asagidaki ilk 6rnekte her
paratopolojik grubun topolojik grup olmak zorunda olmadigini, ikinci 6rnekte ise her

yari-topolojik yarigrubun topolojik yarigrup olmak zorunda olmadigini gérecegiz.

Aksi belirtilmedikge bir G kiimesinin {izerindeki herhangi bir % ikili iglemi i¢in; x,y € G

olmak iizere x x y = xy bigiminde ifade edilecektir.
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Ornek

R reel sayilar kiimesi iizerinde, tabam1 £ = {[a,b) : a,b € R,a < b} olan topoloji
Sorgenfrey dogrusu olarak adlandirilir. Bu topoloji ve aligilmig toplama iglemiyle R reel
sayilar kiimesi bir paratopolojik gruptur. Soyleki; bunun i¢in her (z,y) € R x R i¢in
f((z,y)) = z+y = 2z bigciminde taniml f: R x R — R déniiglimiiniin siirekli oldugunu
gorelim. f((x,y)) = x+y = z € W olacak bi¢cimde R uzaymda bir W agigim alahm. %
taban oldugundan [z,b) C W olacak bi¢imde bir b € R vardir. [z,b/2) x [y,b/2) = U
diyelim. (p,q) € U olsun. x < p < b/2 ve y < ¢ < b/2 oldugundan z +y < p+¢q <b
olup f((p,q)) = p+q € [+ y,b) elde edilir. O halde (z,y) € U ve f(U) C W olup
f siireklidir. Boylece (R, +) bir paratopolojik gruptur. Fakat (R, +) bu topoloji ile bir
topolojik grup degildir. Ciinkii f : R — R ; x — f(x) = —z doniiglimii siirekli degildir.
Giinkii; [0,1) arahg agik olmasma ragmen f1([0,1)) = (=1, 0] agik degildir.

Ikinci O0rnegi vermeden once oradaki kavramlar: hatirlamak icin agsagidaki tanim ve

sonrasmdaki iki teoremi verelim.
2.3.8. Tanim

(X, 7), yerel kompakt bir Hausdorff uzay olsun. a ¢ X olmak iizere Y = X U {a}
olsun. . = 71U {{a} U (X\F): F C X kompakt } ailesi Y iizerinde bir topolojidir ve
bu topoloji ile Y uzay1 kompakt, Hausdorff bir uzaydir. (Y,.¥) uzayma (X, 7) uzayimn
tek nokta (ya da Alexandroff) kompaktlagtirmas: denir.

Yukaridaki tanimda verilen . ailesinin Y iizerinde bir topoloji oldugu agiktir. Simdi

Y uzayinin kompakt ve Hausdorff bir uzay oldugunu gorelim.

2.3.9 Teorem

Tanmm 2.3.8 de ifade edilen (Y,.) uzay1 kompakt ve Hausdorff bir topolojik uzaydir.
fspat

O ailesi Y nin bir acik ortiisii olsun. a € Y oldugundan o € Oy olacak bicimde bir
Op € O vardir. Oy € .7 ve a € Y\ X oldugundan Oy = {a} U (X\F}) olacak bicimde
kompakt bir Fy C X vardir. & ailesi Y nin bir agik ortiisii ve Fy € X C Y oldugundan
O ailesi Fy igin bir agik ortiidiir. Fy kompakt oldugundan & nun Fy C (J{O : O € 0y}
olacak bicimde sonlu bir & alt ailesi vardir. O halde 0, U{Oy} ailesi & nun Y yi érten

sonlu bir altailesi olup Y uzay1 kompakttir.
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Simdi Y nin Hausdorff oldugunu gorelim. x,y € Y olmak iizere z # y olsun. Eger
x,y € X ise; (X, 7) uzayr Hausdorff oldugundan x € U,y € V ve U NV = () olacak
bicimde U,V € 7 vardir. 7 C . oldugundan U,V € .¢ dir. Eger x ya da y den biri
o ise; y = a olsun. x € X ve (X,7) uzay1 yerel kompakt oldugundan x € U ve U
kompakt olacak bi¢imde bir U € 7 vardir. O halde V = {a}U(X\U) € .7 dir. Béylece
reUyeV,UNV=0veUV €. dir. O

Simdi yukaridaki .7 ailesi ile ilgili bagka bir teorem verilecek.
2.3.10 Teorem

{a} € ¥ & X kompakttir.

fspat

(=) : {a} € 7 ise bu durummda X uzaymda X\F = () olacak bigimde kompakt bir F’
altkiimesi var olup F' = X olacagindan X kompakttir.

(<) X kompakt olsun. Bu durumda {a} U X\X € . = {a} oldugundan {a} € .%
dir. U

Ornek

a ¢ R olmak iizere S = RU {a} kiimesinin

:E-y:{ r+y , reRyekR,

«Q , r=aVy=a.

iglemiyle bir yari-grup oldugu asikardir. S kiimesi, iizerindeki, tek nokta
kompaktlagtirmasiyla bir yari-topolojik yarigruptur. Fakat bir topolojik yarigrup
degildir. Soyleki;

S nin yari-topolojik yarigrup oldugunu gérmek icin her ¢ € S icin r, : S — S sag
Oteleme doniiglimiiniin ve A\, : S — 9 sol Oteleme doniigiimiiniin siirekli oldugunu
gormeliyiz. Oncelikle a € S olmak iizere 1, sag 6teleme doéniisiimiinii ele alalim. z € S
olsun. r,(z) € W olacak bigimde bir W C § a¢igm alalim. z in r,(U) € W olacak

bicimde bir U komgulugunu bulmahyiz.
1. Durum: a = « ise; bu durumda her A C S igin 7,(S) = {a} olup U = W alinabilir.

2. Durum: a # « ise; bu durumda agagidaki durumlar séz konusudur.
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i) x = a ise; bu durumda r,(z) = o € W olup W agik oldugundan W = {a} U (R\F)
olacak bicimde, R nin kompakt bir F' altkiimesi vardir. R nin kompakt altkiimeleri
siirh oldugundan F' C [p, q] olacak bi¢imde p, ¢ € R vardir.

Oyleyse U = {a} U (R\[p — a, ¢ — a]) almabilir.

ii) x # « ise; bu durumda r,(z) = x +a € R olup r,(z) € W\{a} dir. S\{a} =R
oldugundan W\{a} aciktir. O halde (z +a —r,z +a +r) C W\{a} olacak bi¢imde
bir r > 0 sayist vardir. O halde z in aradigimiz komsulugu (x —r, x 4+ ) agik arahgidir.

Boylece r, siireklidir.

Benzer bicimde A, sol 6teleme doniigiimii de siireklidir. O halde S bir yari-topolojik
yarigruptur.

Simdi S nin bir topolojik yarigrup olmadigimi gorelim. Bunun igin f((x,y)) = -y
bigiminde tammmh f : S x S — S carpim fonksiyonunun (a, ) noktasida siirekli
olmadigini gorecegiz. oyleki;

f(,)) = a dir. Qimdi o nin V' = {a} U (R\[0,1]) komgulugunu alalim. Eger f
doniigiimii siirekliyse f([{a}U(R\F1)])x[{a}U(R\F3)]) C V olacak bi¢imde R uzayinda
Fy, F; kompakt altkiimeleri vardir. Fy, F» R de kompakt oldugundan sinirlidir. O halde
Fi C [a,b], F5 C [¢,d] olacak bigimde a,b,¢,d € R vardir. f((R\[a,b]), (R\[a,b])) €V
oldugunu gorelim. maks {|al|, |b], |c|, |d|} + 1 = z diyelim.

la| < x oldugundan —x < a < z olup —z—1 < a olur. Boylece —z—1 € R\[a, b] C R\ F}
elde edilir. |d| < x oldugundan —x < d < z olup d < = + 1 olur. Boylece x + 1 €
R\[c,d] C R\F; elde edilir. O halde (—z —1,2+1) € ({a} U (R\F)) x ({a} U(R\F?))
olup f((—x — 1L,z + 1)) = 0 € f(({a} U (R\F)) x {a} U (R\Fy))) € V olur ki
V = {a} UR\[0, 1] oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde f doniigiimii siirekli olmayip
S topolojik yarigrup degildir.

Simdi bir X kiimesinden kendisine tanimlanan fonksiyonlarm kiimesi olan S(X, X)

iizerindeki bir topoloji verilecektir.
2.3.11. Tamim

(X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere S(X,X) ={f | f:X — X bir fonksiyon}

7

kiimesinin ” o 7 bilegke iglemi ile bir yarigrup oldugu agikardir. S(X,X) {izerinde
noktasal yakinsaklk topolojisi varken, bu uzay S,(X, X) ile gosterilsin. Bu durumda,

reXveUCX iken [z,U] ={f € S(X,X) :f(z)e U} olmak iizere

={[z,U]:x € X,U € 7}
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ailesi S,(X, X) i¢in bir alttaban ve bdylece
p= {ﬂ[mez] : neNz, e XU er}

ailesi de S,(X, X) icin bir tabandir.

Simdi S(X, X) in iizerindeki noktasal yakinsaklik topolojisi ile, bir sag topolojik grup

oldugunu fakat bir sol topolojik grup olmayabilecegini gorelim.
2.3.12 Teorem

X bir topolojik uzay olmak iizere

i) S,(X, X) bir sag topolojik yarigruptur.

ii) f € S(X, X) olmak iizere A\¢(g) = f o g biciminde tanimh A;: S(X, X) — (X, X)
sol Oteleme doniigiimiiniin siirekli olmasi igin gerekli ve yeter kosul f nin siirekli

olmasidur.
I spat

i) f € S(X,X) olsun. 74(g) = g o f biciminde tammh r; : S(X, X) — S(X, X) sag
Oteleme doniiglimiiniin - siirekli  oldugunu gormeliyiz. S,(X,X) in alt tabam
o=A{z,V] : xeX, V C Xagk} idi. Alt tabanin elemanlarinin r; altindaki
ters goriintilerinin  agk oldugunu goérmek yeterlidir. Her [z,V] € o igin
T}l([m, V]) = [f(z),V] € o oldugundan r; sag Gteleme doniigiimi siireklidir.

ii) (<) : f e S(X,X) siivekli olsun. Her [z,V] € o igin A\;'([z,V]) = [z, [~ (V)]
oldugu kolayca goriilebilir. f siirekli oldugundan f~!(V) agiktir ve [z, f~1(V)] € o dur.
Boylece A\f sol dteleme dontislimii stireklidir.

(=) : f € S(X, X) olmak iizere A; sol 6teleme doniigiimii siirekli olsun. Kabul edelimki
f doniisiimii @ € X noktasinda siirekli olmasin. O zaman X uzayinda &yle bir Vj agig
vardir ki f(a) € Vy ve a € U olacak bigimdeki her U C X agig1 igin f(U) € Vo dur.
I: X — X birim doniigiimii olmak tizere; A\f(I) = fol = f ve f(a) € V; oldugundan
(1) € [a, Vo] dir. Ag siirekli ve [a, Vo] C S,(X, X) acik oldugundan I € T ve \¢(T') C
[a, Vo] olacak bigimde bir T C S,(X, X) agigi vardir. Oyleyse I € (_,[p;,Ui] € T
olacak bicimde py, pa, - -+ , pn € X ve X uzayinda Uy, Uy, - - - , U, aciklari vardir. Oyleyse
1 < i < n olacak bigimdeki her ¢ i¢in I(p;) = p; € U; dir. Kabuliimiizden dolay1 iddia
ediyoruz ki Ar(N:,[ps, U]) € [a, Vo] dur.

Soylekis a € {p1,p2, -+, pn} veya a & {p1,p2, -+ ,pn} dir.
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1. Durum: a € {p1,ps2, - ,pn} ise; bu durumda 1 < iy < n olacak bigimde 6yle bir
ip vardir ki a = p;, dir. Uy \{p1, -+ ,Dio—1,Pig+1," - - »Pny = W denilirse W kiimesi X
uzayinda a noktasinin agik bir komgulugudur. a € U bi¢cimindeki X in her U agig igin
f(U) € V; oldugundan f(W) & V4 dir. Oyleyse f(yo) ¢ Vo olacak bigimde bir yo € W
vardir. g : X — X

Yo 5 Z = Dig
9(2) =
{ z 5 2 7é Dig

bi¢iminde tanimlanan g fonksiyonu i¢in g € (., [p;, U;] dir.

Ote yandan (f o g)(a) = f(g(a)) = f(9(pin)) = f(yo) & Vo olup As(g) ¢ la, Vo] dur.
2. Durum: a ¢ {p1,p2, - ,pa} ise; X\{p1,p2, - ,pn} = W denilirse W kiimesi X

uzaymda agik olup @ € W dur. Oyleyse f(W) ¢ V; dir. O halde f(20) ¢ Vo olacak
bi¢imde bir zp € W vardir. h: X — X;

Z=a

h(z):{jo ’ ita

bi¢iminde tammlanan A fonksiyonu i¢in h € (., [p;, U;] dir.

Ote yandan \¢(h)(a) = (f o h)(a) = f(h(a)) = f(20) & Vo olup A\s(h) ¢ [a, ;) dir.
Boylece her iki durum igin iddia dogru olup A\¢(T) € [a, V] dir. Bu A\¢(T) C [a, Vo]
olmasi ile ¢eligir. Bu durumda kabuliimiiz yanlis olup f fonksiyonu siireklidir. [

2.3.13. Lemma
X bir T} -uzay olmak iizere, eger her f : X — X fonksiyonu siirekli ise X ayrik uzaydir.
fspat

A & X olsun. O halde y ¢ A olacak bi¢imde bir y € X vardir.

; A
flz) = { o Z 4 bi¢ciminde taniml f : X — X fonksiyonunu alalim.
y ;5

A nmm agik oldugunu gorelim. p € A olsun. f(p) = p € {y}¢ aak ve f siirekli
oldugundan p € U ve f(U) C {y}° olacak bicimde bir U C X wvardir. O halde
FU)YN{y} =0 olup p e U C A dir. Boylece p € A° olup A agktir. O

Simdi S, (X, X) ile ilgili bir sonug verilecektir.
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2.3.14. Sonug
X bir topolojik uzay olmak iizere agagidakiler denktir.

i) S,(X, X) bir topolojik yarigruptur.
ii) S, (X, X) bir yan-topolojik yarigruptur.
iii) X ayrik uzaydir.

fspat

i) =ii)

Her topolojik yarigrup bir yari-topolojik yarigrup oldugundan S,(X,X) bir
yari-topolojik yarigruptur.

i) = iif)

Sp(X, X) bir yari-topolojik yarigrup olsun. Bu durumda her f € S(X, X) igin A sol
oteleme doniigiimii siireklidir. O halde Teorem 2.3.12 ii) den her f : X — X
fonksiyonu siirekli ve X T -uzay oldugundan Lemma 2.3.13 den X ayrik uzaydir.

iii) =)

X bir ayrik uzay olsun. X in topolojik yarigrup olmas: i¢in h(f,g) = f o g bi¢iminde
tammh A Sp(X,X) x S,(X,X) — S,(X,X) doniigimiiniin siirekli oldugu
goriilmelidir.

f.g € Sp(X,X) olsun. fog € W olacak bi¢imde S,(X,X) uzayinda bir W agg:
alahm. 1 < i < n olacak bi¢imdeki her ¢ igin f o g € (), [x;, Vi] € W olacak bigimde
x; € X elemanlarn ve V; C X aciklari vardir. Bu durumda 1 < ¢ < n olacak bicimdeki
her i i¢in (f o g)(z;) = f(g(x;)) € V; olur. X ayrik uzay oldugundan 1 < i < n olacak
bigimdeki her z; € X icin {g(x;)} ve {f(g(x;))} kiimeleri X uzayinda aciktir.
Ol {g(@)}) = U ve Mialolan), L (g@)}] = T diyelim. h(T,U) € W oldugun
gorelim. ¢ € T' ve ¢ € U alalim. 1) € U oldugundan 1 < ¢ < n olacak bicimdeki her ¢
icin ¢(z;) € {g(x;)} dir. Oyleyse ¥(z;) = g(z;) olup p(v(2;)) = @(g(x;)) dir. p € T
oldugundan (¢ (z;)) = ¢(g9(z;)) € {f(g9(z;))} olur. Boylece 1 < i < n olacak
bigimdeki her i i¢in @(¥(z;)) = {f(9(z;))} < V; C W olur. O halde
h(o, ) = ot = (i_y[z;, Vi] € W olup h doniigiimii siireklidir. O halde X bir
topolojik yarigruptur. [J

Simdi topolojik gruplarla ilgili bazi1 6rnekler verilecektir.

Ornek

Bir grup, iizerindeki ayrik topolojiyle her zaman bir topolojik gruptur. Boyle gruplara
ayrik grup denir.
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2.3.15. Lemma

X sonsuz bir kiime ve 7 = {A4°] Asonlu } U {0} X iizerinde sonlu tiimleyenler

topolojisi olmak iizere; bostan farkli her her U,V aq@ icin U NV # () dir.
fspat

Kabul edelimki Uy NV = 0 olacak bicimde bir Uy, V, € 7g var olsun. Vp, Uy € 75
oldugundan Vg, U§ sonludur. Uy N Vg = () oldugundan U§ UV = X dir. U§ ve Vf sonlu
oldugundan X de sonludur. Bu da X in sonsuz olmasiyla celisir O halde kabuliimiiz
yanhg olup her U,V € 75 i¢in U NV # () dir.

Ornek

Sonsuz bir G grubu, iizerindeki sonlu tiimleyenler topolojisi 7g ile bir yari-topolojik
grup ve quasi-topolojik gruptur. Fakat bir paratopolojik grup degildir. Simdi sirasiyla
bunlar1 gorelim.

[k olarak G nin yari-topolojik grup oldugunu,yani her 2y, € G igin )., sol Steleme
doniigiimiiniin ve 7., sag oteleme doniigiimiiniin siirekli oldugunu, gorelim. V' # ()
olacak bicimde bir V' € 7, alahm. A\ '(V) nin agik oldugunu gorelim. z € A, (V)
alimirsa Ay (z) € V olup moz € V dir. Buradan z € z5'V = A }(V) dir ve
Vel = [(zg'V)°| olup (z5'V) sonludur. O halde zy'V = A }(V) € 7, dir. Boylece
Az, S0l Oteleme dontiglimii siireklidir. Benzer bicimde r,, sag oteleme doniigiimi de
siireklidir. O halde G bir yari-topolojik gruptur.

Simdi de G nin bir quasi-topolojik grup oldugunu gorelim. Bunun i¢in f(z) = z~!
bi¢iminde tanimli f : G — G doniisiimiiniin siirekli oldugunu gorelim. V' # () olacak
bicimde bir V € 7, alalim. f~'(V) = V=1 dir ve |V¢| = [(V~1)¢| dir. Oyleyse (V)¢
sonlu olup f~(V) = V! € 7, dir. O halde f doniigiimii siireklidir. G bir
yari-topolojik grup ve f doniigiimii siirekli oldugundan G bir quasi-topolojik gruptur.
Simdi G nin bir paratopolojik grup olmadigini gorelim. Bunun icin h((z,y)) = zy
bi¢giminde tanimh h : (G X G,Teapm) — (G, 7s) doniigiimiiniin siirekli olmadig
goriilmelidir. O halde aksini kabul edelim. A siirekli olsun. x # e olacak bicimde bir
r € G alalm. e € G\{z} olup G\{z} = U denilirse U¢ = {z} sonlu oldugundan
U € 7, dir ve h((e,e)) = ee = e € U dur. h doniigiimii siirekli oldugundan (e,e) € T
ve h(T) C U olacak bi¢imde bir G x G uzaymda bir T acig vardir. Oyleyse
(e,e) € V. x W C T olacak bi¢cimde G uzaymda V ve W agiklart vardir. VW = N
denilirse N € 75 ve (e,e) € N x N C T olur., N € 7, ve yukaridan G bir
quasi-topolojik grup oldugundan N~! € 7, olur. O halde Lemma 2.3.15 den
aN~1 NN # ( dir. Dolayisiyla y € aN~' N N olacak bicimde bir y € G vardir.

y € tN~! oldugundan y = zn~! olacak bicimde bir n € N vardir. Oyleyse 2~y = n~"
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olup 27! = n~1y~! dir. Boylece x = yn olup y € N oldugundan z € yN C NN C T
dir. Bu durumda z € T ve x = ex € T olur. O halde x = h(e,z) € h(T) C U olur. Bu
da z ¢ U olmasi ile celisir. Oyleyse kabuliimiiz yanhs olup h déniisiimii siirekli

degildir. Dolayisiyla G bir paratopolojik grup degildir.
Ornek

G ve H sag topolojik yarigruplar olmak iizere her x € G igin {z} x H kiimesine G x H
m bir dikey fiberi ve her y € H igin G x {y} kiimesine G x H 1n bir yatay fiberi
denir. Her dikey fiber H sag topolojik yarigrubuna ve her yatay fiber G sag topolojik
yarigrubuna homeomorftur. G x H iizerindeki

T={WeGxG:Y(x,y) € Wigin 3U € N,,IV e N, : {2} xV)U (U x {y}) CW}
topolojisine Cross Topoloji denir. G x H kiimesinin koordinatsal carpim ve iizerindeki

bu 7 topolojisiyle bir sag topolojik yarigrup oldugu basitce goriilebilir.
Ornek

X bir topolojik uzay, C'(X,X) = {f | f : X — X siirekli fonksiyon } kiimesi
bilegke iglemi altinda bir yargruptur. C(X,X) kiimesi iizerindeki mnoktasal
yakimsaklik topolojisi ile C,(X, X) bigiminde gésterilsin. Bu durumda C,(X, X) bir
yari-topolojik yarigruptur. §6yleki; Teorem 2.3.12 i) den S,(X, X) bir sag topolojik
yarigruptur. Dolayisiyla her sag 6teleme doniigiimii stireklidir. C(X, X)) in S(X, X) in
bir alt yarigrubu oldugu agikardir. Dolayisiyla S,(X,X) iizerindeki sag Oteleme
doniigiimiin C,(X, X) iizerine kisitlanisi da siirekli olup C,(X, X) bir sag topolojik
yarigruptur. Diger yandan her f € C(X,X) i¢in f doniigiimii siirekli oldugundan
Teorem 2.3.12 ii) den A; sol Gteleme doniigiimii de siirekli olup C,(X,X) bir sol
topolojik yarigruptur. Oyleyse Cp(X, X) hem bir sag topolojik yarigrup hem de bir
sol topolojik yarigrup oldugundan C,(X, X)) bir yari-topolojik yarigruptur.

Ornek

X bir topolojik uzay, G bir topolojik grup olsun

C(X,G)={f | f:X — G siirekli fonksiyon} kiimesi G*! carpim grubunun bir
altgrubu ve iizerindeki noktasal yakinsaklik topolojisiyle, C,(X,G) bir topolojik
gruptur. G nin iizerindeki iglem ¢ olmak iizere C(X,G) nin iizerindeki iglem

koordinatsal ¢arpim yani, her f,g € C(X,G) ve her z € G igin
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(f*xg)(x) = f(x) o g(r) olmak izere;

£ O(X,0)x C(X,0) — C(X,G)
(f,9) — fxg

dir. C(X, G) nin birim elemamn

I X —» G
x — I(x)=e

sabit fonksiyonudur. C'(X, G) nin her f elemaninin tersi

ffr X = G
v = fiz)=(f(2)"

doniigiimiidiir. O halde C(X,G) nin bir grup oldugu agikardir. Simdi C,(X,G) nin
bir topolojik grup oldugunu gérelim. Oyleyse ilk olarak o(f,g) = f * g biciminde
tanimh ¢ : C,(X, G) x Cp(X, G) = Cp(X, G) doniigiimiiniin siirekli oldugunu goérelim.
f,9 € C(X,G) olmak iizere o(f,g) = f* g € W olacak bigimde C,(X, &) uzayinda
bir W agig1 alalim. Bu durumda f x g € (;_,[z;, U;] € W olacak bi¢imde bir n € Z*
ve 1 < 4 < n bicimideki her 7 icin x; € X ve U; C G aqig1 vardir. O halde 1 <i < n
olacak bicimdeki her 4 icin f * g € [z;, U;] dir. Oyleyse (f * g)(z;) = f(x;) o g(;) € U;
dir. G bir topolojik grup oldugundan ¢ : G x G — G isglemi siirekli olup her 7 i¢in
f(z;) ve g(x;) nin o(V;,T;) = V; o T; C U; olacak bicimde V; ve T; acik komguluklar
vardir. O halde 1 < ¢ < n olacak bigimdeki her i i¢in f € [z;,Vi] ve g € [x;,T;] olup
[ € Nisilw, Vil ve g € MLy [, T olur. (Vi [23, Vi] = Hy ve g € (1y[2, T3] = Ha
olsun. Simdi ¢(Hy, Hy) € W oldugunu gorelim. hy € Hy ve hy € H, olmak iizere
o(hy, ho)(x;) = (hy * ho)(x;) = hi(z;) © ha(x;) € V; o T; C U; oldugundan ¢(hy, he) €
Niylzi, U;] € W olur. O halde h doniigiimii siireklidir. §imdi de her eleman: tersine

esleyen doniiglimiin siirekli oldugunu gérelim.

doniigiimiiniin siirekli oldugunu gorelim. f € C(X,G) olmak iizere o(f) = f* € W
olacak bigimde C,(X,G) uzaymda bir W agigr alahm. Oyleyse f* € (i_,[z;, U;] € W
olacak bi¢imde bir n € Z* ve 1 < i < n bigimindeki her ¢ i¢in z; € X ve U; C
G agig vardir. O halde her i i¢in f*(z;) € U; olup f*(z;) = (f(z;))"' oldugundan
(f(z:))™t € U; olup f(z) € U7 dir. U7', G uzayinda agik ve f € N[z, U]

)
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dir. Simdi o(N,_,[x;, U;']) € W oldugunu gérelim. h € (., [z;, U; '] alahm. Oyleyse
her 7 i¢in (h(z;))~! € U; dir. O halde o(h)(z;) = h*(x;) = (h(z;))~! € U; dir. Boylece
a(h) = h* € N[z, U] € W olur. Dolayisiyla o((;_, [x;, U;']) € W olup o déniisiimii

stireklidir. ¢ ve o doniigiimleri siirekli oldugundan C,(X, G) bir topolojik gruptur.
Ornek

X bir topolojik uzay ve Homeo(X) = {f|f : X — X homeomorfizma } kiimesi bilegke

islemi altinda bir gruptur ve {izerindeki noktasal yakinsaklik topolojisiyle

i)Her X uzay: i¢in Homeo,(X) bir yari-topolojik gruptur.
ii) Homeo,(X) in topolojik grup olmas: gerekmez

iii) Eger X ayrik uzay ise Homeo,(X) bir topolojik gruptur.

Soyleki;

i) Teorem 2.3.12 den Homeo,(X) in bir yari-topolojik grup oldugu agikardir.
ii) X = R? i¢cin Homeo,(X) bir topolojik grup degildir.

iii) X bir ayrik topolojik uzay olsun. Homeo,(X) in bir topolojik grup oldugunu
gormek icin o((f,9)) = f o g bi¢iminde tanimh
¢ : Homeo,(X) x Homeo,(X) — Homeo,(X) doniigiimiiniin ve o(g) = ¢~* bi¢iminde
tanimh o : Homeo,(X) — Homeo,(X) doniigiimiiniin siirekli oldugu gériilmelidir.
Her grup bir yargrup oldugundan Sonug 2.3.14 iii)=i) gerektirmesinden ¢
déniisiimiiniin siirekli oldugu aciktir. Oyleyse simdi o déniigiimiiniin siirekli oldugunu
gorelim. g € Homeo(z),x € X ve V C X agik olmak iizere o(g) = g~' € [z, V] olsun.
X uzay1 aynk oldugundan {z} C X aqk olup [¢'(z),{x}] kiimesi Homeo,(X)
uzaymda ¢ nin bir agik komsulugudur. o([¢7'(z),{z}]) C [z,V] dir. Béylece o
stireklidir. Dolayisiyla Homeo,(X) bir topolojik gruptur.

2.3.16. Tanim

(M, p) bir metrik uzay ve 7 bu metrik tarafindan iiretilen topoloji olsun. Her x,y € M
icin p(z,y) = p(f(x), f(y)) olacak bicimdeki uzakligr koruyan f : (M,p) — (M,p)
fonksiyonuna M nin bir izometrisi denir. Iki izometrinin bileskesi de bir izometridir. M
nin izometrilerinin kiimesi bilegke iglemiyle bir gruptur. M nin izometrilerinin grubunu
Is(M) ile gosterelim. I's(M) iizerine noktasal yakinsaklik topolojisi konduruldugunda
bu uzay Is,(M) ile gosterilir.
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fels(M),x € M,e > 0 olmak iizere B(x, f,e) = {g € Is(M) | plg(z), f(z)) < €}
olsun. . = {B(z, f,e) :x € M, f € Is(M),e > 0} ailesi Is(M) iizerindeki noktasal
yakinsaklik topolojisinin bir alt tabanidir.

Simdi bu tanim dogrultusunda bir 6rnek verilecektir.
Ornek

(X, p) bir metrik uzay ve Is(X) = {g | ¢ : (X,p) — (X,p) izometri } olsun.
Is,(X) bir topolojik gruptur. Soyleki;

[k olarak ¢(g,f) = g o f biciminde tammli ¢ : Is,(X) x Is,(X) — Is,(X)
doniigiimiiniin siirekli oldugunu gorelim. ¢(g, f) = g o f € U olacak bicimde Is,(X)
uzayinda bir U agg alahm. z € X, e > 0 olmak iizere U = B(x, g o f,€) bi¢iminde
oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. W = B(f(x),g,¢/2) ve V. = B(z, f,€/2)
alimrsa g € W ve f € V olur. Simdi ¢(W,V) C U oldugunu gorelim. Bunun igin
g1 € Wve f; € V ahmrsa p(g1(f(2)), g(f(2))) < €/2 ve p(fi(z), f(z)) < €/2 olur. O
halde

P (F(2), 9(F @) < plor(F1(2)), 1(F@) + plor (F(2)), g(F(2)) elde edilr

g1 doniiglimii bir izometri oldugundan p(g:(f1(x)), 1(f(x))) = p(f1(z), f(z)) olup
p(91(f1(2)), 1 (f(2))) + p(g1(f(2)), 9(f(x))) < p(fr(z), f(x)) + plo1(f(x)), 9(f(x)))
dir.

Boylece p(fi(z), f(x)) + p(g1(f(x)),g(f(x))) < €/2 4+ €/2 = € elde edilir. O halde

p(g1(f(x)), g(f(2))) < € olup g1 o fi € B(z,gf,€) C U olur. Dolayisiyla ¢(W,V) C U
olup ¢ doniisiimii siireklidir.

Simdi ¥(f) = f~! bigiminde tammh ¢ : Is,(X) — Is,(X) doniigiimiiniin siirekli

oldugunu gérelim. Bunun icin alt tabanin elemanlarinin v altindaki ters resminin acik

oldugunu gormek yeterlidir. ¢~'(B(z, f,¢)) = B(f(z),f '€ dur. Soyleki;
g € v Y (B(x, f,¢€)) alahm. ¢(g) = g~' € B(x, f,¢) dir. O halde p(¢g~*(2), f(z)) < € ve
g izometri oldugundan p(g(g~'(2)),9(f(x)) = plz,9(f(x))) < e olup

p(f71(f(x),g(f(x))) < e dir. Boylece g € B(f(z),f ' €) olur. Diger yandan
h € B(f(z),f'€) almrsa benzer sekilde h € Y (B(x, f,€)) dir. Oyleyse 1
doniigiimii siireklidir. O halde ¢ ve ¢ siirekli oldugundan Is,(X) bir topolojik
gruptur.

2.3.17 Teorem

{G, : a € I} topolojik gruplarin bir ailesi olmak tizere G = [],.; Go kiimesi ¢carpim

acl
topolojisiyle bir topolojik gruptur.
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Her a € [ igin z, € G, ve y, € G, olmak iizere z = (z,),y = (yo) ve z = zy~ ' olsun.
Her a € [ igin 2,9, = 2, olmak iizere (z,) = z dir. G de z € O olacak bigimde bir O
acig1 alahm. G iizerinde ¢arpim topolojisi oldugundan o € {ay,ag, -+, ax} icin W, =
Wa, acik ve o € I\{on,a,- -+ , o4} igin W, = G, olmak iizere W = [[ .., Wo € O
olacak bi¢cimde W, aciklar1 vardir. Her oy, € I i¢in G, bir topolojik grup oldugundan
UakVOjk1 C W;, olacak bi¢imde x,, , Yo, nin sirasiyla U,,, V,, agik komsuluklar: vardir.
a € I\{ar,ag, -+ ,ag} icin Uy, =V, = G, olmak iizere U = [[ ., Ua ve V =T] ., Va
x ve y nin acik komguluklaridir. O halde UV~ C W C O olup G bir topolojik gruptur.
[
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3. TOPOLOJIK GRUPLARDA BIRIMIN KOMSULUKLARI
ve GRUP UZERINDE TOPOLOJI INSAASI

3.1. Topolojik Gruplarda Birimin Komsuluklar1 ve Grup Uzerinde Topoloji
Ingaas:

Bu bolimde sag(sol) topolojik gruplarda sag(sol) oteleme doniigiimlerinin bir
homeomorfizma oldugu ve her sag(sol)topolojik grubun homojen bir uzay oldugu
goriilecektir [7]. Ilaveten topolojik gruplarm acik altgruplarinm aym zamanda kapal
altgrup oldugu verilecektir. Bir monoid iizerine baz kogullar altinda ayrik topoloji
disinda bir topoloji kondurularak topolojik monoid ingaa edilecektir. Daha sonra
topolojik gruplarda birimin acik komguluklarinin sagladigi  baz1  6zellikler

incelenecektir.
3.1.1. Onerme

G bir sag(sol) topolojik grup ve a € G olmak iizere agagidakiler saglanir.

i) G fizerindeki her r, sag Oteleme doniigiimii(A, sol oteleme doniigiimii) bir
homeomorfizmadir.

ii) e, G nin birim eleman1 olmak tizere %, ailesi e noktasinin bir komguluklar tabani

ise B, ={Ua :U € AB,} ailesi a noktasmin bir komguluklar tabamdir.
fspat

i) a € G olmak iizere her z € G igin r,(zr) = za bi¢iminde tammh r, : G — G sag
oteleme doniiglimiiniin bir homeomorfizma oldugunu gorelim. G bir sag topolojik grup
oldugundan r, sag oteleme doniigiimii siireklidir. a € G ve G bir grup oldugundan
a”! € G dir. r;' = r,-1 oldugundan 7, ! ters doniigiimii de siireklidir. 7, sag oteleme
doniigiimiiniin birebir ve 6rten oldugu agikardir. O halde r, sag 6teleme doniigiimii bir

homeomorfizmadir.

L olur. Her

ii) a € V olacak bigimde bir V agigini alalim. a € V' oldugundan e € Va~
sag Oteleme doniisimi bir homeomorfizma oldugundan aciklarin sag G&teleme
doniisiimii altindaki goriintiileri de aciktir. Oyleyse her U € 4. icin Ua kiimesi ¢ nin

! L agktir. %, ailesi e nin bir

bir komsulugudur ve r,-1(V) = Va ' olup Va~
komguluklar tabani oldugundan e € U C Va~! olacak bigimde bir U € % vardir.
Boylece a € Ua C V olur. O halde %, ailesi a noktasinin bir komguluklar tabani olur.
G nin bir sol topolojik grup olmasi durumunda sol oOteleme doniigiimlerinin

homeomorfizma oldugu ve (ii) benzer bigimde goriilebilir. [J
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O halde asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

3.1.2. Sonug

Her yari-topolojik grup icin sag ve sol 6teleme doniisiimleri birer homeomorfizmadair.
3.1.3. Sonug

G bir sag(sol)topolojik grup olmak iizere, H kiimesi G nin bir altgrubu olsun. Eger
H altgrubu G nin bostan farkh bir agik altkiimesini icerirse H altgrubu G uzayinda
aciktir.

fspat

Uy # 0 kiimesi Uy C H olacak bi¢cimde G uzaymda bir acik olsun. G bir sag topolojik
grup oldugundan Onerme 3.1.1 den her sag 6teleme doniisiimii bir homeomorfizmadar.
O halde her z € H i¢in r,(Uy) = Upz de G uzaymda aciktir. Uy # () ve Uy C H
oldugundan H = J, ., Uoz oldugu agiktir. Oyleyse her z € H icin Uy acik oldugundan
H altgrubu G uzayinda agiktir. G nin bir sol topolojik grup olmasi durumunda ispat
benzerdir. [

3.1.4. Sonug

G ve H sol(sag) topolojik gruplar ve f: G — H bir homomorfizma olmak iizere, eger

f doniigiimii G nin birimi olan eg noktasinda siirekli ise her yerde siireklidir.
fspat

x # e olacak bicimde bir x € G alalim. y = f(z) € O ve O C H agik olsun. H bir sol
topolojik grup oldugundan A\, : H — H sol 6teleme déniisiimii bir homeomorfizmadir.
H nin birimi ey olsun. A\, (ey) € O ve A, siirekli oldugundan H uzaymnda ey € V olacak
bicimde 6yle bir V' ac¢ig1 vardir ki A, (V) € O dur. Bu durumda yV C O elde edilir. f
bir homomorfizma oldugundan f(eg) = ey dir. ey € V oldugundan f(eg) € V olur. f
doniisiimii e noktasinda siirekli oldugundan G uzayinda eq € U olacak bicimde 6yle
bir U acig1 vardir ki f(U) C V olur. Ote yandan G bir sol topolojik grup oldugundan
Az © G — G sol dteleme doniigiimii bir homeomorfizma olup A\, (U) = aU kiimesi G
uzayinda aciktir. e € U oldugundan x € zU olup zU = W denilirse W z in bir
acik komgulugudur ve f bir homomorfizma oldugundan f(W) = f(2U) = f(x)f(U) =
yf(U) olup yf(U) C yV C O olur. Boylece f(W) C O olup f doniigiimii siireklidir.
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Benzer sekilde sag 6teleme doniisiimii icin de goriilebilir. [

Simdi bir sonraki teoremde kullanilmak iizere agagidaki lemma verilecektir.
3.1.5. Lemma

X bir topolojik uzay olmak iizere & = {O, : A € I} ailesi X uzaymin bir agik ortiisii
olsun. Eger her \; # )\, i¢in Oy, N O,, = () ise her X € I i¢in O, kapahdir.

fspat

p € Iolsun. X = J,.; Ox ve A # p bigimindeki her A € I icin 0xNO,, = 0 oldugundan
Ou = (U)\e[\{u} O/\)C olup, O,L kapahdir. [J

3.1.6 Teorem
Bir sag(sol) topolojik grubun her agik altgrubu aym zamanda kapahdir.
fspat

G bir sag topolojik grup ve H kiimesi G nin bir acik altgrubu olsun. Onerme 3.1.1 den
her a € G icin r, : G — G sag 6teleme doniigiimii bir homeomorfizma olup H C G
agik oldugundan r,(H) = Ha aciktir. Aym1 zamanda H kiimesi G nin bir altgrubu
oldugundan G nin ayrik kosetlerinin & = {Ha : a € G} ailesi G uzayimn bir agik
ortiisiidiir. Lemma 3.1.5 den her a € G i¢in Ha kapah olup H = He oldugundan H
kapahdir. [

Simdi siklikla kullanilacak olan bir tamim verilecektir.
3.1.7. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere her =,y € X icin h, ,(x) = y olacak bicimde bir

hgy : X — X homeomorfizmasi varsa X uzayimna homojen uzay denir.
3.1.8. Sonug

Her sag(sol) topolojik grup bir homojen uzaydir. Dolayisiyla her yari-topolojik grup

bir homojen uzaydir.
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G bir sag topolojik grup olsun. G bir grup oldugundan z,y € G icin x7'y € G dir.
z = 2~y diyelim. Her sag 6teleme doniisiimii Onerme 3.1.1 den bir homeomorfizmadir.
r.(z) = zz = za7'y = y oldugundan aradigimz homeomorfizma h = r -1, dir. O
halde sag topolojik gruplar homojen uzaydir. Benzer bicimde sol topolojik gruplarin
da homojen uzay oldugu goriilebilir. Dolayisiyla yari-topolojik gruplar da bir homojen
uzaydir. [J

Simdi topolojik yarigruplarin birime sahip ve Abelyan olsa bile homojen bir uzay

olmamasiyla ilgili bir 6rnek verilecektir.
Ornek

I =0, 1] kapali aralik ve her x,y € I i¢in zy = maz{z, y} olsun. I kapali birim araligi R
den indirgenen aligilmis topoloji ve carpim islemiyle bir Abelyan topolojik yarigruptur.
Fakat I homojen bir uzay degildir. S6yleki; kabul edelimki ~(0) = 1/2 olacak bi¢imde
bir h : [0,1] — [0, 1] homeomorfizmasi var olsun. hlp\ oy : (0,1] — [0,1]\{1/2} olup
Rl ¢ (0,1] = [0,1/2)U(1/2,1] kisitlanmig doniisiimii de bir homeomorfizmadir. (0, 1]
araligr ayrik aciklarin birlegimi olarak yazilamadigindan baglantili bir uzaydir. Fakat
[0, 1]\{1/2} =[0,1/2)U(1/2,1] olup [0, 1]\{1/2} kiimesi ayrik agiklarin birlegimi olarak
yazilabildiginden [0, 1]\{1/2} kiimesi baglantisizdir. Bu durum A i homeomorfizma
olmasiyla celigir. O halde I homojen bir uzay degildir.

Oyleyse bir grubu sag topolojik grup yapmak icin Sonu¢ 3.1.8 den homojen uzaylar
kullanilabilir. Ciinkii homojen uzaylarin ana o6zelliklerinden biri onlarin her noktada
ayni davranigi gostermesidir. Dolayisiyla bir sag topolojik grubun birim elemaninin
davraniglar1 bilinirse bu topolojinin her noktadaki davranigi bilinir. O halde birim
elemanin komguluklar ailesi yardimiyla o6teleme doniigtimleri kullanilarak grup
iizerinde bir topoloji iiretilebilir. Tlerleyen kisimda bir prefiltre yardimiyla bir Abelyan
grubun bir yari-topolojik gruba ve quasi-topolojik gruba nasil doniigtiiriilebilecegi

goriilecektir. Bunun i¢in simdi ilk olarak prefiltre tanimi verilecektir
3.1.9. Tanim

X # 0 bir kiime olmak iizere, X in bogtan farkh altkiimelerinin bir ailesi & olsun.
Eger & ailesi

i) X € 2,
ii) & ailesinin her sonlu & altailesi icin B C (1, A olacak bicimde bir B €¢ &
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vardir,

kogullarim saghiyorsa & ailesine X iizerinde bir prefiltre denir.

3.1.10. Onerme

S bir monoid ve e eleman1 S monoidinin birim elemani olmak tizere; eger %, ailesi S
tizerinde e € [].%, olacak bicimde bir prefiltre ise her a € S i¢in %, = {Pa: P € %.}
ailesi de a € [ %, olacak bi¢gimde Sa {izerinde bir prefiltredir.

fspat

a € S olsun. Ik olarak .%, ailesinin Sa uzerlnde bir prefiltre oldugunu gorehm Fe S
tizerinde bir prefiltre oldugundan S € .7, dir. .%, ailesinin tanimindan, Sa € %, dir.
Simdi - F, S Fa olsun. Fa ailesinin tanimindan

Fy = Pa, F = Pa,--- , F, = P,a olacak bicimde Py, P, -+, P, € %, vardiwr. .%, bir
prefiltre oldugundan F, C ﬂ?zlPi olacak bicimde bir Py, € %, vardlr. O halde
Poa € N, Pa = N, F; olup Pya = Fy denilirse Fy, € %, ve Fy C (i, F; dir.
Dolayisiyla Tanim 3.1.9 kosullar1 saglanir. Boylece %, ailesi Sa iizerinde bir prefiltre
olur. §imdi de a € (%, yani a € [z F oldugunu gérelim. e € [].%, oldugundan
her P € %, i¢in e € P olup, ea = a € Pa dir. O halde a € (%, dir. O

Simdi Onerme 3.1.10 dan hareketle bir monoid iizerine prefiltre yardimiyla bir topoloji

kondurularak bu monoidin bir sag topolojik monoid oldugu goriilecektir

3.1.11. Sonug
S bir monoid, e elemani S nin birim elemani olmak iizere .#, ailesi S iizerinde e € () .Z,
olacak bicimde bir prefiltre ve .#, = {Pa: P € .%.} olsun.

T={U CS:VaeUign 3IF € 3% : FF C U} ailesi S iizerinde bir topoloji olur ve S

bu topoloji ile bir sag topolojik monoiddir.
fspat

Mk olarak 7 = {U C S : Va € Uigin IF € %, : F C U} ailesinin S iizerinde bir

topoloji oldugunu gorelim.

i) S,0 € 7 oldugunu gorelim. .%, bir prefiltre oldugundan S € %, dir. Her a € S i¢in
Sa € %, olup Sa C S dir. O halde 7 ailesinin tanimindan S € 7 dur. ) € 7 oldugu



28

aciktir.

ii) Uy, Uy € 7 igin Uy N Uy € 7 oldugunu gorelim. a € Uy NUy alalim. a € Uy ve Uy € T
oldugundan F; C U; olacak bicimde bir F; € %, ve a € Uy ve Uy € 7 oldugundan
Fy C U, olacak bigimde bir Fy € .%, vardir. .%, bir prefiltre oldugundan F' C F; N Fy
olacak bicimde bir F C %, vardir. Oyleyse F C FyNF, CU; N U, olup F C Uy NU,

dir. O halde 7 ailesinin tanimindan U; N Uy € 7 dur.

iii) Her @ € I i¢in U; € 7 olmak iizere |J;.; U; € 7 oldugunu gorelim. a € (J,.; U;
alalim. Bu durumda a € U,, olacak bigimde bir i € [ vardir. U;, € 7 oldugundan
F C U, olacak bi¢imde bir F' € %, vardir. O halde F C U;, C Uie[ U; olup 7 ailesinin

tanmmmindan | J,_; U; € 7 olur.

iel
O halde 7 ailesi S monoidi iizerinde bir topolojidir.

Simdi S monoidinin, iizerindeki bu 7 topolojisyle, bir sag topolojik monoid oldugunu
yani her a € Si¢in r, : S — S sag 6teleme doniiglimiiniin siirekli oldugu gorelim. V' € 7
olmak fizere V # () olsun. b € r; (V) alalm. Oyleyse r,(b) € V olup ba € V dir. V € 7
oldugundan F' C V olacak bi¢imde bir F' € .%,, ve F' = Pba olacak bi¢imde bir P € .7,
vardir. F' C V oldugundan Pba C V olur. Bu durumda r,(Pb) C V olup Pb C r; (V)
elde edilir. Pb € .%, oldugundan 7 ailesinin tanimindan 7, (V) € 7 olur. O halde r,
sag Oteleme doniisiimii stireklidir. Boylece S monoidi, iizerindeki 7 topolojisiyle, bir sag

topolojik monoiddir. [J

Simdi %, ailesinin iizerinde tamimlanacak bir kogulla %, ailesinin elemanlarinin,

iizerinde tanimlanan topolojiye ait oldugu, yani agik kiime oldugu goriilecektir.
3.1.12. Onerme

S bir monoid ve %, ailesi S tizerinde (¢):" Her U € Z#, ve x € U i¢in Vo C U olacak
bigimde bir V' € %, vardir", kogulunu saglayan ve e € [)].%. olacak bicimde bir

prefiltre olmak iizere, S iizerinde Sonug 3.1.11 de tanimlanan 7 topolojisi var olsun.

Agagidaki ifadeler saglanir.

i) Her U € .Z, ve her a € S igin Ua € 7 dur.
ii) a € S i¢in #, = {Ua : U € %} ailesi a noktast i¢in bir komsuluklar tabanidir.

iii) S tizerindeki her sag 6teleme doniiglimii bir agik doniigtimdiir.
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i) U € Z, ve a € S olmak iizere + € Ua alahm. Oyleyse © = ua olacak bicimde bir
uw € U vardir. (t) sartindan Vu C U olacak bigimde bir V' € .Z, vardir. Bu durumda
Vua C Ua olup = ua oldugundan Vx C Ua olur. Vx € %, oldugundan 7 ailesinin

tanimindan Ua € 7 dur.

ii) a € S olmak iizere a € T ve T' € 7 olsun. T' € 7 oldugundan 7 ailesinin tanimindan
F C T olacak bicimde bir F' € .%, ve F' = Pa olacak bi¢imde bir P € %, vardir. i) den
F, C 1 dur. Dolayisiyla Pa C T olup .%, ailesi a noktasinin bir komguluklar tabanidir.

iii)Her a € S i¢in r, : S — S sag Gteleme doniigiimiiniin bir agik doéniigiim oldugunu
gorelim. a € S olsun ve her T' € 7 i¢in 7,(T) = Ta € 7 oldugunu gorelim. 7' € 7
ve z € Ta olsun. Oyleyse x = ta olacak bicimde bir ¢t € T vardir. t € T ve T acik
oldugundan P C T olacak bi¢cimde bir P € %, ve P = F't olacak bi¢cimde bir F € .Z,
vardir. Bu durumda Fx € %, olup Pa = Fta = Fxz dir. Diger yandan P C T
oldugundan Pa C Ta olur. Dolayisiyla Fx C Ta dir. O halde 7 ailesinin tanimindan
Ta € T olup r, acik bir doniigiimdiir. [

3.1.13. Lemma

S monoidi, herhangi bir & topolojisiyle bir sag topolojik monoid ve .7, ailesi e

noktasinin komsuluklar tabani ise Onerme 3.1.12 de tanimlanan (¢) kosulu saglanir.
fspat

S € %, kabul etmek genelligi bozmaz. Bu nedenle %, bir prefiltredir. U € %, ve x € U
olsun. 2 = ex = r,(e) oldugundan r.(e) € U dur. Ilaveten S bir sag topolojik monoid
oldugundan r, sag Steleme doniigiimii siireklidir. Oyleyse (W) C U olacak bicimde S
uzaymda e nin ac¢ik bir W komsgulugu vardir. .%, ailesi e noktasinin komguluklar tabani
oldugundan V' C W olacak bigimde bir V € %, vardir. V' C W oldugundan Vo C Wz
olup r,(V) C r,(W) C U olur. Dolayisyla Vo C U dur. O

3.1.14. Sonug

S herhangi bir & topolojisiyle bir sag topolojik monoid ve %, ailesi e nin bir
komsuluklar tabani ise S {izerindeki, Sonu¢ 3.1.11 de tanimlanan, 7 topolojisi &' dan

daha incedir.
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fspat

O nun bosg olmayan herhangi bir O elemanini alalim. x € O olsun. S bir sag topolojik
monoid ve x = ex = r,(e) € O oldugundan e nin r,(U) C O olacak bi¢imde bir U agik
komgulugu vardir. Ilaveten .%, ailesi e noktasmm bir komsuluklar tabani oldugundan
F C U olacak bigimde bir F' € %, vardir. Dolayisiyla r,.(F) = r,(U) C O olup Fx C O
dur. Bu durumda 7 ailesinin tanimindan O € 7 olur. O halde & C 7 olup 7 ailesi &

ailesinden daha incedir. (J

Simdi %, iizerinde baz kisitlamalarla bir Abelyan gruptan quasi-topolojik grup ve

paratopolojik grup elde edilecektir.
3.1.15 Teorem

G bir Abelyan grup ve G nin birimi e olmak iizere %, ailesi e € () .%, olacak bicimde
G iizerinde bir prefiltre ve %, ailesinin her elemam simetrik olsun. Bu durumda G
Abelyan grubu .#, prefiltresi tarafindan iiretilen Sonug¢ 3.1.11 deki 7 topolojiyle bir
quasi-topolojik gruptur.

fspat

Her grup bir monoid oldugundan Sonug 3.1.11 den her a € G igin r, : G — G sag
Oteleme doniigiimii siireklidir. Dolayisiyla G bir sag topolojik gruptur. Diger yandan
G bir Abelyan grup oldugundan her sol 6teleme doniisiimii bir sag dteleme doniisiimii
olup her A, sol 6teleme doniigiimii de siireklidir. Dolayisiyla G bir sol topolojik gruptur.
Boylece GG bir yari-topolojik yarigruptur. Simdi G nin her elemanini tersine egleyen
f(z) = z7! bigiminde tamimh f : G — G doniigiimiiniin siirekli oldugunu gorelim.
U C G agik olmak iizere f(r) = 7' € U olsun. U € 7 oldugundan D C U olacak
bicimde bir D € %,-1 ve D = Pxz~! olacak bicimde bir P € %, vardir. .%, ailesinin
her elemam simetrik oldugundan P = P~! dir. Dolyisiyla D = Pz~ ! = P~z ! olup G
bir Abelyan grup oldugundan P~ 'z~! = z71P~! = (Pz)~! dir. O halde D = (Pz)™!
olup D! = Pz dir. D C U oldugundan D! C U~ elde edilir. D! = Px, Pz € Z,,
D=t C U~! oldugundan U~! € 7 dur. Dolayisiyla f doniisiimii siireklidir. O halde G
bir quasi-topolojik gruptur. [

3.1.16 Teorem

G bir Abelyan grup ve G nin birimi e olmak iizere .Z, ailesi e € (] %, olacak bi¢imde

G iizerinde bir prefiltre olsun. ilaveten hem Onerme 3.1.12 deki (¢) kogulu saglansin
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hem de her U € .%, icin V2 C U olacak bicimde bir V € .%, var olsun. Bu durumda
G Abelyan grubu %, prefiltresi tarafindan iiretilen Sonug 3.1.11 deki 7 topolojiyle bir
paratopolojik gruptur.

fspat

G Abelyan grubunun iizerindeki 7 topolojisiyle bir paratopolojik grup oldugunu gérmek
icin h((z,y)) = xy bigiminde tanimli A : G x G — G déniiglimiiniin siirekli oldugu
goriilmelidir. G nin herhangi iki z,y elemanlarimi alahm. zy = z olsun. G uzayinda
h((x,y)) = z € O olacak bi¢imde bir O agigimi alahm. z € O ve O agk oldugundan
F C O olacak bi¢imde bir F' € %, ve F' = Uz olacak bigimde bir U € %, vardir.
U € Z, oldugundan hipotezden V? = V'V C U olacak bicimde bir V € %, vardir.
Teorem 3.1.15 den her a € G igin G Abelyan grubu iizerindeki her r, sag Gteleme
doniisiimii siireklidir ve (¢) sart1 saglandigindan Onerme 3.1.12 den bu déniigiim acik
bir déniisiimdiir. Dolayisyla z,y € G ve V acig icin r,(V) = Vz ve 1, (V) = Vy olup
Va, Vy kiimeleri G uzayinda x € Vx ve y € Vy olacak bicimde birer aciktir. O halde
h((Vx,Vy)) = VaVy olup G Abelyan oldugundan VaVy = VVaxy dir. V2 =VV CU
oldugundan VaVe = VVzy =VVz C Uz C O olur. VaxVy = W denilirse h(W) C O
olup h doniigiimii siireklidir. Boylece G bir paratopolojik gruptur. [

Simdi bir topolojik grubun birim elemaninin acik komguluklar tabaninin sahip oldugu

baz1 ozelliklerle ilgili, siklikla kullanilacak, bir teorem verilecek.
3.1.17 Teorem

G bir topolojik grup ve G nin birimi e olsun. % e nin agik komguluklar tabani ise

agagidakiler saglanir.

i) Her U € % igin V2 C U olacak bigimde bir V € % vardur.

ii)Her U € % i¢in V~! C U olacak bi¢imde bir V € % vardir.

iii) Her U € % ve her x € U igin Vo C U olacak bigimde bir V' € % vardur.
iv) Her U € % ve her z € G i¢in 2Vx~! C U olacak bi¢imde bir V € % vardr.
v) Her U,V € % i¢in W C U NV olacak bigimde bir W € % vardur.

vi) {e} =N%

fspat

G bir topolojik grup oldugundan h((x,y)) = xy biciminde tanimh A : G x G — G ve
f(x) = 27! bigiminde tamimh f : G — G doniigiimleri siireklidir.



32

i) U € % olsun. e = ee € U oldugundan e = h((e,e)) € U olur. h doniigiimii siirekli
oldugundan G' x G uzaymda h(W) C U olacak bicimde (e, e) noktasinin bir W agik
komsgulugu vardir. Bu durumda 7' x H C W olacak bi¢imde bir T' € % ve H € %
vardir. Dolaywsiyla h(T x H) = TH C h(W) elde edilic. TN H =V denilirse V € %
ve VV CTH C h(W) C U olup V2 C U elde edilir.

i) U € % olsun. e = ¢! = f(e) € U ve f siirekli oldugundan f(V) C U olacak
bigimde bir V' € % aqg1 vardir. O halde f(V) = V=1 C U elde edilir.

iii) G bir topolojik grup oldugundan her z € G igin r, sag 6teleme doniigiimii stireklidir.
Ue€ U vexeUolsun. r,(e) = ex = z ve x € U oldugundan r,(e) € U olur. r, sag
Oteleme dontiglimii siirekli oldugundan r, (V) C U olacak bigimde bir V € % vardir O
halde r,(V) = Va C U elde edilir.

iv) G bir topolojik grup oldugundan her a € G icin A, sol ve r,-1 sag Oteleme
doniigiimleri siireklidir. ¢ = r,-1 o A, olsun. ¢ bileske doniigiimii de siirekli olur.
U € % olsun. g(e) = (r,-1 0 \y)(€) = 74-1(ea) = a 'ea = e oldugundan g(e) € U dur.
g siirekli oldugundan g(V) C U olacak bicimde bir V € % agg vardir. Oyleyse
g(V) = (r4-10 X)) (V) =r4-1(aV) = aVa! olur. O halde aVa~! C U elde edilir.

v) U,V € % olsun. e € UNV ve UNV agktir. % ailesi e nin bir a¢ik komguluklar
tabani oldugundan e € W C U NV olacak bigimde bir W € % vardir.

vi) % e nin agik komguluklar tabani ve G bir T} -uzay oldugundan {e} = (% dur. O
3.1.18 Teorem

G bir grup, % ailesi G nin altkiimelerinin bir ailesi olmak tizere Teorem 3.1.17 deki alt1

kosulu saglasin ve By = {Ua :a € G,U € %} olsun. Oyleyse asagidakiler saglanir.

Hr={WCG | Ve e W icin U € % : Ux C W} ailesi G iizerinde bir
topolojidir.

ii) Her z € G ve her U € % igin Uz € T

iii) By ailesi 7 ailesi i¢in bir tabandur.

iv) Her b € G ve her V € % i¢in bV € 7 dur.

v) Her x € G ve her T' € 7 i¢in 2T € 7 dur.

vi) G, iizerindeki 7 topolojisiyle bir topolojik gruptur.

vii) 7 topolojisi Ti-uzaydir.
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fspat

i) U € % olmak iizere her z € G igin Uz C G oldugundan G € 7 dur. ) € 7 oldugu
agikardir.

Simdi Wy, Wy € 7 icin Wi N Wy € 7 oldugunu gérelim. « € Wy N W, alalim. Oyleyse
x € Wi ve Wi € 7 oldugundan Uz C W; olacak bicimde bir U; € % ve © € Wy ve
W, € 7 oldugundan Usz C W, olacak bicimde bir Uy € % vardir. Tlaveten Uy, Uy C %
oldugundan Teorem 3.1.17 v) kosulundan U C U; N U, olacak bi¢imde bir U € %
vardir. Bu durumda Ux C Uz N Usx € Wi N Wy oldugundan Wy, N W, € 7 dur.
Simdi her 7 € I i¢in W; € 7 olsun. {J,,
alahm. Oyleyse x € W, olacak bicimde bir iy € I vardir ve W;, € 7 oldugundan
Uz C W, olacak bi¢imde bir U € % vardir. O halde Uz C W;, C Uie] W; oldugundan
Ui, Wi € 7 dur.

Boylece 7 ailesi GG iizerinde bir topolojidir.

W; € 7 oldugunu gérelim. = € (J,., Wi

ii)x € G,U € % vey € Uz olsun. G bir grup oldugundan yx~! € U dur. Teorem 3.1.17
iii) kogulundan Vyz~' C U olacak bigimde bir V € % vardir. Dolayisiyla Vy C Uz

olup 7 ailesinin tanimindan Ux € 7 elde edilir.

iii) B € Ay olsun. O halde B = Ua olacak bigimde bir U € % ve bir a € G vardur. ii)
den Ua € 7 olup Ay C 7 elde edilir.

Simdi x € G ve x € W olacak bicimde bir W € 7 alalim. 7 ailesinin tanimindan
Ux C W olacak bigimde bir U € % vardir. Ur = B denilirse B € %, oldugu
agikardir. O halde %y ailesi 7 i¢in bir tabandir.

iv)be GveV € % olsun. y € bV alahm. b~'y € V olup Teorem 3.1.17 iii) den
Wb~ly C V olacak bigimde bir W € % vardir. Bu durumda Teorem 3.1.17 iv) den
b='Ub C W olacak bicimde bir U € % var olup b='Ubb~'y C Wb~'y C V dir. O halde
Uy C bV olup bV € 7 dur.

v)rx € GveT € 7olsun. y € 2T alahm. 27 'y € T olup T € 7 oldugundan Uz~ 'y C T
olacak bi¢imde bir U € % vardir. Teorem 3.1.17 iv) den x ='Wz C U olacak bigimde
bir W € % vardir. Dolaysiyla 2 'Waa~ly C Uz~ 'y olup 27 'Wy C T dir. O halde

Wy C 2T olup 7 ailesinin tanimindan 27" € 7 dur.

vi) Ilk olarak h((z,y)) = xy bi¢iminde tanimh h : G x G — G doniigiimiiniin siirekli
oldugunu gorelim. h((z,y)) = zy € W ve W C G acik olsun. zy € W ve W € 7
oldugundan 3.1.17 iii) den Vazy C W olacak bicimde bir V € % vardir. Ilaveten
Teorem 3.1.17 i) den H? C V olacak bigimde bir H € % ve (v) den Tz~! C H olacak
bigimde bir T € % vardir. Dolaywsiyla H(zTz~') C H?> C V olup H(zTz ')z C Vz
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dir. O halde HzT C Vz olur. Dolaysiyla HaTy C Vaoy C W elde edilir. Ote yandan
ii) den Hx, Hy € 7 dur. O halde h(Hz x Ty) C W olup h doniigiimii siireklidir.
Simdi de f(z) = z~! bigiminde tammli f : G — G doniigiimiiniin siirekli oldugunu
gorelim. Her a € G ve her U € % igin ii) den Ua € 7 dur. f~'(Ua) = a~'U~! dur.
Eger U™' € 7 ise v) den a 'U~! € 7 olup G uzayinda a 'U~" aciktir. Oyleyse simdi
U~! € 7 oldugunu gérelim. z € U~! alimirsa 27! € U dur. Teorem 3.1.17 de (iii) den
Va~! C U olacak bigimde bir V' € % ve Teorem 3.1.17 ii) den W~ C V olacak
bicimde bir W € % vardir. Dolayisiyla W—lz=! C Va=! C U olup Wtaz=! C U elde
edilir. Oyleyse (W~l2=1)=t C U~! olup W C U~! dir. iv) den #W € 7 ve 7 ailesinin
tammmindan Tx C W olacak bicimde T' € % vardir. To C W C U~ olup 7 ailesinin
tanimindan U~ aciktir. Oyleyse f déniisiimii siirekli olur. O halde (G, 7) bir topolojik
gruptur.

vii) Teorem 3.1.17 de (vi) den ve G homojen bir uzay oldugundan kolaylikla goriilebilir.
O

3.1.19 Teorem

Her G topolojik grubu igin, birim elemanin simetrik acik komguluklardan olugan bir

komsuluklar tabani vardir.
fspat

Y ={VCG | 3UCGagkvee U :V =UNU'} ailesi e birim elemaninin

simetrik komguluklardan olusan bir komsuluklar tabanidir. [
3.1.20 Teorem

Her topolojik grup regiiler uzaydair.

fspat

G bir topolojik grup olsun. Her x € G ve z € U olacak bigimdeki her U agik
komsulugu icin z in z € V C V C U olacak bicimde bir V acik komsulugunun var
oldugunu gérmeliyiz. Topolojik gruplar homojen uzay olduklarindan z = e igin
gormemiz yeterlidir. Oyleyse U C G acik olmak iizere e € U olsun. e = ee € U ve G
iizerinde tanimli iglem siirekli oldugundan e nin WT C U olacak bicimde W ve T acik
komsuluklar vardir. WNT NW='NT~! =V denilirse V e nin V C U olacak bicimde
simetrik bir acik komsulugu olup V2 C U olur. Simdi V C U oldugunu gérelim. z € V
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olsun. e € V oldugundan = € Vaz dir. V acik ve r, sag Gteleme doniigiimii agik
oldugundan Vz C G aciktir. Oyleyse V N Va # () olmak zorundadir. z € V N Ve
alallm. z € V ve z = wx olacak bicimde bir v € V vardir. Bu durumda
r=v'2€ VW =VV CUolup z € U dur. O halde V C U dur ve béoylece
e€V CV CUolur. O

Nispeten yeni bir sonu¢ sayilabilecek olan asagidaki teoremin ispati bu tezin konusu

disinda farkli yontemler icerdigi icin, ispatsiz olarak verilecektir.
3.1.21 Teorem

Her regiiler paratopolojik grup tamamen regiilerdir [11].
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4. TOPOLOJIK GRUPLARIN BAZI TOPOLOJIK
OZELLIKLERI

Bu béliimde topolojik gruplarin, sag(sol) topolojik gruplarin, yari-topolojik gruplarin,
quasi-topolojik gruplarin bazi topolojik o6zellikleri incelenecek olup cebirsel bazi
ozellikleri ele alinacaktir. Aksi belirtilmedik¢e bu boliimdekilerin tamami |[7] de

bulunabilir.
4.1. Topolojik Gruplarm Baz1 Topolojik Ozellikleri
4.1.1. Onerme

G bir sol (sag) topolojik grup, U kiimesi G nin agik bir altkiimesi ve A kiimesi de G
nin herhangi bir altkiimesi olsun. Bu durumda AU(UA) kiimeleri G de agiktar.

fspat

G bir sol topolojik grup olsun. Her sol oOteleme doniigiimii bir homeomorfizma
oldugundan her a € G ve U C G aqg icin aU = A\, (U) agiktir. Aym1 zamanda
AU = U,es Aa(U) olup AU kiimesi G de agiktir. G bir sag topolojik grup iken benzer
bicimde U A kiimesinin G de acik oldugu goriilebilir. [

4.1.2. Sonug

G bir yari-topolojik grup ise G nin her U a¢ig1 ve G nin herhangi bir A altkiimesi i¢in
AU ve UA kiimeleri G de agiktir.

Simdi bir 6rnekle topolojik yarigruplarda bu durumun Onerme 4.1.1 ve Sonug 4.1.2 den

farkli oldugu goriilecektir. Bunun igin oncelikle Vietoris topolojinin tanimi verilecektir.
4.1.3. Tanim

X bir topolojik uzay, Fap(X) = {K C X| K # 0 kapah}l,n € Zt ve 1 <i < n

bicimindeki her ¢ i¢in V;, U kiimeleri X in bogtan farkl agik altkiimeleri olmak iizere;

<U Vi, Voo,V >={F € Exp(X): F CU ve heriigin FNV; # 0}
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olsun. Fxp(X) lizerinde
B={<UV,Va, - [V, >neNUCX agk, Vj,Vs,--- |V, C Xagik}

ailesini taban kabul eden topoloji Vietoris topoloji olarak adlandirilir. Bu topoloji i¢in

A ailesi agagidaki gibi de tanimlanabilir. U C X ve V C X agiklar olmak iizere
[U,V]={F € Exp(X): F CUve FNV # 0}

denilirse

(U Vi =< U, Vi, Vo, -+, V,, > oldugu kolaylikla goriilebillir.

i=1

Boylece

%’:{ﬂ[(],VJ:nEN,UgXaglkveheriiqinV;gXaglk}

i=1

ailesi Fxp(X) tlizerinde Vietoris topoloji olarak adlandirilan topolojiyi {iretir. Yani %

ailesi Onerme 2.1.11 de ki By, B, sartlarini saglar. Soyleki;

(B1) Exp(X) = |JZ oldugunu goérelim. Bunun i¢in F' € Ezp(X) alahm. Exp(X)
tanim geregi F' # () ve ' C X dir. F € [X, X] olup [X, X]| € £ oldugundan F € |J A
olur. Boylece Fxp(X) C |JZ saglanir. | JZ C Exp(X) oldugu agiktir. Bu durumda

istenen egsitlik saglanir.

(B2) Aj, Ay € A olmak iizere F©' € A; N Ay olsun. A; € % oldugundan
Ay = Ni,[U4, V] olacak bicimde bir n € N ve X uzaymda Uy, Vi, Vs, - -+, V, agklan
vardir. Ay € A oldugundan A, = (-,[Us, W] olacak bi¢imde bir m € N ve X
uzayinda Uy, Wy, W, -+ | W, aciklar1 vardir.

Vi

1 n
Wi 5 n

i <
U:UlﬂUg ve E: .
1<i<n+m

<
+
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olmak tizere

n m n+m

AN A, = (o vihn((u.wi) = ([0, T]

=1 i=1 i=1

olup A; N Ay € A dir. O halde A ailesi B sartini saglar ve boylece Exp(X) lizerinde
bir topoloji iiretir.

4.1.4. Teorem
X bir Ti-uzay ise iizerindeki Vietoris topoloji ile Exp(X) uzayi da T -uzaydir.
fspat

F,K € Exp(X) olmak iizere F' # K olsun. Fxp(X) tammindan F # () ve K # () dir.
F # K oldugundan ya F\K ya da K\F # () dir.

1. Durum: F\K # () ise; bu durumda bir x € F\K vardir. z ¢ K oldugundan
K C {z}ve KN{z}c = K # 0 dir. X T} -uzay oldugundan {z}¢ C X acik olup
{z}¢,{z}] C FEzp(X) acgktir ve . K € [{z}°{z}] dir. x € F oldugundan
F ¢ [{z}¢,{z}¢] dir. Ote yandan F € [X, K¢| ve K ¢ [X, K] dir.

2. Durum: K\F # 0 ise; bu durumda bir y € K\F vardir. F € [{y} {y}] olup
K ¢ {y}e,{y}] dir ve K € [X,F°| olup F ¢ [X, F¢] dir. O halde Exzp(X) uzay1 T}
-uzaydir. [J

Ornek

Exp(R) kiimesi iizerinde Tyieoris Vietoris topoloji varken kiimelerin birlegme iglemi ile

Exp(R) bir topolojik yarigruptur.

Exp(R) kiimesinin birlesme iglemi altinda bir yarigrup oldugu agiktir. Simdi Fzp(R)

nin bir topolojik yarigrup oldugunu gorelim.

h: ExpR) x Exzp(R) — FEzp(R)

(K, M) — h(K,M))=KUM
doniigiimiiniin - siirekli oldugunu gorelim. Fzp(R) nin herhangi iki K ve M
elemanlarim ve Fxp(R) uzaymda h(K, M) € T olacak bigimde bir 7" agigini alahm.
Tanmm 4.1.3 deki # ailesi taban oldugundan h(K,M) € (_,[U,Vi] € T olacak
bicimde bir B = ()_,[U,Vi] € £ vardir. Bu durumda K UM € ()_,[U,V;] olup
K C U, M C U ve her 1 < ¢ < igin (KUM)NYV, # @ olur.
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I={ie{l,2,--- n} :MNV; #0}ve J={i € {1,2,--- ,n} : KNV, # 0} denilirse
TuJ={1,2,--- ,n} olup agagidaki ii¢ durum olusgur.

1. Durum: I # 0 ve J = 0 ise; bu durumda (K, M) € [U,R] x N._,[U,Vi] olup
h([U,R] x N, [U, Vi]) € N, [U, Vi] oldugu kolaylikla goriilebilir.

2. Durum: I = 0 ve J # 0 ise; bu durumda (K,M) € (_,[U, V] x [U,R] olup
h(Ni, (U, Vi] x [U,R]) € N, [U, Vi] oldugu kolayhkla goriilebilir.

3. Durum: I # () ve J # 0 ise; bu durumda M € (N, [U,Vi], K € ", [U, Vi] olup
(K, M) € Mgy [UVI] x Mg, U, Vi igin (N, [U V] x NigflU VD) € ML (U Vi
oldugunu gérelim. C' € h((,c,[U, Vi] x N;;[U, Vi]) alahm. C' = h(S) olacak bicimde
bir S € ;e (U, Vi] x ;e/[U, V3] ve S = 51 x S, olacak bicimde bir Sy € (., [U, Vil,
Sy € (;es[U, Vi] vardir. Béylece h(S) = h(S1 x S3) = 51U S, olur. Sy € (,,[U, Vi
oldugundan Sy C U ve her i € J i¢in S; NV, # () olur. Aym zamanda S, € (,,[U, Vi]
oldugundan Sy C U ve her i € I i¢in Sy N'V; # () olur. Boylece S; U Sy, C U ve her
i€ TUJigin (S1US2)NV; # 0 elde edilir. Dolaysiyla S; U S, € (1, [U, Vi] dir.

O halde h doniigiimii siirekli olup Exp(R) bir topolojik yarigruptur.

F = {0} € R kapah kiimesi, U = (1,00) aqg ve W = {K € Ezp(R) : K C U}
kiimesini alahm. W = [U,R] oldugundan W kiimesi Fxp(R) de agiktir. Fakat FIV
kiimesi Exp(R) de acik degildir.

Boylece 4.1.1 ve 4.1.2 ifadelerinin topolojik yarigruplar icin gecerli olmadig goriiliir.
4.1.5. Onerme

G bir sol topolojik grup olmak iizere, her x € G i¢in f(x) = z~! bigiminde tanimh
f G — G doniigiimii siirekli ise her A C G ve e birim elemaninin her U a¢ik komsulugu
icin A C AU olur.

fspat

U C G agik olmak iizere e € U ve A C G olsun. f(e) = ¢! = e € U ve f siirekli
oldugundan f(V) = V~! C U olacak bigimde e noktasinin bir V agk komsulugu
vardir. Simdi # € A alahm. e € V oldugundan z € zV dir. G bir sol topolojik grup
oldugundan her sol Steleme déniigiimii bir homeomorfizma olup zV aciktir. z € A
oldugundan AN zV # () olur. a € ANV alnirsa a = zb olacak bigimde bir b € V
vardir. Oyleyse = ab~' € AV~! C AU olur. Béylece A C AU elde edilir. O
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Simdi bir sonraki teoremde kullanilacak ispati rutin olan bir énerme verilecektir.
4.1.6. Onerme

G bir grup olsun. A, B,C C G olmak iizere ABNC =0 < ANCB™! = ( dir.
4.1.7 Teorem

G bir sol topolojik grup olmak iizere her z € G igin f(z) = z~! bigiminde tammh
f G — G doniigiimii siirekli ve %, ailesi e noktasinin bir komguluklar tabani ise her
A C G igin

A=(WAU:U € 8.} dir.
fspat

A C G olsun. Onerme 4.1.5 den her U € %, icin A C AU oldugundan

ACN{AU : U € B.} saglanir. Simdi {AU : U € 4.} C A oldugunu gorelim. = ¢ A
olsun. Bu durumda TN A = () olacak bi¢imde z noktasimn bir T" acik komsulugu vardir.
x € T oldugundan e € 27T dir ve 27T aciktir. %, ailesi e noktasinin bir komsuluklar
tabani oldugundan W C 2T olacak bicimde bir W € %, vardir. f doniisiimii siirekli
oldugundan U; ' C W olacak bicimde bir Uy € %, vardir. O halde 2U; ' C 2W olup
W C 27T oldugundan ngl C a2W C T olur. TN A = () oldugundan ngl NA=10
olur. Onerme 4.1.6 den {z} N AUy = 0 elde edilir. Béylece x ¢ AU, olup AU, C A olur.
Oyleyse {AU| U € %B.} C AUy C Aolup A= N{AU : U € 4.} esitligi saglanir. O

4.1.8. Onerme

G bir yari-topolojik grup olmak iizere, e birim elemaninin her U acik komsgulugu icin
V1 C U olacak bi¢imde e nin bir V' ag¢ik komsulugu varsa her x € G igin f(x) = 27!
biciminde tanimh f : G — G doniigiimii siireklidir ve boylece G bir quasi-topolojik

gruptur.
fspat

r € @ olmak iizere f(z) = 27! € W ve W C G agk olsun. O halde
Ao—1(e) = 271 € W dir. W agik ve \,—1 doniigiimii siirekli oldugundan \,-1(U) C W
olacak bi¢imde e birim elemanimin bir U acik komsulugu vardir ve 27U C W olur. O
halde hipotezden V! C U olacak bicimde e nin bir V acik komsulugu vardir ve
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271Vt C 27U olur. G yan-topolojik grup oldugundan Sonug 3.1.2 den her sag
Oteleme  doniigiimii  bir  homeomorfizma olup Va  kiimesi aciktir ve
f(Vz) = (Vo)™ =27V~ C 27U C W dir. Boylece f doniigiimii siireklidir. G bir
yari-topolojik grup ve f siirekli oldugundan G bir quasi-topolojik gruptur. [J

4.1.9. Onerme

G bir yari-topolojik grup olmak iizere her A C G kapali ve her z € G\ A i¢in x ¢ AV
olacak bicimde e birim elemaninin bir V acik komsulugu varsa her x € G igin
f(z) = x~! bigiminde tammh f : G — G doniigiimii siireklidir ve boylece G bir
quasi-topolojik gruptur.

fspat

Onerme 4.1.8 den e nin her U acik komsulugu icin, e nin, V~! C U olacak bicimde
bir V' agik komgulugunun var oldugunu gérmek yeterlidir. U e nin herhangi bir agik
komsgulugu olsun. A = G\U diyelim. Bu durumda e ¢ A olup e € G\ A dir. Hipotezden
e ¢ AV olacak bicimde e nin bir V agik komsulugu vardir. Oyleyse AV N {e} = 0 olup
Onerme 4.1.5 den AN {e}V~! = () olur. Bdylece ANV~! = ) olup V! C G\A dir.
G\A = U oldugundan V! C U elde edilir. O

4.1.10. Onerme

G bir sol topolojik grup olmak iizere her x € G i¢in f(z) = 2! bi¢iminde tanimh
f G — G doniiglimii siirekli ise G bir yari-topolojik gruptur. Dolayisiyla G bir quasi-
topolojik gruptur.

fspat
Her a € G icin r, = f o A\y-1 o f oldugundan ispat aciktir. [
4.1.11. Lemma

G bir yari-topolojik yarigrup olmak iizere, H kiimesi G nin bir alt yarigrubu ise x € H
ve y € H icin xy € H dir.



fspat

H kiimesi G nin bir alt yarigrubu olsun. « € H ve y € H alahm. zy € zH

oldugundan \,(y) € A, (H) dir. A\, doniigimii stirekli oldugundan A\, (H) C A\, (H)
olup zy € xH = H olur. O halde x € H ve y € H icin xy € H dir. O

4.1.12. Onerme

G bir yari-topolojik yarigrup olmak iizere, H kiimesi G nin bir alt yarigrubu ise H

kiimesi de GG nin bir alt yarigrubudur.
fspat

H kiimesi G nin bir alt yarigrubu olsun. H 1n bir alt yarigrup oldugunu gérmek icin
her z,y € H icin zy € H oldugunu gérmek yeterlidir. z,y € H olsun. G uzaymnda
xy € W olacak bicimde bir W agig1 alahm. xy = r,(x) € W ve r, siirekli oldugundan
r,(V) € W olacak bi¢imde x noktasinin bir V' ac¢itk komsgulugu vardir ve Vy C W dir.
v € H,z €V veV acgk oldugundan H NV # () dir. z € H NV alalm. Bu durumda
2y € Vy C W olur. 2 € H ve y € H oldugundan Lemma 4.1.11 den zy € H dr.
2y € H, zy € W ve W acik oldugundan W N H # 0 dir. Béylece 2y € H olup H bir
alt yarigruptur. UJ

Simdi Onerme 4.1.12 nin sag topolojik yarigruplar icin gecerli olmadigini bir 6rnekle

gorelim.
Ornek

Z = aN = NU {a} dogal sayilarin ayrik uzaymin tek nokta kompaktlagtirmasi olsun.
S,(Z,7Z) = ZZ sag topolojik yarigruptur. Z kompakt oldugundan ZZ de kompakttir.
B ={f:f€S(Z Z) bire-bir} kiimesini alahm. B = C' diyelim. B kiimesi ZZ nin bir
alt yarigrubudur, fakat C alt yarigrubu degildir. S6yleki; her £ € N i¢in

r+k ; €N
fu(@) = {
« ;o r=a
biciminde tanimh f; : Z — Z doniigiimiinii alalim.
g(x) = « bi¢iminde tamimh ¢g : Z — Z doniigtimiinii sabitleyelim. Her & € N ic¢in
(fe)ken € B olup her z € Z icin (fi(x)) dizisi g(x) e yakinsaktir. Bu durumda (fx)
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fonksiyon dizisi g ye yakinsar. g € {fi : k € N} C B = C dir, fakat g ¢ B dir. Simdi

h(x):{x+1 ; xeN

1 T rT=a

biciminde tanimh A € ZZ déniisiimiinii tanimlayalim. h bire-bir oldugundan h € B C C
dir. g,h € B = C dir, fakat ho g ¢ B dir. Ciinkii # € Z icin (h o g)(z) = h(g(z)) =
h(a) = 1dir. V.= {f € ZZ% : f(1) = 1 ve f(3) = 1} acik olup ho g € V dir. Eger
hog € B olsaydi BNV # 0 olurdu ki bu da B nin bire-bir olmasi ile celisirdi.

4.1.13. Onerme

G bir grup olmak iizere (G, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her z € G igin f(z) = 27!

bi¢iminde tanimh f : G — G doniisiimii siirekli ise G nin simetrik her A altkiimesi i¢in

A kiimesi de simetriktir.
fspat

A C G simetrik olsun. O halde A = A~! olup f(A) = f(A-1) dir. Aym zamanda
fof=Tolup f = f~!oldugundan f bir homeomorfizmadir. O halde f(A~1) = f(A~1)
dir. Bu durumda f(A) = f(A~1) olup (A)~! = A olur. O halde A simetriktir. [J

4.1.14. Onerme

G bir quasi-topolojik grup olmak iizere, H kiimesi G nin bir altgrubu ise H kiimesi de

G nin bir altgrubudur.
fspat

H kiimesi G nin bir altgrubu olsun. Onerme 4.1.12 den H G nin bir alt yarigrubudur.
Ayni zamanda H simetrik oldugundan Onerme 4.1.13 den H kiimesi de simetriktir.
Oyleyse her 2 € H icin 27! € (H)™' = H olup H bir altgruptur. OJ

4.1.15. Sonuc

G bir topolojik grup olmak iizere H kiimesi G nin bir altgrubu ise H kiimesi de G nin
bir altgrubudur.
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fspat

Her topolojik grup bir quasi-topolojik grup oldugundan Onerme 4.1.14 den H

kiimesinin G nin bir altgrubu oldugu agikardir. O
4.1.16. Lemma

X bir topolojik uzay ve Y C X olmak iizere, Y = X olsun. Bu durumda X in her V
acik altkiimesi icin V NY =V dir.

fspat

X in herhangi bir V acik altkiimesini alalim. V NY C V oldugundan V NY C V dur.
p € Valahm. T C X acik ve p € T olsun. O halde TNV # () olur. Bu durumda TNV
kiimesi X in bostan farkl bir acik altkiimesi olup Y = X oldugundan 7N (V NY') # ()
dir. Boylece p e VNY olup VCVNY dir. O halde VNY =V dir. O

4.1.17. Lemma

X regiiler bir uzay olmak iizere, Y kiimesi X in yogun bir alt kiimesi ise her y € Y ic¢in
X(y,Y) = x(y, X) olur.

fspat

y €Y ve x(y, X) = |#B| olsun. A ailesi y noktasinin X uzayindaki komsuluklar tabam
oldugundan & = {UNY : U € A} ailesi y noktasiin Y uzayindaki komguluklar
tabanidir. Oyleyse x(y,Y) < || dir. Ote yandan &/ C 2 oldugundan |.«/| < |%| olup
X(y,Y) < x(y, X) dir. Simdi de x(y, X) < x(y,Y) oldugunu gorelim. x(y,Y) = |Z|
olsun. Her D € Z i¢in Vp N'Y = D olacak bigimde bir Vp C X acig1 vardir.

o ={Vp:D e Z} olsun. |o] < |Z| oldugu agikardir. Simdi o ailesinin y noktasinin X
uzayindaki bir komguluklar tabani oldugunu gorelim. O C X acik olmak iizere y € O
olsun. X uzay1 diizenli oldugundan y € W C W C O olacak bicimde bir W C X aqig1
vardir. y € W, W C X acik ve Z ailesi y noktasimin Y uzayindaki komguluklar taban
oldugundan y € D C W NY olacak bicimde bir D € & vardir. Lemma 4.1.16 den
D =V, dir.

Ohaldey e Vp CVp=DCWNY CW COolupy € Vp C O olur. Oyleyse o ailesi
y noktasmin X uzay1 i¢inde bir komguluklar tabani olup x(y, X) < |o| < |2| = x(y,Y)
elde edilir. Boylece hem x(y,Y) < x(y,X) hem de x(y,X) < x(v,Y) oldugundan
X(y,Y) = x(y, X) elde edilir.
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4.1.18. Onerme

G bir topolojik grup olmak iizere, H kiimesi G' nin birinci sayilabilir bir altgrubu ise

H kiimesi de birinci sayilabilirdir.
fspat

H kiimesi G nin birinci sayilabilir bir altgrubu olsun. H = K diyelim. Sonuc 4.1.15
den topolojik gruplarin altgruplarinin kapanigi da altgrup oldugundan K kiimesi G
nin bir altgrubu olup G uzayindan indirgenen topolojiyle bir topolojik gruptur. H
altgrubu birinci sayilabilir oldugundan e birim elemani icin x(e, H) < Ng dir. Teorem
3.1.20 den topolojik gruplar regiiler oldugundan K regiiler bir uzaydir. Ilaveten
H = K oldugundan H kiimesi K nin yogun bir altkiimesi olup Lemma 4.1.17 den
x(e, K) = x(e,H) olur. x(e,H) < XN oldugundan y(e, K) < ¥y dir. O halde K
uzaymin e birim elemaninin sayilabilir bir komsguluklar tabani vardir. K topolojik
grup oldugundan homojen bir uzaydir. Dolayisiyla K nin her noktasinin sayilabilir bir
komsuluklar tabani vardir. Boylece H birinci sayilabilirdir. O

Simdi bir sonraki sonug ic¢in topolojik uzaylarla ilgili iki lemma verilecektir.
4.1.19. Lemma

(X, ) bir topolojik uzay ve Y C X olmak iizere, U C X acikise UNY NU =UNY
dir.

fspat

U C X agik olsun. U NY C Y oldugundan uny cy olup UNnYNnU CYnNU dur.
Simdi UNY CUNY NU oldugunu gorelim. x € UNY, T C X ve 2 € T acik olsun.
Bu durumda o € UNT ve UNT C X acik olur. O halde z € YV, 2 € UNT ack
oldugundan UNTNY =TNUNY)#Polupzr € UNY dir. O halde s € UNY NU
olup UNY CUNY NU elde edilir. Béylece UNY NU = UNY esitligi saglanmis olur.
O

4.1.20. Lemma

(X, 7) bir T} -uzay ve Y X in bir altuzay1 olmak tizere, Y ayrik bir altuzay ise Y kiimesi

Y icinde aciktir.
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fspat

Burada okunabilirlik agisindan Y nin Y uzayindaki igi inty(Y) ile gdsterilecektir. YV’
altuzay1 ayrik olsun. y € Y alalim. Y ayrik uzay oldugundan {y} tek nokta kiimesi Y’
uzaymda agiktir. O halde {y} = U NY olacak bi¢cimde X uzayinda y noktasinin bir U
acik komgulugu vardir. X Tj-uzay oldugundan U altuzay: da Ti-uzaydir. O halde {y}
kiimesi U altuzay: i¢inde kapalhdir. Yani {y} = @U dir. {y} = UNY oldugundan
mU —UNnY =0UNYNU olur. Lemma 4.1.19den UNY NU =UNY oldugundan
{y} =UNY =UNY olur. U kiimesi X uzaymda bir acik oldugundan UNY kiimesi de
Y uzaynda bir acik olup y € UNY C Y oldugundan y € inty(Y) dir ve Y C ints+(Y)
olur. Her zaman ints-(Y) C Y oldugundan Y = ints-(Y) dir. O halde Y kiimesi Y
icinde agiktir. [J

4.1.21. Sonug

G bir quasi-topolojik grup olmak iizere H kiimesi GG nin ayrik bir altgrubu ise H kiimesi

G uzayinda kapalidir.
fspat

H kiimesi G nin ayrik bir altgrubu olsun. Onerme 4.1.14 den H kiimesi de G nin
altgrubudur. Dolayisiyla H altgrubu G uzayindan indirgenen topolojiyle bir
quasi-topolojik gruptur. H altuzay: ayrik oldugundan Lemma 4.1.20 den H kiimesi H
uzaymda aciktir. H bir quasi-topolojik grup ve H kiimesi H m acik altgrubu
oldugundan Teorem 3.1.6 dan H kiimesi H icinde kapalidir. Boylece H kiimesi G
uzayinda kapahdir. [J

Simdi Sonug 4.1.21 yerel kapali uzaylar icin ifade edilecektir. Bunun i¢in 6ncelikle yerel

kapali uzay tanimi ve bir teorem verilecektir.
4.1.22. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve Y C X olmak iizere, her y € Y i¢in y noktasinin, U NY
kiimesi U i¢inde kapali olacak bicimde agik bir U komsgulugu varsa Y ye bir yerel kapali

uzay denir.
4.1.23 Teorem

(X, 7) bir topolojik uzay ¥ C X olmak iizere agagidakiler denktir.
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1) Y yerel kapaldir.
2) Y kiimesi Y icinde aciktir.
3) Y = UNF olacak bi¢imde X uzaymin acik bir U altkiimesi ve kapali bir F' altkiimesi

vardir.
I spat

(1) = (2)

Y yerel kapali bir uzay olsun. O halde her y € Y icin X uzayinda y noktasinin bir U
agik komgulugu vardir ve UNY kiimesi U i¢inde kapahdir. UNY = U N Y =UnvynU
olur. Lemma 4.1.19den UNY NU =UNY olup UNY = UNY elde edilir. UNY C Y
oldugundan y € UNY C Y olup Y kiimesi Y icinde aciktir.

D=6 -

Y kiimesi Y da acik oldugundan Y = V NY olacak bicimde bir V' C X acgig vardir.
Ilaveten Y X uzayinda kapalidir. O halde Y kiimesi X uzayinda bir acikla bir kapalinin

arakesiti olarak yazilabilir.

(3) = (1)

Y = U N F olacak bigimde X uzayinda bir U agig1 ve F' kapalisi alahm. F' kapal
oldugundan FNU = FNU C Y NU olur. U acik oldugundan Lemma 4.1.19 den
FNU=FNUNU dur. Ohalde FNUNU C YNU elde edilir. FNU =Y oldugundan
YNU CYNU olur. U agik oldugundan Lemma 4.1.19 den Y NU =Y NU N U olup
YNUNU CY NU olur. Bu durumda WU CYNU olup Y NU kiimesi U icinde
kapalidir. O halde Y yerel kapahdir. [J

4.1.24. Sonuc

G bir quasi-topolojik grup olmak {izere H kiimesi G uzayinin yerel kapali bir altgrubu

ise H kiimesi G uzayinda kapalidir.
fspat

H kiimesi G nin yerel kapali bir altgrubu olsun. Onerme 4.1.14 den H kiimesi de G nin
bir altgrubudur. Dolayisiyla H altgrubu G uzayindan indirgenen topolojiyle bir quasi-
topolojik gruptur. H yerel kapal oldugundan Teorem 4.1.23 den H kiimesi H icinde
aciktir. H bir quasi-topolojik grup ve H kiimesi H 1n acik bir altgrubu oldugundan
Teorem 3.1.6 dan H kiimesi H da kapali olup H kiimesi G uzayinda kapalidir. OJ
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4.1.25. Onerme
Topolojik gruplarin yerel kompakt altgruplar: kapahdir.
fspat

G bir topolojik grup olmak iizere H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olsun.
H = K olsun. Sonug 4.1.15 den K kiimesi G nin bir altgrubudur. O halde K altuzay:
G uzayindan indirgenen topolojiyle bir topolojik gruptur. H kiimesi K uzayinin yerel
kompakt yogun bir altuzay1 oldugundan H kiimesi K altuzaymda agiktir( [8], 3.3.9).
Teorem 3.1.6 den topolojik gruplarin acik altgruplar: ayni1 zamanda kapali oldugundan

H kiimesi K altuzayinda kapalidir. Dolayisiyla H kiimesi G' uzayinda kapahdir. [
4.1.26. Onerme

Sayilabilir kompakt quasi-topolojik gruplarin ayrik her altgrubu sonludur.

fspat

G sayilabilir kompakt bir quasi topolojik grup ve H kiimesi de GG nin ayrik bir altgrubu
olsun. Sonug 4.1.21 den H altgrubu G uzayinda kapalidir. Sayilabilir kompakt uzaylarin
kapali altuzaylar sayilabilir kompakt oldugundan H sayilabilir kompakttir. O halde H
altgrubu ayrik ve sayilabilir kompakt oldugundan H sonludur. [

4.1.27. Sonug
Lindelof quasi-topolojik gruplarin ayrik her altgrubu sayilabilirdir.
fspat

G bir Lindelof quasi-topolojik grup ve H kiimesi G' nin ayrik bir altgrubu olsun. H
ayrik oldugundan Sonu¢ 4.1.21 den H altgrubu G uzayinda kapahdir. Lindelof
uzaylarin kapali altuzaylart da Lindel6f oldugundan H Lindel6f bir uzaydir.
Dolayisiyla H altgrubu sayilabilirdir. [J

4.1.28. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve #(X) X in kuvvet kiimesi olmak iizere o7 C Z(X) olsun.
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Her z € X i¢in x noktasmin [{A € & : UN A # ()}| < 1 olacak bigimde bir U agik

komgulugu var ise <7 ailesine ayrik bir aile denir [12].
4.1.29. Tanim

(X, 7) bir topolojik uzay ve Z(X) X in kuvvet kiimesi olmak {izere &7 C (X)) olsun.
Her x € X i¢in x noktasinin |[{A € & : UN A # 0}| < Ny olacak bi¢imde bir U acik

komgulugu var ise o7 ailesine yerel sonlu bir aile denir [12].
4.1.30. Lemma

X bir topolojik uzay ve &/ X in bog olmayan alt kiimelerinin yerel sonlu bir ailesi
olmak iizere her A € & i¢in bir 24 € A segilerek olugturulan D = {z, |A € &}

kiimesi kapali ve ayriktir.
fspat

D kiimesinin kapali ve ayrik oldugunu gérmek icin D nin hi¢ yigilma noktasina sahip
olmadigim gormek yeterlidir. Kabul edelim ki D # 0 olsun. O halde z € D olacak
bicimde bir x € X vardir. Dolayisiyla z noktasinin her U acik komgulugu icin
(U\{z}) N D # () dir. Simdi bunu iki durumda inceleyelim.

1. Durum: z € D ise x = x4, olacak bicimde bir Ay € &/ vardir. o/ yerel sonlu
oldugundan = € U, olacak bicimde X wuzayinda bir U, acigt var ve
{Aea | ANUy # 0} sonludur. {A € & | ANUy # 0} = {A, A, -+ LA}
olsun. z € D oldugundan (Up\{z}) N D # 0 olur. O halde = € Uy N Ay olup
AgNUy # 0 dir ve Ay € {A;, As, -+, A} olur. n € ZT olmak iizere 1 < k < n olacak
bicimde dyle bir k& vardir ki Ag = Ay olur. Up\{z 4y, " ,Ta, 1, Ta,.,s" " %A, } aciktir.
r = x4, oldugundan x € Up\{zay, " T4, ,,Ta,,,, " ,%a,} Olup x € D oldugundan
(Uo\{z a0, @ s Tapy 24, )\ 2}) N D = (U\{z4,, -+ ,74,}) N D # 0 dir. O
halde x4, € Up\{za,, - ,za,} olacak bicimde bir z,, € D vardir. Bu da
{Ae o : ANUy # 0} = {Ag, A1, -+ , A, } olmast ile geligir.

2. Durum: = ¢ D ise o yerel sonlu oldugundan x noktasmin bir V' acik komgulugu
varve {A€ .« | ANV # 0} sonludur.

{Aed | ANV #0} ={A1, Ay, -+, Ay} olsun. V\{xa,,Ta,, -, 24, } agik olup
T = V\{xa, 24y, ,24,} denilirse z € T olur. T acik ve z € D oldugundan
(T\{z}) N D # 0 dir. O halde z € D olacak bi¢imde bir. z € T\{x} vardir. z € D
oldugundan z = xp olacak bicimde bir B € & vardir. O halde zp € T olup
BNV #  dir. Bu durumda 1 < j < m olmak iizere B = A; olacak bigimde bir j
vardir. B = Aj oldugundan zp = w4, olur ki bu da xp € T olmast ile geligir.

Her iki durumda da celigki elde edildiginden kabuliimiiz yanhs olup D = ( dir .
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Dolayisiyla D kiimesi kapal ve ayriktir. [
4.1.31. Tanim

G bir topolojik grup, e € G birim, U kiimesi e noktasinin bir komsgulugu ve A C G
olsun. a # b olacak bicimdeki a,b € A i¢in b ¢ aU ise A kiimesine U ayriktir denir.

Simdi bir sonraki teoremde kullanilmak iizere iki lemma verilecektir.
4.1.32. Lemma

G bir topolojik grup ve U,V e birim elemanmm V* C U ve V~! = V olacak bicimde
acik komguluklari olmak tizere A C G olsun. Eger A kiimesi U ayrik ise {aV :a € A}

acik kiimelerinin ailesi ayriktir.
fspat

A C G bir U ayrk kiime olsun. e € V oldugundan her z € G i¢in = € zV dir
ve zV aciktir. Kabul edelimki z € 2V acik komgulugunun {aV : a € A} ailesinin
elemanlarindan en az iki tanesiyle arakesiti bogtan farkli olsun. Oyleyse a # b olmak
tizere a,b € Aigin aV NV # ) ve bV NzV # (0 dir. O halde p € aV N2V alahm. Bu
durumda p = av; = 2vy olacak bicimde bir vy, v, € V vardir ve 27 'a = vgvfl cV?
elde edilir. Benzer bigimde b~z € V2 olur. Béylece bla = (b71z)(z71a) € V* olup
V4 C U oldugundan b~ta € U elde edilir. Bu durumda a € bU olur. Bu da A kiimesinin
U ayrik olmasiyla geligir. O halde kabuliimiiz yanlig olup [{a € A: aV NaV # 0} < 1
olur. O halde {aV : a € A} ailesi ayriktir. OJ

4.1.33. Lemma

(X, 7) bir topolojik uzay, o7 ailesi X in bog olmayan altkiimelerin ayrik bir ailesi olmak
tizere her A € & igin bir x4 € A secilerek olugturulan D = {z4 : A € &/} kiimesi X

uzayi icinde kapali ve ayriktir.
fspat

Ayrik her aile yerel sonlu oldugundan Lemma 4.1.30 den D kiimesi kapali ve ayriktir.
OJ

Simdi sozde kompakt uzaylarin tanimini verelim.
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4.1.34. Tanim

X bir Tychonoff uzay olmak iizere, X uzayindan R ye giden siirekli her doniigiim sinirh

ise X e sozde kompakt bir uzay denir.

Simdi ispat1 ( [8], 3.10.22) de bulunabilecek teorem ispatsiz olarak verilecektir.

4.1.35 Teorem

X Tychonoff bir uzay olmak iizere, X uzayinin sézde kompakt olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul X in bos olmayan acik altkiimelerinden olusan yerel sonlu her ailenin sonlu

olmasidur.

4.1.36 Teorem

Sézde kompakt bir topolojik grubun ayrik her altgrubu sonludur.

fspat

G sozde kompakt bir topolojik grup ve H G nin ayrik bir altgrubu olsun. Her topolojik
grup bir quasi-topolojik grup oldugundan Sonug¢ 4.1.21 den H altgrubu G uzayinda
kapalhdir. H, G nin bir altgrubu oldugundan e € H dir ve H ayrik altuzay oldugundan
{e} C H agiktir. O halde U N H = {e} olacak bi¢cimde G uzayinda e noktasinin bir U
acitk komsulugu vardir. G topolojik grup oldugundan e noktasinin V =V -tve V4 C U
olacak bigimde bir V agik komgulugu vardir. UNH = {e} ve H bir altgrup oldugundan
H bir U ayrk kiimedir. O halde Lemma 4.1.32 den . = {hV : h € H} ailesi G
uzayinda ayriktir. .7 ailesi G s6zde kompakt uzayinin bogtan farkh acik altkiimelerinin
ayrik bir ailesidir ve ayrik her aile yerel sonlu oldugundan . ailesi Teorem 4.1.35 den

sonludur. Bu da A altgrubunun sonlu olmasini gerektirir. [J

Simdi bu teoremle ilgili bir sonug verilecektir.

4.1.37. Sonug

Her sonsuz s6zde kompakt topolojik grup kapali olmayan sayilabilir bir altkiime icerir.
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fspat

G sonsuz sozde kompakt bir topolojik grup ve A kiimesi G nin sayilabilir sonsuz bir
altkiimesi olsun. G nin A kiimesi tarafindan cebirsel olarak {iretilen altgrubunu H ile
gosterelim. Bu durumda H altkiimesi de sayilabilir sonsuzdur. Dolayisyla Teorem
4.1.36 dan H altgrubu ayrik olamaz. e € G birim olmak tizere B = H\{e} denilirse H
altkiimesi ayrik olmadigindan B kiimesi H altuzayinda kapali olamaz. O halde B
kiimesi G uzayinda kapali degildir. Ustelik H sayilabilir oldugundan B kiimesi de
sayilabilirdir. Béylece B kiimesi G uzayinda kapali olmayan sayilabilir bir altkiimedir.
OJ

Bu sonug sonsuz sézde kompakt topolojik uzaylara genisletilemez, fakat asikar olarak

sonsuz kardinalitedeki sayilabilir kompakt her topolojik uzay ic¢in dogrudur.

Simdi A. Kertész ve T. Szele tarafindan verilen bir teoremle sonsuz Abelyan gruplar
tizerine Tychonoff topolojisi kondurulacak ve bu topolojiyle bir topolojik grup oldugu

goriilecektir.
4.1.38 Teorem

Her G sonsuz Abelyan grubunun iizerine G bir topolojik grup olacak bicimde ayrik

topoloji diginda bir Tychonoff topolojisi kondurulabilir.
fspat

a # e olacak bicimdeki her a € G icin Onerme 2.2.4 den f,(a) # 1 olacak bicimde bir
fa : G — T homomorfizmas1 vardir. {f, : a € G,a # e} ailesinin kdgegen ¢arpimi f
olsun. O halde

VaEG\{e}fa = f: G — T¢
r — f(z): G T
a

N
— f(z)(a) = folz) dir.

f doniigtimiiniin bire-bir ve bir homomorfizma oldugu kolayca goriilebilir. O halde G,
TS grubunun f(G) = H altgrubuna izomorftur. Ilaveten T kapali ve smirh
oldugundan kompakttir. Kompakt uzaylarin keyfi ¢oklukta carpimlari da kompakt
oldugundan T¢ kompakttir. Kompakt uzaylar normal bir uzay ve normal uzaylar da
bir Tychonoff uzay oldugundan T¢ bir Tychonoff uzaydir. Tychonoff uzaylarin

[a¥)

altuzaylari da Tychonoff oldugundan H altuzayr Tychonoff uzaydir. G = H
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oldugundan H kiimesi T uzaymin sonsuz bir altgrubudur. Oyleyse Onerme 4.1.26
den H altgrubu ayrik olamaz. T carpim uzaymndan H iizerine indirgenen topoloji &
olsun. f : G — H doniigiimiinii siirekli kilan 7 = {f~4(V) : V € 2} topolojisini
alalm. Simdi G {izerindeki 7 topolojisinin Tychonoff topolojisi oldugunu
gorelim.x € G olmak {izere x ¢ F olacak bicimde G uzayinin kapah bir altkiimesini
alahm. Bu durumda = € F° olup F° € 7 dur. O halde F* = f~1(V) olacak bigimde
bir V € & vardir. z € f~1(V) oldugundan f(z) € V olup y = f(z) denilirse y ¢ V°
dir. Bu durumda y € V¢ C H kapali ve H Tychonoff uzay oldugundan g(y) = 0 ve
g(Ve) C {1} olacak bi¢imde siirekli bir ¢ : H — R doniigiimii vardir.
h=gof:G — R olsun. g ve f doniiglimleri siirekli oldugundan h doéniigiimii de
siireklidir. Her o € G icin h(x) = g(f(z)) = g(y) = 0 olur. Ilaveten p € F alalim. Bu
durumda p ¢ F¢ olup F°¢ = f~1(V) oldugundan p € f~1(V°¢) olur. Béylece f(p) € V¢
olup g(f(p)) € ¢g(V¢) C {1} olur. O halde h(F) C {1} olur. O halde (G,7) bir
Tychonoff uzaydir. G uzayinin bu Tychonoff 7 topolojisi ile bir topolojik grup oldugu
kolayca goriilebilir. [

4.1.39. Tanim

G bir topolojik grup olmak iizere G nin e birim elemanini iceren tiim baglantil

altkiimelerinin birlesimine G nin bilegeni veya baglantili bilegeni denir.

Verilen bir noktay1 iceren baglantilh altuzaylarin herhangi bir ailesinin birlesimi
baglantili oldugundan G nin baglantili bilegseni G nin birimini igeren en biiyiik

baglantili altuzayidir.

4.1.40. Onerme

Topolojik gruplarin baglantili bilesenleri kapali bir normal altgruptur.
fspat

G bir topolojik grup olmak iizere H kiimesi G nin baglantili bir bilegeni olsun. Once H
kiimesinin G nin bir altgrubu oldugunu gorelim. Her h € H icin hH C H dir. Soyleki;
h € H olsun. G bir topolojik grup oldugundan A, : G — G sol Steleme doniiglimii bir
homeomorfizma olup H baglantili oldugundan A,(H) = hH kiimesi de baglantihdir. H
baglantili bilegen oldugundan e € H olup he = h esitliginden hH N H # () dir. Boylece
hH U H kiimesi e yi iceren baglantil bir kiime olup hHUH C H olur kibuda hH C H
olusunu verir. O halde her hq, ho € H icin hihy € hiH C H olup hihy € H dir. Simdi
de her h € H i¢in h™' € H oldugunu gorelim. Her x € G igin ®(z) = z~! bigiminde
tanimh ¢ : G — G fonksiyonu homeomorfizma oldugundan ®(H) kiimesi baglantihidir.
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P(e) = e7! = e oldugundan e € ®(H) dir. H kiimesi e yi i¢eren en biiyiik baglantih
kiime oldugundan ®(H) C H dir. O halde her h € H i¢in ®(h) = h™! € ®(H) C H olup
h~! € H dir. Boylece H kiimesinin G nin bir altgrubu oldugu goriilmiis olur. Simdi de H

nin normal altgrup oldugunu gérelim. Bu amacla her a € G i¢in aHa™*

= H oldugunu
gorecegiz. a € G olsun. e € H oldugundan e € aHa™" dir. Ote yandan r,1 : G — G
sag Oteleme ve )\, : G — G sol Oteleme doniigiimleri homeomorfizma olduklarindan
aHa™! kiimesi baglantilidir. H nin baglantih bilesen olusu aHa™' C H olusunu verir.
rqe sag Oteleme ve A\, -1 sol Gteleme doniigiimleri homeomorfizma olduklarindan benzer
bicimde a 'Ha C H olup H C aHa ! elde edilir. O halde H = aHa~! olup H G nin bir
normal altgrubudur. Ote yandan H kiimesi baglantih oldugundan H de baglantihdur.
H kiimesi, G nin, birimi iceren en biiyiik baglantil altkiimesi oldugundan H C H olup

H kiimesi kapalidir. Boylece H kiimesi G' nin kapali bir normal altgrubu olur. [J
Bir sonraki teoremde baglantili topolojik gruplarin ayrik normal altgruplarinin grubun

merkezi oldugu goriilecektir. Simdi bu teoremde kullanilacak olan agagidaki lemma

verilecektir.
4.1.41. Lemma

G baglantili bir topolojik grup olmak iizere U kiimesi G nin e birim elemanimin agik
bir komgulugu ise G = |J,—, U™ olur.

fspat

U kiimesi e nin agik bir komgulugu olsun. G bir topolojik grup oldugundan V' C U
olacak bi¢imde e nin simetrik bir V acqik komsulugu vardir. H = |J,—, V" olsun. H
kiimesinin G nin agik bir altgrubu oldugu basitge goriilebilir. Teorem 3.1.6 dan topolojik
gruplarin acik altgruplari aym zamanda kapali oldugundan H altgrubu kapalidir. G
baglantili oldugundan H = G olmak zorundadir. O halde G = |J~, V" olup V C U
oldugundan G = |J,_, U™ elde edilir. O

4.1.42 Teorem

G baglantili bir topolojik grup olmak iizere, eger K kiimesi G nin ayrik normal bir
altgrubu ise her a € K ve her b € GG icin ab = ba olur. Yani K G nin merkezidir.

fspat

K kiimesi G nin ayrik normal bir altgrubu olsun. K = {e} ise teoremin ispati agikardir.
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O halde = # e olmak iizere x € K alalim. K ayrik uzay oldugundan U N K = {z}
olacak bicimde G uzayinda z noktasinin bir U ac¢ik komsgulugu vardir. exe = x olup G
bir topolojik grup oldugundan V'V C U olacak bicimde GG uzayinda e nin simetrik bir
V' acgik komgulugu vardir. Soyleki;

e(ze) = x € U ve G topolojik grup oldugundan TW C U olacak bicimde G uzaymnda
e € T ve ze € W agklan vardir. ze € W oldugundan e € z~'W olur. Béylece
ec TNz W olup TNa W acik olup V C T' Nz~ 'W olacak bicimde e nin simetrik
bir V' agik komsulugu vardir. Simdi bir p € VaV alalim. O halde p = zzv olacak
bicimde z,v € V vardir. z € V oldugundan z € T dir ve v € V oldugundan v € z7'W
olup zv € W elde edilir. Bu durumda zzv € TW C U olup VaV C U elde edilir.
Simdi x in V' nin her elemani ile degismeli oldugunu gorelim. y € V olsun. K kiimesi G
nin normal bir altgrubu oldugundan yzy~* € K olup V simetrik oldugundan yxy~! €
VeV~ = VaV C U olur. O halde yry™' € UN K = {z} elde edilir. Bu durumda
yry~' = x olup her y € V icin yx = xy esitligi saglanir. Ote yandan Lemma 4.1.41
den J,cny V" = G olup her g € G i¢in g = y1y2 - - - Yn, Olacak bicimde bir ny € N ve

Y1, Y2, ,Yn, € V vardir. x elemani V nin her elemani ile degigsmeli oldugundan

9T =Y1Y2 " Ynol = Y1Y2 "+ TYng = Y1XY2 " " Yno = TY1Y2 " " Yny = LY
olur. Dolayisiyla K ayrik normal altgrubu G nin merkezidir. [J

Simdi topolojik ve paratopolojik gruplarda kapali kiimelerden kompakt altkiimelerin

ayrilisiyla ilgili bir kag 6nemli 6zellik verilecektir.
4.1.43 Teorem

G bir paratopolojik grup, F' C G kompakt ve P C G kapali olmak iizere, eger FNP = ()
ise FVNP = ve VFNP = () olacak bi¢cimde e birim elemanimin agik bir V' komsgulugu

vardir.
fspat

F NP =0 oldugundan her x € F i¢in € P¢ olup P¢ aciktir. O halde \,(e) = x €
P¢ olup A, stirekli oldugundan A, (V,) C P°¢ olacak bi¢cimde e noktasinin bir V, agik
komsulugu vardir. Bu durumda xV, C P¢ olup 2V, NP = () olur. G paratopolojik grup
oldugundan h((x,y)) = zy bi¢ciminde tanimli h : G x G — G déniiglimii siirekli olup
her z € F igin W2 C V,, olacak bigimde e noktasmin bir W, acik komsulugu vardir. O
halde her x € F icin « € aW, olup F C |, W, olur. Béylece {aW, : x € F'} ailesi
F igin bir acik ortii olur. F' kompakt oldugundan F' C |, ¢ W, olacak bi¢imde sonlu
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bir S C F vardir. Vi = (,cg W, denilirse F'V; N P = () dir. S6yleki; her y € F icin
y € xW, olacak bi¢imde bir x € S vardir. Bu durumda

yVi C W,y C oW, W, C 2V, C P¢

olup her y € F icin yV; N P = () ve boylece FV; N P = () olur. Benzer bi¢imde sag
oteleme doniisiimiiniin siirekliliginden V5 F N P = () olacak bicimde bir V, agig vardir.
V = Vi NV, denilirse hem FV N P = () hem de VF N P = () saglamr. [

4.1.44 Teorem

G bir topolojik grup olmak iizere F' C G kompakt ve P C G kapali ise F'P ve PF

kiimeleri G uzaymda kapahdir.
jspat

F C G kompakt ve P C G kapali olsun. a ¢ FP alalim. Bu durumda F~'a N P = ()
olur. Soyleki; kabul edelimki F~'a N P # () olsun. Oyleyse bir b € F~'a N P alalm.

Ya olacak bicimde bir y € F vardir. b = y 'a oldugundan

Bu durumda b = gy~
a = yb € FP olur. Bu da a ¢ FP olmasi ile ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanhs olup
F~tan P = () esitligi saglanir.

G bir topolojik grup oldugundan her z € G igin f(z) = 2! bigiminde tanimh
f+ G — G donlisimi ve r, sag Oteleme doniisiimii siirekli oldugundan
(ro o f)(F) = F~'a kiimesi kompakttir. Teorem 4.1.43 den F~'aU N P = () olacak
bigimde e noktasinin bir U agik komgulugu vardir. Onerme 4.1.6 den aU N FP = )
olup aU acik oldugundan a ¢ FP olur. Béylece a ¢ FP icin a ¢ FP oldugundan
FP C FP olup FP kiimesi G uzaymnda kapalidir. PF kiimesinin G uzayinda kapal

oldugu benzer bicimde goriilebilir. []

Simdi kolayca goriilebilecek bir 6nerme verilecektir.
4.1.45. Onerme

G bir paratopolojik grup olmak iizere F, F' C G kompakt ise EF C G carpim kiimesi
de kompakttir.

4.1.46. Onerme

G bir topolojik grup olmak iizere B C G kompakt ise e birim elemaninin her U
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komsulugu icin e nin dyle bir V' komsulugu vardir ki her b € B icin bVb~* C U olur.
fspat

B C G kompakt ve U kiimesi e birim elemaninin bir komgulugu olsun. G bir topolojik
grup oldugundan W3 C U olacak bicimde e nin simetrik bir W agk komsulugu
vardir. e € W oldugundan her b € B icin b € Wb olup B C (J,cz Wb olur. O halde
{Wb : b € B} ailesi B igin bir agk ortiidiir. B kompakt bir kiime oldugundan
B C UbeF Wb olacak bicimde sonlu bir ¥ C B vardir. Bu durumda
B C Upyer Wb C WF elde edilir. V = (,_p 2 'Wax denilirse 7 'Wz acik ve F sonlu
oldugundan V' acik olur. B C WF oldugundan her b € B i¢in b = wx olacak bi¢gimde
bir x € F,w € W vardir. O halde bVb™! = waVa~tw™ C wWw™ C W3 C U elde
edilir. Boylece bVb~! C U olur. O



59

5. TOPOLOJIK BOLUM GRUPLARI

5.1. Topolojik Boliim Gruplari
Topolojik gruplar iizerinde temel caligmalardan biri boliim gruplar: {izerinedir.

G bir topolojik grup ve H de G nin kapali bir altgrubu ise G/H topolojik bdliim
grubundan bahsedebilecegiz. Eger G bir sol(sag) topolojik grup ve H de G nin kapah
bir normal altgrubu veya G bir topolojik grup ve H de G nin kapali bir altgrubu ise
7 : G — G/H dogal doniigiimii agik bir dontigimdiir.

Burada G/H m Tj-uzay olmasi icin ileride goriilecegi iizere H kapali olmalidir. Aym
zamanda G bir topolojik grup iken G/H m da bir topolojik grup olmasi i¢in kapalh H
kiimesinin bir normal altgrup olmasi gerektigini gérecegiz. Bu kisimda topolojik béliim

gruplarmin bazi temel ozellikleri incelenecektir |7].

Aksi belirtilmedikce 7 : G — G/H dogal déniisiimdiir. Tlaveten G topolojik grubunun
birimi e olup, eger birden fazla topolojik grup varsa karigiklik olmamasi i¢cin G grubunun

birimi eg olarak alinacaktir.
5.1.1. Lemma

G bir sol topolojik grup, H G nin kapali bir altgrubu olmak fiizere, her a € G ve her
xH € G/H ic¢in h,(zH) = axH bigiminde tamimh h, : G/H — G/H sol Gteleme

doniisiimii bir homeomorfizmadir.
fspat

a € G olsun. h, nn siirekli oldugunu gorelim. § # W C G/H agk olsun.
h;Y (W) = a 'W oldugu kolaylikla goriilebilir. Oyleyse a~'W kiimesinin G/H
uzaymda agik oldugunu gorelim. W C G/H agk ve G/H iizerindeki topoloji boliim
topolojisi oldugundan 7= (W) C G agiktir. G sol topolojik grup oldugundan \,-1 sol
dteleme déniisiimii homeomorfizma olup a~'7—'(W) kiimesi G' uzayinda aciktir. Ote
yandan a7 (W) = 7 '(a"'W) oldugu kolayca goriilebilir. O halde 7=*(a™'W)
kiimesi G uzaymda agik oldugundan o'W kiimesi G/H béliim uzaymda agiktir.
Boylece h,'(W) C G/H agk olup h, doniigiimii siireklidir. Simdi de h, nin agik bir
doniigiim oldugunu gorelim. Bunun icin G/H uzaymda bir W acig alalim ve
ho(W) = aW kiimesinin acik oldugu gorelim. W, G/H uzaymda agk ve G/H
iizerindeki topoloji béliim topolojisi oldugundan 7='(W) de G uzayinda agik olup
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ar~ ' (W) kiimesi G uzaymda aciktir. Ilaveten 7='(aWW) = ar '(W) oldugundan
71 (aW) kiimesi agik olup h,(W) = aW agktir. Dolayisyla h, agik bir doniigiimdiir.
Her a € G i¢in h, nin bire bir ve 6rten oldugu basitce goriilebilir. O halde her a € G

icin h, bir homeomorfizmadir. [
5.1.2 Teorem

G, iizerindeki 7 topolojisiyle bir yari-topolojik grup, H kiimesi G nin kapali bir altgrubu
olmak {iizere, H nin tiim sol kosetlerinin G//H kiimesi iizerinde bélim topolojisi var

olsun. O halde asagidaki kogullar saglanir

i) Her z € G igin ¥ = {n(2U) : U € 71,e € U} ailesi G/H uzayinda xH noktasmin
bir komsuluklar tabanidir.

ii)r : G — G/H dogal doniigiimii agik bir doniigiimdiir.

iii) G/H homojen bir uzaydir.

iv) G/H bir T} -uzaydir.

fspat

i) * € G ve U birim eleman e nin acgk bir komsgulugu olmak {izere
rH = xeH € zUH = 7(2U) dur. 7' (n(2U)) = 2UH olup G bir yari-topolojik grup
oldugundan zUH agktir. G/H iizerinde boliim topolojisi var oldugundan m(zU)
kiimesi G/H uzayinda agktir. O halde .% ailesi xH noktasmin komguluklar ailesinin
bir alt ailesidir. Simdi G/H uzaymda xH € W olacak bicimde bir W agqg alalhim.
m(x) = xH ve m dogal doniigiimii siirekli oldugundan = noktasinin 7(V') C W olacak
bigimde bir V' acik komgulugu vardir ve VH C W dir. A\,(e) = xe = x € V olup G bir
yari-topolojik grup oldugundan A, sol Oteleme doniigiimii siireklidir. O halde
A:(U) C V olacak bicimde e birim elemaninin bir U agk komgulugu vardir ve
xU CV olup zUH C VH C W dir. Bu durumda 7(xU) C W olur. O halde . ailesi

G/H uzayinin xH noktasmin bir komguluklar tabamdir.

ii) V. C G agk olsun. 7(V) kiimesinin G/H uzayinda agik oldugunu gorelim.
7 (m(V)) = VH olup G bir yan-topolojik grup oldugundan VH agktir. G/H
tizerinde boliim topolojisi var oldugundan 7(V') kiimesi G/H uzaymnda acik olup =

acgik bir doniigtimdiir.

iii) Her a € G i¢in h,(zH) = axH bigiminde tanimh h, : G/H — G/H doniigiimii
Lemma 5.1.1 den bir homeomorfizmadir. z,y € G igin a = yx ™! olsun. xH,yH € G/H
i¢in ho(rH) = axH = yr 'z H = yH olur. Dolayisiyla G/H homojen bir uzaydir.
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iv) G/H m Ti- uzay oldugunu gérmek i¢in her aH € G/H i¢in {aH} tek nokta
kiimesinin G/H uzayinda kapali oldugunu gérmek yeterlidir. G/H {izerinde boliim
topolojisi var oldugundan 7~'({aH}) m G uzayinda kapali oldugu goriilmelidir.
7 '({aH}) = aH dir. G bir yar-topolojik grup oldugundan her sol &teleme
doniigiimii bir homeomorfizma olup H kapal oldugundan aH G uzayinda kapalidir.
Boylece {aH} da G/H uzaymnda kapali olur. O halde G/H bir Tj-uzaydir. O

Agagidaki 6rnek bize, H altgrubunun kapali olmadigi durumda G/H uzaymin Ti-uzay

olmak zorunda olmadigini séyleyecektir.
Ornek

R/Q koset uzaymnn iizerindeki topoloji agikar(ayrik olmayan) topolojidir.

Soyleki; 0 # V C R/Q acgik olsun. R/Q dizerindeki topoloji bdliim topolojisi
oldugundan 7='(V) R nin bogtan farkli bir a¢ik altkiimesidir. (R,+) bir topolojik
grup oldugundan her z € R icin A_, sol 6teleme doniigiimii homeomorfizma olup
Ao(m (V) = =2+ 77 (V) C R agktir. Q = R, QN (—z + 7 (V) # 0 olup
q € —x + 7 1(V) olacak bi¢cimde bir ¢ € Q vardir. Bu durumda x + ¢ € 7=*(V) olup
mr+q)=2+q+Q=2+ Q€ V olur ki x + Q = m(x) oldugundan m(x) € V olur.
Béylece her € R icin 7(z) € V olup n(R) = R/Q C V olur ki bu da bize V = R/Q

egitligini verir.

Teorem 5.1.2 de G bir sol(sag) topolojik grup ve H kapali normal altgrup alinirsa

teoremin ifadeleri yine saglanir.
5.1.3. Onerme

G bir topolojik grup ve H kiimesi G nin kapali bir altgrubu olmak iizere 7 : G —
G/H dogal doniigiim, her a € G i¢in A\, G iizerinde bir sol Gteleme doniiglimii ve
h, G/H iizerinde bir sol 6teleme doniigiimii olmak tizere, A\, ve h, doniigiimleri birer

homeomorfizma olup 7o A\, = h, o 7 dir.
fspat

Sonug 3.1.2 de A, nin ve Lemma 5.1.1 de h, nin homeomorfizma olduklar1 goriildii.
Simdi 7o A\, = h, o m oldugunu gorelim. Her z € G icin (m o \,)(x) = 7(A\(2)) =
m(ax) = arH ve (hy o m)(x) = hy(m(x)) = ho(xH) = axH oldugundan istenen esitlik

saglanir. [J
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G bir grup ve H kiimesi G nin bir normal altgrubu olsun. G/H fiizerinde bir ¢arpma
islemi g6yle tanimlansin; her aH,0H € G/H igin (aH)(bH) = abH olsun. Bu igleme
gére G /H bir gruptur [10]. Tlaveten birim eleman1 H ve her aH elemaninin tersi o' H
dur.

Simdi bir sonraki teoremde kullanacagimiz agagidaki lemmay1 verelim.
5.1.4. Lemma

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin kapal bir normal altgrubu ve 7 : G — G/H
dogal doniigiim olmak iizere G/H nin her W altkiimesi i¢in 7' (W~!) = 7= }(W)~!
dir.

fspat

W C G/H olsun. x € 7~ Y(W™1) alahm. 7(x) = H € Wt olup (zH) ' = H 'z ' €
W dir. H = H ! oldugundan Hz~! € W dir. H, G nin bir normal altgrubu oldugundan
Hz™' = 27'H olup 7 'H = =(x7') € W dir. Bu durumda 7' € 7= (W) olup
r € 7 H{(W)~! elde edilir. Diger yandan y € 7 '(W)~! almirsa y~! € 7~ (W) olup
7(y~') =y 'H € W olur. H altgrubu normal oldugundan y'H = (yH )~ ! oldugundan
7(y) € W~ olur ve boylece y € 71 (W 1) elde edilir. O halde 7=} (W) = 7= (W)~!
dir. U

5.1.5 Teorem

G bir sol topolojik grup ve H kiimesi G nin bir kapal normal altgrubu ise agagidaki

kogullar saglanir.

i) G/H bir sol topolojik gruptur.

ii) 7 : G — G/H dogal doniigiimii agik, stirekli bir homomorfizmadr.

iii) G bir topolojik grup(yarigrup) ise G/H da bir topolojik grup(yarigrup)tur.
fspat

G bir sol topolojik grup ve H kiimesi G nin bir kapal normal altgrubu olsun.

i) Lemma 5.1.1 de her a € G i¢in h, sol 6teleme dontigiimiiniin siirekli oldugu goriildii.
O halde G/H bir sol topolojik gruptur.

ii) m dogal doniigiimiiniin siirekli oldugu agikardir. Simdi 7 dogal doniigiimiiniin agik
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bir doniigiim oldugunu gorelim. V' C G agik olsun. 77 (7(V)) = VH dir. H, G nin
bir normal altgrubu oldugundan VH = HV olur ve HV kiimesi G uzayinda agiktir.
7 (7(V)) = VH oldugundan 7! (7(V)) de G uzayinda agik olur. Dolayisiyla 7(V') de
G/H uzaymda agiktir. O halde 7 bir a¢ik doniigiimdiir. Simdi 7 nin bir homomorfizma
oldugunu gérelim. Her a,b € G igin w(ab) = abH dir. Diger yandan 7(a)w(b) = aHbH
dir. H, G nin bir normal altgrubu oldugundan aHbH = abH olup 7 doniisiimii bir
homomorfizmadir.

Not edelim ki, eger G bir sag topolojik grup ise m doniigiimii agik doniigiim olur.

iii) G bir topolojik grup olsun. O halde her z,y € G i¢in h((z,y)) = zy, f(z) = 27!
bi¢iminde tanimhi h : G x G — G ve f : G — G doniigtimleri siireklidir. G/H 1n bir
topolojik grup oldugunu goérmek icin her xH,yH € G/H i¢in g((xH,yH)) = xyH,
j(zH) = (xH)™! bigiminde tammh ¢ : G/H x G/H — G/H ve j : G/H — G/H
déniisiimlerinin  siirekli oldugu goriilmelidir. Ilk olarak ¢ doniisiimiiniin siirekli
oldugunu gérelim. G/H uzaymda g((xH,yH)) € W olacak bicimde bir W acig
alahm. Oyleyse xyH = n(xy) € W olup zy € 7 Y(W) dir. 7 doniigiimii siirekli
oldugundan 7='(W) de G uzaymda agiktir. h((z,y)) = zy € 7 Y(W) olup h
doniigiimii siirekli oldugundan G uzayinda x € U ve y € V olacak bicimde 6yle U ve
V' agiklan vardir ki A((U,V)) = UV C 7 YW) olup m(UV) C W elde edilir. 7
doniigiimii (ii) den acgik bir homomorfizma oldugundan = (U)n(V) C W olup
(UH)(VH) - W dir ve UH ve VH agktir. Dolaysiyla
(xH)(yH) € (UH)(VH) = UVH C W olup g((UH,VH)) C W olur. O halde g
doniigiimii siireklidir. Simdi de j doniigimiiniin siirekli oldugunu goérelim. G/H
tizerinde boliim topolojisi var oldugundan j~'(WW) nin G/H uzayinda acik olmas i¢in
771371 (W)) nin G uzayinda acik oldugu goriilmelidir. j=1(W) = W~ oldugu basitge
goriilebilir. Bu durumda 7='(;7'(W)) = 7' (W~!) dir. Tlaveten Lemma 5.1.4 den
7 (W) = 771 (W)~! oldugundan 7= 1(j=1(W)) = 7=} (W)~! dir. W agik ve 7 dogal
doniiglimii siirekli oldugundan 7 '(W) de G de agktir. G bir topolojik grup
oldugundan 7=1(W)~! de G de agktir. Bu durumda 7—'(;7}(W)) de G de agiktr.
Dolayisiyla j=' (W) de G/H uzayinda agik olup j doniisiimii siireklidir. O halde hem
g hem de j doniigiimii siirekli oldugundan G/H bir topolojik gruptur. G nin bir
topolojik yarigrup olmasi durumunda G/H m da bir topolojik yarigrup oldugu

benzer bicimde goriilebilir. [J
5.1.6. Onerme

G bir sol topolojik grup ve H kiimesi G nin kapali bir altgrubu olmak iizere G /H bdliim
uzay1 ayriktir & H altgrubu G uzayinda acgiktir.



64

fspat

(=) : G/H ayrik bir uzay olsun. G/H 1 birim eleman H olup {H} tek nokta kiimesi
G/H uzayinda agiktir. G/H iizerinde boliim topolojisi var oldugundan m—'({H}) de
G uzaymda aciktir. 77 '({H}) = H oldugundan H kiimesi G uzaymda agiktar.

(<) : H altgrubu G uzayinda agik olsun. G/H 1n herhangi bir zH elemanini alalim.
7 '({zH}) = xH oldugundan ve A, sol &teleme doniigiimii bir homeomorfizma
oldugundan \,(H) = zH acik olup G/H igindeki her {xH} tek nokta kiimesi aciktir.
O halde G/H bir ayrik uzaydir. (J

Simdi boliim uzaylarinin kapanig operatoriiyle ilgili bir lemma verilecektir.
5.1.7. Lemma

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin kapali bir altgrubu ve 7 : G — G/H dogal bir
doniigiim olmak iizere, eger e birim elemanmnin V'V C U olacak bi¢imdeki her U,V
acitk komguluklar igin 7(V') C n(U) dur.

fspat

U ve V e birim elemanmim V'V C U olacak bigimde agik komsuluklari olsun. p € 7(V)
olsun. 7 orten bir déniigiim oldugundan p = 7w(z) olacak bicimde bir x € G vardir ve

mw(x) € (V) dir. e € V oldugundan x € Vz dir. w agik doniigiim ve Vx acik oldugundan
7(Vz) de G/H uzayinda aciktir. O halde 7(z) € n(V) ve n(Vz) acik oldugundan
7(Vz)Nm(V) # 0 olup 7(ax) = 7(b) olacak bicimde a,b € V vardir. O halde axH = bH
olup axh; = bhy olacak bicimde bir hy, he € H vardir ve x = ailbhghfl dir. hghfl =h
denilirse z = a~1bh olup a='b € V-V C U oldugundan z = a~'bh € V-'VH C UH
olur ve boylece 7(z) € m(UH) = 7(U) oldugundan w(x) € m(U) elde edilir. O halde
(V) C n(U) dir. O

5.1.8 Teorem

G bir topolojik grup ve H kiimesi G' nin kapali bir altgrubu ise G/H bolim uzayi

regiiler bir uzaydir.
I spat

Teorem 5.1.2 den G/H homojen bir uzay oldugundan m(e) € W olacak bi¢imdeki her
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W C G/H aqig icin 7(e) € T C T C W olacak bicimde bir T C G/H agiginin var
oldugunu gérmek yeterlidir. G/ H uzayinda w(e) € W olacak bi¢imde bir W agig1 alalim.
7 siirekli oldugundan 7w(U) C W olacak bi¢cimde e noktasinin bir U acik komgulugu
vardir. G bir topolojik grup oldugundan V=V C U olacak bicimde e birim elemaninin
acik simetrik bir V' komsgulugu vardir. e € V oldugundan 7(e) € n(V) olur. 7 acik
doniigiim oldugundan 7(V') de G/H uzayinda agiktir. Bu durumda Lemma 5.1.7 den

mw(e) e m(V) Cw(V) Cn(U) C W olup G/H regiiler bir uzaydir. O
G/H uzay1 Ty ve regiiler oldugundan bir T3 -uzaydir.
5.1.9. Tanim

X ve Y bir topolojik uzay, f : X — Y bir doniigiim olmak iizere f doniigiimii kapal,
siirekli ve her y € Y igin f~!(y) fiberleri kompakt ise f doniigiimiine miikemmel bir

doniisiim denir.
5.1.10 Teorem

G bir topolojik grup olmak iizere, eger H kiimesi G nin kompakt bir altgrubu ise

7 : G — G/H dogal doniigiimii mitkemmel bir déniigiimdiir.
fspat

H kiimesi G nin kompakt bir altgrubu olsun. G/H béliim uzay1 oldugundan 7 dogal
doniigiimii siireklidir. Simdi 7 nin kapali bir déniigiim oldugunu gorelim. P C G kapah
olsun. m(P) nin G/H uzaymmda kapali oldugunu gorelim. G/H bélim uzay:
oldugundan 7(P) nin G/H de kapah olmasi i¢in 7! (7(P)) nin de G uzaymmda kapal
oldugu goriilmelidir. 7~ 1(7(P)) = PH olup P altkiimesi G uzaymda kapali ve H
kompakt oldugundan Teorem 4.1.44 den PH kiimesi G uzayinda kapalidir. O halde
7Y (m(P)) de G uzaymda kapah olur. Dolayisiyla 7(P) de G/H uzaymda kapaldir. O
halde 7 kapali bir déniigiimdiir. Simdi de fiberlerin kompakt oldugunu gérelim. = € GG
olmak iizere +H € G/H alalim. H kompakt oldugundan H nin siirekli sol Gteleme
doniigiimii altindaki goriintiisii #H de kompakt olup 7~'(zH) = xH oldugundan

fiberler kompakttir. O halde m miikemmel bir déniigiimdiir. [

Kompakt uzaylarin miikemmel doniistim altindaki ongoriintiileri de kompakt

oldugundan (8], agagidaki sonug verilebilir.
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5.1.11. Sonug

G bir topolojik grup ve H kiimesi G nin kompakt bir altgrubu olmak tizere eger G/H

boliim uzay1 kompakt ise G uzay1 da kompakttir.

Simdi  cekirdeklerinin  biiyiikliiklerine gére bir grubun iki homomorfizmasi

karsilagtirilacaktir.
5.1.12. Onerme

G, H ve K gruplar olmak iizere ¥(G) = K, ker¥ C kerp olacak bigimde ¢ : G — H

ve U : G — K birer homomorfizma olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i) ¢ = f o W olacak bicimde bir f : K — H homomorfizmas1 vardir.
ii) Eger G, H, K sol topolojik gruplar, ¢ ve W siirekli, H in birim elemani ey m her U
agik komgulugu igin ¥~1(V) C o= }(U) olacak bigimde K nin birim elemani ex nin bir

V acgik komgulugu var ise f siireklidir.
fspat

i) Her z € K igin f(z) = ¢ o ¥"!(z) bi¢giminde tanimh f : K — H déniigiimiinii
alalim. ilk olarak f nin iyi tamiml oldugunu gérelim. y,z € ¥~'(z) olsun. O halde
U(y) = ¥(z) = z olup ¥ homomorfizma oldugundan ¥ (y)¥(z71) = U(yz!) = ek dir.
O halde yz~! € kerU olup kerU C kery oldugundan yz~! € kerp dir. Bu durumda ¢
homomorfizma oldugundan ¢(yz=') = ¢(y)(p(2))™t = ey olup p(y) = p(z) elde
edilir. Dolayisiyla f iyi tammhdir. f = ¢ o ¥~! oldugundan f o ¥ = ¢ olur.

Simdi f nin bir homomorfizma oldugunu gorelim. z,y € K alahm. ¥ Orten
oldugundan = = WV(p),y = V¥(q) olacak bi¢cimde p,q € G vardir. Bu durumda
f(zy) = f(¥(p)¥(q)) olup ¥ bir homomorfizma oldugundan f(¥(p)¥(q)) = f(¥(pq))
dur. ¢ = f o U oldugundan f(V¥(pq)) = ¢(pg) elde edilir. ¢ bir homomorfizma

oldugundan ¢(pg) = ¢(p)e(q) dur. O halde ¢(p)p(q) = f(¥(p))f(¥(q) = f(x)f(y)
olur. O halde f(zy) = f(x)f(y) olup f bir homomorfizmadir.

ii) G, H ve K sol topolojik gruplar, ¢ ve W siirekli, ey m her U ac¢ik komsulugu i¢in
U—H(V) C ¢ 1(U) olacak bigimde ex min bir V agik komsulugu var olsun. Simdi f nin
ex noktasinda siirekli oldugunu gorelim. H uzaymda f(ex) € U olacak bi¢imde bir U
a¢iginm alalm. f bir homomorfizma oldugundan f(ex) = ey € U dur. U ey 1 agk
bir komsulugu oldugundan kabulden W—1(V) C ¢~ 1(U) olacak bigimde ex nin agik bir
V komsgulugu vardir. Boylece (U1 (V) C p(p~*(U)) olur. Bu durumda f(V) C U
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olup f doniisiimii ex noktasinda siireklidir. O halde Sonug 3.1.4 den f homomorfizmasi
siireklidir. [

Simdi bu 6nermeyle ilgili bir sonug verilecektir
5.1.13. Sonug

G, H ve K sol topolojik gruplar, ¥(G) = K ve kery) C kerp olacak bicimde ¢ : G — H,
¥ : G — K siirekli homomorfizmalar olmak iizere, ¢ acik bir doniigiim ise ¢ = f o1

olacak bicimde siirekli bir f : K — H homomorfizmasi vardir.
fspat

1 doniisiimii acik olsun. Onerme 5.1.12 den ¢ = f o 4 olacak bicimde bir f : K — H
homomorfizmasi vardir. V- C H acik olsun. ¢ = f o ve ¥(G) = K oldugundan
FHV) = (e (V) olur. ¢ siirekli oldugundan ¢~ ' (V) G uzayinda aciktir. ¢ agik
bir doniigiim oldugundan (¢~1(V)) de K uzayinda agktir. O halde f~3(V) de K
uzayinda agiktir. Boylece f siirekli bir homomorfizmadir. [J

5.1.14. Onerme

G ve H sol topolojik gruplar, p : G — H bir topolojik izomorfizma olmak iizere, Gg
kiimesi G nin kapali normal bir altgrubu ve p(Gy) = Hp ise her z € G ve y = p(z)
icin ®(zGy) = yHy bi¢ciminde tanimh ¢ : G/Gy — H/H, doniisiimii bir topolojik

izomorfizmadir.
fspat

Gy kiimesi G nin kapali normal bir altgrubu ve p(Gy) = Hy olsun. ¢ : G — G/Gq ve
W H— H/Hq dogal bir dontigiim olmak iizere 1) o p = ® o ¢ olacak bigimde agagidaki

diyagrami tamimlayalim.

G—2—H
|
G/Gy—2= H/H,

® nin bire-bir orten bir homomorfizma oldugu kolayca goriilebilir. p, v, ¢ birer acik

siirekli homomorfizma ve @ o p = @& o ¢ oldugundan & de acik siirekli bir



68

homomorfizmadir. Ilaveten ® bire-bir, 6rten ve acik oldugundan ®~! de siireklidir. O
halde ® bir topolojik izomorfizmadir. Béylece H/H, ve G/Gqy topolojik olarak

izomorftur. [

Simdi birinci izomorfizma teoremi olarak bilinen teorem verilecektir.
5.1.15 Teorem

G ve H sol topolojik gruplar, kerp = N olmak iizere, p : G — H siirekli, acik, orten
bir homomorfizma ise N kiimesi G' nin kapali bir normal altgrubudur ve her y € H
igin p~!(y) fiberleri G de N nin bazi sol kosetlerinin birlegimidir ve ®(zN) = p(z)
bigiminde tanimhi ® : G/N — H doniisiimii bir topolojik izomorfizmadir.

fspat

N kiimesi grup teorisinden G nin normal bir altgrubudur. H ve G Ti- uzay
oldugundan {ey} kiimesi H uzayinda kapahdir. O halde p~'({eg}) = N kiimesi de G
uzayinda kapahdir. Simdi her y € H igin p~!(y) fiberlerinin N nin bazi sol
kosetlerinin birlesimi oldugunu gorelim. Bunun igin p~'(y) = UzEp_l(y) xN oldugu

goriilmelidir. a € |J xN alalim. Bu durumda a = x9N olacak bigimde bir

zep~1

rg € p (y) vardir VZ ;E)mo) = y dir. @ = x9N oldugundan z;'a € N olur.
N = p~!(ey) oldugundan z,'a € p~'(ey) olup p(zy'a) = ey dir. p homomorfizma
oldugundan p(x¢)~'p(a) = ey olup p(xg) = y oldugundan y~'p(a) = ey dir. O halde
pla) = yeg = y olup a € p'(y) dir. Diger yandan 2z € p~'(y) ahnirsa
z € U.cp-1(y #IN oldugu basitce goriilebilir . Boylece p~'(y) = U,e,-1(, *V olur,
Simdi ®(zN) = p(z) bi¢iminde tanimh ® : G/N — H déniigiimiiniin bir topolojik
izomorfizma oldugunu gorelim. 7 : G — G/N bir dogal doniigim olmak iizere

p = ® o7 olacak bigimde asagidaki diyagrami tanimlayalim.

G—r .o H

| A

G/N

® nin bir homomorfizma oldugu kolayca goriilebilir. ker® = {N} oldugundan ¢ nin
bire bir oldugu agikardir. Simdi y € H alalm. p 6rten oldugundan p(z) = y olacak
bigimde bir x € G vardir ve p(z) = ®(zN) oldugundan ®(zN) = y dir. O halde
® ortendir. Simdi de ® dontigiimiiniin siirekli oldugunu gorelim. ®(zN) € W olacak
bicimde H uzayinda bir W agig1 alalim. ®(zN) = p(z) oldugundan p(z) € W dur. Bu
durumda z € p~' (W) olup p siirekli oldugundan p~' (W) de G uzaymda agiktir. 7 agik
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bir doniigiim oldugundan 7(p~!(W)) de G/N béliim uzayinda agik olur.

r € p (W) oldugundan zN = 7(z) € w(p~'(W)) dir. 7(p~"(W)) = V denilirse
B(V) = B(x(p~'(W))) olup ® o 7 = p oldugundan B(x(p~ ())) = (pp)(W) € W
olur. Boylece ®(V) C W elde edilir. O halde ® doniigiimii siireklidir. Simdi & nin
acik bir doniigiim oldugunu gorelim. G/N uzayinda bir U agg alahm. ® o = p
oldugundan ®(U) = p(z7~}(U)) dir. 7 siirekli oldugundan 7= (U) de G uzaymda agiktir.
p agik bir doniigiim oldugundan p(7='(U)) de H uzayinda agiktir. O halde ®(U) de
H uzayinda agiktir. Boylece ® doniisiimii agik bir déniigsiim olur. ¢ acik, bire bir ve
orten oldugundan ®~!' déniisiimii de siireklidir. O halde ® doniisiimii bir topolojik

izomorfizmadir. [J
5.1.16. Onerme

G ve H sol topolojik gruplar ve p : G — H orten, siirekli bir homomorfizma olmak
tizere, eger G nin bogtan farkli bir U altkiimesi ic¢in p(U) C H agik ve p|ly : U — p(U)

acik bir doniisiim oluyorsa p acik bir doniisiimdiir.
fspat

) £ U C G igin p(U) C H agk ve p|y : U — p(U) agik bir doniigiim olsun. Herhangi
bir W C G agigimi alalim. Eger W = ) ise p(0) = 0 olup p(0) C H agktir. Simdi
W # (0 olmak iizere p(W) nin H de agik oldugunu gérelim. Bunun i¢in p(W) C p(WW)°
oldugunu goérmek yeterlidir. ¢ € p(WW) alahm. O halde ¢ = p(w) olacak bigimde bir
w € W vardir. Aym1 zamanda U # () oldugundan bir y € U alahm. A\ ,-1(w) =
yw~'w =y ve Ay,-1 bir homeomorfizmadir. w € W oldugundan \,-1(w) € Ay-1 (W)
ve A\y-1(W) C G agiktir. U N Ayp—1 (W) = V diyelim. V kiimesi U da aciktir. p|y
acik bir doniigiim oldugundan p|y (V') agiktir. p|y (V) = p(V') ve hipotezden p(U) C H
agik oldugundan p(V) C H agktir. z = p(yw™')"! € H olmak iizere [, : H — H
sol 6teleme doniigiimiinii alahm. p bir homomorfizma oldugundan I, opo Ay,-1 = p
esitiligi saglanir. Oyleyse I, o p o Ay-1(W) = p(W) dir. p(V) C H agk ve [, bir
homeomorfizma oldugundan 1,(p(V)) C H agiktir. U N Ay—1 (W) = V idi. Oyleyse
L(p(V)) = L(p(UNAyy-1(W))) C L(p(Ayw-1(W))) = p(W) dir. Son esitlige (x) diyelim.
w € W oldugundan A,,-1(w) € A\yy—1 (W) olup ywtw =y € A1 (W) olur. y € U ve
y € A1 (W) oldugundan y € U N Ay,—1 (W) =V dir. O halde t = p(w) = L.(p(y)) €
L.(p(V)) olup (%) dan I, (p(V)) C p(W) dir ve I,(p(V)) C H agiktir. O halde t € p(W)°
olup p(W) C p(W)° olur. Boylece p(W) acik olup p acik bir doniigiimdiir. O

5.1.17. Onerme

G ve H topolojik gruplar, p : G — H siirekli bir homomorfizma olmak iizere, GG
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uzaymda eg birim elemaninin her U acik komsulugu icin p(U) kiimesi H de bogtan

farkh bir acik kiime icerirse p acik bir déniigiimdiir
fspat

G uzaymda eg birim elemaninin her U agik komgulugu i¢in p(U) kiimesi H de bogtan
farkli bir acik icersin. U C G acik olmak iizere e € U olsun. Ilk olarak p(eg) = ey
m p(U) nun bir i¢ noktast oldugunu gorelim. eq € U, U agik ve G bir topolojik grup
oldugundan VV ! C U olacak bicimde e nin bir V ac¢ik komsulugu vardir. Hipotezden
W C p(V) olacak bigimde H uzaymda bostan farkli bir W agqg vardir. W #£ () ve p
bir homomorfizma oldugundan ey € WW =1 C p(V)p(V)™' = p(VV 1) C p(U) olup
ey € p(U)° dir. Buna (%) diyelim. Simdi 6nermenin ispatin1 gorelim. G de bogtan
farkl bir T" agig1 alalim. p(T") C H 1n agik oldugunu gorelim. Bunun i¢in p(7) C p(T)°
oldugunu gérmek yeterlidir. y € p(7T') alalim. Oyleyse y = p(x) olacak bicimde bir x € T
vardir. O halde eg € x7'T ve 27T acik olup (*) dan ey € p(z~'T)° dir. Bu durumda
eg € S C p(xz7'T) olacak bigimde bir S C H aqg vardir. ey € S C p(xz~1)p(T)
olup y = p(z) € p(x)S C p(T) ve p(x)S acik oldugundan y € p(T)° dir. O halde
p(T) C p(T)° olup p(T) agiktir. Boylece p agik bir doniigiim olur. [

Simdi bir sonraki teoremde kullanilacak bir lemma verilecektir.
5.1.18. Lemma

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X — Y siirekli 6rten bir doniigiim olmak iizere, eger

D kiimesi X uzaymnda yogun ise f(D) de Y uzaymda yogundur.
fspat

D C X olmak {izere D = X olsun. Y uzayinda bostan farkli bir U acigi alalim. f
doniigiimii siirekli oldugundan f~'(U) kiimesi X uzaymda acgiktir. D kiimesi X i¢inde
yogun oldugundan f~1(U)N D # ( dir.

O halde 0 # f(f~Y(U)N D) C f(f~YU)) N f(D) € UnN f(D) olur. O halde f(D)
kiimesi Y uzayinda yogundur. [

5.1.19 Teorem

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin kapali bir altgrubu, 7 : G — G/ H dogal doniigiim
ve K kiimesi G nin yogun bir altgrubu olsun. r = 7|x : K — m(K) doniigiimii agiktir
& K N H kiimesi H iginde yogundur.
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fspat

(«<):

K N H kiimesi H i¢inde yogun olsun. r = 7|x doniigiimiiniin agik oldugunu gorelim.
K uzaymda bostan farkh bir U acig1 alahm. Oyleyse U = V N K olacak bicimde G
uzaymda bir V' acig1 vardir. 7(V) N7 (K) = O diyelim. 7 doniigiimii agik oldugundan
O kiimesi 7(K) uzaymda agiktir. r(U) = 7| (U) = O oldugunu gorelim. y € O olsun
y € m(V)Nm(K) dir ve y = w(x) olacak bi¢imde bir # € K vardir. Bu durumda
tHNV =7 Y(y) NV #£ 0 dir. Soyleki; y € n(V) N 7(K) ise y = 7(x) oldugundan
m(z) € ©(V) olup z € 7 1(n(V)) = VH dir ve bdylece z = vh olacak bigimde v € V'
ve h € H vardir. Oyleyse xh™' = v dir. 2h~' € xH oldugundan v € H dir. O halde
vexHNV olup zH NV # (0 dir. Ustelik «H NV kiimesi 2H icinde aciktir. Her
topolojik grup bir sol topolojik grup oldugundan G den H iizerine indirgenen
topolojiyle H bir sol topolojik gruptur. Dolaywsiyla H iizerinde her sol &teleme
doniigiimii bir homeomorfizma olup A\,(K N H) = z(K N H) dir. O halde Lemma
5.1.18 den (K N H) da H iginde yogundur. H kiimesi H ye homeomorf oldugundan
(KN H) =axKNxH kiimesi zH i¢inde yogundur. O halde zH NV kiimesi *H
uzaymin bogtan farkhh bir agig1 ve K N xH da xzH uzaymda yogun oldugundan
(zKNzH)N(zHNV) £ D dir. (zkKNazH)N(xzHNV)=(KNV)NzH oldugundan
(KNV)NzH # 0 dir. Oyleyse 2 € (KN V)N xH alahm. Bu durumda ' € zH ve
v € (KNV)dir. KNV = U oldugundan z' € U dur. r(z') = 7|g(2z') = n(2') = 2’ H
dir. ' € vH ise vH = 1 H olur. Oyleyse r(z') = ' H = xH = 7(x) = y elde edilir.
x €U vey=r(z') oldugundan y € r(U) olur. O halde O C r(U) dur. Diger yandan
r(U) = nlg(U) = mlg(VNK) Crlg(VNK)N7|g(K) = (VN K)Nna(K) olup
rVNK)Nnn(K) C n(V)Na(K) = O dur. O halde »(U) C O elde dilir. Hem
O C r(U) hem de r(U) C O oldugundan r(U) = 7|x(U) = O olur. O, n(K) de agik
oldugundan r(U), 7(K) de agktir. O halde K uzayindaki her U aqg icin r(U)
kiimesi 7(K) de agik oldugundan r = 7|k agik bir déniigiimdiir.

(=):

r = m|k acik bir déniigiim olsun. H N K nin H iginde yogun oldugunu gorelim. %,
ailesi G nin birim elemaninin komguluklar ailesi olmak {izere ilk olarak her U € %,
icim H C U(K N H) oldugunu gorelim. U € % alalm. G bir topolojik grup
oldugundan V! = V ve V2 C U olacak bicimde bir V € %, vardir.
r(VNK)=n|lg(VNK)=n(VNK)olup n(VNK), m(K) i¢inde agiktir. e € VN K
oldugundan 7(V N K), w(e) nin agik bir komsulugudur. Oyleyse G/H uzayinda
7V N K) = W n n(K) olacak bicimde bir W acqg vardir. O halde
we) € WnNa(K) = m#(VNK)olup m'(W)n KH C (VN K)H dir. Soyleki;
WnaK) € a(VNK)olup 7'(W N r(K)) C 7 Yx(V N K)) dir. Oyleyse
7t W Nna(K)) =7 'W)naYr(K)) oldugundan (7~ '(W)N KH) C (VNK)H
dir. W, G/H uzayinda agik ve 7 dogal déniigiimii siirekli oldugundan 7= !(1W) de G
uzayinda aciktir. hy € H alalim. G topolojik grup oldugundan bir sag topolojik grup
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olup her sag Oteleme doniigiimii bir homeomorfizmadir. Oyleyse 7='(W)hy, G
uzayinda aciktir. Tlaveten V, G uzayinda acik oldugundan Vho de G uzaymda aciktir.
O halde (7=Y(W) N V)hg, G de agiktir. K, G de yogun oldugundan K = G dir. Bu
durumda K N (771 (W) N V)hg # 0 dir. O halde g € (7=1(W) N V)hy olacak bigimde
bir ¢ € K vardr. ¢ € K ve hy! € H oldugundan ghy'! € KH olup
ghyt € 'W)NKH dw. 7' (W)NKH C (VN K)H oldugundan ghy' € (VN K)H
olur. O halde ghy' = xy olacak bigimde bir x € VN K ve y € H vardir. 27 1g = yhy
olup 27 lg € K ve yhy € H oldugundan x7'g = yhy € H N K dir. Bu durumda
y~! = (hog )z € VIV = V2 C U elde edilir. Oyleyse hy = y~*(z7'g) € U(H N K)
dir. O halde H CU(H N K) olur. Eger her U € %, icin H CU(H N K) ise (HNK),
H icinde yogundur. S0yleki; kabul edelimki H N K, H icinde yogun olmasin. Bu
durumda V N (H N K) = 0 olacak bi¢gimde H uzayinda bogtan farkh bir V agg
vardir. V' # () oldugundan bir x € V vardir. O halde G topolojik grup oldugundan
Uz C V olacak bigimde agik simetrik bir U € %, vardir. H C U(K N H) oldugundan
VNHNK # () dir. Cinkii x € V C H CU(K N H) oldugundan z € U(K N H) dur.
O halde * = uz olacak bi¢imde bir v € U ve bir z € (K N H) vardir. © = uz ise
uw iz =z dir. vz € Uz C V oldugundan z € V dir. O halde 2 € VN K N H dir. Bu
da VN KN H = ( olmasi ile celigir. Oyleyse kabuliimiiz yanhstir. O halde H N K, H
icinde aciktir. [J

5.1.20. Onerme

G ve H sol topolojik gruplar ve f : G — H siirekli 6rten bir homomorfizma olsun.

Eger G kompakt ve H Hausdorff bir uzay ise f acik bir doniigiimdyiir.
fspat

G kompakt ve H Hausdorff bir uzay olsun. Kompakt bir uzaydan Hausdorff bir uzaya
giden siirekli her doniisiim kapali oldugundan f doniisiimii kapalidir. f doniigiimii,
kapali, siirekli ve orten oldugundan f bir béliim doniigiimiidiir. kerf = K olsun. K
kiimesi G nin kapali normal bir altgrubudur. Simdi f nin agik bir déniisiim oldugunu
gorelim. U C G agk olsun. f boliim doniigiimii oldugundan f(U) nun H uzaymnda
agik olmast i¢in f~!(f(U)) nun G uzayinda agik oldugu goriilmelidir. f~!f(U) = KU
dur. Soyleki; x € f~'f(U) alinrsa f(z) € f(U) olup f(x) = f(u) olacak bigimde
bir u € U vardir. Oyleyse f(z)(f(u))™" = e dir. f bir homomorfizma oldugundan
f@)(fu)™t = f(zu™') = e dir. Oyleyse 2u™! € kerf olup = € (ker f)u olur. O
halde = € (ker f)U olup z € KU dur. Diger yandan z € KU almirsa benzer bi¢cimde
z € f7Yf(U)) olur. O halde f~'(f(U)) = KU elde edilir. Onerme 4.1.1 den KU, G
uzaymda agiktir. f boliim doniigiimii oldugundan f(U) de H uzayinda agiktir. O halde
f acik bir doniistimdiir. [J
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5.1.21 Teorem

G ve H sol topolojik gruplar, p : G — H acik, siirekli, 6rten bir homomorfizma olmak
iizere, Hy kiimesi H 1n kapali normal bir altgrubu ve Gy = p~(Hy) ve N = p~!(eg)
ise G/Gy ve H/Hy birer sol topolojik grup olup (G/N)/(Go/N) ye topolojik olarak

izomorfturlar.
fspat

Hy kiimesi H m kapal normal bir altgrubu ve Gy = p~'(Hy) ve N = p~!(ey) olsun.
Teorem 5.1.2 den H/H, ve G/Gy nin sol topolojik grup oldugu goriildii. Simdi Gy n
G nin normal altgrubu oldugunu gorelim. a,b € Gy alalm. Oyleyse Gy = p~*(H,)
oldugundan a € p~*(Hy), b € p~*(Hy) olup p(a) = hy, p(b) = hy olacak bigimde bir
hi,hy € Hy vardir. Hy, H m normal bir altgrubu oldugundan hih;' € H, olup
hihy' = p(a)p(b)™* dir. p doniigiimi  bir homomorfizma oldugundan
p(a)p(b)™' = p(ab™') € Hy olur. O halde ab™' € p~!(Hy) = Gy olup Gy kiimesi G nin
bir altgrubudur. Simdi her a € Gy = p~1(H,) ve her g € G igin gag™t € Gy oldugunu
gorelim. p homomorfizma oldugundan p(gag™') = p(a)p(b)p(g)~! olur. p(a) € H,,
p(g) € H ve Hy kiimesi H m normal altgrubu oldugundan p(a)p(b)p(g)~' € Hy dir. O
halde p(gag™) € Hy olup gag™' € p~'(Hy) = Gy dir. Dolayisiyla Gy kiimesi G' nin
normal bir altgrubudur. Hy,, H da kapali oldugundan ve p siirekli oldugundan
p '(Hy) = Gy da G uzaymda kapalidir. Ote yandan o(h) = hH, olacak bicimde
¢ : H — H/Hy dogal doniigiimii acik, siirekli bir homomorfizmadir. O halde
pop : G — H/H, doniigiimii acik siirekli bir homomorfizmadir. Ilaveten
(¢ op) ' (Ho) = p~*(p(Ho)) = p~'(Ho) = Gy dir. Dolayisiyla ker(p o p) = Gy dur. O
halde ¢ o p agik siirekli 6rten bir homomorfizma ve ker(p o p) = Gy kiimesi G nin
kapali normal altgrubu oldugundan Teorem 5.1.15 den h : G/Gy, — H/H, bir
topolojik izomorfizma olup G/Gq ile H/H, topolojik olarak izomorftur. Ilaveten
Teorem 5.1.15 den ®(xN) = p(z) bi¢iminde tanimh & : G/N — H doniiglimii bir
topolojik izomorfizma idi. Simdi ®(Go/N) = H, oldugunu gorelim. y € ®(Gy/N)
alahm. Oyleyse y = ®(zN) = p(x) olacak bigimde bir aN € Gy/N vardimr.
r € Gy = p ' (Hy) oldugundan y = p(z) € Hy dir. O halde ®(Go/N) C Hy olur. Diger
yvandan z € Hy alalim. p déniigiimii 6rten oldugundan p(xg) = z € Hy olacak bigimde
bir g € G vardir. p(zg) € Hy ise zg € p~*(Hy) = Go dir. O halde ®(xoN) = p(xg) = 2
dir. O halde z € ®(Gy/N) olup Hy C ®(Gy/N) olur. Dolayisiyla ®(Gy/N) = H, dir.
Simdi Go/N kiimesinin G/N nin bir kapali normal altgrubu oldugunu gorelim.
N, yN € Go/N alahm. (zN)(yN)™' = (zN)(yN) = zy 'N dir. zy~' € Gy
oldugundan xy~'N € Gy/N dir. O halde Gy/N kiimesi G/N nin bir altgrubu olur.
llaveten  her aN € G/N ve her N € Go/N  igin
(aN)(zoN)(aN)™' = (aN)(zoN)(a™*N) = (axoa™')N olur. Gy kiimesi G nin normal
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altgrubu oldugundan azga™! € Gy olup (azga™')N € Go/N dir. O halde Go/N
kiimesi G/N nin normal bir altgrubudur. Simdi Gy/N C G/N nin kapal oldugunu
gorelim. 77 1(Gy/N) = GoN oldugu kolayca goriilebilir. N = p~!(eg) = p~'({en})
olup {ey} kompakt oldugundan N kompakttir. Gy kapali N kompakt oldugundan
Teorem 4.1.44 den Go¢N kapali olup Go/N C G/N kapahdir. & doniigiimii bir
topolojik izomorfizma, Go/N kiimesi G/N nin kapali bir normal altgrubu,
®(Gy/N) = Hy ve ®@N) = p(x) oldugundan Onerme 5.1.14 den
Y((xN)Go/N) = &(xN)H, bigiminde tanmimli ¢ : (G/N)/(Gy/N) — H/H, doniigiimii
bir topolojik izomorfizmadir. O halde (G/N)/(Go/N), H/H, a topolojik olarak
izomorftur. Ustelik H/H,, G/Go a topolojik olarak izomorf oldugundan
(G/N)/(GoN) de G/Gy a topolojik olarak izomorftur. [J

5.1.22 Teorem

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin kapali normal bir altgrubu, M kiimesi G nin bir
topolojik altgrubu ve 7 : G — G/H bir dogal doniigiim olsun. M H/H boélim grubu
G/ H topolojik grubunun 7(M) altgrubuna topolojik olarak izomorftur.

fspat

7Y (m(M)) = MH dir. H, G nin kapali normal altgubu oldugu i¢in 7 : G — G/H
dogal doniisiimii acik, siirekli, orten bir homomorfizmadir. Oyleyse © nin MH a
kisitlanmig 7|y = ¢ : MH — w(M) doniigiimii de agik siirekli ve ortendir. M, G nin
bir altgrubu ve 7 homomorfizma oldugundan = (M) de G/H 1 normal bir
altgrubudur. Ote yandan M H da G nin bir altgrubudur. Séyleki; 2y € MH alalim.
Oyleyse xr = myhy ve y = mohsy olacak bicimde bir mq, ms € M ve hy, ho € H vardir.
H, G nin normal altgrubu oldugundan y = homs dir. O halde zy = mqhihoms olup
hihs = h denilirse myhihoamo = mihmsy olur. H, G nin normal altgrubu oldugundan
mihmo = myimsh olup mims = m denilirse mymsh = mh dir. O halde xy € MH
olur. Simdi y € MH icin y~! € MH oldugunu gorelim. y € MH almirsa y = mh
olacak bigimde bir m € M ve h € H vardir. M, G nin altgrubu oldugundan m~! € M
ve H, G nin normal altgrubu oldugundan hA~' € M dir. Oyleyse
y ' =h'm~' € HM olur. H, G nin normal altgrubu oldugundan HM = MH olup
y~t € MH dir. O halde M H, G nin bir altgrubudur. M H, G nin ve m(M) de G/H n
altgrubu olup ¥ : MH — w(M) bir homomorfizmadir. e, M H in birim elemani ve 1)
bir homomorfizma oldugundan 7 (M) nin birim elemani v (e) dir. ¢ nin ¢ekirdegi
= ((e)) olup ¥ ((e)) = 7 (w(e)) = H oldugundan keryp = H dir. O halde
agik, Orten, siirekli bir homomorfizma, kerv = H oldugundan Teorem 5.1.15 den
¢ : MH/H — w(M) doniigiimii bir topolojik izomorfizmadir. O halde MH/H ve
(M) topolojik olarak izomorftur. O
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5.1.23 Teorem

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin kapali bir altgrubu, X kiimesi G nin bir altuzayi,
m: G — G/H dogal doniigiimii érten bir homomorfizma ve Y = 7(X) olmak {izere,

eger H altuzay: ve Y altuzay: birinci sayilabilir ise X uzay1 da birinci sayilabilirdir.
fspat

H ve Y birinci sayilabilir uzaylar olsun. e, G nin birim elemani olmak iizere e € X
oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. X in birinci sayilabilir bir uzay oldugunu
gormek icin X in e noktasinda sayilabilir bir komsuluklar tabanina sahip oldugunu
gormek yeterlidir. A birinci sayilabilir uzay oldugundan e nin H iginde sayilabilir bir
{T,, : n € Z"} komguluklar tabani vardir. O halde her n € Z* igin T,, = V,, N H olacak
bicimde G uzaymda bir V,, aqg vardir. G topolojik grup oldugundan her n € Z*
icin W,, C V,, ve W,.1W,11 C W, olacak bi¢imde birim elemanin W,, agk simetrik
komsuluklar1 vardir. Oyleyse o(e) = {W, N H : n € Z*} ailesi e nin H icinde bir
komguluklar tabanidir. e € X ve 7(X) = Y oldugundan 7(e) € Y dir. Y altuzayi birinci
sayilabilir oldugundan m(e) nin Y i¢inde sayilabilir bir {4, : n € Z} komguluklar
tabani vardir. O halde her n € Z" i¢in A,, = O, NY olacak bicimde G/H uzayinda bir
O,, agig1 vardir. 7=1(0,,) = U, denilirse e € U, ve 7(U,,) G/H uzaymda agktir. Boylece
o(m(e)) ={nx(U,)NY :n € Z*} kiimesi Y iginde 7(e) nin bir komguluklar tabanmdir. O
halde her i, j € Z* i¢in B; ; = W;NU;NX olmak tizere {B; ; : (i,j) € Z* x Z*} kiimesi
X uzaymda e noktasinin sayilabilir bir komguluklar tabanidir. S6yleki; her ¢ icin e € W,
e € Uj ve e € X oldugundan e € B;; dir ve B;; kiimesi X uzaymnda agiktir. Simdi X
uzayinda e € T olacak bigimde bir 7" a¢ig1 alalim. O halde T'= ON X olacak bicimde G
de bir O agig1 vardir. G topolojik grup oldugundan e € V ve V'V C O olacak bigimde
G uzaymda bir V aqg vardir. Oyleyse e € VN H dir. K kiimesi H uzaymda e nin bir
komsuluklar tabani oldugundan W,, " H C V N H C V olacak bi¢imde bir m € Z*
vardir. O halde e € W,,, N H C V olup e € W,,;1 NV dir. Oyleyse m(e) € 7(Wyy1 NV)
olur. 7 agik bir doniigiim oldugundan m(W,,.; N'V) agiktir. M kiimesi Y altuzayinda
7(e) nin komguluklar tabani oldugundan 7(U,) NY C 7(W,,41 NV) olacak bi¢imde bir
k € Z* vardir. Bu durumda By, 41 = (Wine1 N U N X) C O dur. Soyleki; 2z € By
olsun. O halde z €e Uy N X C (W,,s1 NV)H ve z ¢ W11 (G\W,,) dir. Simdi bunlar
sirasiyla gorelim. z € U, N X alinwrsa z € (W,,.; N V)H oldugu kolayca goriilebilir.
Ote yandan z € W, ise ze € W1 Wiyt dir. O halde z € Wi 1 W1 € W, olup
z € W, dir. Eger z € W,,,11(G\W,,) ise z € W, olup z € W, dir. Bu bir ¢eligki olup
2 & W1 (G\W,,) dir. llaveten z € (W,,1; N'V)H oldugundan z = ph olacak bicimde
bir p € W,,.1 NV ve bir h € H vardir. Bu durumda h € W, veya h ¢ W, dir. Eger
h ¢ Wy, ise h ¢ W,, ve p € W,y NV oldugundan z = ph € (W,,,41)(G\W,,) olur. Bu
da z ¢ W, 1(G\W,,) olmasiyla celisir. O halde h € W,, olmak zorundadir. Oyleyse
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h € HNW,, dir. Béylece z = ph € (W,,,;1 NV )(H NW,,) elde edilit. HNW,, CV ve
VW1 € Vooldugundan z € V2 C O olur. O halde z € (W,,,,1NUxNX) CONX =T
elde edilir. Bu durumda B,,11, = (Wip1 NURNX) kiimesi X uzayinda e nin sayilabilir
bir komguluklar tabanidir. Dolayisiyla X uzay: birinci sayilabilirdir. [

Bu teoremden agagidaki sonuca ulagilabilir.
5.1.24. Sonug

G bir topolojik grup ve H kiimesi G nin kapali bir altgubu olmak iizere, eger H ve

G/H birinci sayilabilir uzaylar ise G' uzay1 da birinci sayilabilirdir.

Simdi bir sonraki teoremde kullanmak iizere bir lemma verilecektir.
5.1.25. Lemma

X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere, f : X — Y doniislimii agik, siirekli ve orten ise
her B CY icin f~1(B) = f~4(B) dir.

fspat

f X — Y doniisiimii agik, siirekli ve orten olsun. ) # B C Y olsun. = € fT(B)
alahm. f(z) € B oldugunu gérelim. f(x) € V olacak bicimde bir V C Y acig1 alahm. f
sitrekli oldugundan f~1(V) C X aciktir. = € f~1(B) oldugundan f~1(V)N f~1(B) #
olup 0 # f(f~' (V)N f~Y(B)) € f(f (V)N (f~(B)) € VN B dir. O halde f(z) € B
olup x € f~1(B) dir.

Diger yandan z € f~'(B) olsun. # € f~1(B) oldugunu gorelim. = € O olacak bicimde
bir O C X acigim alahm. f(x) € f(O) olup f(x) € B ve f déniisiimii acik oldugundan
f(O)N B # 0 dir. f 6rten oldugundan f~!(f(O)N B) # () olup O N f~1(B) # ( dir. O

halde = € f~1(B) olur. Boylece istenen esitlik saglanir. (J
5.1.26 Teorem

G bir topolojik grup ve H kiimesi G' nin kapal bir altgrubu olmak iizere, eger H ve
G/H ayrnilabilir ise G uzay1 da ayrilabilirdir.

fspat

H ve G/H ayrlabilir bir uzay olsun. O halde G/H uzaymm B = G /H olacak bicimde
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sayilabilir bir B altkiimesi vardir. Her y € B icin, m 6rten oldugundan, n(z,) = y
olacak bi¢imde bir z, € G vardir. 7 (y) = x,H olup 7 *(y) = z,H kiimesi H ye
homeomorftur. O halde H ayrilabilir oldugundan her y € B igin 7! (y) = z,H sol koset
uzay1 da ayrilabilirdir. O halde her y € B igin 7 !(y) = z,H 1 sayilabilir bir yogun
M, altkiimesi vardir. O halde her y € B igin Efl(B) = 7 !(y) olur. M = Uyen My
olsun. Bu durumda M = Uyes My € Uyepm(y) = 7~ 1(B) olup M C 71(B) dir.
Her y € B igin ﬁyﬂil(B) = 7 1(y) oldugundan M N7~Y(B) = 7~1(B) olup 7~ 1(B) C
7=1(B) € M dir. Béylece M = 7=1(B) olup Lemma 5.1.25 den 7—1(B) = 7~ '(B)
dir. B = G/H oldugundan M = 7~Y(B) = 7~ %(G/H) = G dir. O halde M = G dir.
Ustelik M sayilabilir coklukta sayilabilir kiimenin sayilabilir bir birlesimi oldugundan
sayilabilirdir. O halde G ayrilabilirdir. [J
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6. YEREL KOMPAKT TOPOLOJIiK GRUPLAR

Bu béliim iki alt baghik altinda incelenecektir. Ilk baglikta topolojik gruplarda yerel
o-kompakthk ve yerel kompakthgin kuvvetli parakompakthg verdigi goriilecektir.
Daha sonra topolojik gruplarin birim elemaninin kompakt agik komsuluklarinin
kapsadigi acik kompakt bir altgrup bulunacak ve birimin agik kompakt kiimelerden
olugan bir komsguluklar tabani elde edilecektir. Daha sonra Gg-kiimelerle ilgili baz

teoremler verilecektir.

Ikinci alt baslikta bir G topolojik grubunun yerel kompakt bir H altgrubu varsa G/H
in bazi kogullar altindan korunan bir &2 6zelligine sahip oldugunda G nin de bu &
ozelligine sahip oldugu goriilecektir. Bu bdéliimde aksi belirtilmedikge biitiin uzaylar

Hausdorff uzaydir.
6.1. Yerel Kompakt Topolojik Gruplar

Bu boliimde yerel kompakt topolojik gruplar incelenecektir [7]. Bir topolojik uzayin her
noktasinin kapanisi kompakt olan acik bir komgulugu varsa bu uzaya yerel kompakt

topolojik uzay denir [8].

Simdi konu biitiinliigiiniin bozulmamas1 ac¢isindan girig kisminda verilmeyen topolojik

uzaylarla ilgili bazi tamimlar verilecektir. Bu tanimlar [8] ve [12] de bulunabilir.
6.1.1. Tanim

Bir topolojik uzayin her agik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa bu uzaya bir

Lindel6f uzay denir.
6.1.2. Tanim

X bir kiime ve &7, B C Z(X) olmak iizere her A € &7 i¢in A C B olacak bigimde bir
B € % varsa o ailesine Z ailesinin bir kismi incelmisi denir ve o7 <, A ile gosterilir.
o/ <y P olmak iizere, eger | Jo/ = |J# ise o ailesine Z nin bir incelmisi denir ve
o < A ile gosterilir.

6.1.3. Tanim

X bir topolojik uzay ve &/ X in altkiimelerinin bir ailesi olmak iizere, her A € & icin
{B € o/|AN B # 0} ailesi sonlu ise o ailesine yildiz sonludur denir.
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Yildiz sonlu her acik ortii yerel sonludur.
6.1.4. Tanim

X bir topolojik uzay olmak iizere X in her acik ortiisiiniin yerel sonlu agik bir incelmisi

varsa X uzayina bir parakompakt uzay denir.
6.1.5. Tanim

X bir Hausdorff uzay olmak iizere, X in her acik Ortiisiiniin yildiz sonlu acik bir

incelmisi varsa X uzayma bir kuvvetli parakompakt uzay denir.
6.1.6. Tanim

X bir topolojik uzay ve & bir ozellik olmak iizere, X uzay: her biri & ozelligine
sahip olan sayilabilir ¢coklukta altkiimesinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa X uzayina
bir 0-2 uzay denir. Ornegin; & 6zelligi uzayin kompakt(yerel kompakt) olmasi ise
ve X uzay1 sayilabilir ¢oklukta kompakt(yerel kompakt) altuzaymin birlesimi olarak
vazilabiliyorsa X e bir o-kompakt(o-yerel kompakt) uzay denir.

Simdi Teorem 6.1.9 de kullanilacak iki Lemma verilecektir.
6.1.7. Lemma

Her o- kompakt topolojik uzay bir Lindelof uzaydir.

fspat

X bir o- kompakt uzay olsun. Tanim 6.1.6 den her n € w igin Y,, ler kompakt olmak
tizere X = (J, o,

n € wigin 0, ={0ONY, : O € O} ailesi Y,, i¢in bir agk ortii olur. Her n € w i¢in

Y,, dir. X in herhangi bir & agik 6rtiisiinii alalim. Bu durumda her

Y, ler kompakt oldugundan her &, acik ortiisiiniin sonlu bir ﬁn alt ortiisii vardir. O
halde her n € wigin 7, = {0 : ONY, € 5’”} ailesi sonludur. {J, ., ¥, = 7 olsun.
¥ ailesi € ailesinin sayilabilir bir alt ailesi olup X i orter. S6yleki; ¥ ailesi sayilabilir
coklukta sonlu ailenin birlesimi oldugundan sayilabilirdir. 7" nin ¢ nun alt ailesi oldugu
agikardir. Simdi 7 nin X i orttiigiinig gorelim. x € X alalim. O halde x € Y,,, olacak
bi¢imde bir ny € w vardir. ﬁ;m ailesi Y,,, i¢in bir ¢rtii oldugundan x € O olacak bigimde
bir O € O, vardir. O halde O € ¥, olur. Béylece z € |J ¥, € J¥ olup X C J¥

dir. Her zaman (J7 C X dir. O halde |J7 = X olup ¥ ailesi X i orter. & ailesi
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keyfi oldugundan X o- kompakt topolojik uzayimmin her agik ortiisiintin sayilabilir bir
alt ortiisii vardir. O halde X bir Lindel6f uzaydir. U

6.1.8. Lemma

I bir indis kiimesi ve X bir topolojik uzay olmak tizere, eger her A\ € [ icin Y, C X acik
kuvvetli parakompakt bir uzay, A # p olacak bicimdeki her A\, p € I i¢in Y\ NY, =0
ve X = J,; Yh ise X kuvvetli parakompakt bir uzaydir.

fspat

X in herhangi bir ¢ ack ortisiini  alalim. Ogyleyse her A € [ icin
O, = {0ONY,: 0 € 0} ailesi Y, icin bir agik ortiidiir. Her A € [ icin Y, kuvvetli
parakompakt bir uzay oldugundan her &) acik Ortiistiniin bir %, yildiz sonlu acgik
incelmisi vardir. 7" = (J,; # olsun. ¥ ailesi € acik ortiisiiniin yildiz sonlu acgik bir
incelmigi olur. Soyleki; ilk olarak ¥  ailesinin ¢ nun bir acik incelmisi oldugunu
gorelim. V € ¥ almirsa V' € 7, olacak bigimde bir Ay € I vardir. %), ailesi 0,
ailesinin yildiz sonlu bir incelmisi oldugundan oyle bir O € € vardir ki
V. CONY,, €O dur. Simdi 7 = X oldugunu gorelim. z € X ahnirsa x € Y),
olacak bigimde bir Ay € I vardir. %), ailesi Y), icin bir 6rtii oldugundan = € V olacak
bicimde bir V' € #,, vardir. O halde z € |J 73, C U7 olup X C |7 dir. Her zaman
U7 C X dir. Oyleyse |J7 = X dir O halde # ailesi & ailesinin bir incelmisidir.
Simdi de ¥ nin agik oldugunu goérelim. Her A € [ icin V) agik incelmis oldugundan
her V' € 7, i¢in V kiimesi Y, da agik ve Y) kiimeleri X uzayinda acik oldugundan her
V € ¥, i¢in V kiimesi X uzayinda aciktir. O halde 7 ailesi X uzayinda agiktir. Simdi
¥ nin yildiz sonlu oldugunu gorelim. V5 € 7 olsun. Bu durumda V, € %), olacak
bicimde bir Ay € I vardir. %), ailesi Y), i¢in bir 6rtii oldugundan Vj C Y, dir. A\g # A
olacak bi¢imdeki her A € I i¢in Y), NY) = 0 oldugundan {V € ¥ : VNV, # 0} C ¥,
dir. Ohalde {V e 7 : VNV #0} C{V € %, : VN Vs # 0} olur. ¥, ailesi yildiz
sonlu oldugundan {V € ¥, : V. NV # 0} kimesi sonludur. O halde
{Veyv VNV #0} kiimesi sonlu olup ¥ ailesi yildiz sonludur. Dolayisiyla ¥ ailesi

O ailesinin yildiz sonlu acik bir incelmisi olup X kuvvetli parakompakt bir uzaydir. [J

Bir topolojik uzaymn her noktasinin, kapamsi o-kompakt olan bir acik komgulugu varsa

bu uzaya yerel o-kompakt uzay denir. Simdi asagidaki teoremi verelim.
6.1.9 Teorem

Her yerel o-kompakt topolojik grup kuvvetli parakompakttir.
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fspat

G bir yerel o-kompakt topolojik grup olsun. G yerel o-kompakt topolojik grup
oldugundan V o-kompakt olacak bicimde e noktasinin simetrik bir V' acitk komsulugu
vardiw. H = J,., (V)" diyelim. H m G nin bir altgrubu oldugu agikardir. [laveten H
altgrubu G de aciktir. Soyleki;

V CV = v C H dir. H altgrubu G nin bogtan farkli bir acik altkiimesini
icerdiginden Sonug 3.1.3 den H altgrubu G uzayinda aciktir. O halde Teorem 3.1.6
den H altgrubu G nin kapali bir altgrubudur. Ote yandan her n € w icin V' kiimeleri
o-kompakt oldugundan her i igin K; kiimesi kompakt olmak iizere V"' = [J°, Ki(n)
bi¢imindedir. O halde H = |J,,.,(V)" = U, . (U2, Ki(n)) = UG mycwxw Ki(n) olur.
Bu durumda H sayilabilir c¢oklukta kompakt kiimenin birlesimi olarak
yazilabildiginden H kiimesi o-kompakttir. Oyleyse Lemma 6.1.7 den H Lindelsf
uzaydir. Her a € G i¢in aH sol koset uzay1 H ye homeomorf oldugundan aH Lindel6f
uzaydir. Ilaveten Teorem 3.1.20 den G regiiler uzay olup G nin aH altuzay1 da
regiilerdir. Regiiler Lindel6f uzaylar kuvvetli parakompakt uzaydir ( [8], 5.3.11). O
halde her a € G icin aH kuvvetli parakompakttir. J#, farkli sol kosetlerin ailesi
olmak iizere G = |J{aH : aH € '} oldugundan Lemma 6.1.8 den G kuvvetli

parakompakttir. [

Simdi bu teoremle iligkili olarak Teorem 6.1.10, Onerme 6.1.11, Sonuc 6.1.12 ve Sonug
6.1.13 verilecektir.

6.1.10 Teorem
Her baglantih yerel o-kompakt topolojik grup o-kompakttir. Dolayisiyla Lindel6ftiir.
fspat

G baglantili yerel o-kompakt bir topolojik grup olsun. Teorem 6.1.9 un ispatinda
goriildiigii iizere G nin hem acik hem de kapali bir H altgrubu vardir. G baglantili bir
uzay ve H # () oldugundan H = G dir. H o-kompakt oldugundan G uzayr da
o-kompakttir. Dolayisiyla Lemma 6.1.7 den G bir Lindelof uzaydir. [

Teorem 6.1.9 ispatinda elde edilen H altgrubu icin agsagidaki onermeyi verelim.
6.1.11. Onerme

Her yerel o-kompakt topolojik grup o-kompakt olan hem acik hem kapali bir altgrup



83
icerir.
6.1.12. Sonug
Her yerel kompakt topolojik grup kuvvetli parakompakttar.
fspat

G yerel kompakt bir topolojik grup olsun. Her kompakt uzay o-kompakttir. Boylece her
yerel kompakt uzay yerel o-kompakttir. O halde GG yerel kompakt topolojik grubu, yerel
o-kompakt topolojik grup olup Teorem 6.1.9 dan G kuvvetli parakompakt uzaydir. [

6.1.13. Sonug
Her baglantih yerel kompakt topolojik grup o-kompakttir.
fspat

G baglantili yerel kompakt bir topolojik grup olsun. Kompakt uzaylar o-kompakt
oldugundan her baglantili yerel kompakt uzay baglantili yerel o-kompakt olup
Teorem 6.1.10 den G uzay1 o-kompakttir. [J

Ornek

Sonug 6.1.12 ve Sonug 6.1.13 yerel kompakt uzaylar icin gecerli degildir. x > w olmak
tizere I" Tychonoff kiipiiniin bir p € I* noktasi icin X = I"\{p} altuzayini alalim. X
I™ dan indirgenen topoloji ile yerel kompakt, baglantili, yerel baglantili bir uzaydir.
Fakat X normal olmadigindan parakompakt, dolayisyla o-kompakt degildir.

6.1.14 Teorem

G bir topolojik grup olmak iizere, eger H kiimesi G nin baglantil bilegeni ise G/H
béliim grubunun bogtan farkli baglantili her altkiimesi tek noktadan olugur. Yani G/H

tamamen baglantisizdir.
fspat

H kiimesi G nin baglantil bilegeni olsun. Onerme 4.1.40 den H kiimesi G' nin kapal
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bir normal altgrubudur. O halde Teorem 5.1.5 den G/H bir topolojik gruptur. K
kiimesi G/H 1 birim eleman1 H 1iceren baglantili bir kiime olsun. K = {H} oldugunu
gorelim. Aksini kabul edelim. Yani K nin H elemanindan farkli bir eleman1 var olsun.
7 G — G/H dogal déniisiim olmak iizere 77'(K) = B diyelim. Oyleyse H C B
ve B # H dir. Soyleki; ilk olarak H C B oldugunu gorelim. xz € H ahnirsa 7(x) =
rtH = H € K olup n(z) € K dir. O halde z € 77 }(K) olup H C 7 }(K) = B dir.
Simdi de H # B oldugunu gorelim. Kabuliimiizden K da H dan farkh bir F' elemani
vardir. O halde F' = aH olacak bi¢imde bir a € G vardir ve a ¢ H dir. Oyleyse
aH = w(a) ve F € K oldugundan 7(a) € K dir. O halde a € 7~ '(K) = B olup
H # B olur. Eger B baglantili ise H baglantili bilegen oldugundan H = B olmak
zorundadir. Fakat H # B idi. O halde B baglantili degildir ve B # () dir. Oyleyse B
nin bogtan farkli hem acik hem kapah bir U 6zaltkiimesi vardir. Simdi b ¢ U olacak
bigimde bir b € B noktasin sabitleyelim. Aym zamanda 7= !(7(U)) = U dur. Séyleki;
r € 7 Ym(U)) alinrsa 7(x) € 7(U) olup w(x) = m(ug) olacak bi¢imde bir vy € U
vardir. Oyleyse {z,uo} C 7 (7 (up)) olur. 7~ (7 (ug)) = uoH ve ugH kiimesi H ye
homeomorf oldugundan ugH baglantihdir. 7! (7 (ug)) = C denilirse C' baglantihdir ve
C C B dir. U kiimesi B i¢inde hem acik hem kapali oldugundan C' N U da C iginde
hem acik hem kapali ve bogtan farkhidir. C' baglantihi oldugundan C' U = C' olup
x € U dur. Béylece 771 (7(U)) C U olup istenen esitlik saglanir. Ote yandan 7 nin U
ya kisitlanmist w|p : B — K agik orten bir doniigiimdiir. O halde 7|g(U) kiimesi K
de agik ve w|p(U) = w(U) oldugundan w(U) de K da aciktir. Aynm zamanda U kapal,
7w (U)) = U ve m béliim déniigiimii oldugundan 7(U) kiimesi K iginde kapahdur.
Ustelik b ¢ U = 7~ 1(7(U)) olup n(b) ¢ 7(U) dur ve n(b) € 7(B) C K dur. O halde
m(U) # K dir. Boylece m(U) kiimesi K nin hem agik hem kapali bir 6zaltkiimesi olup,
K baglantihi oldugundan, 7(U) = @ dir. Fakat U # () oldugundan #«(U) # ( dir. O
halde kabuliimiiz yanhsg olup K = {H} dir. Béylece G/H tamamen baglantisizdir.

Simdi topolojik uzaylarla ilgili bir 6nerme verilecektir.

6.1.15. Onerme

Her tamamen baglantisiz yerel kompakt Hausdorff uzay: sifir boyutludur.
fspat

X tamamen baglantisiz yerel kompakt Hausdorff bir uzay olsun. X yerel kompakt
oldugundan 7. 3L-uzay olup X regiilerdir. O halde X i kompakt kabul etmek genelligi
bozmaz.

Simdi bir @ € X noktasim sabitleyelim. &, = {A C X : a € A, A kapal ve agik }
ailesini alalm. P = (1%, = |4, A diyelim. Her A € &, i¢in A kapal oldugundan
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P kapalidir. 2, ailesinin sonlu arakesit altinda kapali oldugu asikardir. Ote yandan
F N P = { olacak bicimde X uzaymn her F kapali altkiimesi icin W N F = () olacak
bigimde bir W € &, vardir. Buna (x) diyelim. Simdi (%) i dogru oldugunu gorelim.
Bunun icin aksini kabul edelim. Yani Fy NP = () olacak bicimde X in 6yle bir Fyy kapali
altkiimesi vardir olsun ki her U € &2, i¢cin UN Fy # () olsun. n ={UNF, : U € £,}
ailesini alalm. X kompakt ve 7 ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugundan (" n # 0
olur. Bu da Fy N P = () olmasi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanhsg olup (x) ifadesi
dogrudur.

Simdi P = {a} oldugunu gorelim. Soyleki; kabul edelimki P # {a} olsun. O halde
b # a olacak bigimde bir b € P vardir. a noktasinin bilegeni C,, olsun. Eger P baglantili
ise; X tamamen baglantisiz oldugundan C, = {a} dir. a € P ve C, kiimesi a nin
bilegeni oldugundan a € P C C, olur. C, = {a} oldugundan P = {a} elde edilir.
O halde P # {a} ise P baglantisizdir. O halde P kiimesi AN B = () olacak bicimde
A, B C X kapali kiimelerinin birlesimi olarak yazilabilir. Yani P = AU B dir. a € A
olsun. Hausdorff kompakt uzaylar normal oldugundan X uzaymnin A ve B kapali ayrik
altkiimeleri icin A C U, B C V olacak bigimde ayrik U ve V aciklar vardir. U ve V
acik oldugundan X\ (UUV) kapahdir. F' = X\(UUV) diyelim. Bu durumda PNF = ()
olup (x) dan FNW = () olacak bigimde bir W € &, vardir. G = UNW olsun. W € &,
oldugundan W acik olup G agiktir. Aym1 zamanda G kiimesi X de kapahdir. Soyleki;
W e P, kapaliolup G = UNW CUNW =UnNW dir. UNV =  oldugundan
UCX\VolipU C X\V =X\Vdir. WNF =0 oldugundan W C X\F dir. O
halde G CUNW C (X\V)N(X\F)olup G CUNW C X\(FUV) CU dur. Ciinkii
F = X\(UUV) oldugundan X\(FUV) = X\[(X\(UUV))UV]=(UUV)N(X\V) =
(UN(X\V))U® C U dur. O halde G C U olur. Boylece hem G C U hem de G C W
oldugundan G CUNW dir. UNW = G oldugundan G C G olup G = G dir. Béylece
G kapahidir. Simdi de a € G oldugunu gorelim. W € 2, oldugundan a € W dir ve
a € A CU oldugundan a € UNW = G dir. O halde G kiimesi a € G olacak bigimde X
in hem acik hem kapah altkiimesi oldugundan G € 2, dir. Ote yandan GN B = () dir.
Ciinkii; UNV = 0 oldugundan G = UNW C U C V¢ C B¢ oldugundan GN B = () dir.
Ustelik G € 2, oldugundan (| £, = P C @ dir. Diger yandan P = AU B oldugundan
AUB C @ dir. Fakat bu da GNB = ) olmasiyla celisir. Oyleyse baslangictaki kabuliimiiz
yanlhs olup P = {a} dir. Ustelik 2, ailesi a noktasinin hem acik hem kapah kiimelerden
olugan bir komguluklar tabanidir. S6yleki; X uzayinda a € O olacak bicimde bir O agig
alalim. O agik oldugundan X\O kapali olup X kompakt oldugundan X\O kompakttir.
a € O oldugundan (X\O) N {a} = 0 dir. {a} = P ve (X\O) kapal oldugundan (x)
dan V' N (X\O) = 0 olacak bigimde bir V' € &, vardir. O halde a € V C O olup
P, ailesi X in hem acgik hem kapal kiimelerden olugan bir komguluklar tabanidir. O
halde her ¢ € X i¢in a noktasinin hem acik hem kapali kiimelerden olugan bir &,
komsguluklar tabani bulunmus olur.% = J,.y &, denilirse 4 X uzayinin hem agik

hem kapali kiimelerden olusan bir tabanidir. Béylece X uzay: sifir boyutlu olur. [
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6.1.16. Onerme

G bir topolojik grup olmak iizere, F' kiimesi G nin e birim elemaninin acik kompakt

bir komgulugu ise G nin H C F olacak bicimde acik kompakt bir H altgrubu vardir.

fspat

F kiimesi e birim elemaninin acik kompakt bir komgulugu olsun. Teorem 4.1.43 den
FUN F° = () olacak bicimde G uzayimda e nin bir U agik komsulugu var olup FU C F
dir. GG topolojik grup oldugundan e € V' C U olacak bigimde simetrik bir V' C G acig
vardir ve F'V C F dir. p € V alinirsa p = ep € F'V C F oldugundan p € F olur. O
halde V C F dir. Ustelik VV C FV C F olup tiimevarimdan her n € w icin V" C F
oldugu goriilebilir. H = [J{V" : n € w} diyelim. H mn G nin agik bir altgrubu oldugu
kolayca goriilebilir. H, G nin agik altgrubu oldugundan Teorem 3.1.6 den ayni zamanda
kapal altgrubudur. F' kompakt ve H kapali oldugundan H de kompakttir. O halde H
kiimesi G nin H C F olacak bi¢cimde agik kompakt bir altgrubudur. [

6.1.17 Teorem

Her tamamen baglantisiz yerel kompakt topolojik grubun birim elemaninin 6yle bir %
komguluklar tabani vardir ki % nin her elemani bu topolojik grubun agik kompakt bir

altgrubudur.

fspat

G tamamen baglantisiz yerel kompakt bir topolojik grup ve e de G nin birim eleman1
olsun. Teorem 6.1.15 in ispatinda goriildiigii {izere e nin G nin agk kapali
altkiimelerinden olugan bir &2, komsguluklar tabami vardir. G yerel kompakt
oldugundan e € T ve T kompakt olacak bicimde bir T C G acig vardir. O halde
B = {Hy : V € &P} ailesi e nin agik kompakt kiimelerden olugan bir komguluklar
tabanidir. Soyleki; e € O olacak bicimde bir O C G acgigi alalim. O halde e € V C O
olacak bicimde bir V € &, var olupe € VNT C ONT C O olur. V kapah
oldugundan V N T kapalh olup kompakttir. O halde Onerme 6.1.17 den
Hy CV NT C O olacak bicimde G nin agik kompakt bir Hy altgrubu vardir. [

6.1.18. Onerme

G bir kompakt topolojik grup olmak iizere, U kiimesi G nin e birim elemaninin hem
agik hem kapali bir komgulugu ise K C U olacak bi¢cimde G nin bir K normal altgrubu
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vardir.
fspat

U kiimesi e nin hem acgik hem de kapal bir komgulugu olsun. G kompakt ve U kapah
oldugundan U kompakttir. O halde Teorem 6.1.17 den H C U olacak bi¢imde G nin
agik kompakt bir H altgrubu vardir. K = (1 . xHz~! olsun. K, G nin bir normal
altgrubu oldugu kolayca goriilebilir. bir z € K alinirsa z € eHe™ ' = H olup K C H
dir. H acik ve G kompakt oldugundan Onerme 4.1.46 den her z € G icin zVa~! C H
olacak bicimde e nin bir V acik komsulugu vardir. Oyleyse V C 2~ 'Hz olup 27 =y
denilirse her y € G i¢in V C yHy~" dir. Boylece V C (|, cqyHy ' = K olup V C K
dir. K, G nin bir V' acik altkiimesini igerdiginden Sonug 3.1.3 den K normal altgrubu
G uzayinda aciktir. O halde K C U olacak bicimde G nin agik bir K normal altgrubu
vardir. [J

Onerme 6.1.18 den asagidaki teorem verilebilir.
6.1.19 Teorem

G tamamen baglantisiz kompakt bir grup olmak iizere, G nin ac¢ik normal altgruplarinin
ole) ={K CG:eec K ve K C(G acik normal altgrup } ailesi e birim elemanimin bir

komguluklar tabanidir.
6.1.20. Sonug

Yerel kompakt bir topolojik grubun baglantili bileseni bu topolojik grubun tim acgik

altgruplarinin arakesitine esittir.
fspat

G yerel kompakt bir topolojik grup ve C' de GG uzaymin baglantili bilegeni olsun.
Onerme 4.1.40 den C bileseni G nin kapali bir normal altgrubu olup 7 : G — G/C
dogal doniigiimii bir homomorfizmadir. 7 acik, siirekli, 6rten ve G yerel kompakt
oldugundan G/C' yerel kompakttir. C' baglantili bilegsen oldugundan Teorem 6.1.14
den G/C tamamen baglantisizdir. C' normal altgrup oldugundan Teorem 5.1.5 den
G/C bir topolojik gruptur. Oyleyse Teorem 6.1.17 den G/C nin birim elemanin acik
kompakt altgruplardan olusan bir % komsuluklar tabani vardir. Her B € £ i¢in B
kiimesi G/C uzaymda agk ve 7 doniigiimii de siirekli oldugundan 7—'(B) de G
uzaymda aciktir. Ustelik her B € 4 icin B kiimesi G//C nin bir altgrubu idi. O halde
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7 bir homomorfizma oldugundan 7 '(B) de G nin bir altgrubudur. G/C Tij-uzay
oldugundan (g, 7 '(B) = C dir. O halde C baglantili bileseni G nin tiim agik

altgruplarinin arakesiti olarak yazilir. [J
6.1.21. Sonug
G, yerel kompakt topolojik grup olmak iizere, agagidakiler denktir.

i) G uzay1 baglantilidir.
ii)G nin agik 6z altgrubu yoktur.

iii) G nin birim elemanmin her komgulugu G grubunu cebirsel olarak tiretir.

fspat
i) = ii) G baglantili oldugundan hem agik hem kapali altkiimeleri G ye esittir.

ii) = iii) e € U olacak bigimde G uzaymda bir U agg1 alalim. U = U~! oldugunu kabul
etmek genelligi bozamaz. < U >= {ujug---u, :n € Z*,1 <i < nigin u; € U} olsun.
< U >= H diyelim. H in G de acgik oldugunu gorelim. x € H olsun. x € zU olup
xU C H dir. O halde x € H® dir. Boylece H = H° olup H aciktir. H kiimesi bogtan
farkli bir agik oldugundan hipotezden H = G olmak zorundadir. O halde < U >= G
dir.

iii) = i) C,, e nin baglantili bilegeni olsun. G nin biitiin agik altgruplarinin ailesi %
olsun. Sonu¢ 6.1.20 den C, = (52 olup her H € 4 i¢in H kiimesi e nin bir agk
komsulugudur. O halde hipotezden < H >= G dir. Ote yandan her H € J icin
< H >= H olup H = G dir. Oyleyse C, = G olup G baglantihdir. O

6.1.22 Teorem

G tamamen baglantisiz yerel kompakt bir topolojik grup olmak iizere, H kiimesi G nin

kapali bir altgrubu ise G/H boélim uzay1 sifir boyutludur.
fspat

H kiimesi G nin kapali bir altgrubu olsun. 7 : G — G/H dogal bir doniigiim, e € G
birim olmak iizere, o(n(e)) = {m(V) : e € V,V C G agik ve kapal } ailesinin G/H

mn birimi 7(e) nin bir komguluklar tabani oldugunu gorelim. 7(e) € W olacak bigimde
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bir W C G/H aqig alahm. U = 7=} (W) denilirse U C G agik ve e € U dur. Teorem
6.1.17 den G nin e € V C U olacak bicimde bir V' acik kompakt altgrubu vardir.
7 agik ve siirekli oldugundan 7(V') de G/H de agik ve kompakttir. G/H Hausdorff
(V) kompakt oldugundan 7(V') kapahdir. Béoylece 7(e) € (V) C «(U) C W olup
o(m(e)) ailesi 7(e) nin bir komguluklar tabamdir. G/H homojen uzay oldugundan her
x € G/H noktasinin acik kapali kiimelerden olugan bir o(z) komguluklar tabani vardir.
P = U,eq/n o(x) denilirse # ailesi G/H m hem agik hem kapali kiimelerden olugan
bir tabani olur. Béylece G/ H sifir boyutlu olur. [J

Burada dikkat edilirse (V') kompakt V' grubunun siirekli ve agik bir doniigiim altindaki

goriintiisiidiir. Simdi bununla ilgili olarak dyadic kompakta olarak bilinen bir tanim

verilecektir.
6.1.23. Tanim

X kompakt bir topolojik grup , Y Hausdorff bir uzay ve f : X — Y siirekli orten bir

doniisiim ise Y dyadic kompakta olarak adlandirilir.

O halde Teorem 6.1.17 ve Tanim 6.1.23 den agsagidaki teorem verilebilir.
6.1.24 Teorem

G tamamen baglantisiz yerel kompakt bir topolojik grup olmak iizere, H kiimesi GG nin
kapali bir altgrubu ise G/H béliim uzay: ve G dyadic kompakt kiimelerden olugan bir

tabana sahiptir.
Simdi topolojik gruplarla ilgili bagka bir tanim verelim.
6.1.25. Tanium

G bir topolojik grup olmak iizere, eger e nin 6yle bir V' komsulugu varsa ki G nin H C V
bigimindeki her H altgrubu igin H = {e} ise G grubuna bir N.SS-grup denir.(N.S'S no

small subgrup olarak ingilizce aslina sadik kalinmigtir.)

Yukaridaki tanima gére N.SS-grup larda birimin en az bir komgulugu agikar olmayan

altgrup icermez. Simdi N.SS-grup ile ilgili bir 6rnek verilecektir.
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Ornek

R reel sayilar toplamsal grubu ahisilmig topolojiyle yerel kompakt bir N.SS-grup tur.
Soyleki; kabul edelim ki R NSS-grup olmasin. Oyleyse R nin toplamsal birimi 0 m
(—1,1) komgulugu i¢in R nin dyle bir H altgrubu vardwr ki H C (—1,1) ve H # {0}
dir. O halde x # 0 olacak bigimde bir x € H vardir. Eger z > 0 ise nxz > 1 olacak
bicimde bir n € Z* vardir. Eger x < 0 ise nz < —1 olacak bi¢gimde bir n € Z* vardir.
H altgrup oldugundan her iki durumda da nz € H olur. Bu da H C (—1,1) olmasi
ile ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanhg olup G bir NSS-gruptur. R aym zamanda yerel
kompakttir. Boylece R yerel kompakt bir NSS -grup tur.

6.1.26. Sonug
Her tamamen baglantisiz yerel kompakt NSS-grup ayriktir.
jspat

G tamamen baglantisiz yerel kompakt bir NSS-grup olsun. Oyleyse G nin birim
elemani e nin agikar olmayan altgrup icermeyen bir U agik komsulugu vardir. Teorem
6.1.17 den e nin acik kompakt altgruplardan olugan bir komsuluklar tabani var
oldugundan H C U olacak bigimde G uzayinda bir H acik kompakt altgrubu vardir.
G bir NSS-grup ve H C U oldugundan H = {e} dir. Her = € G i¢in \,({e}) = {z}
olup sol 6teleme doniigiimii bir homeomorfizma oldugundan {z} agiktir. O halde her

tek nokta kiimesi aciktir. Boylece GG uzay1 ayriktir. [

Simdi Onerme 6.1.16 ile uzaktan iliskilendirilebilecek olan asagidaki énermeyi verelim.
6.1.27. Onerme

G bir topolojik grup olmak iizere, F' kiimesi G uzaymda bogtan farkli kompakt bir
Gs-kiime ise e € P ve F'P C F olacak bicimde G uzayinda bir P Gs-kiimesi vardir.

fspat

F kiimesi G uzaymda bogtan farkli kompakt bir Gs-kiime olsun. O halde v G uzayinin
acik altkiimelerinin sayilabilir bir ailesi olmak iizere F' = (v bi¢imindedir. U € ~
alalim. Teorem 4.1.43 den e € Viy ve FVy N U¢ = () olacak bigimde G uzaymda bir Vs
acig1 vardir. Oyleyse FVy; C U olur. P = ({{Vi : U € ~} denilirse P Gs-kiime olup
e € P dir. llaveten FP C (v = F dir. Séyleki; x € F ve y € P alahm. P = Nue, Vo
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oldugundan her U € v icin y € Vi olur. Oyleyse her U € v icin zy € FVy C U olup
ry € e, U=y =F dir. O halde F'P C F dir. [

6.1.28. Onerme

G bir topolojik grup olmak iizere, F' kiimesi G uzayinda e birim elemanini iceren
kompakt bir Gs-kiime ise G uzaymda e € P C H C F olacak bi¢gimde bir P Gs-kiimesi
ve kapali bir A altgrubu vardir.

fspat

F kiimesi G de e € F olacak bicimde kompakt bir Gs-kiime olsun. Onerme 6.1.27
den G uzaymda e € P ve F'P C F olacak bicimde bir P Gs-kiimesi vardir. P = P~}
oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. F'P C F oldugundan FPP C FP C F dir.
Oyleyse ePP C UIGF xPP C F olup PP = P? C F dir. Tiimevarimdan her n € w
i¢gin P" C F olur. S = |J,—, P" denilirse S kiimesinin G nin altgrubu oldugu kolayca
goriilebilir. Ustelik e € P C S C F dir. S = H diyelim. S kiimesi G nin altgrubu
oldugundan Sonuc 4.1.15 den S kiimesi de G nin bir altgrubudur. Ilaveten S = H
oldugundan H altgrubu G de kapalidir. O halde e € P C H C F' olacak bicimde G
uzayinda bir P Gs-kiimesi ve kapali bir H altgrubu vardir. [J

6.1.29 Teorem
G topolojik grubu bir NSS-grup ise agagidakiler denktir.

i) G de bogtan farkli kompakt bir Gs-kiime vardir.

ii) G nin e birim eleman: bir Gs-noktadir.
fspat

)= ii) F', G uzayinda bogtan farkli kompakt bir Gs-kiime olsun. F' # () oldugundan bir
x € F var olup e € 7' F dir. 27 'F kiimesi F ye homeomorf oldugundan e € F kabul
edebiliriz. e nin asikar olmayan altgrup icermeyen bir U acgik komsulugunu alalim. G
regiiler uzay oldugundan F C U kabul etmek genelligi bozmaz. Onerme 6.1.28 den
G dee € P C H C F olacak bicimde bir P Gs-kiimesi ve kapali bir H altgrubu
vardir. H C U olup G bir NSS-grup oldugundan H = {e} olmak zorundadir. O
halde e € P C H C F oldugundan P = {e} olur. Oyleyse e birim elemani G de bir
Gs-noktadir.
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ii)= i) Sonlu her kiime kompakt oldugundan ispat agiktir. [J

Simdi bir sonraki teoremde kullanilmak iizere bir lemma verilecektir.
6.1.30. Lemma

Her yerel kompakt uzay bogtan farkli kompakt bir Gs-kiime igerir.
jspat

X yerel kompakt bir uzay olsun. x € X alalim. X yerel kompakt bir uzay oldugundan
r € U ve U kompakt olacak bicimde X uzayinda bir U agig vardir. Yerel kompakt
uzaylar Tychonoff ve dolayisiyla regiiler oldugundan z € V; C V; C U olacak bicimde
X uzayinda bir V; acgigi vardir. Dolayisiyla x € V, C Vy C Vy C U olacak bicimde
X uzayinda bir Vs agig1 vardir. Bu bicimde devam edilirse her n € w icin V,, ;1 C V,,
olacak bicimde z noktasinin bir V,, acik komsulugu vardir. Her n € w icin V,, C V,
oldugundan (,., Vs C Nye, Vo dir. Simdi N,c, Vo € Nye, Vo oldugunu gorelim.
z € (Nyeo Vo alalm. Kabul edelim ki « ¢ (0, V, olsun. Oyleyse = ¢ V,, olacak
bigimde bir ny € w vardir. V,,, 11 C V,, oldugundan x ¢ V,, ; dir. Buda z € ﬂ%wvn
olmast ile geligir. O halde kabuliimiiz yanhstir. Oyleyse (., Vi € (e, Vo dir. Boylece
Nhew Vo = ﬂnEan elde edilir. ﬂn@Vn = K diyelim. O halde her n € w icin V,, kapah
oldugundan K kapahdir. Ustelik K C U ve U kompakt oldugundan K kompakttir.
Boylece K =), .V, olup bogtan farkli kompakt bir Gs-kiimedir. O

new

6.1.31 Teorem
Her yerel kompakt N SS-grup birinci sayilabilir uzaydir.
fspat

G yerel kompakt bir NSS-grup olsun. Lemma 6.1.30 den G yerel kompakt uzay1 bog
kiimeden farkli kompakt bir Gs-kiime iceririr. Bu durumda Teorem 6.1.29 dan G nin
e birim elemani bir Gg-noktadir. G yerel kompakt oldugundan e nin sayilabilir bir
komguluklar tabani vardir. Soyleki; Teorem 6.1.29 dan e eleman1 G uzayinda bir G-
nokta oldugundan (1, ., W, = {e} olacak bicimde bir {WW, : n € w} agklar ailesi
vardir. e € Wy, Wy acik ve G regiiler oldugundan e € Vi, C V;, C W, olacak bicimde
bir V5 agigr vardir. O halde e € Vo N Wy, Vo N Wy agik ve G regiiler oldugundan
e € Vi C Vi CVyn W olacak bicimde bir V4 acigl vardir. Bu bicimde devam edilirse

her n € wigin e € V.1 C V1 C V, N W, olacak bicimde bir V,, agig vardir.
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Oyleyse N,c, Voo = Nyew, Voo = {€} ve her n € w icin V11 C V,, dir. G yerel kompakt
oldugundan e € U, ve U, kompakt olacak bicimde G uzaynda bir U, acig1 vardar.
Oyleyse o0 = {UyNV,, : n € w} ailesi e noktasimin sayilabilir bir komsuluklar tabanidur.
Soyleki; T acik olmak iizere e € T olsun. Kabul edelim ki her n € w i¢in UyNT*NV,, # ()
olsun. Oyleyse her n € w icin (UyNT°) NV, # 0 olur. UyNT° = K denilirse K NV, # ()
dir. K, Uy m kapali bir altkiimesi ve U, kompakt oldugundan K kompakttir. Her
n € wigin V11 C V,, oldugundan {K NV, : n € w} ailesi K nin bog olmayan kapah
alt kiimelerinin sonlu arakesit Ozelligine sahip bir ailesidir. K kompakt oldugundan
Noew (K NV2) # 0 dir. Bu durumda KN (N,,c,, Va) # 0 olur. K = UyNT* ve (), Vo =
Nhew Vo = {e} oldugundan (Uy N T¢) N {e} # 0 elde edilir. Bu durumda e € T° olur ki
bu bir celigkidir. Oyleyse kabuliimiiz yanhstir. Bu durumda Uy N T¢ N Voo = 0 olacak
bicimde bir ng € w vardir. O halde Uy N'V,,, C T dir. Oyleyse o ailesi e noktasinin
sayilabilir bir komguluklar tabanidir. G homojen bir uzay oldugundan her noktasimin

sayilabilir bir komguluklar tabani vardir. O halde G birinci sayilabilir bir uzaydir. [J

Simdi yerel kompakt topolojik gruplar iizerindeki siirekli homomorfizmalarla ilgili baz

sonuclar verilecektir.
6.1.32. Onerme

G yerel kompakt bir topolojik grup ve H kiimesi G nin kapali bir altgrubu olmak iizere,
G /H bolim uzayr yerel kompakttr.

fspat
Yerel kompakt uzaylarin stirekli acik doniisiimler altindaki goriintiisii de yerel
kompakttir [8]. 7 : G — G/H dogal doniisiimii siirekli agik 6rten bir doniigiim

oldugundan G/H uzay1 yerel kompakttir. (]

Simdi bir sonraki teoremde kullanilmak iizere bir lemma verilecektir.
6.1.33. Lemma

G bir topolojik grup olmak iizere, H kiimesi G nin kompakt bir altgrubu ve P kiimesi
G uzayinda P C H olacak bicimde bog kiimeden farkl bir Gs-kiime ise H altgrubu G
de bir Gs-kiimedir ve G/H 1 her noktasi bir Gs-noktadir.



94

fspat

H kiimesi G nin kompakt bir altgrubu ve P kiimesi G de P C H olacak bigimde bog
kiimeden farkh bir Gs-kiime olsun. e € P kabul etmek genelligi bozmaz. G regiiler ve
P Gs-kiime oldugundan her n € w icin m cV,ve ﬂnew V, C P olacak bicimde e nin
acik komsuluklarinin bir {V}, : n € w} azalan dizisini sabitleyebiliriz. Simdi x € G\ H
alahm. H kompakt oldugundan zH kompakttir ve H NzH = () dir. Ayn1 zamanda
Noew Vo € P C H oldugundan (zH) N (), V) = 0 dir. Her n € w i¢in V11 C V,,
oldugundan (1, Vo = mnean dir. O halde baz1 k € w lar icin zH NV, = () dir.
Séylekis Mo Vo = Nuew Vo ve H N (N, Vo) = 0 oldugundan zH N (N, Vo) = 0
dir. Oyleyse {(V,,)° : n € w} ailesi H kompakt kiimesi icin bir acik ortiidiir. Bu
ortiiniin sonlu bir alt ortiisti vardir. Bu sonlu alt ortiiniin elemanlarinin indislerinin en
biiyiigiine k dersek zH NV}, = ( dir. Boylece ® : G — G/H orten dogal doniigiim
olmak iizere {®(e)} = N>, ®(V;,) dir. Her n € w icin ®(V,,) agiktir. Oyleyse ®(e)
birim elemam G/H uzaymda bir Gs-noktadir. G/H m birimi bir Gs-nokta ve G/H
homojen bir uzay oldugundan G/H uzayinin her noktasi bir Gs-noktadir. Diger yandan
H=304®()) ve H=2YN_,®(Vo)) = Niey @ H(P(V4)) dir. @ siirekli, agik ve
orten bir doniigiim oldugundan ®~'(®(V,,)) agiktir. O halde H kompakt altgrubu G
uzayimda bir Gs-kiimedir. [J

Simdi Onerme 6.1.28 ve Lemma 6.1.33 ile ilgili bir teorem verilecektir.
6.1.34 Teorem

G bir topolojik grup olmak tizere, F' kiimesi GG uzayinda birimi iceren kompakt bir G-
kiime olsun. Bu durumda G uzayinda H C F olacak bi¢cimde kompakt bir H Gs-kiimesi
vardir ve G/H 1n her noktas1 bir Gs-kiimedir.

fspat

G bir topolojik grup ve F' kiimesi G uzayinda birimi igeren bir Gs-kiime oldugundan
Onerme 6.1.28 den G uzayinda 6yle bir P Gs-kiimesi ve H kapal altgrubu vardir ki
e € P C H C F olur. Oyleyse F kompakt H kapali oldugundan H de kompakttir. O
halde Lemma 6.1.33 den H bir G-kiimedir. Oyleyse H kiimesi H C F olacak bicimde
G uzayinda bir Gs-kiimedir ve Lemma 6.1.33 den GG/ H 1n her noktasi bir Gs-noktadir.
OJ
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6.1.35. Lemma

X kompakt bir Hausdorff uzay, zo € X ve her n € w i¢in GG, C X acik olmak iizere

{20} = Nyew Gn ise xg m sayilabilir bir komguluklar tabani vardir.
fspat

{®o} = Nyew Gn olsun. X kompakt Hausdorff bir uzay oldugundan regiilerdir. O halde
o € Gy oldugundan z, € Vy C Vy C Gy olacak bicimde bir V; C X acigi vardir.
o € G1 N Vp oldugundan zo € V; C V4 C G; N Vp olacak bicimde bir V; € X aqig
vardir. Bu bicimde devam edilirse her n € w icin zy € V,1q € Voyq € V,, NGy olacak
bicimde bir V,, C X acig1 vardir. Her n € w icin V,.; C V, ve V,, C G,, oldugundan
Nuco Vo = Noew Vo = {z0} olur. Her n € w ic¢in (V,)¢ = O, dersek O, agiktur.
O = {0, : n € w} ailesi artan olup X\{zo} i¢in bir acik ortiidiir. ¥ = {V,, : n € w}
ailesi z¢ 1 bir komguluklar tabanidir. S6yleki; 2o € U ve U C X acik olsun. & ailesi
X\U igin bir agik ortiidiir. X\U kapali ve X kompakt oldugundan X\U kompakttir.
O halde X\U C O,, U O,, U---U O, olacak bicimde ny,ns,---n; vardir. & artan
oldugundan maxz{ny,ny--- ,n} = m denilirse X\U C O,, = (V;,)¢ dir. Bu durumda
V., C U olup zg € Vi, C U olur. O halde ¥ ailesi z7 m sayilabilir bir komsguluklar
tabamidir. [J

Ispat1 yukaridaki lemma gibi yapilabilen asagidaki lemma ispatsiz olarak verilecektir.
6.1.36. Lemma

X Hausdorft bir topolojik uzay, H ve F' X in kompakt altuzaylar1 olmak iizere, H C F
olsun. Eger H kiimesi X icinde bir Gs-kiime ise X in agik altkiimelerinin sayilabilir
oyle bir {V,, : n € w} ailesi vardir ki H = (., Vo ve H C O olacak bigimdeki her
O C X agigr igin H C V,,, C O olacak bicimde bir ny € w vardur.

6.1.37 Teorem

G yerel kompakt topolojik bir grup olmak iizere, V' kiimesi G' nin e birim elemaninin
acgik bir komsulugu ise G uzaymin H C V olacak bigimde 6yle bir kompakt H altgrubu
vardir ki G/H uzay1 birinci sayilabilirdir.

fspat

V' kiimesi G' nin e birim elemaninin ac¢ik bir komgulugu olsun. G yerel kompakt
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oldugundan e € W ve W kompakt olacak bicimde G uzaymnda birimin bir W acik
komsulugu vardir. VW = U diyelim. e € U, U acck ve U = VAW C W dir. O
halde U C W ve W kompakt oldugundan U kompakttir. Lemma 6.1.30 den
e € F C U olacak bicimde G uzayinda kompakt bir F' Gs -kiimesi vardir. Soyleki;
e € U, U acik ve G regiiler oldugundan her n € w icin e € V,,; C V,, C U olacak
bigimde V,, agiklar vardir. O halde (>, Vi, = oy Ve C U olur. (0, V, = F
denilirse F' kapali bir Gs-kiime olup F' C F C U olur. Oyleyse U kompakt ve F kapali
oldugundan F kompakttir. O halde e € F C U ve F kompakt bir Gs-kiime
oldugundan Teorem 6.1.34 den H C F olacak bicimde G de Gs-kiime olan kompakt
bir H altgrubu vardir. G uzay1 yerel kompakt oldugundan Lemma 6.1.36 dan G de H
in acik komguluklarinin sayilabilir bir v komsuluklar tabani vardir. Bu durumda H 1n
her agik komgulugu en az bir U € ~ igerir. & : G — G/H dogal doniigiimii agik
oldugundan {®(U) : U € ~} ailesi G/H de ®(e) birim elemaninin sayilabilir bir
komsuluklar tabamidir. G/H uzayr homojen oldugundan G/H 1 her noktasinin
sayilabilir bir komguluklar tabani vardir. O halde G/H uzay:1 birinci sayilabilir bir
uzaydir. [J

Simdi bir sonraki teorem i¢in Baire 0zelliginin tanimi ve bir lemma verilecektir.
6.1.38. Tamim

X bir topolojik uzay olmak iizere X uzayinda sayilabilir coklukta yogun acik kiimenin

arakesiti de X uzayinda yogunsa X uzayina Baire 6zelligine sahiptir denir.
6.1.39. Lemma

Yerel kompakt, Hausdorff uzaylar Baire 6zelligine sahiptir.

fspat

X yerel kompakt Hausdorff bir uzay olsun. Her n € w i¢in U, C X acik olmak iizere

U, = X olsun. X uzaymnin Baire 6zelligine sahip oldugunu gérmek icin Mhew Un = X
oldugunu gorelim. X uzayinda bos kiimeden farkli bir Sy acigi alalim. Sy # 0
oldugundan bir € Sy vardir. X yerel kompakt oldugundan x € T, ve T, kompakt
olacak bicimde bir T C X acig1 vardir. Sy N 7Ty = Vf diyelim. Vj bogtan farkh agik ve
Uy = X oldugundan Vy N Uy # 0 dir. X uzay: regiiler oldugundan V; C V; C Vo N U,
olacak bicimde X uzayinda bostan farkli bir Vi acigi vardir. U; = X oldugundan
ViNU;, # 0 dir. X uzay1 regiiler oldugundan V5, C V5, C Vi N U; olacak bicimde X
uzaymda bir V5 acig1 vardir. Bu bicimde devam edilirse her n € w icin V,,.1 C V,, N U,

olacak bigimde bogtan farkli bir V,, aqig vardir. O halde (. V., = ﬂnean dir.
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Vi1 € U, oldugundan (,., Vi € e Un dir. Her n € w icin V,, C Tjy C Ty dir. T,
kompakt ve {V,, : n € w} ailesi hi¢cbiri bog olmayan kapali kiimelerden olugan sonlu
arakesit Ozelligine sahip bir aile oldugundan (), V, # 0 dir. O halde
Vo N (MhewUn) # 0 olup Vg € Sy oldugundan Sy N (), Un) olur. Boylece
Nyew, Un = X elde edilir. O

new N

6.1.40 Teorem

G o-kompakt bir topolojik grup ve M yerel kompakt bir topolojik grup olmak iizere

f G — M siirekli 6rten bir homomorfizma ise f doniisiimi aciktir.
fspat

f G — M siirekli 6rten bir homomorfizma olsun. G nin birim elemani e olmak iizere
f~Y(f(e)) = H olsun. f homomorfizma oldugundan f(e) de M nin birimidir. Oyleyse
fY(f(e)) = H kiimesi f nin cekirdegi olup H kiimesi G nin kapali normal bir
altgrubudur. 7 : G — G/H dogal doniigim ve f : G — M siirekli, Orten
homomorfizma oldugundan Sonug¢ 5.1.12 den f = g o 7 olacak bicimde acik, siirekli
bir ¢ : G/H — M homomorfizmas1 vardir. g nin bire-bir ve orten oldugu kolayca
goriilebilir. Oyleyse ¢ déniigiimii bir izomorfizmadir. G o-kompakt oldugundan
stirekli doniigiimii altindaki goriintiisit G/H de o-kompakttir. O halde her n € w igin
F, kompakt olmak iizere G/H = |J, ., F, bicimindedir. Ote yandan g siirekli ve
bire-bir oldugundan ve kompakt bir uzaydan Hausdorff bir uzaya giden siirekli her
F, o Fo— g(Fy)
de bir homeomorfizmadir. Her n € w i¢in F,, kompakt ve ¢ siirekli oldugundan g(F},)
kompakttir. g drten oldugundan G/H =, Fy esitliginden M =, ., 9(F,) esitligi

saglanir. M bir topolojik grup oldugundan Hausdorfftur. Tlaveten her n € w icin

doniigiim kapali oldugundan ¢g nin kompakt F), uzaymna kisitlanisi g

necw

g(F,) kompakt ve Hausdorff uzaylarin kompakt altuzaylar1 kapal oldugundan her
n € w igim g(F,) kapahdir. M yerel kompakt ve Hausdorff oldugundan oOnceki
lemmadan Baire 6zelligine sahiptir. Oyleyse V' C g(Fy) olacak bigimde M nin bostan
farkh bir V agg@ ve bir Kk € w vardwr. U = f"5V) denilirse
U= f"YV)=xa1g (V) dir. f siirekli ve V # () oldugundan U bogtan farkh bir
agiktir. 7 acik stirekli bir déniisim oldugundan 7 doniisiimiiniin U ya kisitlanigi
wly : U — w(U) doniigiimii de acik ve siireklidir. f homomorfizma oldugundan
7Y (7(U)) = U dur. O halde 7=} (n(U)) = U = f~Y(V) = 7 (¢g7(V)) olup 7 &rten
oldugundan 7(U) = ¢ *(V) dir. O halde 7|y : U — ¢ (V) agk ve siirekli olup
[ = gom oldugundan g nin 7(U) = g~ (V) C Fy, ye kisitlamis1 gy : 7(U) — V bir
homeomorfizmadir. O halde f|y : U — V acik, siirekli 6rten bir doniigim olup
Onerme 5.1.16 dan f acik bir déniisiimdiir. O
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6.1.41. Sonug

Yerel kompakt baglantili bir topolojik gruptan yerel kompakt bir topolojik gruba giden

orten siirekli her homomorfizma aciktir.
fspat

Sonug 6.1.13 den yerel kompakt baglantili her topolojik grup o -kompakttir. Dolayisyla

Teorem 6.1.40 den bu homomorfizma agiktir. [J
6.2. Yerel Kompakt Boliim Gruplar:

Bu boliimde topolojik bir G grubunun yerel kompakt bir H altgrubu i¢in 7 : G — G/H
dogal doniisiimiiniin bazi yerellik ézelliklerini sagladig1 goriilecektir [7]. Onerme 4.1.25

de bir topolojik grubun yerel kompakt her altgrubunun kapali oldugu goriilmiigtii.
6.2.1. Onerme

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu, P de G nin birim
elemaninin bir agik komgulugunu igeren G nin kapali simetrik bir altkiimesi olmak iizere
P3N H kompakt ve 7 : G — G/H brten dogal déniigiim ise f = 7|p : P — 7(P) 6rten

miikemmel bir doniigtimdiir.
fspat

P3N H kompakt ve 7 : G — G/H orten dogal doniigiim olsun. f nin miikemmel
bir doniisiim olmasi i¢in f nin siirekli, kapali ve her a € P igin f~'(f(a)) fiberleri
kompakt olmalidir. Simdi bunlar1 gorelim. 7 siirekli oldugundan 7 nin P ye kisitlanmis
fonksiyonu da siireklidir. O halde f doniigiimii siireklidir. Simdi her a € P i¢in f~1(f(a))
nin kompakt oldugunu gorelim. a € P olsun. f~!(f(a)) = aH N P dir. Soyleki; x €
f7Y(f(a)) olsun. Bu durumda f(x) = f(a) olup *H = aH ve bdylece x € aH dir.
Aymi zamanda z € P oldugundan = € aH N P dir. Simdi de p € aH N P olsun. Bu
durumda 7(p) = 7(a) olup f(p) = f(a) ve boylece p € f~(f !(a)) olur. Boylece
esitlik saglanir. aH N P kiimesi H N a~ P kiimesine homeomorftur. H kiimesi G nin
yerel kompakt bir altgrubu oldugundan Onerme 4.1.25 den kapalidir. Ayni1 zamanda P
de kapali oldugundan aH N P kapalhdir. @ € P ve P simetrik oldugundan a~! € P dir.
O halde (HNa 'P) C (HN P?) C (HN P C (HN P3) olur. HN P? kompakt ve
H Na P kapal oldugundan H Na~!P kiimesi G de kompakttir. f~!(f(a)) =aH NP
ve aH N P kiimesi H Na~'P ye homeomorf oldugundan f~!(f(a)) fiberi kompakttir.
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Simdi f doniigiimiin kapali oldugunu goérelim. Bunun i¢in P nin bir M kapal altkiimesi
icin f(M) nin 7(P) de kapali oldugu goriilmelidir. Her zaman f(M) C f(M)ﬂ(P) dir.
Oyleyse f(M)W(P) C f(M) oldugunu gormek yeterlidir. f(M) " _ f(M)Nrw(P) dir.

y € f(M)Nm(P) alimirsa f orten oldugundan y = f(a) olacak bigimde bir a € P
vardir. O halde f(a) € f(M) dir. Eger aH N M # ) ise f(a) € f(M) dir. Ciinkii
uw € aHN M almirsa u € aH olup uH = aH dir. uH € M H ve aH = f(a) oldugundan
f(a) € MH olur. Oyleyse f(a) € f(M) dir. O halde simdi aH N M # § oldugunu
gorelim. Aksini kabul edelim. Yani aH N M = () olsun. Bu durumda (e NP2)NM = ()
olur. «H N P2 C aH N P3, aH N P2 kapah ve aH N P3 kompakt oldugundan aH N P2
kompakttir. O halde Teorem 4.1.43 den (T'(aH N P2)) N M = ) olacak bicimde G nin
biriminin bir 7" acik komsulugu vardir. TN P = S diyelim. SN S~ = W denilirse W
acgik, simetrik ve W C P olur. e € W ve W acik oldugundan a € Wa olup Wa aciktir.
m(a) € m(Wa) ve m agik bir déniigiim oldugundan 7(Wa) kiimesi G/ H uzaymnda agiktir.
f(a) € f(M) oldugundan 7(a) € m(M) dir. 7(a) € 7(M), w(a) € 7(Wa) ve 7(Wa) acik
oldugundan 7(Wa)N7(W) # 0 olur. Oyleyse w(m) = 7 (ya) olacak bicimde bir m € M
ve y € W vardir. Bu durumda mH = yaH olup m = yah olacak bi¢cimde bir h € H
vardir. y=' € W' = W C P ve M C P oldugundan y~'m € PP C P> C P2 olup
aH = y~'m € P? dir. Oyleyse ah € aH ve aH € (aH N P?) oldugundan m = yah €
W (aHNP?) dir. Bu durumda m € W(aHNP?) C T(aHNP?) olup T(aHNP2)NM = ()
olmasiyla celigir. O halde kabuliimiiz yanhgtir. Boylece aH N M # () dir. Dolayisiyla
f(a) € f(M) olup Wﬂp) C f(M) elde edilir. O halde WW(P) = f(M) olur. Bu

durumda f doniistimii kapal olur. Boylece ii¢ kosul da saglandigindan f miikemmel

bir déntigiimdiir. [

Onerme 6.2.1 iin daha sade bir hali A.V. Arhangel’skii tarafindan asagidaki teoremde

verilmigtir.
6.2.2 Teorem

G bir topolojik grup, H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu ve 7 : G — G/H
dogal boliim doniigliimii olmak {izere G nin e birim elemaninin &yle bir U agik komsulugu
vardir ki 7(U) kiimesi G /H uzayinda kapalidir. Ustelik 7|z : U — 7(U) miikemmel bir

doniigiimdiir.
fspat

H, G nin yerel kompakt bir altgrubu oldugundan e € VN H ve V N H kiimesi H de
kompakt olacak bicimde G uzayinda bir V' agig1 vardir. G topolojik grup oldugundan

Teorem 3.1.20 den regiiler bir uzaydir. Oyleyse W C V olacak bicimde G de e nin bir
W acik komsulugu vardir. (W N H) C (VNH) C (VNH) dir. WNH kapah VN H
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kompakt oldugundan W N H kompakttir. Simdi e nin U3 C W olacak bicimde simetrik
bir Uy acik komsulugunu alalim. P = U, diyelim. 703 C U_g’ oldugundan P Onerme 6.2.1
deki tiim kogullar1 saglar. O halde 7 nin Uy a kisitlamsg1 7|g- : Uy — m(Up) miikemmel
bir doéniigimdiir. Jimdi Uy 1n teoremdeki diger kogulu sagladigini gérmek icin yeni bir
U elde edecegiz. m acik doniigiim oldgundan m(Uy) kiimesi G/H de aciktir. Teorem
5.1.8 den G/H regiiler oldugundan Vi C 7(Up) olacak bicimde m(e) nin bir V; acik
komgulugu vardir. 771(V5) N Uy = U denilirse U birimin acik bir komsulugu ve U C P
dir. Oyleyse 7 nin U ya kisitlanigt f = 7|7 : U — «(U) miikemmel bir déniigiimdiir.
Aym zamanda 7(U) C Vy C 7(Up) C 7(P) dir. 7(U) ve Vj kiimeleri 7(P) de kapal ve
7(U) C V oldugundan 7(U) de G/H de kapalidir. O

Yukaridaki teoreme istinaden H kompakt ise Teorem 6.2.2 de U yerine G alinirsa
Teorem 5.1.10 de goriildiigii iizere m miikemmel bir doniigtimdiir. Ancak Teorem 6.2.2

de 7 déniigiimiiniin kapali olmasi gerekmez.
6.2.3 Teorem

G sifir boyutlu bir topolojik grup ve H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olsun.
O halde G/H uzay1 sifir boyutludur.

fspat

7 : G — G/H dogal béliim déniigiimii olsun. Teorem 6.2.2 den G nin e birim elemaninin
dyle bir U agik komgulugu vardir ki 7 nin U ya kisitlamsi 7| : U — 7(U) miikemmel
bir déniisiimdiir ve 7(U) kiimesi G/H de kapahdir. G uzay1 sifir boyutlu oldugundan
G nin hem acgik hem kapal kiimelerden olugan bir %, tabam vardir. Bu durumda
o(n(e)) =4{n(V):V € %y} ailesi G/H m biriminin hem agik hem kapali kiimelerden
olugan bir komguluklar tabanidir. §6yleki; G/H de 7(e) nin bir W agik komgulugunu
alalim. O halde U N7 }(W) kiimesi agik ve e € U N7~} (W) dir. %, taban oldugundan
V C Una (W) olacak bigimde bir V' € %, acik, kapali komgulugu vardir. 7 agik
doniigiim oldugundan 7(V) kiimesi G/H uzaymda agiktir. V' C U ve 7|y mitkemmel
déniigiim oldugundan (V) kiimesi G/ H iginde kapalidir. V' C UN7~ (W) oldugundan
m(V) C W dir. O halde o(w(e)) ailesi G/H m 7(e) birim elemanmin hem agik hem
kapali kiimelerden olugan bir komsuluklar tabanidir. G/H homojen oldugundan G/H
mn her z noktasinin hem agik hem kapal kiimelerden olugan bir o(z) komguluklar tabani
vardir. J,eq i 0(2) = % denilirse 2 ailesi G/H n hem agik hem kapal kiimelerden
olugan bir tabani olur. O halde G/H sifir boyutlu bir uzay olur. O
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6.2.4. Tanim

X bir topolojik uzay olmak iizere, X in bir acik altkiimesinin kapanigi olarak yazilabilen

kiimelere regiiler kapali kiime denir.

Teorem 6.2.2 den agagidaki sonuca ulagilabilir.
6.2.5. Sonug

&, Tychonoft uzaylarda miitkemmel doniigiimlerin 6ngoériintiisii altinda korunan ve bu
uzayin regiiler kapal altkiimelerinde kalitsal bir topolojik 6zelik olsun. G bir topolojik
grup, H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu ve G/H uzayr & Ozelligine sahip
olsun. Bu durumda e birim elemaninin éyle bir U acik komsulugu vardir ki U kiimesi

de & ozelligine sahiptir.
fspat

Sonug 6.2.2 den e birim elemaninin &yle bir U agik komsulugu vardir ki 7| : U — 7(U)
miikemmel bir déniisiimdiir. 7 dogal doniisiimii acik bir déniisiim oldugundan U C U
icin 7(U) = 7|g(U) agiktir. 7|y mitkemmel doniigiim oldugundan kapali ve siirekli
olup 7(U) = 7|y(U) = 7|z(U) dur. O halde 7(U) acik bir kiimenin kapams: olarak
yazilabildiginden 7 (U) regiiler kapali bir kiime olup & 6zelligini saglar. 7| mitkemmel
déniisiim oldugundan U = W’%l (7(U)) de & 6zelligini saglar. O halde e nin kapanisi
& ozelligine sahip bir U ac¢ik komgulugu vardir. [

6.2.6. Tanim

X bir & 6zelligine sahip bir topolojik uzay olmak iizere, X in her noktasinin, kapanisi
& ozelligine sahip, bir acik komgulugu varsa X uzayimna yerel &2 ozelligine sahiptir

denir.

Yerel kompaktlik, sayilabilir kompakthk, sozde kompakthk, parakompaktlik, Lindel6f
uzay olma, o-kompakthk, Cech tam olma ve k-uzay olma oOzelligi regiiler kapah
kiimeler ve miikemmel doniigiimlerin 6ngériintiileri altinda korunan o6zelliklerdir |8|.
Simdi bununla ilgili olarak iki sonug verilecekir. Fakat Oncesinde topolojik uzaylarla

igili baz1 tanimlar: verelim.
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6.2.7. Tanim

n herhangi bir kardinal say1 olmak iizere, eger X topolojik uzayr R"™ nin kapali bir

altuzayina homeomorf ise bu X uzayina reelkompakt bir uzay denir.
6.2.8. Tanim

Bir X uzay1 kompakt bir uzayin bir Gs-altkiimesine homeomorf ise X uzayina Cech-

tamdir denir.
6.2.9. Tanim

X bir topolojik uzay olmak {izere, X uzayinda bir A kiimesinin kapali olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul A nin her kompakt kapali kiime ile arakesitinin kapali olmasi ise

X uzayma bir k-uzay denir [12].
6.2.10. Sonug

G bir topolojik grup ve H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olmak iizere G/H

agagidaki ozelliklerden hangisine sahipse G de ayni 6zellige sahiptir.

i) G/H yerel kompakt uzaydir.

ii) G/H yerel sayilabilir kompakt uzaydir.
iii) G/H yerel sozde kompakt uzaydir.

iv) G/H yerel parakompakt uzaydir.

v) G/H yerel Lindel6f uzaydir.

vi) G/H yerel o -kompakt uzaydir.

vii) G/H yerel Cech-tamdir.

vill)G/H yerel reel kompakttir.

jspat
Bu sonucun ispati sadece ¢ i¢in yapilacak olup digerleri de benzer bigimde goriilebilir.

i) Sonug 6.2.5 dan birim elemanin 6yle bir U acik komgulugu vardir ki U kiimesi de yerel
kompakttir. G homojen bir uzay oldugudan her noktasinin boyle U acik komsguluklar
vardir. O halde G yerel kompakt bir uzaydir. [
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6.2.11. Sonug

G bir topolojik grup ve H kiimesi G nin yerel kompakt bir altgrubu olmak {izere, G/H
bir k-uzay ise G de bir k-uzaydir.

fspat

(8], 3.7.25) den k-uzay olma Ozelligi miikemmel doniigiimlerin 6ngoriintiileri altinda
korunur. ( [8], 3.3.25) den k-uzay olma 6zelligi hem agik hem de kapali kiimelerde
kalitsal oldugundan regiiler kapali kiimeler k-uzaydir. O halde Sonug¢ 6.2.5 dan G nin
birimi e nin U k-uzay olacak bicimde bir U acik komsulugu vardir. G homojen bir uzay
oldugundan her noktasinin kapanigi k-uzay olacak bigimde bir agik komgulugu vardir.

O halde G yerel k-uzay olup bir k-uzaydir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada sag(sol) topolojik gruplarin homojenliginden faydalanarak topolojik
gruplarin bazi temel 6zellikleri incelenmis ve ilgili 6rnekler verilmigtir. G bir topolojik
grup ve H kiimesi G nin kapali bir altgrubu olmak iizere G/H in da topolojik bir
grup oldugu goriilmiis ve bazi 6zellikleri incelenmigtir. Bir G topolojik grubunun yerel
kompakt bir H altgrubunun kapali oldugu goriilerek G/H 1 sahip oldugu baz
ozellikler incelenmis ve G/H m sahip oldugu bir &2 6zelligi icin G' nin de ayni1 &

ozelligine sahip oldugu goriilmiisgtiir.
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