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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

Lipy, (a)

” f ”cB[o,w)

¥ leggoee
(f,)>f

()5 f

Aciklamalar

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

{An} operator dizisinin moment genelleyici fonksiyonu
Yaklasim Hatasi
f fonksiyonunun siireklilik modiili
f fonksiyonunun ikinci siireklilik modiilii
f fonksiyonunun Peetre- K fonksiyoneli
[a, b] kiimesinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1
[0, oo) kiimesinde taniml siirekli fonksiyonlar uzay1

[O, oo) kiimesinde taniml1 stirekli ve sinirli fonksiyonlar uzayi
Cil0,)={f: 1 eCy[0,20), k=12,..|
a mertebeli M katsayili Lipchitz sinift uzayi

f = sup |f(x
[fleyo.) = 0P 1109

[ cgt0) =1 legroe) 1 legro 1 legron

( fn) dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir

( fn) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir



1. GIRIS

Uygulamali matematik ve fonksiyonel analizin kesistigi ortak bir bilimsel ¢aligma alani
olan yaklasim teorisi, modern analizin babasi olarak bilinen Alman matematik¢i Karl

Theodor Wilhelm Weierstrass’in 1885 yilinda ortaya attigi ve ispatladigi Weierstrass

Yaklasim Teoremi’ne dayanir. Bu teoreme gore; [a,b] kapal1 ve siirl araliginda taniml

olan her stirekli fonksiyona diizgiin yakinsak olacak sekilde bir polinom dizisi vardir. Yani,

f eC[a,b] olmak iizere C[a,b] de tamimli 6yle bir {P,} _  polinom dizisi vardir ki

M [P, ~ gy =0

n—o0
dir [1].

Weierstrass’in bu teoremine gore; kapali ve sinirli bir aralikta tanimlanan bir fonksiyonun
karakteri, yine bu aralikta tanimlanan polinom dizileriyle belirlenebilir. Ciinkii, polinomlar
en temel fonksiyonlardandir ve hesaplanmalar1 kolaydir. Weierstrass bu teoremde, her ne
kadar teoremin sartlarini saglayan bir polinom dizisinin varhigimi Gauss-Weierstrass
Doénitistimii yardimiyla ispatlasa da bdyle bir polinom dizisinin 6rnegini vermemistir. Boyle

polinom dizilerinin ilk ornegini 1912 yilinda Rus matematik¢i Sergei Natonovich

Bernstein bulmustur [2]. Bernstein’in [0,1] araliginda buldugu bu polinom dizisinin genel

terimi; f eC[0,1], x€[0,1] ve ne N olmak iizere

gl

ile tanimlanir [2].

Ayn1 zamanda, yukarida tanimlanan {Bn(f;x)}neN dizisine f eC[O,l] ile verilen
“Bernstein operator dizisi” de denir. [0,1] iizerinde tamimli Benstein polinomlar ¢ €[0,1]

ve nelab] olmak iizere 7:=(b-—a){+a donisimi yardimyla keyfi bir [a,b]



araliginda da tanimlanabilir. Dolayisiyla Weierstrass Yaklagim Teoremi igin Benstein

polinomlar1 kullanilabilir.

Bernstein operatorlerinin 6nemi ilk zamanlarda fazla bilinmemistir. Ancak bu operatorler
yaklasik elli yil sonra, Fransiz miihendis Pierre Etienne Bézier tarafindan iinlii bir otomobil
iireticisi  olan Renault’un otomobillerinin kasalarmin tasariminda kullanilmasiyla
popiilerlik kazanmaya baglamistir. Beézier bu uygulamada temelleri Bernstein
operatorlerine dayanan ve bilgisayar animasyonu gibi pek ¢ok alanla iliskili olan Bézier
egrilerini kullanmaktaydi. Ayrica Bézier bu egrileri otomobil endiistrisinde kullanan ilk
bilim insan1 degildir. Aslinda, 1959 yilinda Fransiz matematik¢i Paul de Casteljau bu
egrileri ilk kez bagka bir otomobil fireticisi olan Citroén’nin araglarinin gévde kisminin
tasariminda kullanmistir. Bernstein operatoriiniin  otomotiv sektoriinde kullanilmasi
yaklagim teorisine olan ilginin artmasiyla beraber bu teorinin gelismesi i¢in énemli bir

adim olmustur.

Yaklagim teorisinin bir alt dali da “Lineer Pozitif Operatorlerle Yaklasim Teorisi” dir. Bu
teorinin temeli 1953 yillarinda birbirlerinden bagimsiz olarak yiiriitiilen Harald Bohman ve
Pavel Petrovich Korovkin’nin ortaya attigi Bohman-Korovkin Teoremleri’ne

dayanmaktadir. Bohman belirli birka¢ kosulla verilen 6zel bir lineer pozitif operator

dizisinin [0,1] araliginda taniml siirekli bir fonksiyona yaklagim problemini incelenmistir

[3]. Daha sonra Korovkin de bu durumu genelleyerek keyfi kompakt araliklarda lineer
pozitif operatorlerin yakinsakligini inceleyen “Bohman-Korovkin Teoremi” ni ileri
stirmiistiir [4]. Ayrica 1960 yilinda, Korovkin’nin “Lineer Pozitif Operatorler ve Yaklasim
Teorisi” adindaki kitabinin Delhi’de ingilizce kopyalarinin basilmasi bu teorinin

gelismesinde 6nemli bir sekilde rol oynamistir [5].

Macar matematik¢i Otto Szasz, 1950 yillinda [0,1] lizerinde tanimlanan Bernstein
operatorlerini sonsuz bir aralia genellemistir. Szadsz’in feC[O, oo) icin tanimladigi

{Sn (f; X)}nEN Széasz operator dizisi, X>0 olmak iizere

sn(f;X)=eXp(—“X)i(n|f!)k f (E)

k=0



seklinde tanimlanir [6].

Szasz operatorlerinin simdiye kadar bircok genellemesi yapilmistir. Bunlardan en

nemlilerinden biri de Kantorovich tipli genellemedir. ne N, f eC[0,20) ve x>0 olmak

izere Szasz operatdr dizisinin Kantorovich tipli genellemesi

K, (f;x)= nexp(—nx)i(n:!) j f(t)dt

ile verilmistir [7].

Szasz ve Bernstein operatorlerinin yanisira Baskakov operatorleri [8], Lupas operatorleri
[9] ve Post Widder operatorleri [10] en ¢ok kullanilan operatorlerden bazilaridir ve bu

operatdrlerin birgok genellemesi de bulunmaktadir.

Yaklasim teorisinde bircok genelleme tiirii ve bu genellemeler {izerinde ¢alismalar vardir,
fakat bunlarin tamami hakkinda bilgi vermek neredeyse imkansizdir. Asagida bazi
genellemeler ve onemli ¢alismalar hakkinda kronolojik siradan bagimsiz olarak kisaca

konu konu bilgiler verilmistir.

Temel operator genellemeleri: Kantorovich, Durmeyer, Beta, Stancu, Schurer ve Philips

tipi genellemeler bu teori hakkinda en ¢ok kullanilan genellemelerden bazilaridir.

Kuantum tipli operator genellemeleri: Roman matematik¢i Lupas kuantum kalkiiliisten
yararlanarak Bernstein operatorlerini 0<q, <1 seklindeki bir dizi yardimiyla modifiye

etmis ve bu operatdriin bazi 6zelliklerini incelemistir [11]. Ancak bu calisma yaklasim
teorisi acisindan siirli oldugundan bu ¢alismadan yaklasik on yil sonra Philips bu konu
hakkinda yeniden bir ¢alisma yapmustir [12]. Philips’in bu calismadaki elde ettigi en

onemli sonuglardan biri siiphesiz; eger ¢, —1 yakinsamasi ne kadar hizli ise q-Bernstein

operatorlerinin de f eC[O,l] fonksiyonuna yakinsamasinin o kadar iyi olmasidir. Bu

konudaki 6nemli ¢aligmalardan bazilar1 Ostrovska [13], Aral [14] ve Gupta [15]’nin



verdigi ¢aligmalardir. Ayrica kuantum kalkiiliis hakkinda daha fazla bilgi edinmek istenirse

[16,17]deki kitaplardan yararlanila bilinir. Son zamanlarda q genellemeye benzer olarak
(p,q) tipi genelleme ileri siirilmiistiir. Yaklasim teorisindeki ilk (p,q) tipi genelleme

[18]’deki calismada Bernstein operatorleri i¢in yapilmistir. Ayrica, Acar Szasz

operatorlerinin (p, q) tipindeki genellemesini vermistir [19].

King tipli operator genellemeleri: King, x* fonksiyonunu koruyacak sekilde bir operatdr
genellemesi yapmustir [20]. King, Bernstein operatériinii x* fonksiyonunu koruyacak

sekildeki 0<r, (X)Sl sartin1 saglayan bir I, (X) terimi ile diizenlemistir. B, Bernstein

operatoriive f €C [O,l] olmak tizere King, bu ¢alismasinda tanimladig1 operatorii

B, (f)=B,(f)er, ve B,(f;x)=(B,(f)er,)(x)=B,(f;r,(x))

ile vermistir [20]. Bu genellemede r, (X):X alinirsa anlasilacagi ilizere Bernstein

operatorleri elde edilir. Ayrica, B, (tz;r: (x)):x2 olacak sekildeki .

~(x)  terimi

diistiniildiigiinde King’in operatoriinde I, (X) = r,f (X) alinirsa diizenlenen bu operatdriin
f eC[O,l] fonksiyonuna yaklagiminin Bernstein operatdriine gore daha iyi oldugu

sonucuna varilir [20]. Ayrica, Duman ve Ozarslan Szasz operatorlerini x? fonksiyonunu

koruyacak sekilde yeniden diizenlemistir [21]. King tipi genelleme yalnizca G
fonksiyonunu koruyacak sekilde yapilmamaktadir. Bu duruma en giizel 6rneklerden biri de
yine Duman ve digerlerinin vermis oldugu Szasz-Kantorovich operatorlerinin lineer

fonksiyonlar1 koruyacak sekilde diizenledigi calismadir [22].

Bilegske ve ters fonksiyon yardimiyla elde edilen operator genellemeleri: Cardenas-Morales
ve digerleri B operatériinii B, Bernstein operatorii, feC[O,l] ve 7 belirli sartlar

saglayan fonksiyon olmak {izere

By (f)=B,(for)or ve Bg(f;x):z(Bn(f or—l)of)(x)z B, (for™7(x)



seklinde tanitmiglardir [23]. Tanimlanan bu operatéorde 7 fonksiyonu birim fonksiyon
olarak alinirsa Bernstein operatdrii elde edilir. Bu ¢alismada orijinal operatére gore daha
iyi yaklagim elde edilmistir. Aslinda bu tip genelleme King tipi genellemenin devami
sayilabilir. Ciinkii King bu calismadan yaklasik sekiz yil once genellemesini yaptigi
operatorii bileske fonksiyon yardimiyla olusturmustur. Ayrica [24]’deki ¢alismada Széasz

operatorleri bileske ve ters fonksiyon yardimiyla tekrar diizenlenmistir.

Iki degiskenli operator genellemeleri: Kingsley iki degiskenli Bernstein operatdrlerini
vermis ve bu operatorlerin yaklasim o6zelliklerini incelemistir [25]. Bu konu hakkinda
Butzer de 6nemli bir ¢alisma yapmistir [26]. Ayrica, Volkov “Hangi 6zellikleri saglayan
iki degiskenli lineer pozitif operator dizisi bir ylizeye yaklasir?” sorusunun cevabini

vermistir [27].

Dunkl tipli operator genellemeleri: Rosenblum, Gamma fonksiyonlarmi kullanarak
birtakim tanimlar ve esitlikler vermistir [28]. Sucu bu c¢alismadan yararlanarak Szasz
operatorlerini bu tanimlar lizerine genelleyerek insa etmistir [29]. Bu tip genelleme
simdilik sadece Szdsz ve Széasz operatdrlerin genellemelerine uygulanmaktadir. I¢6z ve
Cekim’in [30] ve [31]’deki calismalarinda sirasiyla Szdsz operatoriiniin  Dunkl
genellemesinin integral tipini ve ¢-analogunu tanitmis ve yaklasim Ozelliklerini

incelemislerdir. Ayrica, Srivastava ve digerleri q-Kantorovich-Szasz operatoriiniin Dunkl

genellemesini incelemislerdir [32].

Ustel fonksiyonu koruyan operatér genellemeleri: Bu tip genellemeler King tipi

genellemelerin bir modifikasyonudur. ilk olarak bu tip genelemeyi Acar ve digerleri a>0

olmak iizere e°* degerini koruyacak sekilde Szasz operatorlerini yeniden diizenlemistir
[33]. Bu calismada aslinda kullamlan operatsr Duman ve Ozarslan’m [21] deki

caligmasinda tanimlamis oldugu
Sa(f)=S,(f)oa, ve S;(fix)=(S,(f)oa,)(x)=S, (e, (x))

ile verilen operatordiir. Burada S, Szész operatoriinii gostermektedir. [33]’deki ¢aligmada

a, (x) ifadesi S (eZat a, (X)) = e®® olacak sekilde se¢ilmistir. Bu calismadan sonra



benzer ¢alismalar da yapilmaktadir.

Agwrlikli uzaylarda yaklasim: Gadjiev 1974 ve 1976 yililarinda agirlikli uzaylarda
Korovkin Tipi Teoremleri incelemis ve bazi énemli sonuglar elde etmistir [34,35]. Ayrica
Gadjiev agirlikli uzaylarda iki degiskenli degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi
teoremleri incelemistir [36,37]. Bu ¢alismalar1 destekler nitelikte Ispir agirlikli uzaylarda

stireklilik modiilii tanimlayip, baz1 6zellikler elde etmistir [38].

Istatistiksel Yaklasim: Gadjiev ve Orhan, Korovkin teoremi ile Weierstrass teoremlerini
istatistiksel yaklagima gore yeniden yorumlamistir [39]. Daha sonra Duman ve digerleri
yaklagim teorisinde A -istatistiksel yaklagim konusunu incelemislerdir [40]. Ayrica

[41]°deki ¢alisma bu konu hakkinda énemli ¢aligmalardan biridir.

Ozel polinomlar yardimiyla elde edilen operator genellemeleri: Yaklasim teorisinde dzel
polinomlar1 igeren ilk genelleme 1964 yilinda Cheney ve Sharma’nin Laguerre
polinomlarindan elde ettigi bir operatér genellemesidir [42]. Daha sonra 1969 yilinda
Jakimovski ve Leviatan Szdsz operatorlerini Appell polinomlar1 igerecek sekilde
genellemistir [43]. Varma ve Tasdelen Charlier polinomlarmi kullanarak Szasz
operatdrlerinin farkli bir genellemesini vermistir [44]. Diger drnekler ise Ismail [45]’in
vermis oldugu Sheffer tipindeki polinomlar yardimiyla elde edilen operatdr genellemeleri,
Varma ve digerlerinin [46] vermis oldugu Brenke tipi polinomlar yardimiyla elde edilen
operator genellemeleri ve Sucu ve digerlerinin [47] vermis oldugu Boas-Buck tipi

polinomlar yardimiyla elde edilen operator genellemeleridir.

Bu tezde iki degiskenli Hermite polinomlar1 yardimiyla elde edilen operatorlere

deginilecektir. Iki degiskenli Hermite polinomlari & >0 ve neN olmak iizere

H
H (na)=k!

r=0

nk—2r r

r!(k—Zr)!

N =

ile verilir [48,49]. 2016 yilinda Krech bu polinomlarindan yararlanarak, f €C [0, oo) , X=>0

ve neN olmak tizere



Gﬁ(f;x):exp(—nx—axz)ii—in (na)f (Kj

k=0 n

seklinde bir operator tanimlamistir [49]. Verilen bu operatoriin Kantorovich ve Stancu-
Kantorovich tipli genellemelerini Yazici ve Cekim sirastyla [50] ve [51]deki

calismalarinda elde etmislerdir.

Bu tezin amaci [49], [50] ve [51]’deki ¢aligmalarda tanimlanan operatdrlerin yaklagim

Ozelliklerini incelemektir.
Bu tezin birinci boliimii giris boliimii olmak iizere alt1 ana boliimden olusmaktadir:

% Ikinci béliim: Bu boliimde; temel fonksiyonel analiz bilgileri ve lineer pozitif operatdr
dizileri ile yaklasim teorisine iligkin bazi kavramlar verilmistir.

< Ugiincii, dordiincii ve besinci béliim: Bu boliimlerde; sirasiyla [49], [50] ve [51] deki
caligmalarda verilen operatorler ve bu operatorlerin Korovkin test degerleri, bazi
merkezi momentleri verilmistir. Ayrica klasik siireklilik modiilii, ikinci siireklilik
modiilii, Peetre-K fonksiyoneli ve Voronovskaya tipi asimptotik formiil gibi
yakinsama kriterleri yardimiyla bu operatorlerin bazi fonksiyon uzaylarindaki bir
fonksiyona yaklasimi hakkinda bilgiler verilmistir.

¢ Alfinct boliim: Bu boliimde elde edilen sonuglar tizerinde durulmustur.






2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler

2.1.1. Tanim

Tanim kiimesi dogal sayilar ya da dogal sayilarin herhangi bir alt kiimesi olan bir
fonksiyonun sirali elemanli goriintii kiimesine dizi ve buradaki fonksiyona da dizi
fonksiyonu denir. Burada, bu goriintii kiimesinin elemanlarinin sirali bir sekilde olmasi
onemlidir, ¢linkli elemanlarin keyfi dizilimi ile dizi elde edilemez. Eger bir dizinin
fonksiyonunun deger kiimesi reel sayilar kiimesi ise bu diziye reel sayt dizisi veya reel
terimli dizi denir. Yine benzer sekilde dizi fonksiyonun deger kiimesi kompleks sayilar

kiimesi ise bu diziye kompleks sayi dizisi veya kompleks terimli dizi denir. Ayrica, dizi

fonksiyonunun degerlerinin olusturdugu kurala dizinin genel terimi denir. Genel terimi a,

olan dizi (a,) seklinde gosterilir. Yani,
f:AcN->BzU

n— f(n)=a,

f(A) :{ai’a21a37 !an}:(ai’aZ’a3’ ’an):(an) cB

ile verilen f(A)=(a,) sirali elemanli goriintii kiimesi, terimleri B iizerinde olan bir

dizidir. Bu dizide; dizinin fonksiyonu f ve genel terimi f(n):an dir.
2.1.2. Tanim

(a,) dizisi verilmis olsun. Genel terimi,

n
T,=a +a, +a;+ ... +a, :Zak
k=1
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seklinde tanimlanan (Tn) dizisi goz Oniine alinirsa ((an),(Tn)) ikilisine seri adi verilir.

Burada a, terimine serininin genel terimi ve (Tn) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi

denir [52].
2.1.3. Tanim

(a,) = R dizisi ve acR sayisi verilsin. Eger dizinin belirli bir teriminden sonra dizinin
diger terimleri a reel sayisina istenildigi kadar yakin oluyorsa yani, V& >0, 3n, eN igin
n>n, oldugunda |a,—a|<e¢ oluyorsa (a,) dizisi a sayisina yakinsar denir. Bu durum

(an) —ayada lima, =a seklinde gosterilir [52].
N—00

2.1.4. Tanim

(a,) dizisi verilmis olsun. Eger bir serinin genel terimi

n
Tﬂ :al+a2 +a3+ e +an :Zak
k=1

ile verilen (Tn) kismi toplamlar dizisi herhangi bir S € R degerine yakinsak ise bu taktirde

bu seriye yakinsak seri denir. Bu durum

o0

n
lim » a, = E a =S
n—oo

k=1

k=1

ile gosterilir. Ayrica bu S degerine serinin yakinsadigi deger denir [52].
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2.1.5. Tanim

X <R bir aralik ve F(X) kiimesi de X araliginda tanimli fonksiyonlarin bir kiimesi
olsun. Bu durumda verilen bir (f,) dizisinin deger kiimesi F(X) ise bu taktirde

(f,) < F(X) dizisine fonksiyon dizisi veya degisken terimli dizi denir.
Ornek

Her bir ne N igin f, fonksiyonlari [a,b] tizerinde tanimli ve siirekli olmak tizere

9:N—CJa,b]

n—>g(n)="f :[ab] >R

ION) ={ 1, fo, fgy oo ok =(Fis 0 By o o) = (£,)

ile verilen g(N)=(f,) sirali elemanh goriintii kiimesi C[a,b] iizerinde bir dizidir ve bu
durum (fn)gC[a, b] seklinde gosterilebilir. Bu dizinin fonksiyonu ¢ ve genel terimi

g(n)=f, dir.
2.1.6. Tanim

X <R bir aralik ve F(X) kiimesi de X araliginda tanimli fonksiyonlarin bir kiimesi

olsun. (f,)cF ( X ) seklinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere

i. (f,) dizisi X iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. < ¥e&>0 ve her bir
xe X i¢in Iny=ny(e,X) eN vardir dyle ki, n>n, oldugunda |fn (x)— f(X)| <& dur.

Burada & pozitif reel sayisimin hem X hem de n, sayisma bagli olduguna, yani
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e=¢(Ny,X) seklinde olduguna dikkat edilmelidir. (f,) dizisinin X iizerinde bir f

fonksiyonuna noktasal yakinsak olmasi ( f, )—) f seklinde gosterilir [53].

ii. (f,) dizisi X iizerinde t fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. <> Ve&>0 ve Vxe X
i¢in In, =n,y(¢) €N vardir 6yle ki, n>n, oldugunda |fn (x)— f(X)| <& dur. ¢ pozitif reel
sayisinin sadece N, sayisina bagli olduguna, yani gzg(no) seklinde olduguna dikkat

edilmelidir. (f,) dizisinin X ftzerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi

( f, ): f seklinde gosterilir [53].
2.1.7. Tanim

X <R bir aralik ve f:X — R bir fonksiyon olsun. Eger her bir xe X i¢in |f(X)| <M
olacak sekilde M >0 sayisi bulunabiliyorsa f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir. Yine

benzer sekilde bir (an)gR dizisinin fonksiyonu sinirliysa yani; VneN, dM >0 i¢in

|a,| <M ise bu taktirde (a,) dizisine sinurl: dizi denir [52].

2.1.8. Tanim

X <R biraralik ve f: X — R bir fonksiyon olmak tizere

i. f fonksiyonu X, € X noktasinda siireklidir. < V& >0 igin 36 = 5(8, Xo) >0 vardir ki,

|X—XO|<5 oldugunda ‘f(x)— f (XO)‘<8 dur. Ayrica, eger f fonksiyonu X kiimesinin

biitiin noktalarinda siirekliyse f fonksiyonuna X kiimesi iizerinde siireklidir ya da kisaca

f fonksiyonu siireklidir denir [52].

ii. f fonksiyonu diizgiin siireklidir. < V&>0 ig¢in en az bir & :5(8)>0 vardir ki,

[X—Yy| <& olacak sekildeki VX, y e X igin |f(x)— f(y)|<e& dur [52].
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2.1.1. Teorem

a,beR, a<b ve f :[a, b] — R bir fonksiyon olsun. Buna gore, f fonksiyonu siirekli ise

siirlidir [52].

2.1.2. Teorem

a,beR,a<bve f :[a, b] — R bir fonksiyon olsun. Buna gore, f fonksiyonu siirekli ise

diizgiin siireklidir [53].
2.1.3. Teorem

X c R bir aralik ve F(X) kiimesi de X araliginda tanimh fonksiyonlarin bir kiimesi
olsun. (f,)c F(X) seklinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere (fn) dizisinin X

kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R, =sup|f, (x)— f (),

XeX
seklinde verilen (Rn ) dizininin sifira yakinsayan bir dizi olmasidir [53].

2.1.9. Tanim

11
p ve  sayilari, 1< p,q<o ve —+—=1 kosullarini saglayan iki pozitif reel say1 olsun.

Her bir x,yefp—{x—(xn)c]R: Z|xk|p <oo} icin
k=0

1 1
0 e 6' 0 a
Sl et [ S
k=0 k=0 k=0
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esitsizligi saglanir ve bu esitsizlige Holder esitsizligi denir. Bu esitsizlikte 6zel olarak

p =q =2 olarak segcilirse
1 1

© ) ) E © ) E

2 sl 2l | | 2wl

k=0 k=0 k=0

elde edilir ve elde edilen bu esitsizlige de Cauchy-Schwartz esitsizligi denir [54,55].

2.1.10. Tanim
1< p <o olmak iizere her bir X,y € (, i¢in
1 B 1
= P = P = p
p p p

Soent | <[ St {3

k=0 k=0 k=0
esitsizligi saglanir ve bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir [54,55].
Uyari
Holder ve Minkowski esitsizliklerinin bir¢cok formati vardir. Eger daha ¢ok ayrintili bilgi
edinilmek istenirse [54-56] kaynaklarina bakilabilir. Bu tezin ilerleyen boliimlerinde bu
esitsizliklerin kullanilmasi durumunda sadece verilen tanimlarin diisiiniilmesi yerine,
onerilen kaynaklardaki tiim formatlar g6z Oniline almilarak duruma uygun olan
diistintilmelidir.
2.1.11. Tamim

X # & bir kiime ve IF reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Eger

+:XxXo>X

(X, y) > +(X,y)=x+y
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doniistimii ve

o IFxX —> X

(X, y) —>o(x,y) =Xy

dis islemi her bir X,y,z€ X ve a,be IF i¢in

1. X+y=y+Xx,

N

X+(y+z)=(x+y)+z,

3. X+6=x olacak sekilde bir € X 0gesi var,

4. X+(—X) =6 olacak sekilde bir (—X) e X 0Ogesi var,
5. a(x+y)=ax+ay,

6. (a+b)x=ax+bx,

7. (ab)x=a(bx),

8. Ix=x

ozelliklerini sagliyorsa X kiimesine |F cismi iizerinde bir vektor uzayidir ya da X kiimesi

IF tizerinde bir lineer uzaydwr denir [54,55].

Ornek

[a,b] tizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi olan C[a,b] uzayi;

A R olmak lizere
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(f +g)(t) =f{t)+g(t) ve (ﬂf )(t) =Af(t)
tanimlar1 altinda R {izerinde bir vektor uzayidir [55].
2.1.12. Tanim

X kiimesi, IF reel ya da kompleks cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

l{|: X = R* w{0} fonksiyonu her bir x,y € X ve her 1 € IFicin
1. |x|=0 < x=90,

2. =1l

3. Ix+yl<[xl+ly]

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona X iizerinde bir norm ve (X,””) ikilisine normlu uzay

ya dakisaca X uzayma normlu uzay denir [54,55].
2.1.13. Tamim

A aralig, R reel sayilar kiimesinin keyfi bir alt araligi olsun. A {iizerinde tanimli reel

degerli sinirli ve siirekli fonksiyonlarin uzayr Cg (A) olmak {iizere,
.. :Ca () >[0,)
£ Fley () =supl ()

seklinde tanimlanan ||||OO dontgimii Cg (A) tizerinde bir normdur, bu norma Cg (A)

tizerindeki diizgiin norm veya supremum norm denir [54,55].
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Ozel olarak A= [a, b] alinirsa, [a, b] iizerinde tanimli reel degerli ve stirekli her fonksiyon

Teorem 2.1.1°den dolay1 kompakt aralikta sinirlt olacagindan buradaki norm

[#legasy = max |04

seklini alir ve bu norma C [a, b] tizerindeki maksimum norm denir [54,55].

2.1.14. Tanim

Reel sayilar kiimesi tizerinde mutlak deger fonksiyonu agik bir sekilde bir norm tanimlar,

bu (R, ||) normlu uzayna alisilmis normlu uzay denir [54,55].

2.1.4. Teorem

A c R bir aralik ve (f,), Cg (A) uzayinda bir fonksiyon dizisi olsun. (fn) dizisinin A

tizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

lim | f,

N—o0

- f”CB(A) =0
ifadesinin saglanmasidir [54,55].
Uyari

Bu kisimda, diziler ve fonksiyonlar ile ilgili bazi tanimlar alisilmis normlu uzay igin
verildi. Bu ylizden, herhangi bir normlu uzayda; bir dizinin yakinsakligi, bir dizinin
siirliligi, bir fonksiyon dizisinin noktasal yakinsakligi, bir fonksiyon dizisinin diizgiin
yakinsakligi, bir fonksiyonun siirekliligi ve bir fonksiyonun diizglin siirekliligi aligilmis
uzaydakine benzer bir sekilde tanimlanabilir. Ayrica, elemanlar1 fonksiyon olan normlu

uzaylarda bir operatdr tanimlanabilir ve benzer tanimlar olusturulabilir.
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2.2. Lineer Pozitif Operator Dizileri
2.2.1. Tanim
X ve Y elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu uzaylar olsun. Buna goére

S: XY
f >S(f)=S(f;)):T—>D, S(f)(x)=S(f;x)

ile verilen S doniisiimiine, X iizerinde tammli ve Y degerli bir operator denir. Bir bagka
deyisle; bir operator, normlu bir vektdr uzayindan aldig1 bir fonksiyonu bagka ya da ayni

uzaydaki bir fonksiyona doniistiiren bir doniisiimdiir. Burada T ve D kiimeleri sirasiyla

S( f ;-) €Y fonksiyonunun tanmim ve deger kiimesidir. Ayrica burada, f fonksiyonu bir t

parametresine bagliysa, S operatoriine de fonksiyonun baglh oldugu t parametresine gore

uygulanmalidir. Yani, S( f; X) =35 ( f (t) ; X) seklindedir [54,57].
Ornek

A=J bir kime, T(R)={f:R—>R| f' mevcut} ve H(R)={f| f:AcR—>R} olmak

uzere
D:i:T(R)eH(R)
dx
d
fo>—(f)=f"
~ 5 ()

: : d . .
ile verilen D = ™ tirev dontisimi T (R) uzayi lizerinde bir operatordiir.
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2.2.2. Tanim

X elemanlari fonksiyonlar olan R cismi iizerinde normlu vektor uzayi olsun. Buna gore
K: X->R

ile verilen K donisiimiine X iizerinde bir fonksiyonel denir. Bir baska deyisle; bir
fonksiyonel, bir vektdr uzaydan aldigi bir fonksiyonu reel bir sayiya doniistiiren bir
dontistimdiir [54,55].

Ornek

L:int([12]) > R

f—>Lf(f):J2'f(x)dx

ile verilen [ZL 2] kiimesi tizerindeki belirli integrali ifade eden Lf dontisimi [l, 2]
kiimesinde integrallenebilen fonksiyonlarin uzay: iizerinde bir fonksiyoneldir. Burada,

Int([l,Z]) kiimesi, [l, 2] kiimesinde lizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesini

gostermektedir.
2.2.3. Tanim

X ve Y elemanlan fonksiyonlar olan R cismi iizerinde normlu vektdr uzaylari olsun.

S: X —>Y operatorii verilsin. Buna gore

i. Va,beR ve Vf,ge X i¢in
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S(af +bg)=aS(f)+bS(g)

esitligi saglaniyorsa S operatoriine lineer bir operatér denir [57,58].

ii. S operatorii pozitif bir fonksiyonu pozitif bir fonksiyona doniistiiriiyorsa yani,
v icin f >0 = S(f)>0

onermesi gergekleniyorsa S operatoriine pozitif bir operatordiir denir [57,58].

iii. S operatorii hem lineer hem de pozitif ise bu taktirde S operatoriine lineer pozitif

operatdér denir [57,58].
2.2.1. Lemma

X ve Y elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu vektor uzaylart olsun. S:X —Y lineer

pozitif operatorii verilsin. Her f,ge X olmak iizere
i. f<0= S(f)<0,

ii. f<g = S(f)<S(9),

i, Js()l<s(f)

ozellikleri saglanir [58].

2.2.2. Lemma

S:X =Y lineer pozitif operatorii verilsin. Eger verilen operator S(l; X):1 ozelligini

sagliyorsa her bir f € X igin
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[S(fix)=f ()= S(f ()= (x)}:x)
esitsizligi saglanir.
Ispat

S operatorleri lineer pozitif oldugundan dolay1

510~ (x)

<[s(f(t)-f(x);x)| (Lineerlikten),
<S(|f(t)=f(x):x) .(Lemma 2.2.1.iii’den),

elde edilir.

2.2.4. Tanim

(X,”” X ) ve (Y,””Y) elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu wuzaylar olsun. f0 e X
fonksiyonu ve S:X —Y operatorii verilsin. Eger her bir £>0 sayisina kargilik
5:5(8, fo) >0 sayis1 var dyle ki ||f - fO”x <06 oldugunda HS (f)-S(f, )HY < ¢ oluyorsa

bu taktirde, S operatorii f, degerinde siireklidir denir. Eger S operatorii her f e X

degerinde siirekli ise bu taktirde S operatorii X uzayinda siireklidir denir.
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2.2.5. Tanim

(X,”-”X) ve (Y,””Y) elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu uzaylar olsun. S:X —Y

operatorii verilsin. Eger her f € X fonksiyonu igin,

[s ()l <M1t

olacak sekilde en az bir M >0 reel sayis1 mevcutsa bu taktirde, S operatoriine X

uzaymda sinrli operator denir [54,55,58]. Ayrica stnrli bir operatoriin normu
Uy =inf{M £ ex, [s(f), <m]f],}

reel sayisiyla tanimlanir. Buna ek olarak, S operatoriiniin normu

f
L =sup M:feX, fl. #0
XY X
Il

Iy =sup{JS(F), < £ X, ], =1}

[l =sefls (), £ <X, 1], <y
esitliklerinden biriyle de verilebilir [54,55].

2.2.1. Teorem

(X,”-”X) ve (Y,””Y) elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu uzaylar olsun. S:X —Y

operatdrii verilsin. Buna goére, S operatoriiniin X uzayinda siirekli olmasi igin gerek ve

yeter kosul S operatoriiniin X uzayinda lineer ve sinirl olmasidir [54,55].
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2.2.6. Tanim

(X,”-”X) ve (Y,||||Y) elemanlar1 reel degerli fonksiyonlar olan normlu uzaylar olsun.
N(X,Y)={8| S: X =Y bir operatbr} seklinde bir kiime olmak iizere, eger verilen bir
(Sn) dizisinin fonksiyonunun deger kiimesi N(X,Y) ise bu taktirde (Sn)gN(X,Y)
dizisine operator terimli dizi veya operator dizisi denir. Genel terimi S, olan bir operator
dizisi (S,), {Sn} ve {S, }neN sembollerinden biriyle gosterilebilir. Yani

h:N->8(X,Y)
n—h(n)=S,:X >Y
h(N):{Sl7SZ’S3’ ,Sn""}:(sl’SZ’S:S’ ’Sn""):{sn}neN

ile verilen h(N)={S,}

hoy Stralt elemanlt goriintii kiimesi N(X,Y) uzay1 lizerinde bir
operator dizisidir ve bu durum {Sn }neN c N( X ,Y) ile gosterilebilir. Ayrica {Sn ( f ,)} cY
ile verilen bir dizinin fonksiyon dizisi oldugu agiktir. {Sn ( f ,)} cY oldugundan

{Sn(f;X)}gR seklinde bir dizidir. Ciinkli, Y wuzay1 reel degerli fonksiyonlardan
olusmaktadir [57].

2.2.7. Tanim

{Sn} operator dizisi verilsin. me N olmak iizere, {Sn} operator dizisinin M -inci merkezi

momenti
. m .
O, =D, (x)=S, ((t -X) ,x)

ile tanimlanir [59].
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2.2.2. Teorem (Weierstrass Yaklasim Teoremi)

[a, b] kapali ve sinirlhi araliginda tanimli olan her siirekli fonksiyona diizgiin yakinsak
olacak sekilde bir polinom dizisi vardir. Yani f € C[a, b] olmak tizere C [a, b] de taniml

dyle bir {P,} _ polinom dizisi vardir ki lim

lim B, = ], =0 dir [1.57-59].

2.2.3. Teorem (Bernstein Teoremi)

f eC[O,l], Xe[O,l] ve neN olmak iizere

ile verilen {Bn ( f; X)} polinom dizisi verilsin. Buna gore, her bir f €C [0,1] icin

lim HBH (f3)- fHC[O,l] =0

n—o0

saglanir [2,57-59]. Yani {B,(f;X)} polinom dizisi, [0,1] kiimesi iizerindeki siirekli bir

fonksiyona diizgiin yakinsaktir.

2.2.4. Teorem (Bohman Teoremi)

n=123.. ve v=01..,n i¢in u<v iken &,, <&, ile verilen (0,1) kiimesi iizerindeki

{@)n} sistemi
lim& =0, lim& =1, limmax{&., —& }=0 (2.1)
n—o n—o n—o v ' '

ile verilen Es. 2.1 sartlarini saglasin. X € [0,1] Ve v, , (X) >0 olmak iizere
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n

Sa(f1%)= ) f (& Wun(¥)

v=0

ile verilen bir dizinin [0,1] kiimesi tizerinde tamimli siirekli bir fonksiyona diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Sn) operator dizisinin

lim S, (6) =& opp =0, k=012 (2.2)

am :
ile verilen Es. 2.2 ifadesindeki kosullarini saglamasidir [3]. Burada, €, fonksiyonlari
6 [0l >R, g(x)=x, k=012,..

seklindedir [3].

2.2.5. Teorem (Korovkin Teoremi)

{Sn} lineer pozitif olan operator dizisi verilsin. Eger {Sn} operator dizisi

lim s, (ek;-)—ekuc[a’b] =0, k=012 (2.3)

H
n—o

sartlarini sagliyorsa her bir f €C [a, b] icin

i [ (15)- 1]y =0

n—o0

dir [5,57-59]. Yani, {Sn} operator dizisi, Es. 2.3 sartlarin1 sagliyorsa bu operator dizisi
[a, b] tizerinde tanimli olan siirekli bir fonksiyona diizgiin bir sekilde yakinsar. Burada Es.

2.3 ifadesinde verilen &, k €N olmak iizere € (X)=x* ile verilir.
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Uyari

Teorem 2.2.5°de, feC[a,b] oldugundan Teorem 2.1.1'den dolayr f fonksiyonu

stnirlidir. Ayrica Teorem 2.1.2°den dolayr da f fonksiyonunun diizgiin siirekli olduguna

dikkat edilmelidir.

2.2.8. Tanim

Belirli bir A lineer araliginda bir f fonksiyonuna yakinsayan bir {Sn} operator dizisi

verilsin. {Sn} dizisinin n-inci teriminin X € A noktasindaki f(X) fonksiyonuna yaklagim

hatas1

& (f.%)=[S, (f:x)=f(x) (2.4)
pozitif reel sayisi ile verilir.

2.3. Klasik Siireklilik Modiilii

2.3.1. Tanim

A, R nin keyfi bir alt arahgim gostersin. f :A — R smrh ve siirekli bir fonksiyon ve

0 >0 olsun. Buna gore

o(f;0)=sup {|f®)- F(X)|: xteA} (2.5)

ft—x|<&

ile verilen pozitif o(f;8) reel sayisina f fonksiyonun siireklilik modiilii denir. Burada t

yerine X+h almirsa f fonksiyonunun siireklilik modiilii

o(f;0)=sup{|f(x+h)-f(X)|: x+h,xeA} (2.6)
Ihi<s
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seklinde de verilebilir [60-62].
Anlagilacag1 iizere eger bir fonksiyon simirli degilse a)(f;5) sinirl1 olamayacagindan

fonksiyonun sinirli olmasi 6nemlidir. Bu yilizden, klasik siireklilik modiilii sinirlt bir

fonksiyon i¢in anlamlidir.

2.3.1. Teorem

A, R nin keyfi bir alt araligin1 gostersin, f:A — R sl ve siirekli bir fonksiyon ve

0 >0 olsun. Buna gore f fonksiyonunun siireklilik modiilii
i. of;6)=0,

ii. 0<0,26, = o(f;8)<w(f;d,),

iii. f diizgiin sireklidir < ;LT o(f;6)=0,

iv. VmeN icin, o(f;md)<ma(f;d),

v. VneR" icin, o(f;n6) <(n+1)o(f;5),

vi. VX,teA igin,

&) - f(X)| <o f:t-x),

f(t)- f(x)|s(%+1]w(f;5)

vii. Vx,teA icin,

ozelliklerini saglar [62].
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2.4. Lipschitz Sitmfindan Fonksiyonlar

2.4.1. Tanim

A araliginda tammli f fonksiyonu verilsin ve 0 < a <1 olsun. Eger her bir X,t € A i¢in
f(t)-f(x)|<Mt-x" 2.7)

olacak sekilde bir M >0 sayis1t mevcutsa, f fonksiyonuna o mertebeli M katsayili

Lipschitz simifindan bir fonksiyon denir [62]. o mertebeli M katsayili Lipschitz sinifindan

fonksiyonlarin sinifi

Lip,, (a):{f X teA, ‘f(t)—f(x)‘§M|t—x|“} (2.8)
ile verilir [62].
Uyari

Eger Tanim 2.4.1’de a>1 almmrsa f >0 olmak lizere o =/f+1 seklinde yazilabilir.

Simdi f eLip, (a) olsun. Buna gore, VX,t € A igin
f(t)-f(x)|<Mt-x"
(1)~ (x)| <M ft-x""

<Mt-x’ 2.9)

‘M
t

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlikte her iki tarafin t — X igin limiti alinirsa



‘f‘(x)‘so
f'(x)=0
dceR, f(x)=c

Es. 2.11 ifadesi her bir X € A i¢in saglandigindan,

f:AoR

x— f(x)=c

29

(2.10)

(2.11)

seklinde bir sabit fonksiyon elde edilir. Yine benzer sekilde, @ =0 olmasi durumunda f

fonksiyonu acik bir sekilde sadece siirli fonksiyonu ifade edecektir. Bu yiizden tanimin

daha anlamli olmasi agisindan Tanim 2.4.1°de & sayis1 0 < <1 olarak belirlenmistir.

2.5. Peetre- K Fonksiyoneli ve ikinci Siireklilik Modiilii

2.5.1. Tanim

[0, oo) kiimesi {izerinde tanimli siirekli ve smirli fonksiyonlarin kiimesi Cg [O,oo) olmak

uzere
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CEZ; [O,oo):{f eCq [O,oo): f,f"eCq [0,00)}
ile verilen kiime

:CZ[0,00) —[0,0)

”'”c%[o,oo)

f—f ”cg[o,w) = f ||CB[0,oo) +|f '”cB[o,oo) +|f "”cB[o,oo)

ile verilen dontisimle bir normlu uzaydir. Burada, ile verilen norm, Cg [O,oo)

'”cB[o,oo)
tizerindeki supremum normu olmak tizere Cé [0,00) normlu uzayma, ikinci merteben

tiirevli supremum normlu uzay denir [60].

2.5.2. Tanim

Herhangi bir f eCg [0, oo) fonksiyonunun Peetre- K fonksiyoneli; & >0 olmak tizere

K(f:0)= ot {1 =gl o)+ Ololegpon (212

9C§[0x)
reel sayist ile verilir [60].
2.5.3. Tanim

Herhangi bir f eCg [O, oo) fonksiyonunun ikinci siireklilik modiilii, 6 >0 olmak {izere

a)z(f;§)=os<tr£§{|f (x+2h)—2f (x+h)+ f (x)|: XE[0,00)} (2.13)

reel sayisti ile verilir [60].
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2.5.1. Teorem

f €Cg[0,0) ve §>0 olmak iizere Peetre- K fonksiyoneli ve ikinci siireklilik modiilii

arasinda
K(1:8)<M {@y(£:48)+min(L.6)] e, | (2.14)

seklinde bir bagint1 vardir. Burada, M pozitif bir sabittir [63].
2.6. iki Degiskenli Hermite Polinomlar

2.6.1. Tanim

A bir parametre olmak iizere

d

&[p(x)%j+[q(x)+ﬂs(x)]y:0, a<x<b (2.15)

ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemi goz oniine alinsin. L diferensiyel operatorii

d( d
L=—| p— 2.16
dx(de}q (2.16)

olarak tanimlanirsa Es. 2.15 denklemi
Ly +A4s(x)y=0 (2.17)

bi¢iminde verilebilir ve bu denkleme Sturm-Liouville diferensiyel denklemi denir. Ayrica
Es. 2.17°deki denklem

ay(a)+ay'(a)=0
blz(b)+b2§'(b)=0 } (2.18)
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sinir kosullar1 ile birlikte Sturm-Liouville sistemini tanimlar. Burada Sturm-Liouville

sistemini saglayan A parametrelerine bu sistemin 6z degerleri ve bu parametreler i¢in elde

edilen ¢oziimlere de bahsi gecen sistemin 6z fonksiyonlar: denir. Ek olarak, S(X) ile

verilen s fonksiyonuna sistemin potansiyel fonksiyonu denir [64].
Uyari
Es. 2.15°deki Sturm-Liouville diferensiyel denkleminde

—0<x<w, q(x)=0 ve p(x)=s(x)=e

seklinde alinirsa

i[exz ﬂj + e y=0
dx dx

_oxe X dy +e a4 (ﬂj +2e y=0
dx dx \_dx

—2xﬂ+i[ﬂj+}tﬂ:0
dx dx\dx dx

y"-2xy+Ay=0

diferensiyel denklemi elde edilir. Ozel olarak A parametresi A =2n seklinde bir ¢ift dogal
sayr olarak almirsa elde edilen bu diferensiyel denklemi kullanarak asagidaki tanim
verilebilir.

2.6.2. Tanim

N bir dogal say1 olmak iizere

y'=2xy+2ny=0, —00<X<® (2.19)
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diferensiyel denkleminin ¢6ziimlerinden biri olan ve

H,(x)= : . n=012,.. (2.20)

ile verilen polinomlara Hermite polinomlar: denir [65].

2.6.3. Tanim

{ fn} fonksiyon dizisi olsun. Buna gore iki degiskenli bir G fonksiyonu degiskenlerinden

birine gore Taylor serisine agilsin. Yani G fonksiyonu
G(xt)= Y f ()t (2.21)

seklinde bir Taylor agilimima sahip olsun. Bu durumda G fonksiyonuna {fn} fonksiyon

dizisinin iirete¢ veya dogurucu fonksiyonu denir [64]. Benzer sekilde eger G fonksiyonu
ii¢c veya daha fazla degiskenli olursa bu fonksiyonun degiskenlerinden birine gore Taylor

serisine agilmis sekliyle benzer tanimdan bahsedilebilir.

2.6.1. Lemma

H_n Hermite polinomlar i¢in

exp(2xt—t2):il):)tk (2.22)

k=0 k

bagintis1 gergekleseceginden G(x,t):exp(th—tZ) ile verilen G fonksiyonu {Hn}

polinomlart i¢in dogurucu fonksiyondur [65].
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2.6.4. Tanim

m,neN ve X,y €R olmak iizere

Hi (x y)=k! % k=0,12,.. (2.23)

ile verilen polinomlara iki degiskenli Hermite polinomlari denir [48]. Ayrica bu

polinomlar, Kampé de Fériet polinomlar1 olarak da bilinmektedir. Bu polinomlar i¢in
= H, (X, y)t¢
exp b+ WZ):ZM (2.24)

esitligi saglanir. Bu durumda iki degiskenli Hermite polinomlari i¢in iirete¢ fonksiyon

R(x, y,t)=exp(tx+ yt2) (2.25)
ile verilir [48].
Uyari

Iki degiskenli Hermite polinomlari, tamimindan anlasacagi iizere her zaman pozitif degerli
olmayabilir. Simdi, iki degiskenli Hermite polinomlari daima negatif olmayacak sekilde
olusturulsun. Yani, Tanim 2.6.4’de

y=a2>0 ve x=neN

olarak alinsin. Bu durumda
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n o
Hy (n.a)=k! (2.26)
—ir!(k-2r)!
olarak verilebilir [49,50]. Benzer sekilde
2\ H, (n, o)t
exp(nt+at2):2% (2.27)

k=0
elde edileceginden 6zel secilen iki degiskenli Hermite polinomlari i¢in dogurucu fonksiyon
R(n,a,t)=exp(nt+at2) (2.28)

ile verilir [49,50].
Ornek

Es. 2.26 yardimiyla elde edilen baz1 polinomlar
i. Ho(na)=1, ii. H(na)=n, iii. Hy(na)=n*+2a, iv. Hy(na)=n+6an,
v. Hy(na)=n*+12an*+120°, vi. Hg(n,&)=n’+20an®+60a’n

seklindedir.

Ornek

Es. 2.26 ile verilen iki degiskenli Hermite polinomlar1 igin Hy (n, o ) terimi



36

oldugundan dolay1
H;(na)

32rr

1
n
N Th N
Zr'(B 2r)!

r=0

3-0 0 32 1
g M o 1

ST 0(3-0)t T1Y(3-2)!

=% +6an
seklinde bulunur. Bu 6rnekte terimlerin nasil bulunacagi gosterilmistir.
2.6.1. Teorem

Bir X e A i¢in t nin bir analitik fonksiyonu olan G fonksiyonu

=) RO, ff<r, xeA (229)
k=0

seklinde serinin yakinsaklik araligi igerisinde t degiskenine gore Taylor serisine agilsin.

Bu taktirde

;—ZG(x,t):i fk(x)j—;(t"), s=12,... (2:30)

tirev 6zelligi saglanir [64].
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2.6.1. Lemma

Es. 2.26 ile verilen iki degiskenli Hermite polinomlar1

) N Hk(n’a)tk_l_ nt+at?
l. éw—e (n+205t)

2
= gttt (n2 +Anat + 40t + Za)

Hk(n’O‘)tkf3 trat? (3 | pn2 2,2 ol 2
iii. sze”* (n +6n at+n(12at +6a)+8at +12a t)

o0

w

C SH (et e n* +8n°at +n (240" +120:)
Iv. ZT)!—G

—  (k #n(320°t" +48at) +160t* + 48t +120°

ozelliklerini saglar [49].
fspat

Teorem 2.6.1°den yararlanilir ve Es. 2.27°de her iki tarafin t parametresine gore tiirevi

alinirsa istenilenler elde edilir.

2.7. Szasz Operator Dizisi

2.7.1. Tanim

Xe[O, oo) ve f eC[O, oo) olmak iizere
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o) k
Sn(f;x):exp(—nx)z(nlfl) f(%) n=12,.. (2.31)
k=0 ’

ile verilen {Sn} dizisine Szdsz operator dizisi denir [6].
2.7.1. Lemma

Es. 2.31 ile verilen {Sn} operator dizisi

i. S, (LX) =1, i S, (tx)=x, iii. S, (tz;x)=x2+§ ,
- 3 x 6x° Tx® X
v Sy (Eix) =0 4SS, () =Xt e

ozelliklerini saglar [66].
2.7.2. Lemma

Es. 2.31 ile verilen {Sn} operator dizisi

o
I
wn
>
—_—
~—~
—
|
>
~—"
o
>
S~
I
[EEN
S
|
w
>
—_
—~~
~—+
|
>
S~
-
>
S~
I
o
N
Il
w
=}
—_
~—~
—
|
>
S~
N
>
S~
Il
=

X
—

iv. CD3=Sn((t—x)3;x): -

merkezi moment degerlerine sahiptir [66].
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2.7.1. Teorem

f €Cg[0,20) ve x€[0,b] olmak iizere Es. 2.31 ile verilen S, ( f;x) degeri [0,b]=[0,)

kiimesi iizerinde f (X) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir [66].

2.7.2. Teorem

Es. 2.31 ile verilen { Sn} operator dizisi

i. feCy[0,), xe[0,b] = \Sn(f;x)—f(X)\S(1+«/5)w(f;%],

i, fCy[0,0), xe[0b] = ‘Sn(f;x)—f(x)‘SZK(f;%J,

a

iii. feLipy (a) = \Sn(f;x)—f(x)\sM(gjz,

iv. f eCZ[0,00) ve x sabit bir nokta = limn{S, (f;x)-f (x)}zéxf "(x)

n—o0
ozelliklerini saglar [66].
Uyari

Aslinda, temel kavramlarda tanimlanan klasik siireklilik modiilii, Lipschitz sinifi, Peetre-
K fonksiyoneli kavramlari bazi fonksiyon siniflarinda bir operatorin o smiftaki
fonksiyonlara nasil yakinsadigi hakkinda bilgiler vermektedir. Ama her kriter her
fonksiyon sinifi i¢in uygun olmayabilir. Bu yiizden hangi fonksiyon sinifinda ¢alisiyorsa
ona gore kriter segilmelidir. Ornegin, yukaridaki Teorem 2.7.2’nin dnciillerinde sol tarafta
calisilan fonksiyon sinifi, sag tarafta ise bu siniflar i¢in bahsedilen kriterlere 6rnekler

vardir.
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Ornek

X2

26 f:[O,w)—)R, f(x)=x2+5

05 fonksiyonu verilsin.  [0,3]

aralifinda  Szasz  operator
04 L . -
dizisinin terimlerinin  f(x)
03 fonksiyonuna yakinsadigi

yandaki sekilde verilmistir.
0,2

014

04
0

|— — f(x) n=1 n=2 n=4 n=8

Sekil 2.1. S, ( 1 X) operatorlerinin f (X) fonksiyonuna yaklagimi

Yukaridaki grafikte f (x) fonksiyonu kesikli kimuzi ve S, (f;x), S,(f;x), S,(f;x) ve
88( f;X) operatorleri sirasityla mavi, kahverengi, siyah ve sart renkteki egrilerle

gosterilmistir. Dikkat edilirse n degeri artikga S, ( f;X) operatdrii de f (x) fonksiyonuna

yaklagsmaktadir.
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Ornek
X2
f:]10,0) >R, f(x)=
0,025 [ ) W2 +5
fonksiyonu verilsin. [0,20]
0,020 5 ) )
araliinda Szasz operator
dizisinin bazi terimlerinin
0,015
f fonksiyonuna yaklagim
0,010 hatalarinin grafigi yandaki
sekilde verilmistir.
0,005
0
X
——n=4 ——n=8 — —n=12 n=16 n=20
n=28 n=36 n=50

Sekil 2.2. (Sn) dizisinin bazi terimleri i¢in &, ( f, X) yaklagim hatasi

&, ( f, X) :‘Sn ( f: X)— f (X)‘ Ve Xe [0, 20] olmak tiizere yukaridaki grafikte 34( f, X),

g (T.%), en(f.x), e6(f.x), &x(f.X), e5(f.X), &5(F,X) Ve &(f,x) yaklasim
hatalar1 sirasiyla kesikli mavi, kesikli siyah, kesikli kirmizi, kesikli sar1i, mavi, siyah,
kirmiz1 ve sar1 egriler ile temsil edilmistir. Dikkat edilirse n dogal sayisi artik¢a hata sifira

yaklagsmaktadir. Bir baska deyisle n sayis1 artik¢a Sn(f;x) operatoriiniin f(X)

fonksiyonuna yaklagiminin artig1 grafik iizerinde de goriilmektedir.
2.8. Moment Genelleyici Fonksiyon

Bu boéliimde lineer pozitif bir operatdriin merkezi momentlerinin farkli bir yoldan elde
edilmesi iizerinde durulacaktir. Gupta, Malik ve Rassias [67] 2018 yilinda bu konu
hakkinda onemli bir calisma yapmistir. Ayrica ayrintili bilgi icin [67] ve [68]

referanslarina bakilabilir.
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2.8.1. Tanim

(Aq) lineer pozitif operator dizisi verilsin. Bu lineer pozitif operatér dizisinin moment

genelleyici fonksiyonu
My (A)= Ah(e'gt;x) (2.32)

ile verilir [67,68].

Moment genelleyici fonksiyonun orijini degistirilerek merkezi momenti bulmanin yontemi

asagida verilmistir.

(A1) lineer pozitif operatdr dizisi verilsin. Buna gore (A1) dizisinin m-inci merkezi

momenti

e "My, (A)=e A, (e™:x) (2.33)

m
ifadesi #=0 noktasi civarinda kuvvet serisine agildiginda ag¢ilimin iginde yer alan —
m!

teriminin katsayisiyla bulunur [68].
Ornek

Es. 2.31 ile verilen Szasz operatér dizisinin moment genelleyici fonksiyonunu

Moy, (Sq)= exp[nx[ez —1}}

seklindedir [67,68].
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3.1Ki DEGISKENLiI HERMITE POLINOMLARINI iCEREN SZASZ
OPERATORUNUN GENELLEMESI

Bu boliimde G. Krech [49] tarafindan verilen iki degiskenli Hermite polinomlarini i¢eren
Szasz operator dizisinin bir genellemesinin tanimi1 ve bu genellemenin yaklagim 6zellikleri

incelenmistir.

3.1. {G,f‘ } Operator Dizisinin Tanim

3.1.1. Tanim

H, (n,a) Es. 2.26 ile verilen 6zel secilmis iki degiskenli Hermite polinomlarini temsil

etsin. Xe[O,oo), f eC[O,oo) ve o >0 olmak iizere

Gy (f;x)= exp(—nx—axz)ii—in (na)f (Ej n=12,.. (3.1)
k=0 °

ile verilen {G,f’ } operatdr dizisine iki degiskenli Hermite polinomlarimi iceren Szdsz

operatorlerinin genellemesi denir [49].

Uyari

He(n) ve Hc(na) sirastyla Es. 2.20 ve Es. 2.26 ile verilen tek degiskenli ve iki

degiskenli Hermite polinomlarimi gostersin. Buna gére H, (2n,-1)=H, (n) oldugundan

Xe [O, oo), feC [O, oo) olmak {izere Es. 3.1 verilen operator 6zel olarak o =—1 igin

k=0

gibi tek degiskenli Hermite polinomlarina bagh bir operatér seklinde de yazilabilir. Bu

operator lineerdir ancak pozitif degildir [49]. Korovkin tipi yaklagim lineer ve pozitif
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operatorler icin gecerlidir bu yiizden bu operatoriin yaklasim o6zelliklerini incelemek

simdilik miimkiin degildir.
3.1.1. Lemma

{Gy} operator dizisi lincer ve pozitiftir [49].

3.2. {G,’f} Dizisinin Baz1 Test Degerleri ve Merkezi Momentleri

3.2.1. Lemma

{Gﬁ‘} operator dizisi

i. GZ(Lx)=1,

n

2
i. Gy (t;x)=x+ ZO;X :

Aarx + X . 4o’ x* +4ax?

iii. G (tz;x): X%+ - = :

3, 6ax* +3x° .\ 120%X° +18ax® + X .\ 240°x* +8a°x° +8ax®

n n? n’ ’

iv. GZ (t3; x) =X

2 8ax°+6X°  24a*x° +48ax* +7x?
+ - + >

V. G,f‘(t“;x):x

+32a3X7 +1200%X° + 640X + X +1120¢2x“ +9603x® +16a* X8

n’ n

esitliklerini saglamaktadir [49].
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fspat

i. Es. 2.27°de t = X alinirsa

exp(nx+ax2):i%|a)xk (3.2)

k=0
esitligi yazilabilir. Buna gore Es. 3.2 kullanilarak
Gy (Lx)

X vk

= exp(—nx—axz)Z%Hk (na)

— exp(-nx—a?)exp -+ a2
=1
elde edilir.

ii. Lemma 2.6.1’in (i)-inci 6zelliginde t = x alinirsa

k-1
Z%zexp(nx+ax2)(n+2ax) (3.3)

k=1
esitligi yazilabilir. Buna gore Es. 3.3 kullanilarak
Gy (t;x)

©_ Jk

- exp(—nx—axz)Z%Hk (n,a)%

k=0
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o0

X<
:exp —nX—ax? —Z
k=1

>

3

- exp(—nx—axz)%exp(nmaxz)(n+2ax)

2aX

elde edilir.
iii. Lemma 2.6.1’in (ii)-inci 6zelliginde t = x alinirsa

i% = exp(nx+ax2)(n2 +4nax+4a’x? + Za)
k=2 '

esitligi yazilabilir. Buna gore k? =k (k —1) +k olup, Es. 3.4°den yararlanilarak
G? (tz; x)

©_Jk 2

= exp(—nx—axz)Z%Hk (n,oc)E—2

k=0

(3.4)
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N

(n +Anax+4a’X +2a)+%G,?(t;x)

3N| b

N

3|><
N

2
(n +4naX+4a’x +2a)+1(x+2ax J
n n

, Ao +x  da®xt +4ax?
+ + >
n n

elde edilir.
iv. Lemma 2.6.1’in (iii)-inci 6zelliginde t = x alinirsa

i H (n o)X _ exp(nx+ax2)(n3 +6n’ax+ n(12a2X2 +6a)+8a3x3 +12a2x) (3.5)
k=3

esitligi yazilabilir. k®=k(k-1)(k—2)+3k(k-1)+k olup Es. 3.4 ve Es. 3.5°den

yararlanilarak

G? (t3; x)

= exp(—nx—ozxz)i:x—Hk (na)=
e~ k! n

=exp(—nx—ax2)iﬁHk (n.a) k(k—1)(k—2)+3k(k-1)+k
k! 8

k=0 n

3

X X
=exp —NX — ax —Z

0
k:3

3
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3 2& XK
+exp —nx—ax? Z n,a
n k=2

Sl ¢

+exp<—nx—ax2)n%Z%Hk (n,a)%

k=1

w

(n +6n ax+n(12a +6a)+8a3x3 +12a2X)

:w| b

2
+n—x3(n2 +Anax + 4o’ X? +2a)+n_1ng (t;x)

2

3, 6arx” +3x? 9 120%X° +18ax® + x y 240°x* +8°x® +8ax

n n? n’

elde edilir.

v. Lemma 2.6.1’1n (iv)-iincii 6zelliginde t = X alinirsa

H, (n,oc)xk 4
ZW

k=4

= exp(nx +ax? )(n4 +8nax+n? (24052x2 +12a)

+n(32053x3 + 48052x)+16054x4 +48a°x? +12a2) (3.6)
esitligi yazilabilir.

K* =k (k-1)(k —2)(k —3)-+ 6k (k—1)(k—2) + Tk (k1) + k

Olup, Es. 3.4, Es. 3.5 ve Es. 3.6’dan



GY (t4; x)

4

:exp(—nx—axz)ii—kﬁk (“’0‘)%
k=0 "

®_ Kk
VT 1 k(k-1)(k—2)(k-3)
—eXp( X=ax ); k!Hk(”’“)n4{+6k(k—1)(k—2)+7k(k—1)+k
_ Ao X< 2\ 6x° v X
_exp(—nx—ax )F;(k_dr)!Hk(n,a)+exp(—nx—ax ) " kzzg;(k_s)!Hk(n,a)

NTXE O XK 2\ 1 X K

+exp(—nx—ax ) - Z IHk(n,a)+exp(—nx—ax )_SZ_IH"(n’a)_

n* & (k-2)! n® & k! n

4
= X—4(n4 +8n°arx+ 1’ (240X +12ar)+n(320°%° + 480°x ) + 160" x* +480°X’ +120° ))

>

3

Jrn—);(n3 +6n%ax+n (120:2x2 + 6a) +8ax° +12a2x)

7X2 2 2,2 1 a(t-
+F( +4nax+4a’x +20¢)+$Gn (t;x)

™ 8ax® +6x° .\ 240°x°8 +48ax* + T2 . 32a°x" +120a°X° + 64 x® + X

n n? n®

s 112a%x* +960°x8 +16a*x°

n4

elde edilir.

49
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3.2.2. Lemma

{Gﬁ’} operator dizisinin moment genelleyici fonksiyonu

My (Gi )= exp(nx(e?‘ —1]+ax2 (e? —1]]

seklindedir.
fspat

Tanim 2.8.1°deki moment genelleyici fonksiyonun tanimi kullanilarak

MQ,X (Gr?)
=Gy (™)

k ok

= exp(—nx—axz)i%Hk (na)e "
k=0

:exp —nX —ax? i(exp(é’jj H(n,a)

4 20
:exp(—nx—axz)exp{nxe“ +aen XZJ

0 2
—exp[nx[en —1j+ax2£e n —1D

(3.7)
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elde edilir.

3.2.3. Lemma

{G,‘f} operatér dizisi

X Aa’x* +4ax®
jil. @, =—t+—0——,
n n

6ax® + X .\ 8a°x® +24a°x* +8ax?

n? n® ’

iv. @;=

3x? N 24a%x° +32ax® + X .\ 16a*x® +960°x® +112a%x*

n? n° n

v. ®,=
merkezi moment degerlerine sahiptir [49].
fspat

Lemma 3.2.2°de Mg, (Gﬁ‘ ) seklindeki moment genelleyici fonksiyon elde edilmisti. Bu

sonugtan yararlanilarak

4 20
e "M, (Gr‘j‘)_exp{nx[e” —1J+ozx2 (e n —1}—9x]

ifadesi & =0 noktas1 civarinda kuvvet serisine acilirsa
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0 2
exp[nx[e“ —1J+ozx2 [e n —1}—9XJ

0 20x2 & (nx+4ax2+4a2x4)92

=1—+ + —
0! n 1 n? 21

(nx +8ax? +6anx® + 24a°x* +8a3x6) P

+ —_
n° 3!

{nx +16ax? +3n°x% +32anx® +112a°x*
+24a°nx® +96a°x°® +16a*x® g
o +96a°X" +16a 9—+O[9]5

+
n 41

- . . : o L
elde edilir. m-inci merkezi moment yukaridaki ag¢ilimda —  teriminin kat sayisi
m:

olacagindan istenilen elde edilir.
3.3. {G,f‘} Dizisi I¢in Korovkin Tip Teorem

Korovkin teoremi pozitif reel eksende tanimli, sinirli ve diizgiin siirekli fonksiyonlar i¢in

arastirilacaktir.

3.3.1. Teorem

[0, oo) araliginda smirh ve diizglin siirekli bir f fonksiyon i¢in [a, b] g[O, oo) kompakt

araliginda n — oo oldugunda

Gy (f;x) f(x) (3.8)

-
-

dir [49].
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fspat

Bu operator dizisi Lemma 3.1.1°den dolay1 lineer ve pozitiftir. Ayrica Lemma 3.2.1°den

dolay1

limGy (e;x)=6,(x), k=0,12 (3.9)

n—oo

yazilabilir. Burada ek(X)=Xk, k=0,1,2 seklindedir. Bu operatér dizisinin lincer ve

pozitif oldugu ve Es. 3.9 dikkate alinirsa Korovkin teoreminden [4,5,57]

lim G2 (%)= 1 (x
elde edilir [49].
3.4. {G,‘f } Dizisinin Cg [O, oo) Sinifindaki Bir Fonksiyonla Yaklasim

3.4.1. Teorem

f €Cg[0,0) fonksiyonu verilsin. Buna gore xe[0,0) ve neN olmak iizere {Gﬁ‘ }

operator dizisi i¢in

Gy (f3x)-f(x)|<20(f;5,)

2,4 2
esitsizligi saglanir. Burada o, = \/E‘FM seklindedir [49].
n n

fspat

G, operatorleri lineer pozitif ve G (ZL‘ X) =1 oldugundan dolay1
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Gﬁ‘(f;x)—f(x)‘ga)(f;é){l+%Gr‘f‘(|t—x|;x)} (3.10)

yazilabilir. Ayrica, Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak Lemma 3.2.1 ve Lemma
3.2.3’den

6 (k-:x)

k
— =X

= exp(—nx—axz)i%Hk (n,@) Ir(l
k=0~

k

= exp(—nx—axz)i%Hk (n,a)‘%— X
k=0

(exp(—nx—axz)i—t Hy(n, a)f

) LeXp(nanz)ii_k! H, (”'“)(%_ ijjz [exp(nxaxz)ii_kg Hy (n,a)}2

- \/G,f‘ ((t — x)2 : X)JG;" (L x)

- (3.11)

X Aa’x* +4ax?
= |mr== 7
n n

elde edilir. Es. 3.10 ve Es. 3.11 dikkate alinirsa

Gg(f;x)-f(x)\g{u%\/hw}w(f;a) (3.12)

n n



2,4 2
elde edilir. Es. 3.12°de & =&, = \/5 + w segilirse
n n

Gy (f:x)-f(x)|<20(f;4,)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
3.4.2. Teorem

f €Cg[0,o0) fonksiyonu verilsin. Buna gore x €[0,20) ve ne N olmak iizere {Gﬁ‘}

operatdr dizisi i¢in

Gy (f5x)—f(x)|<2K(f;5,)

X+ 20X p 4a’x* + dax®

> seklindedir.
n n

esitsizligi saglanir. Burada o, =

fspat

ge Cé [0,00) olsun. Bu fonksiyonun (X,t) araligindaki Taylor formiiliinden

55

(3.13)

(3.14)
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elde edilir. Lemma 3.2.3 ve Es. 3.14 kullanilirsa

) 20 .9 "(c) [5+ 4a®x* +4ax2j

, 2ax2 9] 0c0) [ X da®X* +dax?
<[0Ty ot T

x+2ax®  da’x* +dax? , lg "”CB[O,OO)
< ( n + n? )[”g ||CB[O,00) B T

- X+2ax’  da’x* +dax?
o 22t e el gy

elde edilir. Es. 3.15 ve G/ operatériiniin lineerlik 6zelligi dikkate alinirsa

G (110~ 1 (x)

Gy (fix)=Gy (9;%)+Gy (9;x)—g(x)+g(x)—f (x)‘

Gy (f-9:%)+(G5 (8:%) -9 (x))+(9 ()~ f (¥))

<Gy (| —glix)+|f (x)-g (x| +

Gy (9:x)-g(x)

(3.15)
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<G (11 =l i) 1T =9l +G8 (3:X) -0 (x)

X+ 2ax? .\ A’ x* + dax? J

<11 Ol g O )1 =l ey 22

(3.16)

X+2ax’  4a’x* +4ax?
+ 2
n n

<2l gl +2||g||cg[o,w)[

yazilabilir. Es. 3.16’n1in her iki tarafinin g Cé [O,oo) i¢in infimumu alinirsa

afg. . X+2ax?®  da’x* +dax?
Gn(f,X)—f(X)\ggec'Eﬁ,@{z”f‘g”cﬂo,w)“”g”cé[("w)( o j}

(3.17)

X+ 2ax? y 4a’x* + 4ax?
n n

G,‘j‘(f;x)—f(x)‘sZK[f{

X+2ax®  4a’x* +dax?
elde edilir. Es. 3.17de 8, =~ 2% % T3 hnirsa
n n

Gy (fix)-f(x)|<2K(f:5,)

n
elde edilir ve ispat tamamlanur.

3.4.3. Teorem

f €Cg[0,0) fonksiyonu verilsin. Buna gore xe[0,0) ve neN olmak iizere {Gﬁ‘}

operator dizisi igin

Gy (:%)-f(x)|<2M {wz(f:ﬁ)min(lﬁn)llfIICB[o,w)}
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X+2ax®  4a’x* +4ax?
+ 2
n n

seklinde bir bagint1 vardir. Burada 6, = seklindedir.
fspat

Teorem 3.4.2 ve Teorem 2.5.1’°den ispat aciktir.

3.5. {G,‘f} Dizisinin Lipschitz Sinifindaki Bir Fonksiyonla Yaklasim

3.5.1. Teorem

f eLipy, (,u) fonksiyonu verilsin. Buna gore Xe[O,oo) ve neN olmak iizere {Gﬁ‘}

operatdr dizisi i¢in

Gy (F:%)-F (x)|<M(5,)2

2,4 2
o el o X daX"+4ax® .
esitsizligi saglanir. Burada 6, = —+————— dir.
n n

fspat

Gy operatdrleri lineer pozitif ve G (1;x) =1 oldugundan dolay1

G (f;x)-f (x)‘ <MG? (|t—x|” ;x) (3.18)

2 2
elde edilir. Ayrica p=— ve Q= > icin Holder esitsizligi, Lemma 3.2.1 ve Lemma
Y7,

—H

3.2.3 gbz Oniine alinirsa
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G? (|t —x[" ;x)

0 Kk u
——X

=exp(—nx—ax2)Z%Hk (n,a) K

k=0 n

H 2—u
2 k

[exp(—nx—axz)% H, (n,a)]

~ ‘

i[exp —nx — ax? ):: Hk(n,a)[%—sz]

k=0

H 2p
2

s[exp —NX — ax g:i— (na (——x)z] {exp( —nx—ax? kzw: n,o:)}2

SRS

2-pu

(G (LX) 2

~{or ()

(RS

:{LFM}Z (3.19)

n n?

elde edilir. Es. 3.18 ve Es. 3.19 kullanilarak

“
X Aa’x* +4ax? }2

eg(f;x)_f(x)\gm{_+

(3.20)

X 4aX" +4ax
esitsizligi elde edilir. Es. 3.20’de &, =— # alinirsa
n n

bulunur.
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3.6. {G,‘f} Dizisi I¢in Voronovskaya Tip Teorem

3.6.1. Teorem

Xe [O, oo) sabit bir nokta ve f pozitif reel eksende diizgiin siirekli ve sinirli bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonun X noktasmin komsulugunda ikinci mertebeden tiirevi mevcut

ve birinci mertebeden tiirevi surekli ise bu taktirde

limn{GY (f:x)~ f (x)} = 2ax*f '(x)+§ £(x)

n—o0
esitsizligi saglanir [49].

fspat

seklindeki fonksiyon g6z oniine alinsin. L’Hospital Kurali geregi

lim, (1)

_jim f (t)_ f (X)_ f '(X)(t—x)_; f (X)(t—x)2
tosx (t_x)2

=lim (t)= ()= f"(x)(t=x)
tox 2(t—x)

im0 1"(%)

(3.21)
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=0
elde edilir. Simdi f fonksiyonu x e [O, oo) noktasi civarinda Taylor serisine agilirsa

1.

()= 100+ £ (=045 T () (E=x) + & (1) (t-x) (3.22)

seklinde yazilabilir. Es 3.22’nin her iki tarafina G; operatorii uygulanirsa Lemma 3.2.1 ve

Lemma 3.2.3’den

Gy (11~ (x

=f'(X)Gy (t—x;x)+% f"(x)Gy ((t—x)z;x)+Gr‘f’ (g‘x (t)(t_x)2 ;x)

= f(x) 20:‘2 +; "(x)(%+—4azx4nj4“x2j+egf (&(O)(t-%):x) (3.23)

esitligi yazilabilir. Ayrica Lemma 2.2.2, Lemma 3.2.3 ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilarak
‘nG,?‘ (§X (t)(t- x)2 ; x)‘

<nG? (|§X (t)|(t—x)2 ; x)

k

- nexp(—nx—axz)i%Hk (na)
<0

(3

1 1

_ i[exp(—nx—axz)i—t H, (na) XZGJ]Z (nz exp(—nx—axz)i—k! Hy (n, a)(%—xjjz

(o)
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1

< L:Zoexp(nXaxz))li—k! He (na)&l (%)JZ [:Zonz exp(—nx—axz)i—: H, (n,a)(%— XTJ
T

2.5 3 4.8 3,6 2.4
_ ’—Gg(gf(t);x)\/sx2+24“ X +3200° +x_ 160 +96a2x +112a2X (3.24)
n n

esitsizligi yazilabilir. Ayrica &, fonksiyonu [O, oo) araliginda sinirli ve diizgiin stirekli

olacagi icin Korovkin teoreminden
Iim G (&5 (1) x) =2 () =0
limiti saglanacagindan Es. 3.24’den

lim nGy’ (&, (£)(t-x)*;x) =0 (3.25)

N—o0

dir. Es. 3.25 dikkate alinip Es. 3.23’iin her iki tarafi n dogal sayisi ile garpilir ve n—oo

icin limit alinirsa istenilen elde edilir.

N
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4. iKi DEGISKENLI HERMITE POLINOMLARINI iCEREN

KANTOROVICH TiPLi SZASZ OPERATORUNUN
GENELLEMESI

Bu boéliimde Yazict ve Cekim [50] tarafindan verilen iki degiskenli Hermite polinomlarini
iceren Kantorovich tipli Szasz operatoriiniin genellemesinin tanimi ve yaklasim 6zellikleri

verilmistir.
4.1. {Sﬁ‘} Operator Dizisinin Tanim

4.1.1. Tanim

H, (n,a) Es. 2.26 ile verilen 6zel secilmis iki degiskenli Hermite polinomlarini temsil

etsin. Xe[O,oo), f eC[O,oo), a>0ve

k
Py ()= exp(—nx—axz)% Hy (n o)

n

olmak tlizere

[
sg(f;x):nipgk(x)j f(tdt, n=12.. (4.1)
k=0 k

ile verilen {S,’f } operatdr dizisine iki degiskenli Hermite polinomlarini i¢eren Kantorovich

tipli Szdasz operatorlerinin genellemesi denir [50].

4.1.1. Lemma

{Sﬁ‘} operator dizisi lineer ve pozitiftir [50].
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4.2. {Sr‘f} Dizisinin Baz Test Degerleri ve Merkezi Momentleri
4.2.1. Lemma

{S “ } operator dizisi

n

i Srf‘(];x)=1,
i S"‘(t'x)—x+40[X2+1
B 2n '
3 2,4 2
i Sr‘f(tz;x):x2+4ax +2x+12a X +128ax +1’
n 3n

g +12ax4 +9x? . 240°X° +48a x> + 7
2n 2n?

iv. S* (t3;x): X

1200:°x* +32a°x8 + 64ax® +1
' 4n®

v. S¢

" 4 8ax’+8x° 24a°x® +60ax* +15x°
(t ,x) =X + - + 5
n

s 32a°x” +144a%x° +108ax® + 6X
3
n

. 840a°x* +5600°x® +80a*x® +210ax? +1
5n*

esitliklerini saglamaktadir [50].
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{Gﬁ‘} operator dizisinin Lemma 3.2.1°deki test degerlerinden faydalanarak asagidaki

hesaplamalar yapilmistir.

i. S (LX)
k+1
o n
-0y R (x) [ et
k=0 k
n

=Gy (L)
=1
elde edilir.
ii. Sy (t;x)
k+1
% n
= nz P (X) I tdt
k=0 k
n



n 2n

dax® +1
=X+

elde edilir.

i, S (t%x)

kit

Il
>
o

p=}
%Q
—~~
>
A —
3\7\—'—.3
—
N
o
—

0

o s\ 3kZ+3k+1
=n) P05
k=0

a . 1 a . l a .
=G (tz,x)+HGn (t,x)JrRGn (LX)

» Ao +x  da®xt +dax® 1 2ax* ) 1
+ + 5 X+ —
n n n n 3n

, Aax®+2x  12a°x* +18ax® +1
+ + )
n 3n

elde edilir.



S o o AR +6K2 44k +1
IHKZ:O:Pn’k(X) 4n4
_ a3 3 a2, 1 a (4. 1 a (1.
=Gyt ,X)+%Gn (t ,x)+FGn (6%)+ 567 (1X)

B 6arx* +3x? B 12a%X° +18ax® + X .\ 240:°x* +8a°Xx® +8ax?

n n? n’

3[2 Aax® + X 4a2x4+4ax2j 1[ 2ax2] 1
X2 + + +—| x+

n n 4n3

s 12ax*+9%x%  240°X° +48ax3 +7x  120a°x* +320°x° + 64ax® +1
" 2n i 2n? " an®

elde edilir.

5n°
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=G/ (t4;x)+%Gﬁ{ (ts;x)+n—22Gr‘f (tz;x)+n—l3Gr‘f (t;X)+%G,’f (L‘ X)

™ 8ax® +6x° N 240°x8 + 48ax* +7x? . 32a°x" +120a%X° + 64ax® + x

n n? n’

. 1120%x* +96a°x8 +16a*x8

n4

2 3

2[ s Bax +3x% 12a°x° +18ax3 +x  24a°x* +8a°x° +8ax2]
+20 3+ + +
n n n

2( » dax®+x 4a2X4+4aX2} 1[ 2ax2] 1
X<+ + +—| X+ +—
n n 5n

i, 8ax® +8x° N 240°x® +60ax* +15x°
2
n n

.\ 32a°x” +144a°x° +108ax® + 6X .\ 840a’x* +560a°x® +80a*x8 +210ax® +1
3 4
n 5n

elde edilerek ispat tamamlanir.

4.2.2. Lemma

{S,’f } operator dizisinin moment genelleyici fonksiyonu

0 0 2
Me,x(sff)=g£e“ —1]exp[nx(e” —1]+ozx2 Le n —1}] (4.2)

seklindedir.



fspat
Tanim 2.8.1°deki moment genelleyici fonksiyonun tanimi kullanilarak
Me,x (Sr?) = Sr(wx (em;x)

ke
k

- nexp(—nx—axz)i%Hk (n,a) j‘ e?dt

k=0

(0 0 2
:g[e” —1Jexp[nx[e“ —1J+ocx2 [e n —1}}
elde edilir.

4.2.3. Lemma

{Sr‘f‘} operator dizisi

_ X 12°X" +18ax" +1
n 3n’




70

12ax® +5x . 32a°x® +120a%x* +64ax® +1

V. ®s= 2n? 4n®

3x? . 240°X° + 440 X3 +5x . 80a*x® +560a°x8 +8400:°x* +210arx® +1

v. ®,=
n? n’ 5n*

merkezi moment degerlerini saglar [50].

fspat

Lemma 4.2.2°de MQ’X(Sg‘ ) seklindeki moment genelleyici fonksiyon elde edilmisti. Bu

sonuctan yararlanilarak

[ [ 20
egxMa,x(S;”)zg(e” —1]exp[nx[e” —1J+ozx2 [e 2 —1]—0x}

ifadesi @ =0 noktasi civarinda kuvvet serisine agilirsa

e "M, (S,f’)

(0 0 20
=5(e“ —1Jexp£nx[e" —1J+ozx2 Le n —1J—HXJ

& (40:x2 +1) e (3nx+12052x4 +18ax? +l) 02
=1—+ —+ > —
0! 2n 1! 3n 2!

(24am¢ +10nx+320°x° +1200°x* +64ax® +1) 3

+ —_
an® 3l
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{ 15n2x2 + 220anx® + 25nx + 210 X2 +1

120 2n 5 4.8 3,6 4 2.4 4

, (120a x> +80a X54;560a X +840a°X %+0[9]5
n !

m
elde edilir. m-inci merkezi moment yukaridaki agilimda — teriminin katsayis1
m:

olacagindan istenilen elde edilir.
4.3. {Sﬁ‘ } Dizisi I¢in Korovkin Tip Teorem

Korovkin teoremi pozitif reel eksende tanimli, sinirli ve diizgiin siirekli fonksiyonlar i¢in

arastirilacaktir.

4.3.1. Teorem

[0, oo) araliginda sinirh ve diizgiin siirekli bir f fonksiyon igin Nn-—>oo oldugunda

[a, b] c [O, oo) kompakt araliginda

Sy (fix)” f(x) (4.3)
dir [50].
fspat

Bu operator dizisi Lemma 4.1.1°den dolay1 lineer ve pozitiftir. Ayrica Lemma 4.2.1°den

dolay1

lim Sy (e;x)=¢e (x), k=012 (4.4)

N—o0

yazilabilir. Burada e, (X):Xk, k=0,1,2 seklindedir. Bu operatér dizisinin lincer ve

pozitif oldugu ve Es. 4.4 dikkate alinirsa Korovkin teoreminden [4,5,57]
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limS7 (f;x)="f(x)

n—w

elde edilir [50].

4.4, {Sr‘f’} Dizisinin Cg[0,o0) Simifindaki Bir Fonksiyonla Yaklasum

4.4.1. Teorem

f eCq [0,00) fonksiyonu verilsin. Buna gore Xe[O, b] ve heN olmak tlzere {Sn}

operator dizisi i¢in

esitsizligi saglanir. Burada M =1+ \/ b+12a?b* +18ab? +1 seklinde bir pozitif sayidir
[50].

fspat

Sy operatorleri lineer pozitif ve Sy (1; X) =1 oldugundan dolay1

Sy (fix)—f (x)‘s(o(f;5){1+%8ﬁ(|t—x|;x)}

(4.5)

yazilabilir. Ayrica, S operatoriinde once sonsuz toplam igerisindeki integrale sonra da

sonsuz toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa ve sonrada Lemma 3.2.1 ve
Lemma 4.2.3 kullanilirsa

k+1

Sy (lt—x;x) = nz P (X) I [t — xjdt
k

k=0
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1 1
kel g (ke 2
n n
sZPn“k(x) jndt jn(t—x)zdt
k=0 k
n n
1
ks 2
0 n
=Y Fi(x) jn(t—x)zdt
k=0 k
n
1
. kg 2
0 5 n 4
=2 (R () [P () [ (t-x)et
k=0 k
n
1
1 k4 2
) 2 0 n
S(anak(x)] IR j (t—x)’dt
k=0 k=0 k
n
1 1
2 2

- (G (LX)}

o (1)

\/ X 12a°x* +18ax® +1
S A
n 3n?

21,4 2
S\/9+12a b +128ab +1 4.6)
n 3n
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elde edilir. Es. 4.5 ve Es 4.6 dikkate alinirsa

2114 2
Sﬁ(f;x)—f(x)‘s{l+%\/g+12a b* +18ab +1}a)(f;5) “.7)

n 3n?

elde edilir. Es. 4.7°de 6 =4, L secilirse M =1++b+12a2b* +18ab? +1 olup,

&

S (f;x)-f (x)‘sMw(f;ﬁj
elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.
4.4.2. Teorem

f €Cg[0,00) fonksiyonu verilsin. Buna gdre xe€[0,b] ve neN olmak iizere {Sﬁ‘ }

operator dizisi igin

S,‘j’(f;x)—f(x)‘sZK(f;én)

4ab® +2b+1 .\ 12a:°b* +18ab? +1

esitsizligi saglanir. Burada o, = > seklindedir [50].
2n 3n
fspat
ge Cé [O, oo) olsun. Bu fonksiyon Taylor formiiliinden
, W (T x)2
g(t)=g(x)+9'(x)(t—-x)+g"(c) , ce(xt) (4.8)

seklinde yazilabilir. S” operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
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S (a(t)-g(x);x)=g'(x)Sy ((t=x);x)+ J Z(C) S¢ ((t—x)2 ;x) (4.9)

=g'(X)<D1+g"2(C)<Dz

sodax®+1 g'(c)( x 12a%x* +18ax® +1
B e (e 3n?

- dax® +1 ||g"||CB[O,oo) X 12a°x* +18ax® +1
O I 3n’

[ 4ax® +2x +1, 120°x* +18ax* +1 lo] s lg "“CB[O,OO)
- 2n 3n? 9 logfor) 2

- 4ax2+2x+1+12a2x4+18ax2+1 Io|
U 2n 3n’ Ilegfo.)

<(4ab2 +2b +l+12a2b4 +18ab? +1

2n 3n2 ]”g”C%[O,oo) (410)

elde edilir. Es. 4.10 ve S, operatdriiniin lineerlik 6zelligi dikkate alinirsa

ST (fix)=Sy(9;%)+Sy (9;x)—g(x)+g(x)—f (x)‘

¢ (15%) 1 (x)|=
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¢ (1-9:%)+(S5 (9:)-9.(x))+(9(x)~ 1 (x))

<S&(|f —g)ix)+|f (x)—g(x)|+

S¢ (9:%)-9(x)

<S; (”f _g”cB[o,oo);X)Jr”f _g”CB[O,oo) + S,‘f(g;x)—g(x)‘

< ” f- g”CB[O,oo) Sn (1; X) +|| f- g”CB[O,oo)

4ab® +2b+1 120%b* +18ab® +1
Jr”g”cé[o,oo) on + 3n?

2 2,4 2
4ab? +20+1 120" +18ab +1} (4.12)

<2 -l 2l 225 =

yazilabilir. Es. 4.11’in her iki tarafinin g € Cé [0,00) icin infimumu alinirsa

Sy (fix)—f(x)|<2 inf

9C[0.)

. .\ dabh® +2b+1 12a%b* +18ab? +1
17 =l *1olgio | =gt

2 214 2
Sr‘f(f;x)—f(x)‘sZK - 4ab +2b+1+12a b* +18ab” +1 (4.12)
2n 3n?

4ob? +2b+1 .\ 12a:°b* +18ab? +1

elde edilir. Es. 4.12°de &, = 5 g
n n

alinirsa

Sﬁ(f;x)—f(x)‘sZK(f;én)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4.4.3. Teorem

f €Cg[0,0) fonksiyonu verilsin. Buna gdre xe€[0,b] ve neN olmak iizere {Sﬁ‘ }

operatdr dizisi i¢in

00} N

4ab? +2b+1 .\ 12a°b* +18ab? +1

5 =, seklindedir [50].
n n

esitsizligi saglanir. Burada o, =
fspat

Teorem 4.4.2 ve Teorem 2.5.1’°den ispat agiktir.

4.5. {Sr‘f’} Dizisinin Lipschitz Sinifindaki Bir Fonksiyonla Yaklasim
4.5.1. Teorem

f e Lipy (u) fonksiyonu verilsin. Buna gdre xe[0,b] ve neN olmak iizere {S,‘f }

operator dizisi i¢in

si (1= 0f=m’[

Vad
esitsizligi saglamir. Burada M~ =M (b +12a°b* +18ab? +1)2 dir [50].
fSpat

Sy operatorleri lineer pozitif ve S (1;x) =1 oldugundan dolay:
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S (f;x)—f (x)‘s MS & (|t—x|”;x) (4.13)

elde edilir. Ayrica S” operatorinde p=— ve (= > icin Holder esitsizligi ilk dnce
—H

sonsuz toplam icerisindeki integrale daha sonrada sonsuz toplama uygulanirsa Lemma

4.2.1 ve Lemma 4.2.3’den

kel
= nz P () j jt—x"dt
k=0
n
k+1
n
= nz P (x)j jt—x|"dt
k=0 k
n
K+l
0 n M 2_7#
:ZPn“k(x)j (n(t—x)z)2 n 2 dt
k=0 k
n
2-p
K+t 2(k1 Y2
n n
<3R5 (%) j n(t-x)%dt j ndt
k=0 1
n n
“
2



_[ %, 120" +18ax® +1)2
n 3n?

H

b 12a’b* +18ah? +1)2

<| =+
n 3n?

elde edilir. Es. 4.13 ve Es. 4.14 g6z Oniine alinirsa

ﬁ
b, 120" +18ab” +1|2
n 3n’

sg(f;x)_f(x)\gM{

Vad
elde edilir. Es. 4.15°de M™ =M (b +12a°b* +18ab? +1)2 alinirsa ispat tamamlanir.

79

(4.14)

(4.15)
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4.6. {Sr‘f} Dizisi Icin Voronovskaya Tip Teorem
4.6.1. Lemma
{S,ﬁ’} operator dizisi

2
i. IimnS,‘f‘(t—x;x):A'aX +1,

n—o 2

ii. limnS? ((t— x)2 : x) =X,

n—o0

i, 1im 7S’ ((t-x)"x) =3

s
limitlerini saglar.

fspat

Ispat Lemma 4.2.3’den agiktir.

4.6.1. Teorem

Xe [O, o) sabit bir nokta ve f pozitif reel eksende diizgiin siirekli ve sinirli bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonun X noktasmin komsulugunda ikinci mertebeden tiirevi mevcut

ve birinci mertebeden tiirevi surekli ise bu taktirde

lim n{S¢ (f:x)- 1 (x)} =%{(4ax2 +1) £2(x) +xE*(x)]

n—oo

esitsizligi saglanir [50].
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fspat
f fonksiyonu x e [0, oo) noktasi civarinda Taylor serisine agilirsa

f(t)=f(x)+f '(x)(t—x)+% f(x)(t=x)" +&, (t)(t—x)* (4.16)

seklinde yazilabilir. Burada &, fonksiyonu Es. 3.21 ile verilen &, (X)=0 ve lim¢, (t)=0

t—X

sartlarin1 saglayan sinirli ve diizgiin siirekli bir fonksiyondur. Es 4.16’in her iki tarafina

S; operatorii uygulanirsa
Sy (fix)=f(x)
() oa oL Nca 2, a 2,
= £1(x)S5 (t-xx)+ 1 *(x)$; ((t=%)%5x)+ 85 (& (D (E-%):x) (4.17)

esitligi yazilabilir. Ayrica S, operatoriinde once sonsuz toplam igerisindeki integrale

sonra da sonsuz toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa ve Lemma 2.2.2 dikkate

alinirsa

‘nSﬁ‘ (§X (t)(t—x)z;x)‘
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N

-
+
U
N~
=~
+
L
N |

=

+

uN
N

=

+

JuN
N

- /Sﬁ‘(;xz (t);x)\/nZSff ((t—x)4;x) (4.18)
esitsizligi elde edilir. Ayrica Korovkin teoreminden

lim S (&2 (t):x) = & (x) =0

limiti saglanacagindan Es. 4.18 ve Lemma 4.6.1 gzoniine alinirsa

limnS7 (§X (t)(t—x)z;x):o (4.19)

n—oo

elde edilir. Es. 4.19 ve Lemma 4.6.1 dikkate alinip, Es. 4.19’un her iki tarafi n dogal sayis1

ile ¢arpilir ve n — oo igin limit alinirsa istenilen elde edilir.
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5. IKi DEGISKENLI HERMITE POLINOMLARI ICEREN STANCU-
KANTOROVICH TiPLi SZASZ OPERATORUNUN
GENELLEMESI

Bu boliimde Yazict ve Cekim [51] tarafindan verilen iki degiskenli Hermite polinomlarini
iceren Stancu-Kantorovich tipli Szdsz operatoriiniin genellemesinin tanimi ve yaklagim

ozellikleri verilmistir.
5.1. {S,‘f P ‘Y} Operator Dizisinin Tanim
5.1.1. Tamim

H, (n,a) Es. 2.26 ile verilen 6zel secilmis iki degiskenli Hermite polinomlarini temsil

etsin. Xe[O,oo), feC[O,oo), 0<y<pB, a=0ve

k
P (X)= exp(—nx—axz)% Hy (na)

olmak Uzere

k+

+1
o n
s (10=mY () [ 1 o, n-az 5.)
k
n

0 n+p

ile verilen {Sr‘f b ’V} operatdr dizisine iki degiskenli Hermite polinomlarini iceren Stancu-

Kantorovich tipli Szasz operatoriiniin genellemesi denir [51].

Uyari

nt +
Es. 5.1°deki integralde S = —Ig doniistimii yapilirsa
n+
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dt:n+ﬂds, t—>5 = sem ve teﬁ = s—>k+y+1
n n n+ n n+p
olacagindan {S,’f #h ’V} operator dizisi
K+y+1
o) n+p
Sﬁ:,ﬁ,y(f;x):(n+,B)ZPn‘f‘k(x) J f(s)s, n=12,.. (5.2)
k=0 K+y
n+p

seklinde de tanimlanabilir. Ancak 4. boliimdeki verileri kullanarak islemleri daha kolay

yapmak adina bu operatdr dizisi i¢in Es. 5.1°deki tanimi ele almak daha mantikli olacaktir.

5.1.1. Lemma

{S,‘f # ’V} operator dizisi lineer ve pozitiftir [51].

5.2. {S,‘f # ’V} Dizisinin Baz1 Test Degerleri ve Merkezi Momentleri
5.2.1. Lemma

{Sﬁ‘ # ’y} operatér dizisi

i. STA(Lx) =1,

ey (soy_ N 1 2

i. Sy y(t’x)_n+ﬂx+2(n+ﬂ)(4ax +2y+1),

s aa By (42, n’ 2 n 3

iii. S Y(t ,x)z X° + 2(4ax +(2y+2)x)

(n+8)° (n+p)



+;2(12052x4 +(12y +18)ax® +3y% + 3y +1) ,

3(n+ )
iv. S@A (t3;x)

n® n
= x3 + - (lZax4+(6y+9)x2)

(n+8)  2(n+p)

+L3(24azx5 + (247 +48)ax’ + 6y +12y+7)x)

2(n+p)

L1 320°x° +(48y +120) a*x*
+ ’

a(n+ B) |+(2477 + 72y +64) o + 4y° + 6y° + 4y +1
v. S@AY (t"’;x)

_ n4 4 n3 5 3
= X"+ 4(8ch +(4y+8)x )

(n+,B)4 (n+p)

+n—24(24052x6 +(24y+60)ax’ +(6y2 +18y+15)x2)

(n+5)
0 32a°x” +(48y +144) X’
e p) |+ 24y% + 96y +108)arx® + (4y° +12y* +14y+ 6 ) x
(n+p)

1 80" x® +(160y +560) &r°x° +(120y° +600y +840) o *x"
+
4

5(n+ )" | +(40y° +180y7 + 320y + 210) ax? + 5¢* +107° +107% + 5y +1

esitliklerini saglamaktadir [51].

85
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fspat

Bu operatoriin test degerlerini bulmak i¢in {Sﬁ‘} operator dizisinin Lemma 4.2.1°deki test

degerlerinden faydalanilacaktir.
i ST (L)

k+1

. o
—ny R (x) [ ot
k=0 k

n

elde edilir.

ii. S777 (%)

Il
S
+ | =
i
I
0
2R
—~
<
N—"
!—.
~—
o
~—
+
S
+ =
I
o)
2R
—~~
<
N
>
:\W'—,:‘i‘
o
~—




n [ 4ax2+1] v
= X+ +
n+f 2n (n+p)

n 1
= X+
n+8  2(n+p)

(4ax2 +2y +1)

olarak bulunur.

i, ;777 (12 x)

k4l k4l
n2 0 n n'}/ n

= n P“k(x)j t%dt + n Pfk(x)_[tdt
(n+BY ; B n+p) ; B
n n

k+1
2

+ ny» B (x)| dt
ok >!

<

n a(+2. 2n"{ a (4. YZ a (1.
_ S (1% )+ — 8% (1 X) + — S (1;

n , Aax®+2x  12a°x* +18ax? +1
R o~

87
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2 2
2ny £X+4ax +1j+( Y :

+
(n+p)° 2n n+p)

2
S L . 2(4ax3+(2y+2)x)

(n+,B)2 (n+p)

Jr;Z(mﬁx4 +(12y +18)ax® + 3y +3y +1)

3(n+p)
olur.

iv. S&PY (t3; x)

k+1
_ ni pe (X) j‘ n’t3 +C’)n2'[2y+3nty2 +y3dt
n,
k=0 k (n+ﬂ)3
n
kil [
__m niP“ (x)jtsdt+ 3’y niP“ (x)jltzdt
- k k
By & "L (n+p) &
n n
k+1 k+1
S e (%) e
ny P (X jtdt+ n» B (x Idt
(n"'ﬁ)s k=0 n % (n+ﬂ)3 k=0 "
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o 3 2 (04 3 2 o 3 [24
- 5 (tg;X)Jr(nj—;f‘S” (tZ;X)Jr(n:yﬁf S¢ (t;x)Jr(r]z—ﬂ)aSn (L x)

n® ch 12ax* +9x? . 240°X° + 48ax® + Tx . 120a%x* +32a°x® + 64ax® +1
(n+ ﬁ)3 2n 2n® 4n®

3’y (o, dax®+2x 12a’x*+18ax?+1)  3ny? dax? +1 .
+ 3 X"+ + 2 + X+ +
(n+ ) n 3N

n® n
= x3 + - (lZax4+(6y+9)x2)

(n+8)  2(n+p)

n 2.5 3 2
+—— 240X +(24y +48)ax® + 6y +12y + 7| X

+;3(32agx6 +(48y+120) @ x" + (247 + 72+ 64) X’ + 4y° + 6y + 4y +1)

4(n+p)
olarak bulunur.

v. S&P (t4; x)

k+1
o tn't +4n3t3y+6n2t2y2 +4nty3 +y4
= nz P (%) T dt
% (n+23)
n
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ke ke
4 ® 3
_ a 4 Y a 3
s n;Pn’k(x)J‘t dt + s 4nZPnk(x)jt dt
n n
+ 6n’y” nZP“ (x)jtzdt+ 4y niP“ (x)jltdt+ v nZP“ (x)j dt
(n+ﬂ)4 — ™ k (n+ﬁ4 k=0 " k n+ﬂ)4 k=0 " k
n n n
4 3 2.2
_( n )4Sa(t4;x)+(4n Y)4Sa(t3; )+(6n y)4 S;’(tz,x)
n+p n+p n+p
3 4
A S (t;X)+———S% (LX)

(n+,6)4 (n+,8)4

2 8ax’+8x3 240°x® +60ax? +15x*  32a°x’ +1440%x° +108ax® +6x
X"+ + +

n n n? n®

. 8400 x* +5600°x® +80a*x® + 210ax? +1

5n*

s 4n’y 3. 12ax* +9x> s 240°x° + 48ax® +7X .\ 1200:°x* +32a°x8 + 64ax® +1
(n+p)" 2n N2 e

6n’y? [, dax’+2x 12a°x* +18ax*+1)  4ny® bax® +1 vt
+ 7| Xt + > + = X+ + ;
(n+ ) n 3n (n+5) 2n (n+5)

__n x4 + n* (8ax5+(4 8
= Z y+8)X)

(n+,8)4 (n+p)

2
n 2.6 4 2 2
+——(24a°X° +(24y+60)ax” +(6y° +18y+15)X
n+ﬁ)4( (247+60) (y ! ) )

—
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n

n+p4)

+ (32a3x7 +(48y +144) a*x° + (243(2 +96y +108)05x3 + (43(3 +12y% +14y + 6) x)

4

—

1 80:*x® +(160y +560) &°x° +(120y2 + 600y+840)a2x4

+—
5(n+ )" |+(40y" +180y% + 3207+ 210) e +57° +10y° +10y> + 5y +1}

elde edilerek ispat tamamlanir.

5.2.2. Lemma

{Sﬁ‘ # ’V} operator dizisi

i D o(x)=1,
i. ®,(x)= Z(Hiﬂ) (406X2 —2ﬂX+2y+1),
0 1 12a2x4—12aﬁx3+(12ay+3/32+18a)x2
iii. @,,(x)= S X+ . ,
(n+B8)"  3(n+p) —(6y+36)x+3y> +3y+1

_ nt N (240758 —24apx* + (44a + 240y + 6 ) x°
V- Pne ()= (n+p)° o (n+p)" { —(108+12py) x? +<6y2 +10y+5)x }
8a*x® —160a°px’
+(120a2ﬂ2 +160a%y + 560a3) X° - (6000’8 +40a8° + 240a2ﬂy) x5
+(120a2y2 +600a%y +18008% +5/4* +840c* +120aﬂ2y) x*

5(n+5)" ~ (204 +32003 +10° +120ay” + 3603y ) X°
+(30ﬂ2y2 +180ay? + 40ary° +320ary + 30 8%y +1082 + 210a) X2

—(30,8y2 +2048y° + 20ﬁy+5,8)x+5y4 +10y° +10y% + 5y +1
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merkezi moment degerlerini saglar [51].

fspat

Tanim 2.2.7°deki merkezi momentin tanimi, {S,‘f P ‘V} operatdr dizisinin lineer oldugu ve

binom a¢ilimi gézoniine alinirsa  m -inci merkezi moment
D, . (X)

= gxhi ((t—x)m ;x)

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte sirasiyla m=0,1,2,4 alinarak Lemma 5.2.1 yardimiyla

istenilenler elde edilir.
5.3. {S,‘f # ’V} Dizisi I¢in Korovkin Tip Teorem

Korovkin teoremi pozitif reel eksende tanimli, sinirli ve diizgiin siirekli fonksiyonlar igin

arastirilacaktir.

5.3.1. Teorem

[O, oo) araliginda smirli ve diizgiin siirekli bir f fonksiyon igin n—o oldugunda

[a, b] c [0, o) kompakt araliginda



93
S¢P7 (£:x)” f(x) (5.3)
dir [51].
fspat

{S,‘f # 'Y} dizisi Lemma 5.1.1°den dolay1 lineer ve pozitiftir. Lemma 5.2.1°den dolay1

lim S277 (e;x)=¢,(x), k=012 (5.4)

n—o0

elde edilir. Burada ek(x):xk, k=0,1,2 seklindedir. Bu operatdr dizisinin lineer ve

pozitif oldugu ve Es. 5.4 dikkate alinirsa Korovkin teoreminden [4,5,57]

lim SZ77 (f;x) = f(X)

n—o0

elde edilir.

5.4. {S,‘f’ﬂ ‘Y} Dizisinin Cg [0,c0) Siifindaki Bir Fonksiyonla Yaklagimi

5.4.1. Teorem

f €Cy[0,0) fonksiyonu verilsin. Buna gore x[0,0) ve neN olmak iizere {Sr‘,’"ﬁ ’Y}

operatdr dizisi i¢in
‘S,‘j"/”'y(f;x)— f (x)\gzw(f;(sn)

esitsizligi saglamir. Burada @, ,(X) degeri Lemma 5.2.2°de belirtilen ikinci merkezi

moment olmak iizere &, =,/®@,,(X) seklindedir [51].
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fspat
S operatdrleri lineer pozitif ve S2#7 (1 x) =1 oldugundan dolay:

‘Sr’f'ﬁ’y ( f: x)— f (X)‘ < a)( f ;5){1+%Sﬁ‘wﬁ,y (|t — x|;x)} (5.5)

elde edilir. Ayrica, S By operatoriinde 6nce sonsuz toplam igerisindeki integrale sonra da

sonsuz toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanir ve sonrada Lemma 3.2.1 ile Lemma
5.2.2 kullanilirsa

S (-

k+1
n nt +
a Y
=n» P (x) —x‘dt
k=0 k n+ﬂ
n
k+1 1
no1 22
=2Pn“k(x)j nz[n(MxJ J dt
= ) n+p
n
1 1
k+1 2 (ki 2
( f nt +
a Y
sZPnk(x) jndt jn( — ]dt
= y n+p
n n
1
k+1 2
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(s )| 5 0 [ (22
fgmfigmo]lag-e

= {Gr? (L X)}; {S,‘f"ﬁ'y ((t - x)2 : x)};

=P (%) (5.6)

elde edilir. Es. 5.5 ve Es. 5.6 gozoniine alindiginda

S&PY (%)~ f (x)‘£{1+%4/®n’2(x)}w( f;5) (5.7)

yazilabilir. Es. 5.7°de 6 =6, =,/®,,(X) segilirse

ST (£3x) - f(x)| <200(f:5,)
bulunur ve ispat tamamlanir.
5.4.2. Teorem

f €Cg[0,0) fonksiyonu verilsin. Buna gore x€[0,0) ve neN olmak iizere {Sr‘,’"ﬁ ’Y}

operator dizisi igin
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[ (%) £ (x)[< 2K (f;4,)

esitsizligi saglanir. Burada ch,l(X) ve (Dn‘Z(X) degerleri Lemma 5.2.2°de belirtilen

merkezi momentler olmak iizere &, =@, ; (X) +®,, (X) seklindedir [51].
fspat

ge Cé [O, oo) olsun. Bu fonksiyon Taylor formiiliinden

g(t)=g(x)+g'(x)(t—x)+g"(c) (t—zx) , ce(xt) (5.8)

seklinde yazilabilir. S A1 operatoriiniin lineerlik ozelligi kullanilirsa

s:"ﬁ”(g(t):x)—sn“'ﬂ”<g<x>;x)—s:‘ﬁ”<g'<x><t—x>:x)+ss‘m[g"(c)“X’ ]

2

e (a(0)-9(00) -9 0557 (-0 + s (i xpix) 69
2
elde edilir. Lemma 5.2.2 ve Es. 5.9 kullanilarak

se”7(9(t)-9(x):x)

190
< ”g '||CB[O,00) Dy (X) + %q)n,z (X)
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19"cs 0.+
SCRCIE TR

< (@01 (¥)+ @12 (%)) 930, (5.10)
elde edilir. Es. 5.10 ve Sr’f"ﬁ " operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

[ (%)= £ (%))

ST (£5%)=SEPT (g %)+ S (95%)— g (x)+g(x)— f (x)‘

S (£ =gix)+(S7 (9:) =9 (1)) + (9 (0) - F ()

<SP (| f—g]sx)+[ f (x)—g ()] +

S (9:%) -9 (x)

<SEP(1F =0l o, %)+ F =Gl *[SiP 7 (9:%) =0 (X))
[0.) [0.)
< ” f- g”cB[o,oo) Sr?'ﬂyy (1; X) + ” f- g”CB[O,oo) + ”g”cé[o,oo) ((Dn,l (X) + @ (X))

< 2” f- g”CB[O,oo) + 2”g”c§[o,oo) ((Dn,l (X) +ch,2 (X)) (5-11)

seklinde yazilabilir. Es. 5.11°de her iki tarafinin g Cé [O, oo) i¢cin infimumunu alinirsa

Sl (fix)-f(x)|<2 inf {”f—g”CB[OYOO)+||9||C§[wa)(CDn,l(X)"‘(Dn,z(X))}

geCé[O,oo)

ST (£5x) = F (x)| < 2K (F30p, () + D, (X)) (5.12)
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elde edilir. Bs. 5.12°de &, =@, ; (X)+®,,(x) almrsa

S/ (1) f (x| <2K(F:6,)
elde edilir ve ispat tamamlanir.
5.4.3. Teorem

feCy [0, o) fonksiyonu verilsin. Buna gore Xe[O, ) ve neN olmak iizere {Sr‘,’"ﬁ ’Y}

operatdr dizisi i¢in

Srtlzﬁﬁ ( f;X)— f (x)‘ <2M {a)z(f;\/a)‘Fmin(l’é‘n)”f”cB[O,oo)}

seklinde bir bagnti vardir. Burada ®,;(X) ve @ ,(X) degerleri Lemma 5.2.2°de

belirtilen merkezi momentler olmak lizere &, =®, (X) +Dp, (X) seklindedir [51].
fspat

Teorem 2.5.1°den ispat agiktir.

5.5. {Sr‘f‘ P ‘Y} Dizisinin Lipschitz Sinifindaki Bir Fonksiyonla Yaklasim

5.5.1. Teorem

f e Lipy (4) fonksiyonu verilsin. Buna gére x€[0,0) ve neN olmak iizere {Sr‘,’"ﬁ ’Y}

operatdr dizisi i¢in

H

Sl (£3%) = (x)| <M (5,)2
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esitsizligi saglanir. Burada CDn,z(X) degeri Lemma 5.2.2°de belirtilen ikinci merkezi

moment olmak tizere &, =@, , (X) seklindedir [51].
fspat

Sy A operatérleri lineer pozitif ve S By (l; X) =1 oldugundan dolayi

‘Sr‘fﬁ” (f;x)-f (x)‘ < MS»F (|t—x|“;x) (5.13)

2
elde edilir. Ayrica S,’f’ﬂ " operatoriinde p=— ve =

icin Holder esitsizligi ilk 6nce
U 2—p

sonsuz toplam igerisindeki integrale daha sonrada sonsuz toplama uygulanirsa Lemma

3.2.1 ve Lemma 5.2.2°den

S (|t —x[; x)

k+1
= n nt + #
Y
=nzpno,tk( )J. — x| dt
k=0 k n+’B
n
k+1 u
n 2

0 2 n
sZPnf’k(x) j n[gt:g—xj dt I ndt
k
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“
k+l 2
nt+y
=» P (x) In( —XJ dt
e % n+p
u
k+ 2
) n 2 2—u
o nt+vy -
- NP ( )J‘( —xj dt | (P (X)) 2
8 wsoo] (854 (0
H
k+1 2 2—u
© n 2 Ty
nt+y 2
<In pn“k()j( —xj dt L pnak(x)J

H
(®,2(x))2 (5.14)
elde edilir. Es. 5.13 ve Es. 5.14 birlikte diistiniiliirse
H
Sl (f;x)— (x)‘ <M (@,,(x))? (5.15)

elde edilir. Es. 5.15°de 0, =@, , (X) alinirsa ispat tamamlanir.
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5.6. {S,‘f P ’V} Dizisi I¢in Voronovskaya Tip Teorem
5.7.1. Lemma

{S,‘f # ’V} operatér dizisi

2
. Iimnsg"/”vv(t_x;x):4ax 2% +2y+1

n—oo 2

ii. limnS®#A" ((t—x)2 ; x) =X,

N—o0

i, lim n?s: 77 ((t-x)*;x) =3x*

N0
limitlerini saglar [51].

fspat

Lemma 5.2.2°den ispat agiktir.

5.6.1. Teorem

Xe [O, ) sabit bir nokta ve f pozitif reel eksende diizgiin siirekli ve sinirli bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonun X noktasinin komsulugunda ikinci mertebeden tiirevi mevcut

ve birinci mertebeden tiirevi surekli ise bu taktirde

lim n{S,‘j"ﬁ'Y (f;x)-f (x)} =%{(4ax2 —2ﬁx+2y+1) f(x)+xf (x)}

n—o0

esitsizligi saglanir [51].
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fspat
f fonksiyonu x e [O, oo) noktasi civarinda Taylor serisine agilirsa

f(t)=f(x)+f '(x)(t—x)+% f(x)(t=x)" +&, (t)(t—x)* (5.16)

seklinde yazilabilir. Burada ¢, fonksiyonu Es. 3.21 ile verilen & (x)=0 ve lim¢&, (t)=0

t—X

sartlarin1 saglayan sinirli ve diizgiin siirekli bir fonksiyondur.

Es 5.16’nin her iki tarafina S*#" operatorii uygulanirsa

944 (£1)~ £ (1)

_f a.py . 1. a.py 2. a By 2,

= £1(x) S5 (L) + £ *(%)S; ((E=%)%5x) #8577 £, () (E-%)°: ) (5.17)

esitligi yazilabilir. Ayrica Es. 5.2 ile verilen S*” operatoriinde 6nce sonsuz toplam

icerisindeki integrale sonra da sonsuz toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa ve

Lemma 2.2.2 dikkate alinirsa

s (5, (1) (¢-x)° x|

<nsg 7 (| (O)(-x)* %)

K+y+1
) n+p
=(n +,B)Z P (%) I n|&, (s)\(s—x)zds
k=0 K+y

n+p
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= S (£ (1) x)\/nzsg""” ((t=x)"5x) (5.18)
elde edilir. Ayrica Korovkin teoreminden

: a,p, 2 vy ) £2 —
lim s (& (1): x) = & (x) =0 (5.19)
yazilabilir. Es. 5.18, Es. 5.19 ve Lemma 5.7.1 kullanilirsa

lim nS,f"ﬂ'Y(gx (t)(t—x)z;x):o (5.20)

N—oo



104

elde edilir. Es. 5.20 ve Lemma 5.7.1 gdzoniine alinarak, Es. 5.19’un her iki tarafi n sayisi

ile carpilir ve daha sonra N — oo i¢in limit alinirsa

lim n{S,‘j"ﬂ'Y (f;x)-f (x)} =%{(4ax2 —2ﬁx+2y+1) f(x)+xf (x)}

N—o0

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde pozitif reel eksende tanimli, sinirli ve diizgiin siirekli bir fonksiyonu n— oo
durumunda 3-5’inci boliimlerde belirtilen lineer pozitif operator dizileri yardimiyla iki
degiskenli Hermite polinomlarini igeren belirli toplamlar seklinde yazmak miimkiin bir
duruma gelmistir. Dolayisiyla bu tezde “bir fonksiyon iki degiskenli Hermite polinomlar1

yardimiyla ifade edilebilir mi?” sorusunun cevabi bulunmaktadir.

3-5’inci boluimlerde belirtilen lineer pozitif operator dizilerinin yakinsaklik 6zellikleri;
stireklilik modiilii, ikinci siireklilik modiilii, Peetre- K fonksiyoneli, VVoronovskaya tipi

asimptotik formiil ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla incelendi.

Besinci bolimdeki S*#7 operatorinde y = =0 alinarak dordiincii boliimde verilen S*
operatorii elde edileceginden dordiincii boliimde elde edilen tiim sonuglar besinci

bolimdeki sonuglardan da elde edilebilir. Yine benzer sekilde G, operatoriinde =0

olmas1 durumunda H, (n,O): nk olacagindan Es. 2.31 ile verilen Szasz operatdrii elde

edilir ve bu durumda i¢ilinci boliimde elde edilen tiim sonuglar =0 igin Szész

operatoriiniin yaklasim 6zelliklerini verir.

Bu operatorler 2016-2018 yillar1 arasinda yakin bir zamanda tanitildiklarindan dolay1
verilen operatorlerle ilgili heniiz fazla bir ¢alisma yapilmamistir. Bu konu hakkinda
yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgi edinmek istenirse [49-51,69] deki kaynaklara bakilabilir.
S¥ ve S*P7 operatorlerinin giris bolimiinde

Bu yiizden aragtirmacilar isterlerse G,

bahsedilen sayisizca genellemelerini yapabilirler. Ornegin, bu {i¢ operatdrde lineer
fonksiyonlar1 korumamaktadir. Dolayisiyla bu operatdrler lineer fonksiyonlar1 koruyacak
sekilde olusturulabilir. Yine benzer sekilde bu operatorler {istel fonksiyonlar1 veya
polinomlart koruyacak sekilde de diizenlenebilir. Bu yiizden bu operatorlerin King tipi

genellemesi yapilabilir. Ayrica, yazarin arastirmacilara dnerdigi bazi calismalar asagidaki

gibidir:

e S Operatoriiniin ( p,q)-Dunkl Tipi Genellemesi,



106

e S Operatoriiniin q-Tipi Genellemesi,
e Iki Degiskenli Hermite Polinomlar1 Yardimiyla Iki Degiskenli Operatdr Genellemesi,

e S Operatoriiniin Bileske ve Ters Fonksiyon Yardimiyla Elde Edilen Genellemesi,
e G ve S? Operatérlerinin Ustel Fonksiyonlari Koruyacak Sekilde Genellemesi,
e G, Operatoriiniin Durmeyer Tipli Genellemesi,

e GZ, S* ve S“P7 Operatorlerinin Farklart Uzerine Bir Calisma.

Bu operatorler ayrica Casteljau algoritmalarinda ve Bézier egrilerinde yeni bir nesne insasi

icin kullanilabilir.
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